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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга посвящена проблемам, находящимся на стыке

двух наук: классической небесной механики и переживаю¬
щей стадию становления небесной баллистики. Формируясь
в недрах небесной механики, небесная баллистика вслед¬
ствие специфики стоящих перед ней задач наряду с метода¬

ми небесной механики широко использует и ряд методов

других разделов механики. Существо задач небесной бал¬

листики обусловливает внедрение в нее методов теории
оптимальных процессов и теории автоматического регули¬
рования. На ее формирование исключительно сильное вли¬

яние оказали новые методы вычислительной математики,
опирающиеся на широкие возможности быстродействую¬
щих электронных вычислительных машин (ЭВМ).

Хотя успехи в запусках космических аппаратов в зна¬

чительной мере связаны с применением для траекторных
расчетов (а также и для оперативной коррекции орбит)
ЭВМ, тем не менее вряд ли было бы правильным при опре¬
делении перспектив развития небесной баллистики считать

достаточным развитие лишь численных методов. Опре¬
деление путей разития новой науки не должно основы¬

ваться на чисто утилитарном подходе, не могущем учесть
далекие перспективы. На первом этапе развития небесной
баллистики «проектирование» орбит приходилось выпол¬

нять на основе анализа сотен и тысяч траекторий, получен¬
ных численным интегрированием на ЭВМ. Поэтому было
вполне естественно поставить задачу о разработке прибли¬
жённой, достаточно простой аналитической теории, кото¬

рая была бы более удобной и экономичной. Подобная
теория позволяла бы без проведения громоздких расчетов
выбирать начальные условия для орбит космических
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аппаратов с заранее заданными свойствами. Создание точной

аналитической теории давало бы возможность без числен¬

ного интегрирования прогнозировать движение на длитель¬

ных интервалах времени. Наконец, такая теория необходима

для определения параметров гравитационных полей Земли,
других планет, Луны.

Многое в динамике космических аппаратов могут дать
и качественные методы. Здесь можно указать на значение

последних при определении начальных условий для перио¬

дических или почти периодических орбит, для устойчивых
в том или ином смысле движений. Наконец, даже только

качественное исследование структуры общего интеграла
неинтегрируемой проблемы позволяет выбрать наиболее

подходящий метод численного решения. Поэтому целесо¬

образным представляется разумное сочетание численных,

аналитических и качественных методов.

Исходя из этих соображений, в книгу были включены от¬

дельные «модельные» задачи небесной баллистики, которые
в первом приближении дают возможность несложным путем
выполнять необходимые расчеты и служат основой для по¬

строения точных теорий возмущенного движения. Эти за¬

дачи успешно использовались как советскими, так и за¬

рубежными учеными. Очевидно, что накопление модельных

задач составляет одну из сторон процесса формирования'
небесной баллистики. В небесной механике такие задачи
называются упрощенными или невозмущенными, а соот¬

ветствующие им орбиты — промежуточными. Таким обра¬
зом, можно сказать, что основное содержание книги по¬

священо теории промежуточных орбит космических аппа¬

ратов.

Из всего многообразия задач небесной баллистики в

книге рассматриваются те из них, которые связаны с

исследованием движения космического аппарата, принимае¬
мого за материальную точку, в нецентральном поле тяго¬

тения. К этим задачам естественно относить не только дви¬

жение искусственного спутника в поле тяготения сферо¬
идальной планеты,но и ограниченную круговую задачу трех
тел, задачу о движении космического корабля в ньютонов¬

ском центральном поле при наличии сил светового давле¬

ния и т. д. Такую задачу можно назвать общей ограничен¬
ной задачей небесной механики и определить ее следующей
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системой дифференциальных уравнений движения:

х — 2пу— п2х = Ux,

у + 2пх — п2у = Uу,

z = U'z,
в которой

и = &- + [iR (х, у, 2, t, р.),

причем / — постоянная тяготения, т
— масса притягиваю¬

щего тела, г — радиус-вектор движущейся точки, п — уг¬
ловая скорость вращения системы координат, р#—пертур¬
бационная функция, р,

— малый параметр.
Главное внимание будет уделяться задаче о движении

искусственного спутника в поле тяготения сфероидальной
планеты. Количество исследований этой задачи столь вели¬

ко, что изложить даже основные из них в небольшой по

объему книге не представляется возможным. Поэтому пред¬
почтение отдается одной из задач, а именно, обобщенной
задаче двух неподвижных центров, которая привлекла вни¬

мание многих ученых и представляется автору наиболее

перспективной. Можно ожидать, что она займет в небесной
механике такое же место, как задача двух тел, круговая

задача трех тел и т. д. Наряду с этим в книге приводятся
и альтернативные варианты построения теории движения

спутников. Автор стремился дать последовательное и воз¬

можно более полное изложение полученных в этой задаче

результатов, что восполнило бы пробел, существующий в

литературе и затрудняющий применение новой теории на

практике.
Размеры книги, к сожалению, не позволили автору вклю¬

чить имеющий принципиальное теоретическое, а также и

большое практическое значение метод Делоне. Будучи об¬
щим для теории возмущений, этот метод приводит к построе¬
нию формального решения в чисто тригонометрической
форме, т. е. по крайней мере в практическом плане позво¬

ляет преодолеть основную для небесномеханических задач

трудность — возникновение в приближенном решении ве¬

ковых членов, которые являются бичом для любой другой
формально-аналитической теории. Метод Делоне в небес¬
ной баллистике был успешно применен в задаче о движении
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искусственных спутников Земли (ИСЗ) Д. Брауером и

И. Козаи.

Автор придает большое значение развитию качествен¬
ных методов анализа уравнений небесной баллистики, в свя¬

зи с чем в книге дано краткое изложение двух фундаменталь¬
ных методов: метода малого параметра Пуанкаре и второго
метода А. М. Ляпунова. Особенности их применения в не¬

бесной баллистике проиллюстрированы на отдельных за¬

дачах. Также представлялось полезным включить в книгу
исследование устойчивости и условной периодичности
движения ИСЗ, опираясь на результаты, полученные
В. И. Арнольдом при изучении гамильтоновых систем.

Изложение как теории промежуточных орбит, так и ря¬
да вопросов качественного анализа связано с применением

аппарата аналитической механики. Поэтому автор счел
полезным включить в книгу специальную главу, содержа¬
щую сведения из аналитической механики.

Большая часть книги составляет содержание лекций,

прочитанных автором в разные годы на физическом и ме¬

ханико-математическом факультетах Московского универ¬
ситета, а также на факультете физико-математических
и естественных наук Университета Дружбы Народов
им. П. Лумумбы.

Автор считает своим приятным долгом выразить глубо¬
кую признательность коллективу кафедры небесной ме¬

ханики и гравиметрии МГУ и, в частности, проф. Г. Н. Ду-
бошину и проф. Б. М. Щиголеву за полезные обсуждения
ряда исследований, включенных в эту книгу. С неизменным

удовольствием автор вспоминает о совместной работе с

Е. А. Гребениковым и Е. П. Аксеновым над проблемами,
затронутыми в этой книге. Автор выражает искреннюю
благодарность чл.-корр. АН СССР Д. Е. Охоцимскому и

проф. В. В. Белецкому за проявленное ими внимание и

добрые советы, А. Л. Куницыну за большую помощь и

полезную критику, а также Г. Т. Аразову за помощь в офор¬
млении рукописи.

Автор будет благодарен за замечания и советы.



ГЛАВА 1

НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ
ИЗ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ

§ 1. Уравнения Лагранжа

Рассмотрим движение механической системы, состоя¬

щей из s материальных точек. Будем предполагать, что на

систему наложено р голономных, идеальных, двусторон¬
них связей. Обозначим через тъ т2,..., та массы мате¬

риальных точек, а через гь г2,..., г8 — их радиусы-векторы
в некоторой инерциальной системе декартовых координат.

Пусть, наконец, Fv — равнодействующая всех активных

сил, приложенных к v-й материальной точке.

В натуральных динамических системах приложенные
силы задаются при помощи специальной функции-потен¬
циала, или силовой функции. Эта функция предполагает¬
ся зависящей от времени и координат точек системы.

А. Майер [1—2] распространил понятие потенциала на

более общий случай, в котором силы Fv в прямоугольной
системе декартовых координат х, у, z определяются соот¬

ношениями

Fv = grad(,vU-[grad(;vi ^ ^ U], (1.1)

где функция U зависит не только от времени и координат
материальных точек, но также и от компонент скоростей.
Такую функцию U условимся называть потенциалом

Майера *).
Отмеченное расширение понятия потенциала оказывает¬

ся удобным для описания движения при наличии гироско¬
пических сил. Потенциал Майера, в частности, применим
при рассмотрении движения в неинерциальных систе¬

мах отсчета, в которых возникают кориолисовы силы инер¬
ции. В небесной баллистике потенциал Майера можно

*) Общие условия существования потенциала приводятся в работах
Гельмгольца [3] и Гирша [4].
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использовать в ограниченной круговой задаче трех тел

(например, в проблеме достижения Луны), в задаче о

движении спутника в гравитационном поле вращающейся
планеты и т. д.

Запишем уравнения движения, предполагая дополни¬

тельно, что наряду с силами вида (1.1) к точкам системы

приложены силы Фу, не обладающие потенциалом:

mvrv = Fv + Ф„ + Rv (v = 1,2,... ,s), (1.2)

где Rv — равнодействующая всех пассивных сил, при
ложенных к v-й точке.

Так как, по предположению, связи являются идеальны¬

ми, то на любом возможном перемещении работа сил реак¬
ций равна нулю:

S

2Rv-6rv = 0. (1.3)
у=1

Преобразуем уравнения движения (1.2) к обобщенным
(лагранжевым) координатам qx, q2,..., qn (га = 3s — р),
определяемым соотношениями

rv = r4{t,qx, q2,. .. ,qn). (1.4)

Если в формулу (1.3) вместо Rv подставить их выражения
из (1.2), то придем к соотношению

S

2 (/ПуГу — Fv — Фу).бГу = 0. (1.5)
У=1

Вычислим вариации радиусов-векторов rv при помощи фор¬
мул преобразования (1.4):

6rv=S514- О-6)
i=i

Подстановка в (1.5) полученных значений для вариаций и из¬

менение порядка суммирования дают

п S

2 { 2-(«* rv - Fv - Фу) • Л bqe = 0. (1.7)
i=l v=l Ч‘ J
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Из П.7) в силу независимости вариаций обобщенных ко¬

ординат следует

Ф.-^-)=0, (1.8)

где i = 1, 2,.,.п.
Если употреблять обозначения, использованные в (1.1),

то уравнения (1.8) запишутся в форме

^ ^ [grad(;vi -vtK)U] ■ -

^grad(Wv,Zv)C/~ — Ф* ^) = ° (‘ = 1.2, ... ,п). (1.9)

Дифференцируя формулы преобразования (1.4), нетрудно
установить, что будут справедливы тождества

дг„ <3г0
-з—=-- (г = 1,2,. . . ,п; v 1,2,. . .

, s).
"4/ dqc

Тогда с помощью этих тождеств выражение 2mvг„- ^
можно преобразовать к виду

|гг<' ч ~ М& О**- щ-"*’ •^)]“

Обозначая через Т живую силу системы

S

т =
Y 2mvTv, (1-11)

V=1

вместо (1.10) получим
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Аналогичным образом преобразуются второе и третье
слагаемые левой части (1.9)

2 {щ ■

тг ;„> v\
-

щ v и} =

Введем, наконец, величины

dr.,
<?.= 2ф*-0Г’ <1Л4)

V—1 ч‘

которые в механике называются обобщенными силами.

Подставляя в (1.9) вместо соответствующих выражений
их значения из (1.12) — (1.14), получим

d I дТ . dU \ дТ 6U п \

dt \dqt
+

dq£ ) _ 9qt dq£
~ Qi (* - *. 2, . . .

, я). (1.15)

Вводя функцию Лагранжа (лагранжиан)
L=T+U, (1.16)

окончательно будем иметь следующие дифференциальные
уравнения движения:

■iy)-4 = Q‘ (i = I'2 • <117)

которые называются уравнениями Лагранжа второго рода.
Если движение происходит только под действием потен¬

циальных сил, т. е. когда Q* = 0 (t = 1,2,..., п), то урав¬
нения (1.17) принимают особенно простой вид:

^ = 0 (/= 1,2,...,л). (1.18)А. ( 91 \
dt \ dq£ )

Заметим, что входящая в лагранжиан живая сила Т в об¬

щем случае имеет следующую структуру:

Т = Т% + Тг + Т0, (1.19)

где Т2, 7\, Т0 суть однородные формы относительно обоб¬
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щенных скоростей qt соответственно второй, первой и ну¬
левой степени*).

Пример. Рассмотрим движение пассивно гравитирующей точ

ки (притягиваемой, но не притягивающей) массы т в ньютоновском-

поле тяготения абсолютно твердого тела, равномерно вращающегося

вокруг перманентной оси с посто¬

янной угловой скоростью п. Возь¬
мем прямоугольную декартову
систему координат Охуг, жестко

связанную с телом. Начало ко¬

ординат поместим в центре масс
тела О, за основную координат¬
ную плоскость примем эква¬

ториальную плоскость тела, а
ось аппликат направим вдоль оси

вращения в сторону северного
полюса (рис. 1).

Обозначим гравитационный
потенциал тела, отнесенный к

массе движущейся точки, через
U (х, у, г). В выбранной системе

координат на движущуюся точку кроме сил ньютоновского тяготения

действуют кориолисова и центробежная силы инерции. Кориолисова
сила {2пу; — 2nt, 0} может быть задана потенциалом Майера (Д:

(1.20)

а потенциал центробежной силы инерции (п*х\ п?у\ 0) определяется фор¬
мулой

Ui = п (ху — у±),

п‘

(х2-\- у2). (1.21)

Живая сила Т, отнесенная к массе точки, в ее движении относитель¬

но избранной системы координат равна

1
Г = т(*2 + г/2 + г2). (1.22)

Тогда лагранжиан задачи в соответствии с (1.1) и (1.16) запишется

в виде

L = (X? + у2 + г"2) + п (ху— ух) + (х2 + у2) + U (х, у, г).

(1.23)

*) В пособиях по механике (см., например, [5]) неточно утвержда¬

ется, что при стационарных связях 7\ = Т0
— 0. В самом деле, даже

при стационарных связях кинетическая энергия системы Т может со¬

держать члены 7\ и Т0, если формулы преобразования к лагранжевым
координатам (1.4) содержат время явным образом.
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Из (1.18) и (1.23) получаем уравнения движения задачи:

"

о

•

„
dU

х — 2пу
— п?х = gj-

у + 2пх — п2(/ - (1.24)

Аналогичный вид имеют уравнения движения в ограниченной кру¬
говой задаче трех тел, которая была положена в основу исследований

по динамике полета к Луне [6,7J,
а также в проблеме движения да¬
леких искусственных спутников
Земли при учете лунно-солнеч¬
ных возмущений.

Эта классическая задача со¬

стоит в изучении движения пас¬

сивно гравитирующей точки,
притягиваемой по ньютоновско¬

му закону к двум другим мате¬

риальным точкам, которые ус¬
ловно будем называть Землей

А и Луной В. Предполагается,
что Земля и Луна обращаются

вокруг общего центра масс по круговым кеплеровским орбитам на

расстоянии а друг от друга, обладая средним движением п.
Возьмем равномерно вращающуюся прямоугольную систему коор¬

динат, основная плоскость которой совпадает с плоскостью орбит
Земли и Луны. Начало координат поместим в центре инерции системы

Земля — Луна, а ось абсцисс проведем через А и В (рис. 2). Уравнения
движения будут иметь вид (1.24). Гравитационный потенциал U опре¬
деляется следующей формулой:

Ц =
^т1

■ - —

т—
—

, (1.25)
/(х-а^+^+г2

+ V(x-atf-+y* + z*

в которой f — постоянная тяготения, т2 и т1
— массы Луны и Зем¬

ли соответственно. Так как начало координат взято в центре инер¬

ции системы Земля — Луна, то для % и Oj справедливы очевидные ра¬

венства:

ггца

ai=

а2 =
-

'

mi -+- т.2
'

т.\а

mi + гпг

(1.26)
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§ 2. Характеристические функции в динамике

Из уравнений (1.18) видим, что для описания движения

механической системы в случае потенциальных сил доста¬

точно построить определенным образом некоторую функ¬
цию обобщенных координат и скоростей — лагранжиан L.

Подобного рода функции, которые можно использовать для

описания движения,будем называть характеристическими *).

Другим примером характеристической функции, нашедшей
широкое применение в аналитической динамике, является

функция Гамильтона (гамильтониан). Менее известны ха¬

рактеристические функции В. М. Татевского [8, 9] и

К- М. РайзинаПО, 11]. Переход от одной из этих функций
к другой выполняется с помощью преобразования обоб¬
щенных координат или обобщенных скоростей (или и тех,

и других) к новым переменным, причем преобразованию
подвергаются все п обобщенных координат (или скоростей).
Единственным исключением является преобразование Рау¬
са [12], приводящее к смешанной, лагранжево-гамильто-
новой форме уравнений движения. Если обобщенные ко¬

ординаты и скорости разбить на несколько групп и каждую
из групп подвергнуть различному преобразованию, то в

результате можно получить наиболее общую форму ха¬

рактеристической функции, а, стало быть, и наиболее об¬

щую форму уравнений движения. Эта форма была указана
в статье [13].

Пусть движение механической системы определяется

уравнениями (1.18). Выполним преобразование обобщен¬
ных координат <7j+1, q[+2,..., qn и обобщенных скоростей

Як+1, <7а+2.--м Ят к новым переменным si+1, si+2,..., sn и

pk+1, р*+а,..., рт при помощи формул

* = (t=/+ 1,...,л), Pt = -ip- (i=k+ 1, ...,m),
да,-

1

aq,
(2.1)

предполагая, что 0 ^ k ^ I ^ т ^ п. Если якобиан

*) Термин «характеристическая функция» употребляется здесь в от¬

личающемся от общепринятого понимания более широком смысле (см.,
например, [8]).
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преобразования отличен от нуля

D
dL dL dL dL \

~'дяп' dqk+l dj
ф 0, (2.2)

^ 1’
' ' Qn' Qk+1’ 4 4

’’’ Q m)

то уравнения (2.1) можно разрешить относительно преобра¬
зуемых лагранжевых переменных. Величины pt называют¬
ся обобщенными импульсами, а величины sh которые в си¬

лу уравнений (1.18) совпадают с соответствующими ри

будем называть импульсами второго порядка.
Из (2.1) видим, что для выполняемого преобразования

характерно то, что состояние движения системы определя¬
ется для одной группы степеней свободы обобщенными
координатами и скоростями, для другой группы

— обоб¬

щенными координатами и импульсами и, наконец, для
последней группы — обобщенными импульсами и их про¬
изводными.

Рассмотрим функцию М*, определяемую соотношением

т п

М* = —L + 2 Р^ЯсФ 2 stQi' (2-3)
i=k+i «=ж

Разрешая уравнения (2.1) относительно старых переменных,
что возможно в силу условия (2.2), и заменяя в (2.3) соот¬

ветствующие <7,- и (7г через pt и sb получим

M(qv • Pk+V •••> Рт1 si+1> •••> sn, Ят+1, ■■■,qn) =
— 7И*. .

. (2.41
4k+1* Qrrr*pk+b •••• Pm"

’

4l+1. ..•> 4n-*sl+b •••• sn

Полная вариация этой функции будет равна

s ЦЧ-+1=1 1
i=m+1 0(<i

km n

+ 2fj4+ 2 £*,+ (2-5)
<=X °4i i=k+l /=14-1 I

С другой стороны, варьируя явное выражение для М,
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получающееся из (2.3) и (2.1), находим

«« —S(f;4+ f4
т п

+ 2 (Pffli + QfiP,) + 2 i + Qfis£)- (2-6)
i=k+1 г=[+1

Если сопоставить (2.5) и (2.6) и учесть формулы пре¬

образования (2.1), то в силу произвольности входящих в

(2.5) и (2.6) вариаций будем иметь:

дМ dL , ■

, п /ч дМ ... а,1 ч

dqt 'др£
дМ dL ,.

, 0
г

it \
^Л1

dq£ dq£ °si

(i = I + 1, . . .
, n).

(2.7)

В таком случае дифференциальные уравнения движения

примут следующий вид:

т(^-)—Йт = ° У -1 -2- • - -
- *>■ <2-8>

(2.9)

= (,' = *+1 ,);(210)

дМ ЭЛ1 ,.
| , ч /о 1 1 \

р. =
-щ-, q. = -щ- (I = т+ 1,.. . ,п). (2.11)

Так как st
= pit то подсистему (2.9) можно записать так¬

же в форме

<■' = '+1 "■>■ <212>

а подсистема (2.11) примет вид

d I дМ\ d (дМ\
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Таким образом, движение механической системы будет
описываться системой уравнений (2.8), (2.10), (2.12) и

(2.13).
Если в преобразовании (2.1) k = 0 и / = п, то уравне¬

ния движения приобретают гамильтонову форму (2.10),
а функция М в этом случае представляет собой характери¬
стическую функцию Гамильтона, которую по традиции обо¬
значим через Я:

dQi дН Лрг j)fj
dt
~

dPi
’ ИГ

~

dq£
1,2,..., тг), (2.14)

причем гамильтониан Я определяется формулой
П

я = (2Л5)
i—1

Если I = т = п в преобразовании (2.1), то уравнения
движения состоят только из подсистем (2.8) и (2.10) и,

следовательно, имеют смешанную лагранжево-гамильто-

нову форму
d 1 дМ \ оII

ГО

1^ (гdt [ <4- )
d<h

_

дМ dp. дМ

dt
~

др£
' dt dq£

(г = £ + 1, . . .
, п).

(2.16)

Уравнения движения (2.16) называют уравнениями Рауса.
Характеристическую функцию уравнений (2.16) назовем

раусовой и согласно (2.3) для нее будем иметь

П

м ——l + 2 p/iг (2Л7>
i=k-f-l

где преобразуемые переменные должны быть с помощью

формул преобразования выражены через новые переменные.

Уравнения Рауса удобны при исследовании поступа¬
тельно-вращательного движения искусственных небесных
тел. В этой задаче в качестве канонических переменных qit

pi, входящих в подсистему гамильтоновых уравнений, це¬

лесообразно принять оскулирующие кеплеровские эле¬

менты орбиты центра масс космического аппарата, мед¬
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ленно меняющиеся во времени, а в качестве обобщенных ко¬

ординат для подсистемы лагранжевых уравнений — углы

Эйлера.
Если / = 0, т = п, то уравнения движения имеют ла-

гранжеву форму, однако характеристическая функция бу¬
дет выражена через импульсы первого и второго порядков.
Эта характеристическая функция была указана В. М. Та-

тевским [8, 9]. Случай т = 0 также был указан В. М. Та-
тевским [9] и позже подробно исследован К- М. Райзи-

ным [10, 11]. При иных ограничениях на k, I, т и п можно

получить новые формы уравнений динамики.

Отметим здесь еще один частный случай, который получается
при k = I ^ т = п. Уравнения движения запишутся в следующем
виде:

d (дМх\ дМ1
= ° = <218>

где Мг = М, ри
=

рг
Положим далее

дМ дМ
Рц —др .

'

—дру
(*"— 2’ ■ ' '

’ п(2.19)

предполагая при этом, что якобиан преобразования (2.19) отличен от

нуля. Величины рг[ назовем импульсами третьего порядка. Тогда, по¬

лагая

• дМг \

Sfe'x+ssjM’ <2-20’

после несложных преобразований получим уравнения движения в форме

d I dMt \ дМ2
= 0 (*-‘.2.....»). (2.21)

где М2 обозначает результат подстановки в (2.20) вместо р1( и ри их вы¬

ражений из (2.19) через p2i и pir
Преобразование типа (2.19) может быть повторено s раз, если вся¬

кий раз предполагать, что соответствующие якобианы отличны от нуля.

В результате получим лагранжеву систему уравнений



22 СВЕДЕНИЯ на АНАЛИТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ [ГЛ. I

в которой через ps£ обозначены импульсы s + 1-го порядка. Эти импуль¬
сы и их производные р$£ задаются при помощи формул

dMs_. .
3Af

Psi^d'ps.lti’ Psi==dPs-1./* (2,23)

Для нового лагранжиана имеем

Инвариантность лагранжевой формы уравнений при переходе к

импульсам высших порядков очевидна для задачи о малых колебаниях,
если в качестве обобщенных координат используются нормальные коор¬
динаты, ибо в этом случае импульсы высших порядков пропорциональ¬
ны производным соответствующего порядка по времени от обобщенных
координат. В общем случае лагранжева форма уравнений в пространст¬
ве импульсов высших порядков является следствием вариационной
природы законов механики.

Уравнениям (2.22) соответствует принцип наименьшего действия в

форме

§ 3. Дифференциальные уравнения
движения материальной точки

в криволинейных координатах

Рассмотрим задачу о движении свободной материальной
точки в потенциальном поле сил и получим уравнения дви¬
жения в наиболее употребительных в небесной баллисти¬
ке системах ортогональных криволинейных координат.

Пусть прямоугольные декартовы координаты точки х,

у, z выражаются через три новые взаимно независимые пе¬

ременные qlt q2, <7з при помощи однозначных соотношений:

П

{^s-i 2 (PsiPs-1, i PsiPs-l, /)},
ps-l, ('• Ps-1, i~*Psi' Psi

(2.24)

(2.25)

(3.1)
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Предположим, что обратное преобразование

Я1 = Я1 (х, у, г),
Я2 = Яг (X, I/, Z),

Яа = Яз (х, у, z)
(3.2)

также однозначно.

Такие переменные qv q2, q3 образуют систему криво¬
линейных координат. Частными видами систем криволиней¬
ных координат являются цилин¬

дрические, сферические, эл¬

липсоидальные, параболоидаль-
ные координаты.

Сделав определенный выбор
системы криволинейных коорди¬
нат и рассматривая одно из урав¬
нений (3.2) ft = qt (х, у, г), на¬

ходим, что уравнению qt = const
в пространстве соответствует оп¬

ределенная поверхность, кото¬

рая называется координатной.
Каждая точка пространства определяется пересечением

трех координатных поверхностей

qt = с, (t = l, 2, 3). (3.3)

Пересечение двух координатных поверхностей определяет
координатную линию. Вдоль координатной линии две кри¬
волинейные координаты сохраняют свои значения неиз¬

менными.

Через каждую точку пространства проходят три коор¬
динатные линии (рис. 3): линия qlt на которой постоянны ко¬

ординаты q2 и q3, линия q2, вдоль которой сохраняют по¬

стоянные значения qt и q3, и, наконец, линия q3, на которой
неизменными остаются координаты qx и q2.

Касательные к координатным линиям можно назвать

осями криволинейных координат. Система координат бу¬
дет ортогональной, если в каждой точке пространства ко¬

ординатные оси взаимно перпендикулярны. Нетрудно ус¬
тановить, что условие ортогональности системы криво¬
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линейных координат запишется в виде:

dx дх . ду_ ду , дг_ dz
_

„ \

dqi dqi
‘

dqi d<te dqi dqi
~~

’

дх дх . ду ду . dz dz „ I

dqi dq3 dqi dq3
'

dqi dq3
~

’

j
(3-4)

dx dx , dy dy . dz dz
q

dq3 dqi dq3 dqi dq3 dqi
~

'

J
При составлении уравнений Лагранжа необходимо вы¬

разить живую силу материальной точки через обобщенные
скорости. Для этой дели предварительно нужно вычислить

квадрат линейного элемента ds. При помощи (3.1) получаем

ds2 = Н\ dqi2+ H\dq\ + H\ dqi, (3.5)
где Hi, H2 и Н3 суть коэффициенты Ламе, определяемые
формулами

н‘=VW+Off+01)’ <г=1'2'з>- <з-б>

При помощи (3.5) приходим к следующему выражению
для квадрата скорости точки:

v2 = H{q\ + Н\ц\ + H\q\. (3.6')

Так как в задачах небесной баллистики силовая функция в

подавляющем большинстве случаев пропорциональна мас¬

се движущейся точки, то в лагранжевы уравнения движе¬

ния эта масса не входит. Поэтому под величинами U и L

будем понимать соответственно силовую функцию и лаг¬

ранжиан, отнесенные к массе движущейся точки.

Принимая во внимание (3.6), для лагранжиана будем
иметь следующее выражение:

1 =
Т (Я&! + Н*< + + U ?*’ ?»»*)• (3-7)

Цилиндрические координаты. Прямо¬
угольные координаты выражаются через цилиндрические
при помощи формул

х — р cos X, )
у = psinA,, 1 (3.8)
2 = 2, j
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а для обратного перехода имеем

р
= У*5Т7',

X = arctg ^,
2 = 2.

(3.9)

Для цилиндрических координат (рис. 4) координатными
поверхностями служат круговой цилиндр, проходящий че¬

рез рассматриваемую точку пространства, осью которого
является ось аппликат, полуплоскость X = const, проходя¬
щая через данную точку М

И ОСЬ 2, ПЛОСКОСТЬ 2 = COnst,
параллельная основной ко¬

ординатной плоскости. Ко¬

ординатными линиями яв¬

ляются прямая СМ, вдоль

которой постоянны А, и г;

дуга окружности ВМ, на

которой неизменны коорди¬
наты риг; образующая ци¬

линдра ММ', на которой
постоянны р и А. Нетрудно
проверить, что условия
(3.4) выполнены, и, стало

быть, цилиндрическая система координат ортогональна.
С помощью формул (3.6) и (3.8) находим коэффициенты

Ламе:

Н9= 1, ]
Нх = Р, (3.10)
И2 = 1. J

Тогда в силу (3.5) для линейного элемента получим выра¬
жение

ds2 = dp2 -f р2 dX2 + dz2,

а лагранжиан (3.7) приобретает вид

(3.11)

L =
j (p2 + P2*2 + *2) + U ф, X, 2, t). (3.12)
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Уравнения движения (1.18) в цилиндрических координа¬
тах запишутся в форме

Сферические координаты. Прямоуголь¬
ные координаты выражаются через сферические следую¬
щим образом:

Геометрический смысл сферических координат очевиден

(рис. 5). Условимся угол ф отсчитывать в пределах от— я/2
до я/2, угол Я — в пределах

жестко связана с Землей, а ось абсцисс лежит в плоско¬

сти гринвичского меридиана, то координата Я будет равна

географической долготе спутника. В инерциальной системе

координат, ось абсцисс которой направлена в точку ве¬

сеннего равноденствия, Я будет представлять собой пря¬
мое восхождение.

р
— рЯ2 = С/р,

(3.13)

(3.14)

от 0 до 2я, а г будем счи¬

тать изменяющимся от нуля

до + оо.

X

Рис. 5.

В задаче о движении ИСЗ
обычно применяется геоцен¬

трическая система координат

(с началом в центре инерции

Земли), за основную плоскость

которой принимается плос¬

кость земного экватора. В этом

случае координата ф представ¬
ляет собой географическую
широту спутника. Если, кро¬
ме того, система координат



J з]. УРАВНЕНИЯ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ 27

формулы перехода от прямоугольных координат к сфе¬

рическим имеют вид

Г = УX2 + </2 + 22,

Я, = arctg

Ф
- arctg

х '1
V* + p'

(3.15)

Координатными поверхностями в сферической системе

координат являются сфера г = const, круговой конус
ф = const и полуплоскость Я.= const. Координатные линии

суть прямая ОМ, вдоль которой постоянны координаты ф
и %, дуга меридиана СМ, на которой постоянны г и Я,, и
дуга параллели ВМ, на которой неизменны координаты
г и ф.

Из формул (3.4) и (3.14) вытекает, что система сфери¬
ческих координат ортогональна.

Вычисляя при помощи формул (3.6) и (3.14) коэффи¬
циенты Ламе

Нг — 1, H<f = г, Н\ = г cos ф, (3.16)

для квадрата линейного элемента получаем выражение

ds2 = dr2 + r2dq>2 + г2 соз2ф dX2. (3.17)

Функция Лагранжа примет следующий вид:

L =
j (г2 + г2ф2 + г2 cos2 ф • X2) + U (г, ф, Я,), (3.18)

откуда согласно (1.18) получаем лагранжевы уравнения
движения

г — гф2 — г cos2 ф - X2 = Ur,

-щ- (г2cos2 ф• Я.) = и'г,

JL. (г2ф) -f r2'X2 sin фcos ф = Uv-

(3.19)

Широкое применение в задаче о движении спутника сфе¬
роидальной планеты нашли эллипсоидальные координаты.
Ниже рассматривается два типа вырожденных эллипсои¬

дальных координат.
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Сжатые сфероидальные координа-
т ы. Эти координаты связаны с прямоугольными при по¬

мощи формул*)
х = cchi|)cosfl‘CosXr )
у = ccht|>cosftsin^, 1 (3.20)
z = с sh ф sin O', j

где с — постоянный множитель, имеющий размерность
длины. Относительно ф, #, X будем предполагать, что они

удовлетворяют условиям

0<Ф< + оо, — 0<Х<2я. (3.21)

При этих условиях каждой точке пространства соответ¬

ствует единственная совокупность значений ф, X, #.

Комбинируя уравнения (3.20), приф = const получаем,
что точка должна находиться на эллипсоиде вращения

Х* + у* . ;

с2 ch2 ф с2 sh2i|)
- 1 (3.22)

с большой полуосью с ch ф и малой полуосью с sh ф. Эл¬

липсоид (3.22) является сплюснутым эллипсоидом враще¬
ния, ось симметрии которого совпадает с осью аппликат.

При# = const из (3.20) следует, что точка находится на

однополостном гиперболоиде вращения

х"У~ г2
— j /я 231

с2 cos2# с2 sin2#-

Наконец, при X = const точка лежит на плоскости

у
— х tg X = 0. (3.24)

Поверхности (3.22) — (3.24) являются координатными
(рис. 6).

Координатные линии в сфероидальной системе коорди¬
нат суть гипербола ММ', на которой постоянны X и #,
параллель сфероида AM, которой соответствуют постоян¬

ные значения ф и # и эллиптическая дуга меридиана сфе¬
роида, проходящая через точку М. Из (3.4) и (3.20) следует,

•) С цилиндрическими координатами сжатые сфероидальные коор¬
динаты связаны соотношением z + ip = ic ch (X — »<p).
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что сжатые сфероидальные координаты являются ортого¬

нальными, т. е. координатные поверхности — гипербо¬
лоид, эллипсоид и плоскость пересекаются друг с другом

под прямыми углами.

Подобная система коор-

динат использована
в новой

теории движения ИСЗ [ 14].
Дифференцируя форму¬

лы преобразования (3.20)по
сфероидальным координа¬
там ф, й и X и подставляя

найденные значения в фор¬
мулы (3.6), находим коэф¬
фициенты Ламе

Яф =Я*=

= с |Ach2 ф — cos2 6',

Н\ = ссйфсовй. (3.25)

Заменяя в формуле (3.5) коэффициенты Ламе найденными
значениями, для линейного элемента ds получаем следую¬

щее значение:

ds2 = с2 (сЬ2ф — cos2ft) (йф2 + йй2) + с2сЬ2ф cos^'dk2. (3.26)

Принимая во внимание (3.7) и (3.26), для лагранжевой функ¬
ции будем иметь

L = (ф2 + й2) 4- сЬ2ф cos2 й-Х»] + */ (ф, й, X), (3.27)

где J = сЬ2ф — соз2й, что приводит к следующей системе

дифференциальных уравнений движения:

d
■ («/Ф) + 4- sh 2ф • (ф2 + й2) 4 sh 2ф cos2 й • X2

1
U.ф>dt ' ■' ■

z
■ ' ■ 1 '

z
•

с3

d

(/й) 4-
у

sih 2й • (ф2 + й2) + усЬ2фзт2й-Х2=dt

1
•gp(ch2фcos2й• X2) = -g-

U i
(3.28)
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Вытянутые сфероидальные коорди¬
наты. Рассмотрим теперь вторую систему вырожденных
эллипсоидальных координат, которые часто используются

в классической задаче не¬
бесной механики о двух не¬

подвижных центрах [15]).
Вытянутые сфероидаль¬

ные координаты и, у, до

связаны с прямоугольными
координатами соотношени¬
ями

Z,

v= const

const

) I x

X/4//—const

х = с ch v cos и,

у = е shy sin «sin до,

z = с shu sin и cos до,

(3.29)

где с — некоторая постоян¬

ная величина, имеющая

Рис. 7. размерность длины. Бу¬
дем предполагать, что

сфероидальные координаты удовлетворяют условиям

0<у<+°°, 0<до<2я. (3.30)

Если условия (3. 30) выполнены, то для каждой точки

пространства существует единственная совокупность значе¬

ний и, у, до.

Системе вытянутых сфероидальных координат соответ¬

ствуют следующие координатные поверхности: при у =

= const имеем вытянутый эллипсоид вращения,

** у2 + г2
, + ! = 1, (3.31)с2 ch2 v ' с2 sha а

ось симметрии которого совпадает с осью абсцисс, а фо¬
кусы расположены в точках (±с, 0, 0); при и = const —

софокусный ему двуполостный гиперболоид вращения
х2 у1 + г2

= 1 (3.32)с2 cos2 и с2 sin2 и

и при до = const — плоскость

у
— 2 tg до = 0. (3.33)

Координатные поверхности и линии изображены на рис. 7.
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Вытянутые сфероидальные координаты также ортого¬

нальны.
Из простых вычислении получаем значения коэффициен¬

тов Ламе

Ни = #0 = cYcWv — cos2 и, (3.34)
Hw — с sh v sin и.

Тогда для линейного элемента имеем выражение

ds2 = c2[J (du2 + dv2) + sh2o sin2 u-dw2\, (3.35)

а функция Лагранжа приобретает вид

I = ~ [J (и2 + v2) -f sh2 и sin2 и • до2] + ^(u, v, до, t), (3.36)

где использовано обозначение

j = ch2o — cos2 u. (3.37

Уравнения движения точки в вытянутых сфероидаль¬
ных координатах записываются следующим образом:

• ... 1 _ т* V

(Ju) — sin и ■ cos и (и2 -f v2 + до2 sh2 а) = Uu,d_
dt

— sho-cho(u2 + v2 + o>2 sin2 u) =

•jf (sh2 v sin2 u. ■ до) = -pip Uw.
(3.38)

Параболоидальные координаты. В за¬

даче о движении космического аппарата в центральном
ньютоновском поле сил с постоянным вектором реактив¬
ного ускорения [16] и [17, 18]), а также при рассмотрении
движения ИСЗ с учетом светового давления используются
параболоидальные координаты, которые связаны с прямо¬
угольными координатами зависимостями:

х = ±(12-ц2),
у = £т] cos ф,

z = £nsin<p.

(3.39)
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Из двух последних уравнений (3.39) находим у2 + г2 =
= IV, складывая с х2, имеем

х2+у2 + г2 =
-J- (I2 + Г)2)2,

откуда при | = const получаем следующее уравнение ко¬

ординатной поверхности:

у* + 2г = g4 _ 2х\*. (3-40)

Уравнение (3.40) определяет параболоид вращения с

фокусом в начале координат и с осью, совпадающей с от¬

рицательной частью оси абсцисс.
Аналогичным образом находим вторую координатную

поверхность

у* + г2 = л4 + 2хх\2, (3.41)

которая также является параболоидом с фокусом в начале

координат и осью, направленной вдоль оси абсцисс.

Третья координатная поверхность
— плоскость, про¬

ходящая через ось абсцисс:

г — t/tg<p = 0. (3.42)

Координатными линиями будут:
линия I — парабола

у2 — Г]4 cos2 ф + 2Г]2Х cos2 ф,

г = у tgq>,

линия т]
— парабола

у2 = 14 cos2 ф — 2rfx cos2 ф,

2 = у tg Ф,

ЛИНИЯ ф
— окружность

У2 + г2 = 6V. х = -f (i2 - n2).

Расположение координатных плоскостей и линий указано
на рис. 8. Параболоидальные координаты являются орто¬
гональными, как это видно из (3.4) и (3.39).
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формулы (3.6) и (3.39) приводят к следующим выраже-
ииям для коэффициентов Ламе:

Н^НП = У¥Тл5, я* = бп. (3.43)

Тогда квадрат линейного элемента определится формулой

ds2 = (£4 + л2) (dl2 + drf) + £л dq>\ (3.44)

а лагранжиан будет равен

l = ~y К£2 + ч2)(£2 + ч2) + £чф21 + и ТЬ Ч>« 0- (3-45)

Лагранжевы уравнения движения в параболоидальных

(3.46

координатах запишутся следующим образом:

4г К? + ч2) t]- [£ (I2 + Л2) + ЧФ21 = и'ь

Кб* + Ч2) Ч] - 1ч (Р + л2) + £ф2] = и'ю

— (5лф) = £/^.
Замечание. Если оба фокуса удалены в бесконечность, то эл¬

липсоидальные координаты вырождаются в прямоугольные; если в

бесконечность удален один из фокусов, то эллипсоидальные координа¬
ты переходят в параболоидальные; наконец, когда оба фокуса совпа¬
дают, то эллипсоидальные координаты вырождаются в сферические
координаты.
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§ 4. Канонические преобразования.
Теорема Якоби

Согласно результатам § 2 движение динамической си¬

стемы можно задавать системой уравнений в форме Рауса

в которой характеристическая функция Я, определяемая
формулой (2.17), в общем случае будет зависеть от вели-

cji подсистемы уравнений (4.1) назовем сопряженными ка¬

ноническими переменными (qt — обобщенная координата,
pi — обобщенный импульс).

Рассмотрим такие преобразования канонических пере¬
менных qit pi, которые не нарушают раусовой формы урав¬
нений (4.1) и (4.2). Эти преобразования назовем канони¬

ческими.

Преобразование старых переменных qt, pt к новым пе¬

ременным тр зададим при помощи функции

которую назовем производящей. Формулы преобразования
имеют вид

dPi
_

dt

чин t, qv..., qn, Pk, c/k+i <jn- Переменные pt и

где с — постоянная величина (валентность преобразо¬
вания).

Из (4.1) и (4.3) следует, что
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И

поэтому

d*V . V ( &V : , \
Cps
~

dqsdt
+ [ dqs d4j qi + dqsd^ %) >

d*V
k

+ s(
dW

dqsdt dqs dq]

1
*

д

•ЧЛ d1s Г Ъш
с

'

& дг\,
S=1 " L dnj

Принимая во внимание, что

у d*V dqs f 0 при i=/=j,
дЬ дг]г

~

[— 1 при i = j,

дН 1 д / dV \ , 1 i „„„ i
находим

_
= + — 6,, или g, =

= ^сЯ -f- --'j . Можно показать также, что

*~£И+тг)-
Положим

Так как

К=сН + -%-. (4.4)

дК
_

дН дК
_

дН

dqt
~ °

dq£
’

dq£
~С

dq£
'

то вместо системы (4.1) — (4.2) окончательно будем иметь

^ ^ ^ =

—щ <i = 1-2 *>• (4'5>

ъЩУщ-* 0-*+ (4.6)

Для возможности выполнения преобразования (4.3) яко¬

биан

det ( d*V

[dq.dl;
Должен быть отличным от нуля.

Таким образом приходим к теореме.
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Т еорема. Если канонические переменные qt и pt

преобразуются к новым переменным £г, т]; при помощи про¬
изводящей функции V (t, qu q2,..., qk, Ilf £*). to

дифференциальные уравнения для новых переменных будут
иметь раусову форму, причем новая характеристическая
функция Рауса будет иметь вид (4.4).

Из этой теоремы при k = п следует теорема о преоб¬
разовании гамильтоновых систем.

При помощи аналогичных рассуждений можно пока¬

зать справедливость следующей теоремы.

Теорема. Пусть переменные qt и рг преобразуются
к новым переменным с помощью формул

в которых производящая функция V имеет вид,

^ (^> ?1> <7/> Pl+!>•••, Pki £].>•••> ?та> Л*)»

тогда раусовы уравнения движения (4.1) — (4.2) сохраняют
свою форму

причем новая характеристическая функция Рауса К опре¬
делится формулой

(4.8)

(4.9)

Из приведенных теорем вытекают следствия относитель¬

но чисто гамильтоновых систем (2.14)
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Преобразования, не нарушающие гамильтонову форму урав¬
нений, называются каноническими или контактными. Ча¬

ще всего используют унивалентные канонические преобра¬
зования (с = 1).

Если систему (4.10) подвергнуть каноническому пре¬

образованию

^ = т>/ = —Щ (»' = 1.2,...,п), (4.11)

где Г = V (t, qx qn, £n), то придем к новой систе¬

ме гамильтоновых уравнений

dt
~

dr],
’

dt
~ 4 —

■с гамильтонианом

* = Я + 4£-. (4.13)

Теорема о канонических преобразованиях указывает на

путь интегрирования уравнений движения и непосред¬
ственно приводит к знаменитому уравнению Гамильтона —•

Якоби.
Рассмотрим гамильтонову систему (4.10) и попытаемся

найги такое каноническое преобразование, которое привело
бы гамильтоновы уравнения к виду

ТГ
= °- -ЗГ=° „), (4.14)

т. е. чтобы новая характеристическая функция К была тож¬

дественно равна нулю

/С = Я + -^- = 0. (4.15)

Если такое преобразование будет найдено, то получающаяся

при этом новая система уравнений (4.14) будет интегриро¬
ваться непосредственно, и ее общий интеграл запишется

следующим образом:

Si = «г, т]г
= — Рг (‘ = 1. 2,...,«), (4.16)

ГДе аг и Pi суть произвольные постоянные.
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Производящая функция преобразования должна удо¬

влетворять уравнению (4.15), которое в силу (4.11) можно

представить в форме

Полученное уравнение носит название уравнения Гамиль¬
тона — Якоби *).

Если производящая функция V, удовлетворяющая урав¬
нению (4.17), содержит п произвольных постоянных, при¬
чем выполняется условие

то функция V будет полным интегралом уравнения (4.17):
Зная полный интеграл уравнения (4.17) при помощи фор¬
мул (4.16), легко получить общий интеграл гамильтоновых

уравнений (4.10).
Итак, приходим к следующей теореме.
Теорема Якоби. Пусть дана система каноничес¬

ких уравнений Гамильтона (4.10), и пусть V (t, qъ..., qn,
olf..., ап) — некоторый полный интеграл уравнения Га¬

мильтона— Якоби (4.17); тогда общее решение системы

(4.10) можно представить в виде

где аг и —

произвольные постоянные.

Следствие. Если механическая система консер-
дН n Г

вативна, т. е.
-щ-

= 0, то полный интеграл уравнения Га¬

мильтона — Якоби можно искать в виде

где постоянная ах означает в случае склерономных связей
и склерономного преобразования к обобщенным коор¬
динатам полную механическую энергию, а функция W

(4.18)

pi ~ dqt
’ ^ — даг

(i — U 2, п), (4.19)

V = — axt + W (qv q2,..., qn), (4.20)

*) Это уравнение называют также уравнением Гамильтона— Ост^

роградского.
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удовлетворяет уравнению

гт( dW dW dW\

H\quqi, ■ ■ ;Яп, dqi
,

d(j2
, • •

dqnJ
— «!• (4-21)

Уравнение Гамильтона — Якоби можно записать и в

несколько иной форме, если систему (4.10) предварительно
подвергнуть преобразованию

&/ = ?*• Pi = % (i=l,2 m),

S/ = Р/, 4/ = —(j = m+ . .,п),
(4.22)

которое является каноническим и приводит к системе га¬

мильтоновых уравнений

dr^__дН_ (i_l2 „W4 231
dt

~

дг\,
'

dt
~

dlt
^ ~ г' • •

•’ п>

с характеристической функцией

Н // {t, £ц,..., + ’Цти "Hi,**', Лго» ^wi+i,• *•,^n)

(4.24)

Тогда вместо уравнения (4.17) получим

ду
< ult п л

ду дУ ду
■+ Н li,qu ■ • qm,—* '

V’4 дPm+x,•••’ дрп
’

dqt”"

• •
•’

~д,^
’ Pm+1» • •

•’ Pnj
~ Q" (4-25)

Наряду с полным интегралом уравнения Гамильтона —

Якоби могут быть полезными и его частные интегралы. Этот

вопрос изучался Леман — Филе*). Его результат состоит

в следующем.
Если найден неполный интеграл уравнения Гамильто¬

на— Якоби V (t, <71(..., qn, 04,..., ah), зависящий от

k < п произвольных постоянных аг, то можно найти 2k

первых интегралов уравнений движения

ж;
= Ь 4£- = а (*' = 1-2 *>• <4-26>

*) См. Lehmann Filhes, Astr. Nachr., Bd. 165, 1904.



40 СВЕДЕНИЯ ИЗ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ [ГЛ. I

§ 5. Интегрирование уравнения Гамильтона—Якоби

методом разделения переменных

Интегрирование дифференциальных уравнений с част¬

ными производными первого порядка методом разделения
переменных исследовалось В. Г. Имшенецким [19]. Однако
для механики более интересны те случаи интегрируемости

уравнения Гамильтона — Якоби, в которых выявляется

метрика пространства обобщенных координат. Такие слу¬
чаи интегрируемости указывались во многих работах
(Р. Лиувилль [20], П. Штеккель [21], Моррера [22], Далль-
Аква [23], Ди Пирро [24], Пенлеве [25], Н. Д. Моисеев [26]
и др.). Ниже мы приводим два случая, обобщающих ре¬
зультаты работ [21], [26] (см. [27]). Здесь следует заметить,
что для небесной механики и небесной баллистики наибо¬
лее полезны случаи Лиувилля.Штеккеля и их обобщения *).
Использование этих теорем открывает возможность наибо¬
лее полно и просто исследовать природу движения (см.,
например, [28]).

Рассмотрим один класс динамических систем, для кото¬

рых можно указать неполный интеграл уравнения Га¬

мильтона — Якоби.
Т е о р е м а. Если живая сила системы Т и ее потен¬

циал U определяются формулами
k

Т = Ь 2 а. (?/) 7} + Г (qh+1, ...,qn, qk+v . .
., qn), (5.1)

/=l

k

Ю + u'(W• • мО. *<». (5-2)
i=\

в которых
k

b='%bi{qi), (5.3)
i=l

где flj, bt, Ut, T', U” суть произвольные функции своих

аргументов, то уравнение Гамильтона — Якоби допускает

*) См. работу М. С. Яров-Ярового [29].
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интеграл
k

С
V — —ht + 2 У"2в/(£7/ — hb£-\-а,£) dq£-\-V*, (5.4)

/=i

где h и аг
—

произвольные постоянные.

Доказательство. В соответствии с (2.1) вве¬

дем канонические импульсы

„ _
дт

•

Pi з
‘ 9

dqt

тогда для функции Гамильтона будем иметь

* ч
1 V) Pi *

Н =

-.jj-
— -f- Тг (Pk+i, • •

•> рп> Qk+it • ■
•> <7л)

i=i ‘

k

— T’o(Qk+i> • •
•> <7п) 2 ^ (^‘) ^ (Qk+ii ■ ■

■> Рп)-
/=i

Согласно (4.21) уравнение Гамильтона — Якоби запишется

в виде

k

+ 6(г; —rj —£/*) + А 2 А,Ы = 0. (5.5)
/=*+1

Интеграл уравнения (5.5) будем искать в виде

k

/=1

Из (5.5) видно, что функции Гг должны удовлетворять
уравнениям

'Щ* = 2ai(Ui-hbi + *i), (5.7)

где аг — произвольные постоянные.

Отсюда находим

vi(-Pi) = \ V2а£ (Ui — hbi + ОС/)dpi (i = 1, 2,. .
., k). (5.8)

v
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Подставляя в (5.6) вместо функций Гг их выражения из

(5.8), имеем

к

у = 2 5 V2at (£// - hb; + a,) dqt + V*, (5.9)

причем функция V* должна удовлетворять уравнению

ТЧ dV* dV* \ т*
Ч"3^”"’ J

rt k

— U + А 2 h(<7jt) + = 0- (5.10)
j=*+l г=1

Из (4.26) и (5.9) следует, что рассматриваемая дина¬
мическая система допускает интеграл уравнения Гамиль¬
тона — Якоби (5.4), содержащий k + 1 произвольную по¬

стоянную.
Замечание. С помощью интеграла (5.4) в соот¬

ветствии с (4.26) можно найти k + 1 первый интеграл.
Следствие. Если живая сила и потенциал опре¬

деляются формулами
П

Г = 4-*2 *(?/)#. (5.11)
/=1

П

^ = 4-2 им, (5.12)
1=1

в которых

ь = S b[(qi),
<=1

то уравнение Гамильтона — Якоби допускает полный ин¬

теграл
П

V = — ht -(- 2а* (Ui — hbi -(- <xi)dqt, (5.13)
i=l

J

причем произвольные постоянные аг связаны зависимостью

п

2^ = 0. (5.14)
<■=1
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Это утверждение составляет теорему Лиувилля. Дина¬
мические системы, для которых выполняются условия (5.11)
и (5.12), называются лиувиллевыми. Исследование лиу-
виллевых систем содержится в статье В. И. Арнольда [30]
(см. также [31]).

Следующая теорема обобщает исследования Штеккеля
и Н. Д. Моисеева (см. [27]).
Теорема. Пусть имеется пг произвольных функций

q>ij (qt) (г, / = 1, 2,..., п), удовлетворяющих условию

Д =

т-1тНЭ- Ф21 ' • фл1

Ф12 Ф22 ' ■ фя2

Фг* ф2П • " фпп

(5.15)

и п + 1 произвольная функция Ф (qlt qn) и Ut (qt)
(i = 1,2,...,«). Тогда, если живая сила Т и силовая функ¬
ция U определяются формулами

Т ~
If S (-^-9* + 2^<lt Jr АА-) . (5. 16)

U = %AtUt, (5.17)
/=1

ад

где А/ =-д- t а каждый из коэффициентов аг и bt зави¬

сит только от соответствующей переменной qit то уравнение
Гамильтона — Якоби обладает полным интегралом

П / П

V — Ф + S ^ у ai ('bi -f- 2Ui + 2oti(p/1 -f- а/ф/А dqi. (5.18)
«=1' /=a

Доказательство. Вводя импульсы pt при по¬

мощи соотношений (2.1)
дФ

dqt
’

Для гамильтониана Н получим выражение
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Тогда согласно (4.21) уравнение Гамильтона — Якоби мож¬
но записать в виде

(5.20)

Используя тождество

П

2 ф = 1
i=l

вместо (5.20), будем иметь

2ял‘-ад] “°- (5'2|>

Уравнение (5.21) удовлетворяется, если потребовать, чтобы

dV
— =

-щ- + а/ [bi + 2Ui -Г 2а1<рл + 2 а/Фг'/|» (5.22)

где аг суть произвольные постоянные.

Действительно, подставляя в (5.21) значения из

(5.22), видим, что (5.21) выполняется тождественно

п п п п п п

2 А‘ 2 «/фа = 22 «Аф<7 = 4" S <*/ 2 Ф«ж- - °>
г=1 /=2 /=2 /=1 /=2 (=1 Tl1

ибо для j = 2, 3,..., п каждая из величин

П

SdAФ'7Ж7 ’

/=я1
"Ч'а

представляющая собой сумму произведений элементов

j-й строки определителя на алгебраические дополнения

элементов его первой строки, обращается в нуль. Условие

(4.18) также выполняется.

Исходя из соображений Дарбу [32] об интегрировании
уравнений движения динамической системы, живая сила

которой представляет собой однородную функцию обоб¬
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щенных скоростей, можно выявить еще один случай ин¬

тегрируемости.
Т е о р е м а. Пусть имеется я (я + 2) непрерывных

функций, каждая из которых зависит только от одной пе¬

ременной, а именно

Фи М (*. / = 1. 2,..., я),

У| Ы. в| Ы (t = 1, 2,..., л),

и дифференцируемая функция Ф (ft,..., <?„). Предположим,
что

Л = det | ф/у (q;) | ф 0.

Если при этом живая сила Т и потенциал II определены
формулами

т =
т 2 • 2 Л/1/у + 2

Щ я] • (5.23)

U = (5.24)

2 ^
1=1

в которых

(1'= 1.2,..., я), (5.25)

то для соответствующего уравнения Гамильтона — Якоби
полный интеграл имеет вид

V = Ф + S § у ai (2а^< + 2<jpг1 + S а/ф//) (5.26)
1=1 ;=2

Доказательство. Уравнение Гамильтона
Якоби запишется следующим образом:

СМ"”1' (5-27)

2 AiUl
/=1

где aj
— постоянная интегрирования.
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Уравнение (5.27) можно преобразовать к виду

-°- <5.28)

Как нетрудно проверить, функция (5.26) действительно бу¬
дет представлять собой полный интеграл уравнения Га¬

мильтона — Якоби (5.27).

§ 6. Интегрирование уравнения Гамильтона—Якоби
в сферических координатах

Интегрирование уравнений движения методом Якоби
зависит существенно не только от структуры потенциала,
но и от метрики пространства обобщенных координат. Так,
например, теорема Лиувилля, приведенная в § 5, в слу¬
чае трех степеней свободы позволяет найти полный интег¬

рал уравнения Гамильтона — Якоби только при исполь¬

зовании изотермических координат, в частности, эллипсои¬

дальных координат.
Рассмотрим движение точки в сферической системе ко¬

ординат в силовом поле с потенциалом U (г, <р, X). Из

(3.18) находим выражения для импульсов

Рг = г, рф = г2ф, рЛ = r2i cos2 ф.

Гамильтониан запишется в виде

и-ЦА + 4гА + -^А)-и{г,9Л). (6.1)

Согласно (4.21) интегрирование уравнений движения (3.19)
сводится к нахождению полного интеграла уравнения Га¬

мильтона — Якоби

/dV\2 ,
1 ,dV\* . 1 /дГ\2 077/

.

( дт ) г2 ( а<р ) + г3 cos2 ф ( дХ ) 2lJ(r> Ф> *■) — 2<*1-

(6.2)

По первой теореме § 5, уравнение (6.2) обладает част¬

ным интегралом, если

£/(л ф, М = /(г)+, (6.3)
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где р и Ф суть произвольные функции своих аргументов.
Подставляя в (6.2) вместо U его выражение из (6.3), полу¬
чим уравнение Гамильтона — Якоби

(dV\2-L 1
( dV \2 I

1 ( dV\*
\ дг ) г3 [ д<р ) г2 cos3 ф \ дХ ]

-2/(г)- 2<?(Д' Х)
— 2я, = 0. (6.4)

Полагая

V (г, ф, X) = Г, (г) + V2 (ф, X) (6.5)

и подставляя это выражение в уравнение (6.4), будем иметь

(£М«-**+-М(-£)‘+
+ -г^ф(^)‘ + 2ф»-1)]-0- <«•«>

Потребуем, чтобы функция V2 (ф, X) удовлетворяла урав¬
нению

(^)‘+тгЬ (ж)’+*»<''’• *•>=“■- <6-7>

в котором а2 — прозвольная постоянная.

Функция V1 (г) определяется из уравнения

[ЧГ] - 2/ (г) + -3— 2а, = 0. (6.8)

Разделяя в последнем уравнении переменные и интегрируя,
получаем интеграл уравнения

V1(r) = ^'/2f(r) + 2a1-^-dr. (6.9)

Согласно (4.19) найдем первый интеграл уравнений дви¬
жения (3.19), воспользовавшись соотношением

У = — <*,* + $ ]/2/(г) + 2а,--5-dr. (6.10)

В соответствии с (4.26) имеем

-j=^== t+$,. (6.11)

У 2f(r) + 2*,—£
ь
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Этот интеграл позволяет изучить планетоцентрическое

расстояние достаточно удаленного спутника планеты в слу¬
чае, когда в разложении гравитационного потенциала пла¬

неты можно ограничиться членом со второй сферической
гармоникой.

Замечание. Любопытно отметить, что для силового поля
типа (6.3) имеет место аналог формулы Бине. В самом деле, если

потенциал сил определяется формулой (6.3), то уравнения (3.19)
принимают вид

г — г (ф2 + Я,2соэ2ф) = fr¬

et .

-щ- (r2X cos2 ф) = —г ,

2Ф(ф, Я,)

Ф„
~dt (г2<Р) + r*k* sin ф COS ф = -рг

(6.12)

Вместо времени t и радиуса-вектора г введем независимую пере¬

менную т и обратное расстояние и:

и =
- dx =—dt, (6.13)

(6.14)

где с — произвольная постоянная.

Тогда система (6.12) преобразуется к форме

и" + (V2 cos2 ф + ф'2) = — Дг /' + 2Фм,

^ (Я/ cos2 ф) = с2®;,

ф"+ К'2 sin ф cos ф=С2Ф^,
причем штрихом обозначено дифференцирование по т.

Умножая последние два уравнения соответственно на V и ф' и ин¬

тегрируя, находим первый интеграл
У2 cos2 ф + ф'2 = 2с2 (Ф + сг), (6.15)

где Ci — постоянная интегрирования.

При помощи (6.15) первое из уравнений системы (6.14) преобразует¬
ся к виду

и" + 2ci<?u = с2/^. (6.16)

Если в потенциале (6.3) отсутствует второй член (Ф.~ 0), то при ф
= 0,

полагая Cj равным постоянной площадей, придем к формуле Бине.
При этом новой независимой переменной является долгота Я,.
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Формулу (6.16) можно использовать для исследования движения

ИСЗ в нецентральном поле тяготения, если воспользоваться идеей
Б. Гарфннкеля [33]. Уравнение (6.16), а также уравнения Клеро — Лап¬
ласа [34] и уравнения А. И. Лурье [35] весьма удобны при изучении
движения ИСЗ, если пользоваться методами осреднения [36].

Если потенциал имеет вид

U(г, ф) = /(г)+ -5^-, (6.17)

то рассматриваемая задача сводится к квадратурам.
Действительно, так как уравнение (6.7) не будет содер¬

жать явно Я, то можно положить

Р2 = а31 + Р2 (ф). (6.18)
Подстановка (6.18) в уравнение (6.7) дает

а2

V' + -ESihr + 2Ф (ф) ~ (6-19)

Из последнего уравнения с помощью квадратур находим

(ф) = ^ «а — 2Ф (ф) — d<p. (6.20)

Принимая во внимание (6.5), (6.9) и (6.20), получаем пол¬

ный интеграл уравнения Гамильтона — Якоби

y = _ai, + Jj/2/(г)—^§- + 2<x\dr +

+ Лз'К + ^ —

2ф(ф)—cos*q>’
Рассмотренную задачу позже используем при изложе¬

нии результатов Р. Баррара [37[ и Б. Гарфинкеля [33] о

движении ИСЗ.

§ 7. Движение в центральном поле сил.

Задача двух тел

В небесной баллистике с движением материальной точ¬

ки в центральном поле сил мы встречаемся не только в за¬

даче двух тел, но и при анализе движения искусствен¬
ного спутника сфероидальной планеты в ее экваториаль¬
ной плоскости.



50 СВЕДЕНИЯ ИЗ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ [ГЛ. I

Поэтому рассмотрим общую задачу о движении Матери¬
альной точки в центральном поле сил.

Согласно (6.1) гамильтониан задачи равен

Н = Т (р* + ^ + г3 cos'2 <p)~~U{r^ (7Л)

Дифференциальное уравнение Гамильтона — Якоби

dv . / av \® , 1 idv . 1 / av\2 ..

о; + ( дг ) + г2 (дф ) + г2cos2q> (д! ) 2t/(r) 2ai

(7.2)

интегрируется разделением переменных (см. § 5).
Если положить

V =V1 (г) + Г2 (Ф) + Г3 (X) - a,t, (7.3)

то уравнение (7.2) распадется на три дифференциальных
уравнения

а2

v^ + ф- 2U(r)-2a1 = 0, (7.4)

^ + ё^-с* = °. (7‘5)

Гз— «з = 0, (7.6)

в которых а£ — произвольные постоянные. Они имеют

простой механический смысл. Постоянная ах представляет
собой полную механическую энергию, а3 — постоянная

площадей, характеризующая момент количества движения

относительно оси аппликат, а а2
—

модуль удельного ки¬

нетического момента относительно центра сил.

Интегрируя (7.4) — (7.6) и подставляя найденные при
этом функции V£ в формулу (7.3), для полного интеграла

уравнения Гамильтона — Якоби (7.2) получим

V=\]/~2U{r)-^ + 2aldr +



§ 7] ДВИЖЕНИЕ В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ СИЛ 51

где Го
“ некоторая постоянная, которая будет позднее вы¬

брана %
Из (л.7) по теореме Якоби (см. § 4) находим первые ин-

тегралы задачи:

г

[—г-
dr

а2

■=< + ?!, (7.8)

Г°У 2У(г)-^-+2а!

аг \-г- +а2^—= Рг.
г* г.]/л/(г) —^+2а1 °]/ «;-■

(7.9)
Ф

Я-а3С ^ =Р». (7.10)
о . l/, аз

Так как вектор кинетического момента в силу (7.5) и

(7.6) сохраняет неизменным свое направление, то орбита
точки будет плоской кривой, причем нормаль к орбиталь¬
ной плоскости коллинеарна вектору кинетического момента.

Из (7.5) следует, что движение возможно при условии

ос£ — а3 sec2 ф > 0,

которое можно записать в виде

|созф|>|-|-|. (7.11)

Если через i обозначить наклонность орбитальной плоско¬

сти к основной координатной плоскости, то в силу (7.11)

cos i = (7.12)

Согласно (7.11) и (7.12) сферическая координата ф изменяет¬

ся в пределах
—t С ф

*) В формуле (7.7) взяты определенные интегралы для того, чтобы
в выражение в полном интеграле не вводить ненужных постоянных.
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Движение точки удобно изображать на небесной сфере
(рис. 9), центр которой лежит в центре сил. При изучении

движения будем использовать следующие понятия. Линию

пересечения плоскости орбиты с основной координатной
плоскостью будем называть линией узлов. Точки пересече¬

ния этой линии с небесной

сферой назовем восходя¬

щим и нисходящим узлами

орбиты, причем восходя¬
щим узлом будет тот, при
переходе через который

_
точка попадает в северное

У полушарие (на рис. 9 вос¬

ходящий узел обозначен
знаком &, а нисходящий —

знаком У )• Положение вос¬

ходящего узла будем зада¬

вать дугой, отсчитываемой
в положительном направ¬
лении от оси абсцисс в ос¬

новной координатной плоскости. Эту дугу называют долго¬

той восходящего узла.
Сначала исследуем общие свойства движения, восполь¬

зовавшись интегралом (7.8). Ограничимся рассмотрением

случая, когда уравнение

W (г) -^-+2*1 ==0 (7.13)

имеет два различных положительных корня

0 < гр < га

(здесь, разумеется, предполагается, что между корнями гр
и га нет иных корней уравнения (7.13)). Как видно из

(7.8), радиус-вектор г всегда заключен в пределах

гР<г<га, (7.14)

если он удовлетворял этим неравенствам в начальный мо¬

мент. Тогда гр представляет наименьшее (перицентричес-
кое) значение г, а га

— наибольшее (апоцентрическое) зна¬

чение. Вместо Гр и га можно ввести постоянные а и е при
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помощи соотношений

Гр
= с (1 — е), Га = а(1+е). (7.15)

Постоянную а можно назвать средним расстоянием, а вели¬

чина е является мерой «сплюснутости» орбиты (квазиэкс-
центриситбт).

Пусть в полном интеграле (7.7) и в интегралах (7.8) —

(7.9) в качестве нижнего предела интегрирования в первом
слагаемом выбрана величина гр. Тогда соотношение (7.8)
запишется в виде

Г

f АТ
/ + Рх, (7.16)J У(г-Гр)(гв-г)Ф(г)

гр

где Ф (г) определяется равенством

Ф (г) (г
— гр) {га — г) = 2U (г) — -pj- + 2аь

причем, очевидно, Ф (г) 0 при всех значениях г, удов¬
летворяющих условиям (7.14).

Положим в соотношении (7.16)

Pi = -T. (7.17)

При t — Т выполняется равенство г = гр, т. е. в момент Т

движущаяся точка находится на минимальном расстоянии
от центра сил (в перицентре). Величину Т называют момен¬

том прохождения через перицентр.
Выполняя в интеграле (7.16) замену переменной

г = а (1—ecos£), (7.18)
будем иметь

Б
(* HF1

t — T, (7.19)
J У^Ф [а (1 — е cos Е)]

откуда видно, что Е является регуляризующей переменной.
Уравнение (7.19) можно назвать уравнением времени (в за¬

даче двух тел оно называется уравнением Кеплера).
Если е = 0, то Ф (г) = Ф (а) и Е = УФ (а) (t — Т).

При малых по модулю значениях е явное выражение Е
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через время t можно получить с помощью известной из

анализа формулы Лагранжа [38].
После определения по заданному t регуляризующей пе

ременной Е из уравнения (7.19) с помощью (7.18) находим

значение радиуса-вектора г.

Теперь возвратимся к формуле (7.9), определяющей
широту ф. Используя (7.12), вместо (7.9) получим

Введем вместо ф новую переменную и — аргумент широты
(рис. 9), представляющую собой угол, отсчитываемый в ор¬
битальной плоскости от восходящего узла орбиты:

Выясним смысл величины 02. Так как при г = гр выпол¬

няется равенство и = 02, то 02 равно значению аргумента
широты в момент прохождения через перицентр. Введем
обозначение

и условимся называть величину© расстоянием перицентра
от узла. Формула (7.22) приводится к следующему виду:

Обратимся, наконец, к соотношению (7.10), определяю¬
щему долготу движущейся точки. С помощью подстановки

(7.21) преобразуем (7.10) к форме

<Р Г

. (7.20)

sin ф = sin i sin и.

Из (7.20) при помощи (7.21) находим

(7.21)

Г

(7.22)

02 =<•> (7.23)

Г

и
— СО = «2 [ J.

Гв 1 / ,

'"*У w (г) — ~jr + 2*1

dr

(7.24)

А. — Р3 = arctg (cos i tg и). (7.25)
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Согласно (7.25) при и = 0 выполняется равенство Я = (53.
Введем стандартное обозначение

Рз = ft; (7.26)

тогда вместо (7.25) окончательно будем иметь

Я — ft = arctg (cos i tg и). (7.27)

Очевидно, что величина ft представляет собой долготу
восходящего узла.
Задача двух тел. Применим полученные ре¬

зультаты к задаче двух тел, т. е. к задаче о движении двух
материальных точек, взаимно притягивающихся по закону
Ньютона. Если Ограничиться изучением движения одной
из притягивающих точек (которую условно назовем спут¬
ником) относительно системы координат с началом в дру¬
гой притягивающей точке (эту точку назовем планетой) и

неизменными направлениями осей, то потенциал тяготения

будет определяться формулой

U (г) = tSM + m)
, (7.28)

где / — постоянная тяготения, М — масса планеты, т
—

масса спутника, г — планетоцентрическое расстояние спут¬
ника. Обычно массой искусственного спутника в сомножи¬

теле (М + т) формулы (7.28) пренебрегают.
Для случая, когда механическая энергия отрицательна,

из формул (7.18), (7.19), (7.21), (7.24) и (7.27), подставляя
в них вместо U выражение (7.28), получим общее решение
задачи в следующем виде:

г = а (1 — е cos Е), (7.29)
Е — е sin Е = М, (7.30)

ГД6
M = n(t-T), =

и —о = v, (7.31)
Я — & = arctg (cos i tg и). (7.32)

В формулах (7.29) — (7.30) использованы обозначения:

ai = —15" * =YfMp, a3 = YfMp cos i,

— 7\ Pz = <*>, Рз = ft.
(7.33)
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Здесь а, е, г, ft , со, Т
—

кеплеровские элементы: а — боль¬
шая полуось эллиптической орбиты, е — эксцентриситет,
t — наклонность, ft

— долгота восходящего узла, Т —

момент прохождения через перицентр; р = а (1 — е2) —

фокальный параметр; М — средняя аномалия.

Если положить

*«1= /S'S-f. Н-34)

то из (7.29) для радиуса-вектора получим

г = -I—j—— . (7.35)1 + е cos v 4 '

Величина v, называемая истинной аномалией, представляет
собой полярный угол, отсчитываемый в плоскости орбиты
от направления на перицентр.

§ 8. Интегрирование уравнения Гамильтона—Якоби
в сфероидальных и параболоидальных координатах

Рассмотрим движение материальной точки в системе сжа¬

тых сфероидальных координат, определяемых формулами
(3.20). Предположим, что потенциал задачи имеет вид

U = U(r, ф), (8.1)

где г и ф
— сферические координаты (потенциал не зависит

от долготы движущейся точки). В сфероидальных коорди¬
натах (3.20) вместо (8.1) будем иметь

U = U (sh ф, sin ft). (8.2)

Согласно (3.27) имеем

L = [ J (ф2 -f- O'2) -f- Я,2 ch2 ф cos2 О] -f U (sh ф, sin ft), (8.3)
где

J = сЬ2ф — cos2ft. (8.4)

Применяя вторую группу формул (2.1), введем канони¬

ческие импульсы

Рф = с2/ф, р& = cVft, рх = с2 ch2 ф cos2 ft • к. (8.5)
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В этих переменных гамильтониан задачи запишется следую¬

щим образом:

Я = [— (Рф + Р») 4 Ch2 ^cos3s'n
(8.6)

В соответствии с (4.20) задача об интегрировании урав¬

нений движения сводится к построению полного интеграла

уравнения Гамильтона — Якоби:

1 f 1 Г/dV \2 , dV \«1 1 / aV \21

2с2 I У Ll^/ J cha4>cos3d(dAj J

(8.7)

Опираясь на вторую теорему § 5, установим наиболее

общий вид силовой функции U, допускающей интегриро¬
вание в квадратурах уравнений движения (3.28).

Для применения упомянутой теоремы положим

фи = сМЬ2ф, фа, = с2 tg21
1 1

ф!2

Фхз =

ch2 ф
1 ф22 COS2 #

'

1

ch4 ф
’ фгз =

1

cos4d

Ф*1 = о,

Фз2 = 0,

) фзз = 1

и составим определитель

__

с2 (ch2 ф — cos2 #) с2У
cos2 # ch2 ф cos2 ■d ch2 ф'

Д = |ф |=.

(8.8)

(8.9)

Коэффициенты A * находим при помощи формул
эд

Д дфа
•

Нетрудно убедиться, что

л _

ch2 ф л cos2 д
1 „2 / 7 2

1

с2 ch2 ф cos2 #
’

с2/ ’ сЧ

Для величин аг будем иметь

ах
= ch2 ф, а2 = cos2#, а3 = 1.

Сравнивая (8.3), (8.10) и (8.11), убеждаемся, что жи¬

вая сила материальной точки в сжатых сфероидальных

(8.10)

(8.11)
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координатах действительно имеет вид, необходимый для

применения второй теоремы § 5.
Для нахождения полного интеграла уравнения (8.7)

достаточно, как это следует из (5.18) и (8.10), чтобы потен¬
циал имел вид

U
-

ф1 W - Фг W
(8 121и~

ch3ф — cos2 •&
‘ (o.iz)

Эта форма силовой функции (8.12) является и необходимой
для интегрирования уравнения (8.7) разделением пере¬
менных.

В соответствии с (5.18) полный интеграл уравнения (8.7)
имеет следующую форму:

V— Уаз^-!-]) У 2c2G>i(ij))+2alc2sh2i|j—a2-f £Н*фЖ|з+
+ ^ —2c2O2C0)+2<XiCasin20+a2—^(8.13)

Замечание. Силовая функция (8.12) в качестве предельного

случая содержите себе и потенциал (6.17). Чтобы показать это, преобра¬
зуем величины

r\ = Vхг + у2+(z— cif,

г2 = Vх2 + у2 + (z+ cif

к сфероидальным координатам ф, ■б:

ri = с (sh ф— t sin Ф), Т

г2 = с (sh ф -f i sin d). J

Введем сфероидальные координаты qx и q2 при помощи равенств

?! = csh ф, q2 = sin д. (8.16)

Тогда из (8.15) и (8.16) получим

Г1 + Г2 га—п
qi— 2 ’ 92 — 2ci

' (8-17)

Разлагая в ряды Тейлора по степеням с выражения (8.14), получаем

-if, 1

J
(8.14)

(8.15)
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Подставляя в соотношения (8.17) вместо гг и г2 их выражения из (8.18)
и переходя к пределу при с —» 0, находим, что сжатые сфероидальные
координаты в пределе дают сферические координаты

lim<7i = r, lim <72 = sin <р. (8.19)
с-ю с-*о

Тогда наиболее общий вид силовой функции, допускающий реше¬
ние задачи в квадратурах, получится из формулы (8.12), если в ней вмес¬

то ф и ■б', принимая во внимание (8.16), подставить предельные значения

(8.19):
Ф1 (г) — Ф2 (ф)

U= -—2 (8.20)

что дает потенциал типа (6.17).
Величина с в задачах небесной баллистики оказывается весьма ма¬

лой, и, стало быть, сфероидальные координатные поверхности близки

к сферам.

Пусть движение материальной точки исследуется в па-

раболоидальных координатах (3.39). Покажем сначала-, что

структура кинетической энергии в параболоидальных коор¬
динатах удовлетворяет условию (5.2) второй теоремы § 5.

С этой целью введем следующую систему функций:

фи 1 ii Ф21 = Л» Фз1 = 0,
1 1

Ф12 =
—

-цг, Ф22 = —
, Фз2 = о, (8.21)

Ф13 = — £> фгз =
—

т1> фзз = 1

Определитель А этой системы функций <рг, равен

А=^+!£. (8.22)

Положим также

Qi = £> а2 = Л> а3 = £т]. (8.23)

Из (8.22) и (8.23) находим

^1=!^’As=L (8,24)

Подставляя выражения (8.24) в формулу (5.16), получаем
живую силу, соответствующую лагранжиану (3.41).

Для отыскания интегрируемых случаев воспользуемся
формулой (5.17). Из (5.17) и (8.22) следует, что уравне¬
ние Гамильтона — Якоби может быть проинтегрировано
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разделением переменных, если потенциал имеет вид

{/=ф,(|
+ »,|л). (825)

где Фх и Ф2 — произвольные функции своих аргументов.
Введем канонические импульсы

Рг = (I* + Л2) £, рА = (|2 + л2) Л. Рф = 1Л- (8.26)

Тогда уравнение Гамильтона — Якоби (5.20) приобретает
вид

т{*Ы(4г)‘+&Л+*(ЗП-
= к (8.27)

В соответствии с (5.18) находится полный интеграл уравне¬
ния (8.27).

§ 9. Условно-периодические функции

Как будет показано, движения, описываемые гамильтоно¬

выми системами, которые можно проинтегрировать методом

Якоби при помощи разделе¬
ния переменных, обладают
свойством условной перио¬
дичности. В динамической

проблеме с двумя степеня¬

ми свободы условно перио¬
дическое движение геомет¬

рически можно трактовать

следующим образом.
Рис> 10 •

Пусть точка движется

по тору (рис. 10). В качест¬

ве лагранжевых координат, описывающих движение точки

на торе, можно принять долготу qv отсчитываемую в эк¬

ваториальной плоскости тора от некоторого направления,
задаваемого точкой О тора, и широту q2. Угловые коорди¬
наты qr и <у2 будем выражать в радианной мере. Пусть
координаты точки удовлетворяют уравнениям

dqi dqz , ч
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где величины со1 и со2 называются частотами. Тогда, если

®i/g>2 = Р/Я< причем р и q суть целые числа, то по истечении

интервала времени t = = -- точка возвратится

в исходное положение, сделав q оборотов по меридиа¬
ну и р оборотов по параллели. Движение точки будет перио¬
дическим, однако траектория точки будет замыкаться после

нескольких «оборотов».
Если же отношение р : q

—

иррациональное число (часто¬
ты £ох и ©2 несоизмеримы), то точка никогда не возвратится
в исходное положение. Такого рода движение в небесной
механике принято называть условно-периодическим. Опи¬

санную точкой траекторию можно изобразить на плоскости

в декартовой системе координат. Так как согласно (9.1)
Ях и Яг

— линейные функции времени, то движение в плос¬

кости (<7Х, q2) изобразится прямой линией.

Для описания условно-периодических движений поль¬

зуются условно-периодическими функциями. Если на торе
задать функцию f (qx, q2), разлагающуюся в ряд Фурье:

СО

f(qu Яг) = 2 apq exp [t (pqx + qq%)],
p, <J=—со

то в соответствии с (9.1) ее изменение во времени опреде¬
лится формулой

fit) =/[<7i(0. <7.(01 =
ОО

= 2 аРЧ еХР [i (Р®1 + fl®2) t + <Xpq\. (9.2)
p, q=—oo

Функции вида (9.2) встречаются в решении большинства

задач небесной механики и небесной баллистики при рас¬
смотрении возмущенного движения. Эти функции принято
называть условно-периодическими.

Если механическая система обладает п степенями свобо¬

ды, то для геометрической интерпретации движения можно

ввести «-мерный тор. Положение изображающей систему
точки задается п угловыми координатами xx{t),...,xn{t).
Определение. Функция/ (хх, х2,. . хп, уъ уг,.. .

. .

., уп) называется условно-периодической относительно

аргументов хь х2 хп с периодом « = {юх,а>г, . .
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если имеет место тождество

/ (Х1 1 СОх» х2 +©2, • •
•» Хп + ©п> Уъ У2) • •

•» Уп) =

f С^1» Х2> • *
•» хп> Уъ Уъ • •

•» Уп)• (9*3)

Величины хх, х2, . .
., хп можно трактовать как угловые

координаты на п-мерном торе или как ортогональные коор¬

динаты точки в п-мерном пространстве. Тогда период ©

следует рассматривать как п-мерный вектор. Компоненты

вектора©* будем называть элементарными периодами.
Нетрудно показать справедливость следующих теорем.
Теорема 1. Если функция / (хх, х2,. .

., хп, ух, у2, . . .

. .
., уп) обладает периодом ©, то она будет иметь также

период X© = {Я.©!, Х©2, . .

., Хю„}, где X — любое целое
число.

Теорема 2. Если функция / (хъ х2 хп,уъ у2,...
• • •

> Уп) условно-периодична относительно хъ х2, ■ .
., хп

и имеет два периода

©1 = {©11, ©12, ..., ©!„}, ©2= {©21, ©22, •••> ®2п}>

то их векторная сумма

©1 -j- ©2 = {©U + ©21, ©12 + ©22, •••> ©In + ©2л}

также является периодом.
Следствие. Если функция / (хъ х2,..., хп, уъ у2>...

. .
., уп) имеет k периодов

©i={©il,©i2,..., ©{„} (/ = 1,2,..., k),

то любая линейная комбинация векторов © г с целочислен¬

ными коэффициентами является также периодом

k k k k

2 х;©г- = {2 ^©n, 2 •••>2 • (9.4)
:=1 /=1 г=1 i=l

Будем предполагать, что функции не обладают беско¬
нечно малым периодом, т. е. модуль вектора © не может

быть меньше любого наперед заданного сколь угодно малого
числа. Если это условие выполнено, то имеет место

Теорема 3. Если векторы © и X© суть периоды функ¬
ции f {хъ х2, . .

., хп> ух, у2, . .
., уп), то X является рацио¬

нальным числом.
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Доказательство. Используем теорему из тео¬

рии чисел. Если А,— произвольное иррациональное число,
то всегда можно указать два целых числа р и q такие, что

величина \р + будет меньше любого наперед заданного
числа.

Предположим противное, что А, — иррациональное число,
Тогда всегда можно указать такие два целых числа р и q,

что величина (р + q'h.) о>, которая в силу теоремы 1 являет¬

ся периодом функции /, будет сколь угодно малой. Но тогда

функция / имеет бесконечно малый период, что невозможно.

Теорема доказана.

Следствие. Всякий период для данного направле¬
ния можно представить как целое кратное наименьшего по

модулю периода того же направления.

Теорема 4. Если функция / (xlt х2, ..., хп, уъ у2,...
■ •

•> Уп) условно-периодична по хъ х2, . .
., хп, то сущест¬

вует такая система периодов ©lt ю2, . .
., юй, что любой

из периодов функции / представляется в форме
к

© = 2 М/. (9.5)
г=1

где A— целые числа, а число периодов k не превосходит
числа переменных п.

Доказательство. Ограничимся случаем п = 2.

Пусть / (xlt х2, yv . .
., уп) условно-периодична по хг и х2-

Рассмотрим всевозможные периоды этой функции, располо¬
жив их в порядке возрастания модулей:

|©(1>|<|©<г)|<|©'3>|< •••

Будем иметь бесконечную последовательность, так как в си¬

лу теоремы 3 множество периодов счетно, а случай функции
с бесконечно малым периодом из рассмотрения исключен.

Возьмем из этой последовательности период = ©(1)
и первый следующий за ним ©2

= ©W, не совпадающий по

направлению с первым. На плоскости (х1г х2) построим
сеть параллелограммов, стороны которых определяются

векторами ©х и ©2 (Рис- И)*
Рассмотрим период, коллинеарный с ©х. Предположим

противное, что найден такой период ©, характеризующийся
вектором, конец которого не совпадает с узлом построенной
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параллелограммной сетки. Тогда, согласно следствию из

теоремы 3, либо период будет целым кратным ю, либо

период является целым кратным ©. Но первое невозмож¬

но по сделанному предположению, а второе невозможно в

силу выбора периода
В общем случае можно заключить, что любому периоду

произвольного направления должен соответствовать век¬

тор, конец которого совпадает с узлом параллелограммной
сетки, ибо в противном случае этот вектор по модулю был

бы меньше, чем |ю2|, что про¬
тиворечит выбору вектора о>2.
Определение. Сово¬

купность периодов, удовлетво¬
ряющих условиям теоремы 4,
называется периодной систе¬

мой.
Если рассматривается ус¬

ловно-периодическая функция
/ С^т» •*'2>"ч У\I У2’"'>Уп)

с п периодами, то в л-мерном пространстве строится решет¬
ка (аналог параллелограммной сети), которая определяется
периодной системой. Периодную систему можно выбрать
различным образом. Периодную систему {ю1( в>2, . .

., ©„}
можно заменить другой, с тем же числом периодов

П

% = 2 (* = 1* 2> •••> п).
*=i

Если определитель det|A,ift| равен ±1, то периодная си¬

стема называется простой. С помощью перехода от перемен¬
ных xt к новым переменнымwt функцию f можно преобразо¬
вать таким образом, чтобы она имела простую периодную
систему

(1,0 0),

(0, 1, ..., 0),

(0, О, . . 1).
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§10. Условно-периодические движения

Пусть посредством разделения переменных в уравнении
Гамильтона — Якоби (4.17) найден его полный интеграл в

виде
П

Г сс%t'^jV£(q£l oCj, 0С2, ...rocrt). (10.1)
/=1

Тогда обобщенные импульсы р£ будут функциями только

соответствующих сопряженных координат

Pi (.Яi> ®1> • •
•» ®п)- (10.2)

Так как в практических задачах импульсы р£ в гамиль¬
тониан входят только через вторые степени, то в результате
разделения переменных в уравнении Гамильтона — Якоби
и интегрирования функции V/ будут иметь следующую
структуру (см. § 5):

у? = фг ы. (10.3)

Если имеют место соотношения (10.3), то могут встре¬
титься три типа изменения координат qt: либрация, враще¬
ние (ротация) и предельное (асимптотическое) движение

(см. [28]).
Пусть qi и qt — два соседних корня уравнения

фi Ы = о, (10.4)

и пусть для всех значений qt, удовлетворяющих условию

ЯI <Я1< я’>

Ф{ (qi) принимает положительные значения. В таком слу¬

чае импульсы будут обращаться в нуль только при qt = q]
и qi — qt. Если q'£ и qt

—

простые корни, то q£ принимает
все числовые значения, заключенные между qi и q£. Гово¬

рят, что имеет место либрация по координате qit а величины

q'i и q£ называют пределами либрации. При либрации на

плоскости (qi.Pi) существует замкнутая кривая р)—Фг(<7г) =
= 0. Если при изменении постоянных интегрирования
замкнутые кривые стягиваются к точке, то последнюю
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называют центром либрации. Центру либрации соответст¬

вует стационарное решение.
Если qt и ц\—простые корни уравнения (10.4), между

которыми при изменении числовых значений постоянных

интегрирования не возникает новых корней, то положение

равновесия устойчиво. Напротив, если при варьирова¬
нии аг между qt и qt появляются новые корни, то положе¬

ние равновесия может быть неустойчивым. В этом случае

при некоторой системе значений постоянных аг один из

корней <7,- и <7/ становится кратным, и тогда при определен¬
ных начальных условиях координата qt будет асимптоти¬

чески приближаться к положению равновесия. Говорят, что

имеет место предельное движение.
Если функция Фг (<7г) периодична относительно qt (не

ограничивая общности, будем считать, что период равен

2я), то движение называется вращательным *). (При вра¬
щательном движении координата qt

— монотонно возра¬
стающая функция времени.) Этот тип движения имеет мес¬

то, если Фг (qt + 2я) = Фг (gt), и притом Ф/(<7,) > 0.

Предположим теперь, что по каждой из координат дви¬
жение либо вращательное, либо либрационное, и рассмот¬
рим интеграл

Ji = §p4qt (t = 1, 2, ..., п) (10.5)

(этот интеграл берется в либрационном случае по замкнуто¬

му контуру, определяемому уравнением р] — Ф; (q^ = 0,
а при вращении — в пределах от 0 до 2я). Вместо канони¬

ческих элементов а* введем новые переменные Jt. Тогда V
можно выразить в функции от/( и qt. Обобщенную коорди¬
нату qt заменим величиной wh определяемой соотношением

Wi =

w; (<= 1.2,..., л). (Ю.6)

Величины Jt и wt будут новыми сопряженными каноничес¬

кими элементами. Они называются переменными «действие—

*) Введением обобщенной координаты Q. = sin q. вращательное
движение сводится к либрационному. Правда, при этом пределы либра-
ции оказываются не зависящими от начальных условий.
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угол» (Ji — переменные «действия», wt — переменные типа

«угол»). Переменные «действие — угол» ввел Делоне. Позд¬
нее они были использованы в физике при квантовании по

Бору — Зоммерфельду.
Выясним некоторые свойства введенных канонических

элементов. С этой целью вычислим приращение wt за полный

цикл изменения координаты qh

Подставляя полученное выражение в (10.7), будем иметь

где bih—символ Кронекера.
Таким образом, если какая-либо координата qh пре¬

терпевает полный цикл изменения, то соответствующая пере¬
менная wk изменяется на единицу (следует заметить, что

физически такое изменение не всегда возможно, следова¬

тельно, полученный результат характеризует математичес¬

кое свойство угловых переменных).
Верно и обратное утверждение. Если угловая перемен¬

ная wk возрастает на единицу, то координата qh, однознач¬
но определяемая через wh, в случае либрации возвращается
к первоначальному значению, а в случае вращения возра¬
стает на 2я.

Выясним структуру решения, определяемого полным

интегралом (10.1). Если этот интеграл рассматривать как

производящую функцию канонического преобразования

= (Ю.7)

Из (10.6) и (10.1) находим

dqk dJed‘Ik ^ dJ№k dJi ^ d4k dJi \дЯк) '

(10.9)

(*- 1. 2 k)
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от переменных pit qt к переменным аь фь то в соответствии

с (4.11) — (4.13) новый гамильтониан К будет зависеть

лишь от величин at:

К = К К а2, . .
., ап)( (10.10)

т. е. переменные фг являются циклическими, и общее реше¬
ние задачи записывается в виде

а* = const, ф/ = со^ + Р/, щ = . (10.11)

Новый гамильтониан К в силу (10.1) обычно в практи¬
ческих задачах динамики зависит лишь от постоянной обоб¬

щенного интеграла энергии alt поэтому

= 1, со2 = . .. = со„ = 0, (10.12)

и решение (10.11) дается уравнениями

аг = const, фг = t + ф2 = р2 фп = р„. (10.13)

В соответствии с (10.8) движение является условно пери¬

одическим. Значит, для его описания удобнее использо¬

вать такие канонические переменные, чтобы периодная
система была простой. Выполним каноническое преобра¬
зование к переменным а1} ф,- с помощью производящей
функции

П

2/*(<*. «I, ...,«»)<р* + в(«1,-,«;), (ю.14)
*=г

которая дает

ОС/ — ft (otj, . .
., <Хд),

* V rn _J_ dg
^ й да] <4-

(10.15)

Общее решение соответствующей системы уравнений
движения будет иметь форму (10.11), но при этом К уже не

будет зависеть только от аи и, стало быть, не только ац,

но и другие со, = /С«* будут, вообще говоря, отличны от

нуля. Подобно тому, как это было сделано в § 9, можно



§ 10] УСЛОВНО-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ДВИЖЕНИЯ 69

считать, что движение происходит по л-мерным торам

а£
= const, причем ф/ будут играть роль угловых перемен-

ных, определяющих положение точки на торе. При произ¬
вольном выборе переменных а* и ф* периодная система не

будет простой. Очевидно, что систему канонических пере¬
менных «действие — угол», определяемых формулами
(10.5) — (10.6), можно получить в результате преобразова¬
ния типа (10.15). Элементарные периоды для них будут
равны либо нулю, либо единице. Отмеченная особенность

переменных «угол —действие» делает их особенно удобны¬
ми в приложениях.

Итак, в силу (10.11) будем иметь

dV
Wi = V£t + 6it Vi =

dJ; (10.16)

где Ji, 6; — постоянные. В соответствии с (10.8) старые пе¬

ременные qt суть условно периодические функции угловых
переменных о/*. А это означает, что координаты qt (I =1,..,, л)
можно разложить в кратные ряды Фурье

+СО

я,= 2
Ч. ••.. in——00

р'
cU„i>, -.-. in) е

(10.17)

Или, пользуясь векторной формой записи и полагая

1 = {t'l, /2? • •
•> in}* ^ = {^1» ^2» * .

м 6rt},
V = {vb v2, ...

., vn),

(i, v) = /'lVi’-f- /2V2 + • • • + 1пУп>

(i, S) = ^6% + -)-••• + irfini

вместо (10.17) будем иметь

<7| = SciV,,yriI<,*v)<+(!*e)1
(о

В теории возмущенного движения весьма существенны¬
ми оказываются свойства вектора V. Если между частотами

V,- не существует тождественного соотношения

(10.18)

(/= 1, 2, ..., л). (10.19)

(X, v) = 0, (10.20)
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где X — вектор с целочисленными компонентами, то динами¬

ческая система называется невырожденной. Если соотно¬

шение (10.20) выполняется тождественно, то имеет место

собственное вырождение, а система называется собственно

вырожденной. Если соотношение (X, v) = 0 выполняется

только при определенных начальных условиях, то говорят,
что имеет место случайное вырождение. Наконец, укажем
еще одну возможность вырождения. Если нижний и верх¬
ний пределы либрации для k координат сливаются друг с

другом, то в п-мер ном пространстве обобщенных координат

траектория заполняет область, число измерений которой рав¬
но п — k. В этом случае говорят о предельном вырождении.

Рассмотрим пример предельного вырождения. Пусть
точка движется по вращающемуся эллипсу. Тогда в процес¬
се движения она заполняет всюду плотно круговое кольцо,
внешний и внутренний радиусы которого определяются пе¬

рицентром и апоцентром. По радиусу-вектору движение
имеет либрационный характер. Если теперь начальные ус¬
ловия изменять таким образом, чтобы эксцентриситет эллип¬
са стремился к нулю, то пределы либрации будут стремить¬
ся друг к другу, а кольцо будет стягиваться к окружности.
В пределе вместо двумерной области движения получается

одномерная. При нулевом значении эксцентриситета насту¬
пает предельное вырождение.

Установим теперь одно из основных свойств условно-пе¬
риодических движений [39].

Т е о р е м а. Если движение обладает либрационным
характером и является невырожденным, то траектория по¬

всюду плотно заполняет область пространства обобщенных

координат, ограниченную гиперповерхностями, опреде¬
ляемыми пределами либрации.
Доказательство. Для простоты ограничимся

рассмотрением системы с тремя степенями свободы. Пусть
в качестве канонических переменных приняты переменные
«угол — действие». Тогда система будет иметь простую пе¬

риодную систему, равную единице. Введем прямоугольную
систему координат (рис. 12) с началом в некоторой точке О
в пространстве угловых переменных wv w2, w3. Пусть е1(
е2, е8 — орты соответствующих координатных осей. В силу
(10.16) траектория, определяемая уравнениями

{k =1, 2,3)
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является прямой линией, причем направляющие косинусы
этой прямой пропорциональны частотам vx, v2, v3. По усло¬
вию теоремы движение невырожденно и, следовательно, vft
будут несоизмеримы.

При доказательстве воспользуемся понятием эквива¬

лентности двух точек (wt, w2, wa) и (и^, ы>л, ш3). Две точки

называются эквивалентными, ес¬

ли соединяющий их вектор име¬

ет форму
з

k=l

где kh — целые числа.

Заменив каждую точку ей эк¬

вивалентной, мы можем ограни¬
читься рассмотрением поведения

траектории внутри единичного

куба. Пусть Р0, Ръ Р2, ...
— точки пересечения траек¬

тории с гранями куба. Для удобства будем считать, что

начало координат О совпадает с точкой Р0. Вследствие
несоизмеримости частот vft ни одна из точек Pt не совпадает

с какой-либо другой.
На каждой из граней можно построить бесчисленное мно¬

жество векторов РтРп, соединяющих между собой точки

Pt. Очевидно, что всегда можно указать по крайней мере

один вектор РтРп, модуль которого меньше любого напе¬

ред заданного малого числа. Для этого достаточно восполь¬

зоваться упоминавшейся в § 9 теоремой из теории чисел.

Рассмотрим теперь распределение точек Рг на какой-ли¬
бо из граней куба, например, на грани е2, е3. В силу невы¬

рожденности найдется такой конечный номер о, что точка

Ра будет лежать на грани е2, е3. Приняв эту точку за на¬

чальную, рассмотрим всевозможные векторы РаРп■ Эти

векторы определят все точки траектории, лежащие на грани

е2, е3. Покажем, что эти точки не могут лежать на какой-ли¬

бо одной прямой.
Если предположить противное, то для любых двух точек

Р[ и Р2 этой грани куба, принадлежащих траектории,
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будем иметь

Л im \г к 1 гп
\v3

4

Г Уз Vvs Ч J

и, кроме того, имеем точку

Рс
LVs

1 m *1* 1ЕШ
В силу компланарности векторов РдР,- получим

1-ЕИ
v3 V V3 I

VlXi

Vs

У\Хг

Vl%l\ Vo*l

V3

V3 Em

i-Effl,
v3 V V3 I

/ VjXjN

I V3 j ’

/ V2X2X

V Vs j ’

V3

V2X2

= 0. (10.21)

Умножая элементы первой строки сначала на хъ а затем

на х2 и вычитая из полученных результатов соответственно
элементы второй и третьей строк, преобразуем (10.21)
к виду

ш1ф (*)•
Vs

Vs
— Е (*)•

Е ( ш1 -М- Е(
1 vsjci

1 m
’

Уз \

V Vs 1 v3 1 \
. Vs ,V3 J

Е / Vl*2'

V v3 ) — х2Е (*)• Е(
V2X2'

Vs ,

1 *гп
v3 \

Va )

1

=0.

Так как по условию теоремы v* несоизмеримы, то

А__е(А)+0 (; = 1,2),

и поэтому предыдущее условие перепишется в форме

(VlXl
v3v -**(£)• Ере)—Е

0.

Поделив теперь элементы первой строки на xL
— 1 и
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переходя к пределу при х.х оо, получим

х*Е Ш -1

1
= 0.

Но это несовместимо с условием несоизмеримости частот

v2 и v3. Следовательно, множество точек {Pi}, принадлежа¬
щих грани е2, е3, не может лежать на прямой. Аналогичные
рассуждения можно провести и для других граней.

Теперь уже очевидно, что точки траектории, лежащие
на гранях куба, заполняют их повсюду плотно. Следова¬
тельно, траектории проходят сколь угодно близко к любой
из точек куба.

Дж. Винти, исходя при исследовании движения ИСЗ из

задачи, интегрируемой с помощью теоремы Штеккеля [40],
изучил вопрос о средних движениях в штеккелевых систе¬

мах [41]. Ниже мы распространяем полученные Винти ре¬
зультаты на произвольные- динамические системы, интег¬

рируемые при помощи теоремы Якоби разделением пере¬
менных.

Теорема. Если динамическая система такова, что в

рассматриваемой области изменения обобщенных коорди¬
нат гамильтониан существует и однозначен, и если каждая

из обобщенных координат обладает либрационным изме¬

нением и является однозначной и дифференцируемой функ¬
цией канонических переменных типа «угол», то средняя часто¬

та для каждой из координат равна частоте соответствующей
угловой переменной.
Доказательство. Пусть Т — интервал вре¬

мени, содержащий целое число циклов N k изменения ко¬

ординаты qh. Под средней частотой пк будем понимать

величину

предполагая, что этот предел существует. Необходимо до¬

казать, что для условно-периодических движений

(10.22)

Пк = Vfc, (10.23)
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где согласно (10.16)
дУ

dJb'k

Если все v( соизмеримы, то можно найти положительное

v0 и натуральные числа тх, т2, . .
., тп такие, что

vft = mkv0 (Дг = 1,2, . .
., л). (10.24)

В силу (10.8) и (10,24) для действительного движения

имеем

Wh (0 = wk (0) + mkv0t, (10.25)

и за промежуток времени Т = l/v0 изменение wh согласно

(10.25) будет равно
Awh = mh. (10.26)

В этом случае каждая из координат qh совершает mh полных

циклов, и движение оказывается периодическим с периодом
l/v0. Таким образом, средняя частота nh равна

mk
пк = -f-

= mftv0 = v*. (10.27)

Если частоты vfc несоизмеримы, то положим

6k = vk:vlt (10.28)

и тогда по крайней мере одна из величин должна быть

иррациональной. Как и выше, находим

Wh (t) = Wh (0) + SftVi t. (10.29)

Воспользуемся теоремой Дирихле, которая утверждает,
что если среди действительных чисел £ь £2, . .

.,
имеется

по крайней мере одно иррациональное, то система нера¬
венств

Ik <Р~1-7Г (*=1,2, .... л) (10.30)

допускает бесчисленное множество целых решений относи¬

тельно Рил, причем решение для Р не ограничено сверху.

Рассмотрим такие значения Т — P/vx, для которых есть

целое число, удовлетворяющее неравенствам (10.30). В те¬
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чение этого промежутка времени каждая из угловых коор¬
динат wh изменяется от начального значения wh (0) до вели¬

чины

wh(T) =wh(0) +Plh. (10.31)

Но в силу (10.30)

/Ъ = л|к + т]*, (10.32)
причем

Ы<^ \ (ю.зз)
так что

wh (Т) = wk (0) + mk + л ft- (10.34)
В то время как Р принимает все возрастающие значе¬

ния, удовлетворяющие условиям (10.30), каждая из величин

в соответствии с (10.33) стремится к нулю. В силу преды¬
дущей теоремы и соотношения (10.34) существует бесчис¬
ленное множество значений Т, для которых траектория в

пространстве канонических переменных типа «угол» подхо¬
дит сколь угодно близко к точкам, где ДдаА = mk (mk —

целое).
Пусть

Ян (0) = fh (Щ (0), (0), . .
., wh (0)), (10.35)

а при t — Т

Ян СО = fh К (0) + ml + Til, • •
.. Wh (0) + mk + n*1.

(10.36)

Если P неограниченно возрастает, удовлетворяя при этом

условиям (10.30), то qh стремятся к величинам

Ян = fh К (0) + «!,•• а»* (0) + mh]. (10.37)

Из (10.37) видно, что Awh = mh (k = 1,2,.. ., п). Но в та¬

ком случае промежуток времени Т содержит целое число

полных циклов изменения каждой из координат. По опре¬
делению (10.22), получаем среднюю частоту

пк = lim "y- . (10.38)
Г-*оо 1
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Этот предел существует, так как

mk vtmv

(10.39)

Таким образом, nh = vjjft = v*. Теорема доказана.

§11. Задача о возмущенном движении

Как задачи классической небесной механики, так и но¬

вые проблемы небесной баллистики в большинстве своем не

могут быть решены в квадратурах в конечном виде. Поэтому
в небесной механике широко применяются приближенные
методы решения систем дифференциальных уравнений дви¬

жения, в частности различные формы метода последователь¬
ных приближений.

Пусть исследуется механическая система, гамильтоно¬

ву функцию Я которой, исходя из физических или матема¬

тических соображений, можно разбить на такие две части:

то функция R в интересующей нас области изменения ка¬

нонических переменных по модулю остается весьма малой
по сравнению с первым членом Я0. Чаще всего функция R
содержит один или несколько малых параметров и уничто¬
жается, когда последние обращаются в нули. Роль малого

параметра может играть масса планеты в задаче Солнце —

планета — космический аппарат или величина, пропор¬
циональная сжатию планеты, в задаче о движении искусст¬

венного спутника планеты. Иногда малый параметр вво¬

дится искусственным образом, например, при помощи пре¬
образования переменных, содержащего малый параметр.

Если в интересующей нас области фазового пространства
pi, qt всегда выполняется условие

Я = H0 + R, (11.1)

|Д| < |Я0|, (11.2)
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то мы всегда можем считать, что гамильтониан задачи имеет

вид

Я = Я0 (p. q) + R (|i, р, q, t), (11.3)
причем

R (О, р, q, t) = 0. (11.4)

Член #о называется невозмущенной частью гамильтониана

и строится обычно таким образом, чтобы упрощенная зада¬
ча с гамильтонианом Я0 либо могла быть проинтегрирована
в квадратурах, либо допускала некоторое семейство реше¬
ний. Движение, определяемое гамильтонианом Я0, назы¬

вается невозмущенным, а движение, определяемое гамиль¬

тоновой функцией Я,— возмущенным. Функция R на¬

зывается возмущающей или пертурбационной.
Запишем канонические уравнения возмущенного дви¬

жения

__ dH_ dpi
_

дн

dt
~

др£
'

dt
~~

dq£
(11.5)

Если р = 0, то вместо (11.5) имеем уравнения

Ч- дН0 dPt дН0
(11.6)dt др£ dt dqt

'

Будем предполагать, что система (11.6) может быть проин

тегрирована методом Якоби. Пусть
V = V(t,a,q) (11.7)

— полный интеграл уравнения Гамильтона — Якоби, оп-

пределяющий невозмущенное движение.

Принимая функцию (11.7) в качестве производящей, пре¬
образуем систему (11.5) к новым переменным а, и (J;. В соот¬

ветствии с (4.11) — (4.13) новая система канонических

уравнений имеет вид

dai
_

dR Ф,
_

dR

dt
~~

aPi
’

dt da£
■ О1-8)

Введенные переменные аг и называются в небесной меха¬

нике оскулирующими элементами.

Система (11.8) решается методом последовательных при¬
ближений, причем в качестве нулевого приближения для

переменных а,- и рг принимаются постоянные значения,
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соответствующие невозмущенному движению

а{=а(? , Р, = Р(?. (11.9)

Метод последовательных приближений позволяет предста¬
вить искомые величины в виде рядов, расположенных по

возрастающим степеням малого параметра:
ОС ОС

а,
= а<0) + S = РГ + 2 №k)- (П-10)

*=1 k=l

Отдельные члены рядов называются возмущениями или

неравенствами, причем показатель степени малого пара¬
метра в рассматриваемом члене называется порядком воз¬

мущения.
Возмущения в зависимости от их аналитической струк¬

туры подразделяются на три категории:
1) возмущения вида

Atk, (11.11)
где А — некоторый постоянный коэффициент, зависящий от

начальных значений элементов, a k — натуральное число,
называются вековыми;

2) возмущения вида

>4sin(v/ + ft), (11.12)

где Л, v, 6 — постоянные величины, зависящие от началь¬

ных условий, называются периодическими;
3) возмущения, имеющие вид

/l^sin (v/ + 6), k фО, (11.13)

называются смешанными.

Выделение возмущений именно этих трех типов обуслов¬
лено характером решения невозмущенной задачи в случае

либрационного движения. Так как согласно (10.19) обобщен¬
ные координаты в невозмущенном движении представляются

в виде кратных рядов Фурье, то и пертурбационная функ¬
ция в системе уравнения возмущенного движения (11.9)
также разлагается в кратные ряды Фурье, независимой пе¬

ременной в которых служит время. Отсюда очевидным об¬

разом следует, что при интегрировании системы (11.9)
методом последовательных приближений ряды, представ¬
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ляющие возмущенное движение, могут содержать лишь

члены вида (11.11) — (11.13).
Исключительно важное значение в небесной механике

и небесной баллистике имеет вопрос о совокупном эффекте
всех вековых и смешанных возмущений. Будут ли вследст¬

вие вековых возмущений возмущенные и невозмущенные
значения оскулирующих элементов с ростом времени раз¬
ниться друг от друга на сколь угодно большую величину?
Или возможно, что совокупность всех вековых и смешанных

возмущений представляет собой периодическую функцию
времени? Не порождены ли вековые возмущения дефектами

используемых математических методов?
Для выяснения сущности вопроса рассмотрим дифферен¬

циальное уравнение

^ — сов|Д = 0, (11-14)

в котором р.
— малый параметр. Если искать решение этого

уравнения в виде рядов по степеням малого параметра, то

можно получить
х = х0 + t — ... (11.15)

В то же время в конечном виде общее решение этого урав¬
нения записывается следующим образом:

j
х = х0 Н— sin pi/f. (11.16)

Как видно из (11.15), возмущения любого порядка вековые,
а из (11.16) следует, что в совокупности они дают периоди¬
ческое возмущение с периодом 2я : р. Так как величина р
мала, то период возмущенного изменения величины х будет
весьма велик. Бесконечная совокупность вековых возму¬
щений х соответствует одному долгопериодическому не¬

равенству. Итак, в рассматриваемом примере вековые воз¬

мущения возникли в результате недостатка метода последо¬
вательных приближений.

Будет ли этот случай иметь место в задачах о движении

небесных тел? Этому вопросу были посвящены многие рабо¬
ты, и лишь в последнее время в работах В. И. Арнольда [42],
Ю. Мозера [43] и др. был достигнут значительный прогресс.
В гл. VI мы рассмотрим этот вопрос более подробно.



ГЛАВА II

ПОТЕНЦИАЛ НЬЮТОНОВСКОГО ПРИТЯЖЕНИЯ
АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ 1. Потенциал объемных масс.

Уравнение Лапласа

В классической небесной механике во многих случаях

оказывается вполне удовлетворительной замена реальных
притягивающих масс материальными точками. Это обстоя¬
тельство легко объясняется тем, что размеры притягиваю¬
щихся тел обычно исчезающе малы по сравнению с рас¬
стояниями, их разделяющими. Совершенно иная картина
наблюдается в небесной баллистике. Космический аппарат
либо в течение всего времени полета, либо на отдельных

этапах движения в непосредственной окрестности притя¬
гивающего тела находится от него на расстоянии, имею¬

щем один порядок с размерами тела. И в этом случае необ¬

ходим весьма тщательный учет возмущающего воздействия
от фигуры притягивающего тела. Поэтому способы пред¬
ставления гравитационного потенциала планеты пред¬
ставляют большой интерес с чисто практической точки

зрения.
При исследовании потенциалов небесных тел будем ис¬

ходить из двух предположений.
1. Притягивающее тело является абсолютно твердым,

недеформируемым.
2. Притягивающее тело мало отличается от шара с ра¬

диальным распределением плотности.

Возьмем прямоугольную декартову систему координат
с началом в некоторой точке О тела, а координатные оси

направим по главным осям эллипсоида инерции тела

(рис. 13). Пусть и (|, ц, £) — плотность тела в текущей точке

М (£, г], 5), и пусть Д = Y(X —- £)а + (у — л)2 + (г — С)2 —

расстояние между точкой М и внешней по отношению к телу
точкой Р {х, у, z).
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Тогда потенциал *) тяготения dU элемента массы dm,
заключающего точку М, определится равенством

где / — постоянная тяготения, dx — элемент объема. Ин¬

тегрируя по объему, занятому телом, находим выражение

для гравитационного потенциала всего тела на внешнюю

точку

В формуле (1.2) интегрирование распространяется на весь

объем, занятый рассматриваемым телом. Потенциал U яв¬

ляется дифференцируемой функцией координат во всем

внешнем пространстве.
Сила тяготения F, вызываемого телом, дается формулой

Дважды дифференцируя (1.2) частным образом по х,_ у, г,

устанавливаем, что во внешнем пространстве потенциал U

удовлетворяет уравнению Лапласа

_

f dm
_

fxdx
~
~

~

~К~ ' (1.1)

Z

р

Рис. 13.

(1.2)

F = grad U. (1.3)

(1.4)

*) Заметим, что термин «потенциал» в теорию притяжения был вве¬
ден Гауссом [44].
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Если предполагать, что плотность х (|, г|, £) имеет внутри
тела непрерывные частные производные первого порядка,
то можно показать, что во внутренних точках тела потен¬

циал удовлетворяет уравнению Пуассона

Потенциал тела можно вычислять непосредственно при
помощи формулы (1.2). Однако прямой путь не всегда оказы¬

вается наилучшим. Так как потенциал 0 во внешнем прост¬
ранстве удовлетворяет уравнению Лапласа и, стало быть,
представляет собой гармоническую функцию, то часто более

предпочтительным оказывается иной путь нахождения по¬

тенциала, связанный с использованием уравнений (1.4)—
(1.5). При этом необходимо решить внешнюю задачу Ди¬

рихле. Будем опираться на теорему Дирихле, доказатель¬

ство которой читатель найдет в специальных курсах по тео¬

рии ньютоновского потенциала [45, 46]. Эта теорема состоит

в следующем.
Т е о р е м а. Если плотность х внутри тела обладает

непрерывными частными производными первого порядка, то

регулярная на бесконечности функция U (х, у, г), удовлет¬
воряющая уравнению

совпадает с потенциалом тяготения тела.

Заметим, что из требования регулярности потенциала на

бесконечности вытекает условие

вающего тела.

Эффективность решения задачи об определении потенци¬
ала тяготения вторым способом зависит от выбора коорди¬
нат. Часто удобнее искать решение не в прямоугольных, а

криволинейных координатах qv q2, q3- Последние нужно
стремиться выбирать так, чтобы уравнение Лапласа до¬

пускало решение разделением переменных. Прежде всего

преобразуем уравнение Лапласа к новым переменным qv

AU = — 4ях (х, у, г). (1.5)

вне тела,

внутри тела,
(1.6)

lim рU ----- fm, (1.7)

где р — Ух2 + у2 -f- z2, а т = ^ к dr — масса притяги-
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q2, связанным с прямоугольными соотношениями:

х = х (qlt q3, 9з),1

У = У (я1. <72. <7з)>| (1.8)
■* = 2 (Чи <7г, Я*)-)

Наиболее простой вид уравнение Лапласа получает в орто¬
гональных координатах (см. (3.4) гл. I).

В результате вычислений для лапласиана получаем

AU =

1
- [J- ( *L) +H\HiHa \ dqi \ Hi dqt I ^

5 / J-I U Л/ / \ •»

(1.9)
а

1
( HiH3 dU

'

) + —1^ dqa
(НгНг dU \1

dq2
'
\ На d(j2 > \ Нъ dq3 1.

где величины Я; суть коэффициенты Ламе, определяемые

формулами (3.6) гл. I.
В задачах небесной баллистики чаще всего употребляют¬

ся сферические и вырожденные эллипсоидальные коорди¬
наты. Уравнение Лапласа допускает разделение перемен¬
ных как в сферических, так и в вырожденных эллипсоидаль¬
ных координатах.

Используя формулы (3.16) гл. I для коэффициентов Ла¬

ме в системе сферических координат, с помощью (1.9) полу¬
чим уравнение Лапласа в сферических координатах

1 д ( 2dU\ . 1 д / dU\ . 1 дЮ
п

г2 dr \ dr I ' г2 cos <р d<p I S ™

д<р / г2 cos2 ф д\2

(1.10)
В новых исследованиях по теории движения ИСЗ

Дж. П. Винти [40], М. Д. Кислика [47] и др. потенциал
земного тяготения находится из уравнения Лапласа, запи¬

санного в одной из систем вырожденных эллипсоидальных

координат. Мы воспользуемся сфероидальными координа¬
тами (3.20) гл. I, аналогичными координатам Тиле:

х = с ch ф cos Ф cos Я,,

у = с ch ф cos Ф sin А,,
z — с sh ф sin ■&.

Из (1.9) при помощи выражений для коэффициентов Ламе

(3.25) гл. I приходим к следующей форме уравнения Лапласа
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в сжатых сфероидальных координатах:

1 [ 1 а (созО^М 4-
с2 (ch2 i|> — cos2 •&) (cos && \ дд I

+ а^4-Иат) + (^-а?*)ж} = 0- <ul)

Таким же образом можно получить уравнение Лапласа
в вытянутых сфероидальных координатах, определяемых

формулами преобразования (3.29) гл. I:

1 Г 1 д / . да \ .

с2 (ch2 v—cos2m) \sin« да \S П ди)

+ ^|г(зь»ж) + (1ййг+жг)1г--0- <112>

При решении задач теории потенциала удобно пользо¬

ваться разложением гармонических функций в ряды по сфе¬
рическим функциям, краткие основные сведения о которых
мы изложим в следующем параграфе.

§ 2. Сферические функции. Полиномы Лежандра

Рассмотрим уравнение Лапласа в сферических коорди¬
натах (1.10) и будем искать частные решения этого уравне¬
ния вида

U (г, <рД) = R (г)Ф (<р) Л (Я). (2.1)

Очевидно, что определение каждого из множителей в (2.1)
вследствие разделения переменных в уравнении (1.10)
сводится к интегрированию обыкновенного дифференциаль¬
ного уравнения второго порядка.

В самом деле, умножая уравнение (1.10) на г2 cos2 ф
и перенося член, зависящий от Я, вправо, после подстановки

в уравнение Лапласа выражения (2.1), находим:

, Г 1 d. I , dR \
, 1 d I d<&\1 1 d2A

C0S 4-RW (Г IF) + 1С08Ф *jr)J = -TF-
А это возможно лишь при условии, что обе части уравнения
суть величины постоянные. Обозначив эту постоянную че¬

рез k2, получаем для определения R, Ф и Л следующие
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уравнения:

+ k*A = 0, (2.2)

L__!(cos<P- —) Г2 ЗУ
R dr \ dr I cossq> Фсовф^фЧ

^ d<?J‘
В уравнении (2.3) по тем же соображениям обе части равны
одной и той же постоянной, которую для удобства обозначим

через п (п + 1). Тогда будем иметь

Е^аИС05 <Р-^) + Нп+1>-Т^г]ф==0’ <2'4>

ir(r'w)-,i<n + l'>R:=0- <2-5)

Итак, определение каждого из множителей приводит к

интегрированию уравнений (2.2), (2.4) и (2.5). При этом

выбор постоянных к и п необходимо производить так, чтобы
каждое из найденных решений (2.1) являлось гармоничес¬
кой функцией. Тогда решение краевых задач теории ньюто¬

новского потенциала можно получить посредством супер¬
позиции различных частных решений, как это обычно и

делается при использовании метода Фурье для интегри¬

рования уравнений в частных производных.
Общее решение уравнения (2.2) имеет вид

Л = A cos kX + В sin kX,

где А и В — постоянные интегрирования.
Что касается уравнения (2.4), то в теории потенциала

используются лишь те его решения, которые соответствуют
натуральным значениям кип, причем k не должно превы¬
шать п. Частные решения уравнения (2.4) зависят от посто¬

янных кип, поэтому для них удобно пользоваться обозначе¬

нием .Pn(sin ф).
Комбинации решений уравнений (2.2) и (2.4) вида

П

Yn (ф, Х)= 2 рп (sin Ф) {Ank cos kX+ Bnk sin kX), (2.6)
*=o

где Ank и Bnk суть произвольные постоянные, называются

общими сферическими функциями п-то порядка *).

*) Сферические функции впервые были введены Лапласом.
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Исследование решений уравнения (2.4) начнем со слу¬
чая k — 0. Положив

у
= Ф (<р), х = sin ф,

предварительно преобразуем это уравнение к виду

£[<i-*,>£]+h"+i>-T^>=°- <2-7>

При k = 0 вместо (2.7) будем иметь

±[(l-x*)4L] + n{n + l)y = 0. (2.8)

Частные решения этого уравнения Р°п (х) в дальнейшем бу¬
дем обозначать через Рп (х) *).

Несложно показать, что многочлен

z = (** — 1)«

удовлетворяет следующему дифференциальному уравнению:

(х2—
— 2nxz = 0.

Если продифференцировать это уравнение по х (п + 1) раз,
то в [ сзультате придем к уравнению

ж [<:1 - ■чг] + п + 1У-г(п) = °- ^

Полагая затем у
= z<n), вместо (2.9) получаем уравнение

(2.8). Отсюда можно сделать вывод, что функция

* = (2Л0)

представляет собой частное решение интересующего нас

уравнения. Так как уравнение (2.8) линейно и однородно,
то произведение функции (2.10) на любую постоянную также
будет решением этого уравнения.

*) Уравнение (2.8) является частным случаем уравнения Гаусса
(гипергеометрического уравнения). Свинство интегралов этого уравне¬
ния наиболее полно и строго изучается в аналитической теории диффе¬
ренциальных уравнений. Подробное изложение теории сферических
функций можно найти в монографиях Е. Гобсона [48] и Дж. Лензе [49].
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В теории потенциала мы будем использовать решения

уравнения (2.8), определяемые формулой Олинда Родрига,
являющейся следствием (2.10):

Р (х) —
1 <in (х2 — 1)" 12 111FnW~2V dx»

' (2Л1)

Формула Родрига определяет многочлен л-го порядка от¬

носительно х, который носит название полинома Лежандра.
Первые из этих полиномов, которые можно встретить в

разложениях гравитационного потенциала Земли, исполь¬

зующихся в теории движения ИСЗ, таковы (рис. 14):

Ро(*)= 1.

Рг (х) = х,

р*(х) = f-**—4 *

Рз {X) = тх3 — Тх<2 2

P4W = -f-**—+ т

63 5 35 , . 15

г* тх +~тРь(х)=-%-х?-?г# + -т-х,

р /х\
231 6 315 л . 105 2 5

W —

16
х

16 16 16 ’

р (у\
429 7 693 5 . 315 о

_

35
Iх-’

—

16
х

16
^ 16

'

16
’

р
. 6435 о 12012 в 6930

4_
1260 -

, _35_
W —

128
х

128 х- 128 128 128 ’

р (г\-
12155

у9__
25740 7 , 18018 - 4620 3 315

9W— 128
х

128
х -f 12g

х
12g

х "Г128х.

(2.12)

Как видно из формулы Родрига, полином Лежандра являет¬

ся аналитической функцией, и поэтому можно воспользо¬

ваться интегралом Коши

*(«>/„Ч п■ £ f(2)dz
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где С — произвольная замкнутая жорданова кривая, и

представить полином Лежандра с помощью формулы

р (Х)=
1 I (g3~1)n dzп

2n-2ni f (z - х)п^
' (2.14)

называемой формулой Шлэфли.

Преобразуем интеграл (2.14) к новой переменной а, оп¬

ределяемой соотношением

z — X
а
— 2

г3 — 1

После несложных преобразований вместо (2.14) получим

Рп(х) = -^&——JL=r. (2.15)v
2т» J

а /1 — 2%х + а2

Сравнивая (2.15) с (2.13), устанавливаем, что

Рп W =

"пГ ( yi _ 2а* + а3')]1=0 ’

т. е. полином Лежандра Рп (*) равен коэффициенту при ап
в ряде Маклорена
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Стоящая в левой части этого соотношения функция назы¬

вается производящей.
Установим теперь некоторые важные свойства полино¬

мов Лежандра. Дифференцируя (2.16) по а, находим

{х— а) 2 аПРп (*) = (! — 2оа -f а2) 2 пу.п~1Рп (х).

Приравнивая в полученном равенстве коэффициенты при
одинаковых степенях а в правой и левой частях, получим ре¬
куррентное соотношение

(.п + 1) Рп+1 (*) — (2п + 1) хРп (х) + пРп-1 (х) = 0.

Не входя в подробности вычислений, отметим следующее
свойство полиномов Лежандра:

Это свойство означает, что система полиномов Лежандра
является ортогональной и ее можно использовать для разло¬
жения функций в ряды по полиномам Лежандра.

Возвратимся теперь к уравнению (2.8) и изучим общий

случай при k ф 0. Покажем, что частным решением этого

уравнения является функция

называемая присоединенной функцией Лежандра порядка
п и ранга k первого рода *).

3 ос

(х — а) (1 — 2ах + а2)
2
= 2 нап-1Л» {х)

или

СО 00

(2.17)

1 О при т =/= п,

(2.18)
при т = п.

(2.19)

*) Наряду с полиномами Лежандра в математике рассматриваются

функции Лежандра второго рода и приссединенные функции Лежандра
второго рода.
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Дифференцируя уравнение (2.8) k раз и полагая z = yW,
получим уравнение

(1 — х2) 2" — 2х (k + 1) z' + In (п + 1) — k (k 4- 1 )lz = 0,

которому удовлетворяет производная от функции г =Рп\х).
Отсюда подстановкой

_ к_
2 = (1 -X2) 2P{nk\x)

после соответствующих пребразований получим уравнение
для присоединенных функций Лежандра, совпадающее с

уравнением (2.8).
Основное для теории потенциала свойство присоединен¬

ных функций Лежандра дается теоремой ортогональности,
которая выражается формулой:

к . . f 0 при n=f=m,

\ Pkn(x)Pkm(x)dx = \ 2 (n + k)l (2.20)
-г !2М-Г^=Ж ПРИ п = т.

Формулы для полиномов Лежандра (2.11) и присоеди¬
ненных функций Лежандра (2.19) позволяют получить яв¬

ное выражение для сферической функции п-го порядка
(см. (2.6)):

va , t dkP„ (sin ш)
Уп (ф, я,) = 2i(Ank COS kX 4- Bnk sin kX) cos* <p ———-j—.

k=o (d sm <p)

(2.21)
Из (2.21) видим, что сферические функции представляют
собой линейные комбинации функций

d Рп (sin Ф) cosk у cos
d рп (sin <Р) cosfe ф sjn (2.22)

(d sin <p)* (d sin ф)*

которые называются сферическими гармониками.
Возьмем две сферические гармоники, отличающиеся

друг от друга по крайней мере одним индексом, и проинте¬

грируем их произведение по поверхности сферы. После не¬

сложных вычислений получим

F Сt с
C°S COS

^ Рп (sin ф) Рт (sin ф) . kX- . sk• cos <рdA, dq> = 0. (2.23)
о о
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Следовательно, все семейство сферических гармоник состав¬

ляет ортогональную систему функций.
Пусть имеется функция f (ф, Я), являющаяся конечной,

однозначной и непрерывной на поверхности сферы единич¬
ного радиуса. Предположим, что ее можно представить в

виде ряда *)
со п

/(ф, Я) = 2 2 Pn(s\nq)(Ankcosf&. +Bnksink%), (2.24)
п=о k=0

члены которого суть общие сферические функции, которые
ранее были определены формулой (2.6).

Если ряд (2.24) сходится равномерно, то для определе¬
ния его коэффициентов Апк и Вп}: можно воспользоваться

свойством ортогональности сферических гармоник. Умно¬
жим ряд (2.24) на сферическую гармонику

Ркп (sin ф) cos &Я

и проинтегрируем по поверхности сферы. В силу (2.23) пос¬

ле выполнения соответствующих операций приходим к сле¬

дующему:
П 2я

Ank = \ ^ (sin (Р)cos ^ C0S(P

о о

(2.25)

где 60 = 2, = б2 = . . .
= 1 Точно таким же образом

найдем
п 2л

Впк - -(22лб^(д+ fe)?! \) М^(8тФ)8тАЯсо8ф^Ф4Я.
00

(2.26)

Заметим, что в силу равномерной сходимости ряда (2.24)
разложение функции единственно и не зависит от способа
его получения.

Чтобы получить более ясное представление об особенно¬
стях разложения заданной функции в ряд по сферическим

*) Это разложение впервые было указано Лапласом, а доказатель¬

ство его сходимости дал Лежен-Дирихле.



92 ПОТЕНЦИАЛ НЬЮТОНОВСКОГО ПРИТЯЖЕНИЯ [ГЛ. II

функциям, сопоставим последний с тригонометрическим
рядом Фурье. При изменении аргумента в ряде Фурье от О
до 2я его я-й член 2я раз обращается в нуль. Корни я-го

члена изображаются равноотстоящими точками окружно¬
сти, причем при переходе через корни члены ряда изменяют
знак. Аналогичная картина наблюдается и в разложениях по

сферическим функциям. Сферические
гармоники можно разделить на три

категории.
При k = 0 имеется только одна

гармоника Р° (sin <р) = Рп (sin ф),
которая обращается в нуль на я сим¬

метричных относительно экватора па¬

раллелях. Эти параллели разбивают
поверхность сферы на зоны, где поли¬

номы Лежандра попеременно прини¬
мают положительные и отрицатель¬

ные значения. В связи с этим гар¬
моники, соответствующие k = 0, называются зональными

(рис. 15).
Если k = я, то присоединенные функции Лежандра

—Рп^ обращаются в постоянные величины и сферические

гармоники сводятся к

cos" ф cos пк, cos'* ф sin пк.

Отсюда видно, что эти сферические гармоники обращаются
в нуль только на меридианах, для которых

cos пк — 0 или sin пк = 0.

Поверхность сферы делится этими меридианами на 2п сфе¬
рических сектора, в которых сферические гармоники попе¬

ременно положительны и отрицательны. Поэтому рассмат¬

риваемые сферические гармоники называются секториаль-
ными (рис. 16).

Наконец, в промежуточном случае при 0 < k < п сфе¬
рические гармоники обращаются в нуль на 2k меридианах
при

cos kk = 0 или sin kk = 0
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и п — k параллелях, определяемых корнями уравнения

d.kPn (sin ф)
=0

(rf sin ф)*

Распределение областей положительных и отрицательных

Рис. 16. Рис. 17.

значений сферических гармоник указано на рис. 17. Такие

гармоники называются тессеральными *).

§ 3. Разложение потенциала твердого тела

в ряд по сферическим функциям

Рассмотрим гравитационный потенциал твердого тела,

исходя из предположений, сформулированных в § 1 гл. II.

Используя введенные выше обозначения, для потенциала

имеем следующее выражение:

U(x,y,z)=f^^L, (3.1)

где

Д = У{х- ЪУ + {у - л)9 + (2 - 5)а. (3.2)

Если перейти к сферическим координатам

х — г cos <р cos Я, у
—

г cos ф sin Я, г — г sin ф,

| = г' соэф' cos Я', 1} = г' соэф' sin Я', g = г' втф'

*) Классификация и название сферических функций впервые были
даны английскими математиками.
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и положить

cos у = г- = sin (р sin ф' + cos ф cos ф' cos (X — X'),

(3.3)

то для величины расстояния между текущей точкой тела и

внешней по отношению к телу точке Р (х, у, г) получим

А == Уг2 + г'г — 2rr' cos у.

Разложим теперь величину 1/А, входящую в подынтег¬

ральное выражение формулы (3.1), в ряд по полиномам Ле¬

жандра, ограничиваясь случаем г' < г. Вспоминая вид

производящей функции (2.16), непосредственно имеем
1 ОО ,

Т
=

7 {l + (f)2 ~ 2
Т

C0S Г}
*
= Sfsi рп (cos Г)- (3.4)

п=о'

Исследуем сходимость ряда (3.4). Предварительно оценим

величину модуля полинома Лежандра. Если за контур
интегрирования в формуле (2.14) принять окружность ра¬

диуса Ух2 — 1с центром в точке z = х, уравнение кото¬

рой имеет вид

z = х + Ух2— 1 ехр /ф, —я< ф < я,

то после соответствующих операций интеграл (2.14) можно

преобразовать к следующей формуле Лапласа:
П

Рп {X) = уX + У X2 — 1 cos ф)п Лр. (3.5)
О

Формула (3.5) дает

п

I^WKt \l* + * yi—x2cosф\nd(f>
0

или, так как в нашем случае |х| < 1, предыдущее неравен¬
ство можно записать в следующей форме:

п JL

I^WK — (1 — х2) э1паф]2 4ф, (3.6)
О
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откуда видно, что при я > 0 и любом значении |лг| -< 1
справедливо неравенство

|Р»(*)1<1- (3.7)
Перейдем теперь к оценке модуля общего члена ряда

(3.4). В силу неравенства (3.7) имеем

'П

гп+1 Рп(cos г) <

Но, по предположению, у
= <7<С 1, и, стало быть, оконча¬

тельно получаем

п

Рп (cos Г) (3.8)

Так как ряд

абсолютно сходится, то этим свойством будет обладать и ряд
(3.4). Кроме того, ряд (3.4) в силу известной теоремы анали¬
за о функциональных рядах оказывается и равномерно схо¬

дящимся. Таким образом, предположения, сделанные в пре¬
дыдущем параграфе, в нашем случае выполнены.

Подставив в формулу (3.1) вместо величины 1/А ее зна¬

чение из (3.4), приходим к следующему выражению:
со

и = / 21 -щ.® r'npn (cos r)xdx. (3.9)
n=o

r

Для получения окончательного выражения для ряда, пред'
ставляющего потенциал U, необходимо преобразовать поли¬

ном Лежандра Рп (cos у) при помощи теоремы сложения,

которая дается формулой

Рп (cosy) = S kS>'
Рп (sin ф) Рп (sin ф') cos k (X — X'),

6=0
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Основная идея вывода формулы (3.10) состоит в следую¬
щем. В силу линейности уравнения Лапласа сферическая
функция при любом линейном ортогональном преобразова¬
нии координат будет удовлетворять уравнению Лапласа,
т. е. в результате преобразования снова получается сфери¬
ческая функция. В частности, при произвольном повороте
системы координат исходная сферическая функция перехо¬
дит в сферическую же функцию новых координат.

Полином Лежандра Рп (cos у) можно рассматривать как

преобразованную сферическую функцию в системе коорди¬
нат, ось аппликат которой проходит через точку (г', <р', X').
Тогда согласно предыдущему полином Рп (cos у), соот¬

ветствующий новой координатной системе, должен пред¬
ставлять собой сферическую функцию и в старой систе¬

ме координат (ф, X), т. е. должны существовать такие

значения коэффициентов Ank и Bnh, не зависящие от ф

и X, что

П

Рп (cosy) = 2 Рп (sin ф) (Ank cos k% + Bnk sin &X). (3.11)
A=0

Очевидно, что коэффициенты Л„* и Bnk суть функции ф'
и X'. Но в силу симметрии (3.3) относительно ф, X и ф', X'
соответственно формула (3.11) должна иметь вид

П

Р„ (cos г)= 2 hkPn (sin ф) Рп (sin ф') cos k (X — X'), (3.12)
k—Q

где hk — некоторые числовые коэффициенты.
Их вычисление дает

<313>

Таким образом, мы приходим к формуле (3.10), представ¬
ляющей собой теорему сложения сферических функций.
Эту формулу мы используем ниже для преобразования раз¬
ложения потенциала (3.9).

Подробное доказательство этой теоремы можно найти

в [45] — [46].
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Подставляя в (3.9) вместо Рп (cos у) его выражение из

формулы (3.10), получим
СО П

п=0
'

*=0
*

X r'nPn (sin ф') cos kk' ■ xdx • cos kk +

+ ffir'nP* (sin ф') sin kk'■-ndx ■ sin ЛА,].
Вводя обозначения

Cnk = Ц\п~+% SS r'nphn ^sin ф,) cos ^y,dx' 1

Dn*=^^x!SSr'np‘(sin<p')sin^'-xdT j(
и замечая, кроме того, что эти коэффициенты зависят лишь

от формы тела и распределения массы в нем, представим

предыдущее разложение в форме
со п

^ = /2 2 рП (sin Ч>) (Сnk cos kk + Dnk sin kk). (3.15)
n=-0

r
ft=0

Или в силу (2.19) и (2.21), заменяя в (3.15) линейную ком¬

бинацию сферических гармоник через общую сферическую
функцию, получаем

ОО

£' = /■2^- (3.16)
л=0

Г

Вычислим первые члены разложения (3.16), используя

ряд (3.9).
При л = 0 в соответствии с (2.12) Р0 (cos у)

— 1, а ин¬

теграл

дает массу М притягивающего тела. Тогда первый член

будет равен fM/r, что представляет собой ньютоновский

потенциал точечной массы.

Если п = 1, то в силу (2.12)

Рх (cos г) = тр- (xl + уи\ + zt).
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и второй член разложения запишется в виде

г3

В этом выражении тройные интегралы представляют собой
статические моменты, которые, как известно из механи¬

ки, равны

где хс, t/с, гс суть координаты центра масс притягивающего
тела.

Если начало координатной системы поместить в центре
инерции притягивающего тела, то второй член в разложе¬
нии потенциала уничтожится. В общем случае он записы¬

вается в виде

т%г,%Рг (cos г) = /V2 cos2 г— \) =
= -£(2£2 — л2 -Н + £ (2Л2-12- V) +

+ (2£2 — |2 — л2) + 3(/гл£ + 3xz|£ + ЗхуЕл,

и тогда третий член разложения (3.9) может быть представ'
лен в форме

Вводя моменты инерции относительно координатных

7Г
=

тг (ххе + уус + гге).

При л = 2 согласно (2.12) и (3.9) имеем

+ Т J® (2П- - ^ - Л2) х dx + 5- gj (2£2 - g2 - л2) и dx +

+ Зуг 555 dx -J- 3xz 52 dx + 3ху 555 ^т}. (3.18)



S 4] ПОТЕНЦИАЛ ЗЕМНОГО ТЯГОТЕНИЯ 99

осей

А =$йх(т1!! + £а)^т.

5 = SSS* (g*+£*)*,
С = 555*(£2 + tvVt

(3.19)

и центробежные моменты (произведения инерции)

D = §55 xr£ dx, Е = dx, F = 555 dr, (3.20)

!£=^-{(В + С-2А)х* + (А + C-2B)tf +

-{- (Л + В — 2С) z2 + 6Dyz + 6Exz + бFxy},

Если в качестве координатных осей приняты главные
оси инерции, то£=£ = /г = 0и, стало быть,

7? = 5F + С~ 2А > + У2 (А + с~ 2В) +

В дальнейшем будем предполагать, если не оговорено про*
тивное, что оси координат выбраны именно так.

Ограничиваясь найденными членами разложения, для

гравитационного потенциала тела получаем следующее при¬
ближенное выражение:

U —
~р- [ 1 + -jr (ххс + УУС + zzc)J +

+ -L- [(В + С-2А)*2 + (Л + С-2В)у* + (А + В-2С)г*).

§ 4. Потенциал земного тяготения

Гравитационный потенциал Земли можно представить в

виде ряда (3.15) или, после несложных преобразований, в

следующей форме:

вместо (3.18) будем иметь

+ 2* (Л + В — 2С)}. (3.21)

(3.22)
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где М — масса Земли, Р0 — средний экваториальный ради¬
ус Земли, а 1пт и Xnm — постоянные величины, зависящие

от геометрии масс Земли. В формуле (4.1) индекс п пробе¬
гает все натуральные значения, начиная с двух, т. е. пред¬

полагается, что начало координат совпадает с центром масс

Земли, а за основную плоскость принята экваториальная
плоскость Земли.

Наиболее простой вид формула (4.1) приобретает в том

случае, когда в качестве координатных осей приняты глав¬

ные центральные оси инерции. Однако если иметь в виду об¬

щепринятый способ отсчета географических координат, то

ось абсцисс следует направить в точку пересечения грин¬
вичского меридиана с экватором, и тогда в формуле (4.1)
сохранятся все члены, в частности сохранится и гармоника

P21cos(X— Х21). Из (4.1) видно, что определение парамет¬

ров поля тяготения Земли сводится к нахождению коэф¬
фициентов Тпт, Xnm.

Существует несколько принципиально различных спосо¬

бов определения гравитационного поля Земли (или ее фигу¬
ры). Эго прежде всего гравиметрический и небесномехани¬
ческий методы.

Гравиметрический метод определения потенциала или

фигуры Земли опирается на измерения ускорения силы тя¬

жести в различных точках земной поверхности. Рядом уче¬
ных б разные годы были получены так называемые формулы
нормального распределения силы тяжести. В послед¬

ние десятилетия такие исследования были выполнены

И. Д. Жонголовичем [50], Гейсканеном [51], Уотилла [521
и др.

В основу этих определений был положен большой

наблюдательный материал. Достаточно указать, что

И. Д. Жонголович привлек к обработке 26 тысяч гравимет¬

рических пунктов. Оценивая точность гравиметрических
методов, следует заметить, что по гравиметрическим
данным менее уверенно определяются коэффициенты
тессеральных гармоник. Так, например, значение геогра¬
фической долготы направления большой полуоси земного

эллипсоида, полученное разными авторами, колеблется в

пределах от — 25° до +38°. Подробное изложение гра¬
виметрических методов читатель может найти в книге

Н. П. Грушинского [53].
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Из небесномеханических методов, использовавшихся до

запуска ИСЗ, можно отметить два способа. Первый способ
основан на анализе периодических неравенств в астроно¬
мической долготе и широте Луны, обусловленных сферои¬
дальностью Земли (имеются в виду неравенства, даваемые

теорией движения Луны Делоне [54]). Второй способ опи¬

рается на анализ особенностей вращательного движения
Земли. Коэффициенты в формулах прецессии земной оси

позволяют найти динамическое сжатие, т. е. величину
(С — А)/С. Тогда в предположении сфероидальности Земли
(А = В) с помощью формулы (3.28) находим коэффициент
при второй зональной гармонике земного потенциала.

Все отмеченные астрономические способы определения
потенциала Земли в настоящее время представляют лишь

исторический интерес, ибо наибольшую точность удается
достигнуть при определениях по данным наблюдений ИСЗ.

Коэффициенты при зональных и тессеральных гармони¬
ках определяются по наблюдаемым вековым и долгопериоди¬
ческим возмущениям в элементах орбит ИСЗ. Основные труд¬
ности здесь связаны с определением коэффициентов тессе¬

ральных гармоник. Здесь приходится рассматривать не

вековые, а долгопериодические (суточные, полусуточные: и

др.) неравенства, амплитуды которых малы. В общей поста¬
новке в условные уравнения (обработка обычно ведется ме¬

тодом наименьших квадратов) приходится включать до 90
неизвестных параметров. С целью получения возможно бо¬
лее точных значений коэффициентов 1пт, Ьпт наряду с ни*

ми в уравнения приходится включать координаты станций
слежения за ИСЗ, коэффициент светового давления, свыше

десяти параметров земной атмосферы и т. д. Проблемой опре¬
деления гравитационного поля Земли занимались многие

Таблица 1

п /„. 10» п Vи»*

2 1082,48 ±0,04 6 0,39 ±0,09
3 —2,566±0,012 7 —0,469±0,021
4 —1,84 ±0,09 8 —0,02 ±0,07
5 —0,063±0.019 9 0,Ш±0,025
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авторы [55—60]. Мы приведем здесь в качестве примера

результаты, полученные И. Козаи [61]. По его расчетам

коэффициенты зональных гармоник имеют значения, ука¬

занные в таблице 1. Полученные им же значения коэффи¬
циентов тессеральных гармоник приведены в таблице 2.

Таблица 2

п т /nm-ю* ^пт

2 2 2,32 ±0,30 —37°,5± 5°,6
3 1 3,95 ±0,36 22° ±11°
3 2 0,41 ±0,21 31° ±14°
3 3 1,91 ±0,29 51°,3± 2°,9

4 1 2,64 ±0,44 163°,5± 6е,5
4 2 0,17 ±0,06 54° ±11®
4 3 0,046±0,035 —13е ±19°
4 4 0,056±0,030 50°,3± 6е,Q

Из приведенных результатов видно, что коэффициенты
разложения в ряд по сферическим функциям убывают край¬
не медленно*). Следовательно, уменьшение амплитуд возму¬
щений в координатах ИСЗ или элементах их орбит мо¬

жет происходить в основном за счет множителей вида

(Ro/r)n< т. е. с ростом больших полуосей орбит ИСЗ. Возни¬
кает весьма сложная математическая задача о построении

более быстро сходящихся рядов, представляющих потенци¬

ал земного тяготения. В теории фигуры Земли использова¬

лось разложение потенциала в ряд по функции Ламе
[62, 63], однако радикального улучшения на этом пути
достигнуть не удалось. Нам представляется, что наибо¬
лее перспективным является улучшение сходимости ря¬
дов по сферическим функциям, аналогичное тому, которое
делается в теории тригонометрических рядов [64]. К со¬

жалению, никаких исследований в этом направлении не

проводилось.

*) Тщательные оценки скорости сходимости разложения потенциала

выполнены- К. В; Холшевниковым [206] при различных предположениях
относительно распределения плотности планеты.
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§ 5. Гравитационные потенциалы других тел

солнечной системы

При запуске искусственных спутников других небес¬
ных тел, входящих в солнечную систему, а также для нужд
прогнозирования их движения необходимо знание грави¬
тационных полей этих тел. Это особенно нужно при траектор-
ных расчетах спутников Луны, Юпитера, Сатурна, Урана
и др., так как они имеют фигуры, заметно отличающиеся

от шаров со сферическим распределением плотности. В са¬

мом деле, даже непосредственные оптические наблюдения

показывают, что сжатие Юпитера составляет 1/10, а Са¬

турна
— 1/16 *). Эти величины на порядок больше сжатия

Земли, составляющего 1/298,2. Следовательно, эффекты в

движении искусственных спутников этих планет, обуслов¬
ленные фигурой центрального тела, будут весьма ощу¬
тимы. Астрономические методы исследования формы
Луны приводят к заключению, что она обладает не только

заметным полярным сжатием, но и большим экваториальным
сжатием, вызванным приливообразующими силами Земли.
Именно вследствие имеющейся эллиптичности лунного эк¬

ватора вполне уместно говорить, что Луна всегда обращена
«своим носиком» в сторону Земли.

Ниже приводятся характеристики полей тяготения ряда
больших планет солнечной системы и Луны. Что касается

больших планет, то более или менее надежные данные о их

гравитационных потенциалах астрономам удалось полу¬
чить лишь для тех планет, которые обладают достаточно
близкими спутниками. Для планет определялись лишь

коэффициенты зональных гармоник, т. е. потенциал тяготе¬

ния представлялся в виде

= '"[•—Ит)’Мт) + тгк(т)‘Мт)] <5-Ч

Марс. Определение параметров гравитационного поля

Марса выполнялось по анализу векового движения восходя¬

щих узлов орбит Фобоса и Деймоса, которые составляют со¬

ответственно 158°,5 ±0°,5 и —6°,2795 ±0°,0007 за год. По

*) Под сжатием здесь понимается отношение разности экваториаль¬

ного и полярного радиусов планеты к ее экваториальному радиусу.
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этим данным надежно удалось определить лишь коэффи¬
циент второй зональной гармоники, так как из-за недоста¬
точной точности наблюдений ошибки в определении регре-
сии узлов орбит спутников Марса имели тот же порядок,
что и порядок коэффициента при четвертой гармонике.
Наиболее полные наблюдательные данные были использо¬

ваны Е. Вулардом [65], который пришел к следующему
значению для коэффициента второй гармоники:

J = 0,002920 — 0,0058^ .

Здесь R” — угловой радиус Марса, выраженный в секун¬
дах дуги. Первый член в этой формуле вычислен в предпо¬
ложении, что R" = 4”,680 при расстоянии в 1 а. е.

Юпитер. Параметры гравитационного потенциала

Юпитера определялись таким же образом, как и для Марса.
При этом использовались сведения одвижении наиболееблиз¬
ких и хорошо изученных галилеевых спутников. На основе

сводки наблюдений, составленной де Ситтером [66], полу¬
чено следующее значение для коэффициента второй зональ¬

ной гармоники:

J = 0,02206 ± 0,00022.

Коэффициент при четвертой гармонике уточнялся по дви¬

жению восходящего узла орбиты пятого спутника. Для
коэффициента К получено следующее значение:

К = 0,00253 ± 0,0041.

Для радиуса Юпитера здесь было принято значение

R" = 98”,49. В определениях J наблюдается некоторый
разброс. Так, например, Р. Семпсон [67] получил значение

J = 0,00227. Это объясняется тем, что в условные уравне¬
ния для определения J и К, входят массы спутников, из¬

вестные недостаточно точно. Поэтому в уравнения прихо¬
дится вводить поправки к массам спутников, определяя по¬

следние по методу наименьших квадратов вместе с пара¬

метрами J и R.
Сатурн. Коэффициенты разложения потенциала Са¬

турна определялись по вековым возмущениям в долготе

узла и перицентра внутренних спутников Сатурна. По

данным, собранным Джеффрисом [68], получены следующие
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значения:

J = 0,02501 ± 0,00003, К = 0,00386 ± 0,00026.

Для радиуса Сатурна было принято значение R" — 8*625

при расстоянии в 9,53885 а. е. Приведенные значения могут
быть ошибочны, так как нет надежных определений массы

колец Сатурна.
Луна. Астрономические методы определения пара¬

метров гравитационного поля Луны, основанные на изуче¬

нии ее вращательного движения, приводят к следующим
значениям параметров разложения лунного потенциала

[69]:

с20 = (— 0,238 ± 0,016) • 10-8, с„ = (0,06 ± 0,08)-10-4.

Обработка селенодезического материала, выполненная

Гоудасом [70], дает следующие значения коэффициентов
разложения потенциала Луны:

с20 =
— 0,205-10~3,

с30 = — 0,863-10-4,

Cl0 = + 0,263-10-3.

Естественно, что наиболее точных результатов следует
ожидать от методов, связанных с исследованием возмущен¬
ного движения искусственных спутников Луны. Такое ис¬

следование было выполнено Э. Л. Акимом [71], который
привлек к обработке траекторные измерения лунного
спутника «Луна-10» за период с 3 апреля 1966 по 30 мая

1966 г. Этот период охватывает 460 оборотов лунного спут¬
ника. При обработке была использована аналитическая

теория движения спутника Луны, построенная с учетом

возмущений от Земли и Солнца. Последнее обстоятельство
является весьма существенным, так как вековые возмуще¬
ния от Земли и Солнца в долготе восходящего узла и аргу¬
менте периселения (перицентра) спутника «Луна-10» со¬

ставляют

Д&= — 1°, Дсо = — 2°,

в то время как регрессия узла и линии апсид этого спутника,
вызванные фигурой Луны, дают

ДЙ=— 7°,7, Дю =•— Ц°,8.
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Э. JI. Аким представил потенциал лунного тяготения

в форме
СО СО

U = + 22 (7^) [спт COS тк +
п=2 т=о

+ dnm sin ml] Рп (sin cp)},
где R — средний радиус Луны, <р

—

селеноцентрическая
широта, отсчитываемая от среднего экватора Луны, к —

селеноцентрическая долгота, отсчитываемая от нулевого
меридиана некоторой эпохи t0, и из обработки наблюдатель¬
ного материала получил следующие значения коэффициен¬
тов спт и dnm.

ci0 = (— 0,206 ± 0,022)-10-3, dn = (0,361 ± 0,358)- 10~Б,

с21 = (0,157 ± 0,358)-10-5, dn = (—0,139± 0,145) - Ю'5,

с22 = (0,140 ± 0,012)-10-4, d31 = (-0,178+0,032)-10-4,

с30 = (_ 0,363 ± 0,099) • 10-4 dSi = (—0,702 ±4,595)- Ю'в.

с81 = (— 0,568 ± 0,026) • 10-4,

с32 = (0,118 ± 0,047)-10-4,

с40 = (0,333 ± 0,270) -10-4,

В работе Э. Л. Акима отмечается, что эти результаты носят

предварительный характер.



ГЛАВА III

МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ
ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ОРБИТ

§ 1. Постановка задачи

Во многих работах по теории возмущенного движения

искусственных спутников Земли в качестве невозмущенной
(промежуточной) орбиты берется кеплеровская эллиптичес¬

кая орбита. Авторы этих работ следуют в своем выборе про¬
межуточной орбиты классическим методам небесной меха¬

ники. В этом направлении теорию возмущенного движения
весьма успешно разрабатывали Д. Брауер [73, 74], И. Ко-
заи [75, 76], А. А. Орлов [77, 78], Д. Е. Охоцимский [72]
и др. Первые два автора пользовались одним из самых силь¬

ных и перспективных методов — методом Делоне — Цей-
пеля.

Выбор кеплеровской промежуточной орбиты выгоден

тем, что для вычисления возмущений можно использовать

детально разработанные в прошлом способы, в частности,

без каких-либо модификаций применимы разложения в ря¬
ды координат невозмущенного движения. Однако следует
иметь в виду, что классические методы разрабатывались для

естественных тел солнечной системы и учитывали как спе¬

цифические особенности их движения, так и характер воз¬

мущающих сил. Они особенно удобны в тех случаях, когда
малы эксцентриситет и наклонность исследуемой орбиты,
когда промежуток времени, на котором исследуется движе¬

ние, невелик и соответствует нескольким сотням оборо¬
тов. Эти условия далеко не всегда оказываются выполнен¬

ными в задачах теории движения ИСЗ. Интервалы времени,
на которых прогнозируется движение ИСЗ, охватывают

сотни и тысячи оборотов спутника. Ряд из запущенных

спутников обладает весьма большим эксцентриситетом, пре¬
восходящим по своей величине знаменитый предел Лапласа

(е=0,667), определяющий область сходимости разложений

координат в ряды, а следовательно, и область сходимости
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разложения пертурбационной функции. Все это ослож¬

няет применение классических методов в небесной балли¬

стике, приводит к необходимости сохранять в разложениях
большее число членов. Наконец, в теории движения ИСЗ
нельзя ограничиться возмущениями первого порядка, как

это обычно делается в аналитических теориях движения
естественных спутников планет, астероидов и т. д., а необ¬

ходимо вычислять по меньшей мере некоторые вековые

возмущения второго, а иногда и третьего порядка, что дела¬

ет построение точной аналитической теории чрезвычайно

громоздким. В теории движения искусственных спутников
Луны мы встречаемся с еще более сложным случаем, так как

здесь становится совершенно неминуемым учет трехос-
ности Луны, т. е. в приближенном выражении потенциала

притяжения Луны необходимо сохранять ряд долготных
членов.

Альтернативой классическим методам теории возмуще¬
ний является использование некеплеровских промежуточ¬
ных орбит, которые учитывали бы наиболее значительные

неравенства в движении космических аппаратов. Такого

рода прецеденты можно встретить и в классических зада¬

чах. Примером тому служит вариационная кривая Хилла
в теории движения Луны [79], задача двух неподвижных

центров для ограниченной проблемы трех тел (см. работы
К. Шарлье [28], X. Замтера [80] и автора [81, 82]).

По-видимому, первой попыткой в этом направлении бы¬

ла работа Р. Ньютона [83], указавшего на возможность

применения задачи двух неподвижных центров в теории
движения спутника сфероидальной планеты. Эта идея полу¬
чила развитие в работе автора [84]. Весьма оригинальный,
хотя и не нашедший строгого теоретического обоснования,
способ построения промежуточной орбиты предложил
Б. Гарфинкель [33]. И, наконец, наиболее удачный и мно¬

гообещающий выбор невозмущенной орбиты для ИСЗ был

указан Дж. Винти [40]. В частном случае для сфероидаль¬
ной Земли, симметричной относительно экваториальной
плоскости, тот же способ построения промежуточной орби¬
ты был детально разработан М. Д. Кисликом [47]. Заслу¬
живает внимания промежуточная орбита Р. Баррара [37].
Хотя для близких искусственных спутников Земли она

дает менее точный результат по сравнению с проблемой
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Винти, тем не менее в силу своей простоты она применима
при построении теории движения далеких спутников Зем¬
ли и возможно с большим успехом в теории движения ист

кусственных спутников планет. Исходя из классической

проблемы двух неподвижных центров, Е. П. Аксенов,
Е. А. Гребеников и автор в результате обобщения упомяну¬
той задачи показали, что интегрируемые случаи Винти,

Баррара и Кдслика представляют собой частные или пре¬
дельные случаи одной общей задачи [13, 85]. Ими же было
выполнено подробное качественное изучение орбит этой

задачи [86, 87, 88, 89, 90, 91].
Основная идея этих работ состоит в построении такого

аппроксимирующего выражения для гравитационного по¬

тенциала осесимметричной планеты, который допускал бы
интегрирование задачи в замкнутой форме, в квадратурах.
При отыскании интегрируемых случаев применяется теоре¬
ма Штеккеля (см. § 5 гл. I).

§ 2. Задача двух неподвижных центров

Выше было отмечено, что задача двух неподвижных

центров рекомендовалась Р. Ньютоном для построения тео¬

рии движения искусственных спутников Земли. Позднее

автором [92], [84] и В. Г. Дегтяревым [93, 94, 95] были вы¬

полнены некоторые исследования в этом направлении. Рас¬

смотрим основные результаты.
Задача двух неподвижных центров состоит в изучении

движения пассивно гравитирующей материальной точки,

притягиваемой двумя неподвижными точечными массами по

закону Ньютона. Впервые эта проблема для случая плос¬

кого движения была сведена к квадратурам Л. Эйлером [96],
а в пространственном случае ее решение было дано Лаг¬

ранжей [97] и Якоби [98]. Полное решение задачи стало

возможным лишь после исчерпывающего качественного ана¬

лиза, начатого Шарлье [28] и завершенного работами Ба¬

даляна [99, 100, 101], Талльквиста [102] в плоском случае
и В. М. Алексеева [103] — в пространственном случае.
Результатами этих работ явилась полная классификация
всех возможных форм движения и генеалогия различных

классов орбит.
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Рассмотрим движение материальной точки Р под дейст¬
вием притягивающих неподвижных центров Су и С2, имею¬

щих соответственно массы тх и т2. Выберем прямоуголь¬

ную систему координат так,
чтобы точки Су и С2 находи¬

лись на оси аппликат, а на¬

чало координат—в центре
их масс.Обозначим расстоя¬
ние СуС2 через 2с, а коор¬
динаты движущейся точки

через х, у, z (рис. 18). Тог¬
да силовая функция зада¬

чи запишется в виде

U =£H± + t!!h (2.1)
/1 гг

' v ’

где расстояния гу и г2 от

движущейся точки до притягивающих центров равны

Гу = Ухг + if + (z -- Clyf, |
r2 = уx* + У”- + (г

— а2)2, |
причем

_

2тгс
_

2тус
ai

ту+тг'
0,2

ту + т2'

Так как нас интересуют приложения этой задачи к исследо¬

ванию движения искусственных спутников, то параметры
Шу, т2 и с в выражении (2.1) необходимо выбрать так, чтобы

потенциал (2.1) возможно менее отличался от потенциала

земного тяготения.

С этой целью разложим обратные расстояния в ряды по

полиномам Лежандра, применив формулу (2.16) гл. II.

Тогда получим

(2.2)

(2.3)



ЗАДАЧА ДВУХ НЕПОДВИЖНЫХ ЦЕНТРОВ 111

где г определяется формулой

г = Ух2 + у* + Z2.

Если подставить эти ряды в формулу (2.1), то для функ¬
ции U находим выражение

У (2 5)
п=О

Г

где

tn-io!} 4- m2a”
Т- = т\ + т>

8
• (2>б)

В соответствии с результатами § 4 гл. II в геоцентричес¬
кой экваториальной системе координат выражение для по¬

тенциала тяготения Земли (если пренебречь долготными

членами) примет вид
СО

UT = ff[l+%Jn (±)п Рп (JL)\ , (2.7)
п—0

где г — геоцентрический радиус-вектор, М — масса Земли,
R — средний экваториальный радиус Земли.

Сопоставляя ряды (2.5) и (2.6), обнаруживаем, что соот¬

ветствующим выбором величин тъ т2 и с можно добиться
совпадения коэффициентов при второй и третьей зональ¬

ных гармониках обоих рядов. Величины ти т2 и с должны

удовлетворять системе уравнений:

т1 + т2= М,

AmxtniC2 = MJ2R2, (2.8)

8тхт2 (tn2 — mi) с3 = M3J3R3. .

Как следует из (2.8), для существования действительного

решения необходимо, чтобы тхт2 < 0, так как коэффи¬
циент У2 для Земли отрицателен. Определяя с помощью

(2.6) коэффициент

Г4 = {ml — mim2 + т\) (2.9)

и принимая во внимание, что в разложении (2.7) коэффи¬
циент У4 > 0, видим, что аппроксимирующий потенциал
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(2.5) при сделанном выборе постоянных тъ тгн с отличает¬

ся от потенциала земного тяготения знаком коэффициента
при четвертой гармонике.

Но четвертая гармоника дает в некоторых оскулирую-
щих кеплеровских элементах вековые неравенства, поэто¬

му аппроксимация потенциала Земли силовой функцией
задачи двух неподвижных центров приемлема лишь для

достаточно далеких спутников Земли. Не исключено, одна¬

ко, что для других планет рассматриваемая задача может

дать хорошие результаты.
Возможно и иное определение параметров аппроксими¬

рующего потенциала (2.5), при котором коэффициенты у2
и J2R2 разложений (2.5) и (2.7) совпадают, а у4 принимает
минимальное положительное значение. При этом выборе
ошибки, вносимые несовпадением величин у4 и /4#4, будут
наименьшими. Но зато возникает ошибка в определении
возмущений от третьей зональной гармоники. Так как коэф¬
фициенты J3 и У4 одного порядка, а возмущения первого

порядка от третьей гармоники периодические, то различие
истинного движения от промежуточного не будет иметь ве¬

кового изменения, и, стало быть, излагаемый прием может

дать лучший результат, чем первый способ аппроксимации.
Отметим, наконец, возможность приближенных расче¬

тов траекторий перелета к Луне с помощью задачи двух
неподвижных центров. Орбиты полета к Луне, подробно
изученные В. А. Егоровым, рассчитываются посредством
численного интегрирования уравнений круговой задачи

трех тел (см. (1.24) — (1.25) гл. I). При п — 0 они совпада¬

ют с уравнениями движения задачи двух неподвижных

центров. Если воспользоваться методами, предлагавшимися

в работах [15, 28, 81], то круговую задачу трех тел можно

решать, принимая в качестве промежуточных орбиты зада¬

чи двух неподвижных центров.

Перейдем к интегрированию уравнений движения рас¬
сматриваемой задачи, которое удобнее выполнять в сферои¬
дальных переменных*). Предварительно перейдем к новой
системе прямоугольных координат, принимая в качестве

оси абсцисс линию центров, а начало координат поместим

*) В частном случае плоского движения регуляризацию дифферен¬
циальных уравнений впервые выполнил Тиле [104]. В пространственном
случае прием Тиле был использован в работе [14].
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в середине между притягивающими центрами. Выполняя

преобразование (3.29) гл. I к вытянутым сфероидальным
координатам, для расстояний от движущейся точки до

центров получим

гх = с (ch V + cos и), (2.10)

гг = с (ch v — cos и), (2.11)

а силовая функция примет вид

U = -^-[/(rnx + т2) ch v — f {tti\ — m2) cos и], (2.12)

где

(2.13)J = = ch2 v — cos2«.

Тогда согласно (3.38) гл. I уравнения движения в сферои¬
дальных координатах запишутся следующим образом:

-ц {Jii) — sin и cos и • (и2 + v2 + w2 sh2 v) = -у

—ц (Jv) — sh v ch v • (ы2 + v2 + w2 sin2 и) =

-^-(sh2usin2«-®) = 0.

1 ди )
e du '

1 dU I
c2 dv'

* (2.14)

Система (2.14) допускает два интеграла: интеграл живых

сил

-£[/(w2 + o2) + ^2sh2usin2«] = U -\-П (2.15)

и интеграл площадей

w sh2 v sin2 и = А. (2.16)

Исключая из уравнений (2.14) циклическую координату w,

получим уравнения движения в форме Рауса

(Ju) — sin и cos и ■ (м2 + v2) = ,

A.(Jv) — shfchw-(«2 + ti2) =^-,
(2.17)

где преобразованная силовая функция U* дается формулой
и А2

V =

2 sh2 v sin2 и
’ (2.18)
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Интеграл живых сил преобразуется к виду

J(u2+v2) = 2(LT + h). (2.19)

Введением новой независимой переменной т, связанной с t

дифференциальным соотношением

J dx = dt, (2.20)

система (2.17) регуляризируется и принимает вид

JL — (и'2 4- v'2) —J]
2J ди'и + V > ~ J

да
’ I2J ди ' ' ди

V
2J dv(U J

dv
'

(2.21)

где штрихами обозначено дифференцирование по т. Пере¬
менную т будем называть регуляризирующей переменной
или регуляризированным временем. Из (2.1) или (2.12)
видно, что силовая функция, а следовательно, и правые
части уравнений движения (2.14) терпят разрыв при значе¬

ниях координат, соответствующих одному из притягиваю¬
щих центров. Преобразованные уравнения движения (2.20)
этого недостатка не имеют. Система (2.21) допускает пер¬
вый интеграл

а'* + v'2 = 2J (1Г + Л), (2.22)

соответствующий интегралу (2.19).
Из (2.21) и (2.22) получим

ди v ' ди

wir + Q+jtg-
(2.23)

или, полагая

W = J (U* + Л), (2.24)

окончательно будем иметь *)

и" =
Ж’

= (2-25>

•) Следует отметить, что система (2.25) не эквивалентна систе¬

ме (2.17). Не все решения системы (2.25) будут решениями системы (2.17).
Посторонние решения исключаются с помощью условия (2.27).
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Интегрирование (2.25) дает

-cosu—dfenr + c'*'

(2.26)

1 а и rftc.2 f М — ttii) A2 i p,2U
- ft cos и

3
cosu—

2 Sin*7i
+ c '

I Xch»» +
I<”■ + "•) ch » -^ + C.

где С и С' — постоянные интегрирования. Из (2.22) и

(2.26) следует, что

С + С' = 0. (2.27)

Вводя новые переменные

Я = ch v, р = cos и (2.28)

и учитывая (2.27), из (2.26) получим
х

dk

Sy - ».•+ (С_« V- Ог^Ьлй 4 _ £_с

= У2(т — т0),

р.1
" v+.4-(С+*)р.- !Те

"

= /2(т —тх),
(2.29)

где через т0 и тх обозначены постоянные интегрирования.
После обращения эллиптических интегралов (2.29) Я и р,
а стало быть, и и и о будут выражены через эллиптические

функции Якоби (или Вейерштрасса), аргументы которых
будут линейными функциями регуляризованного времени т.

Далее, из интеграла площадей (2.16), который представим в

форме

УЧ-У+Тетг)- <2-30)

после подстановки вместо и и о их выражений через т ин¬

тегрированием получим

A и 1
, Мл-
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Наконец, из (2.20) с помощью квадратуры находим

t—t0 = \jdx. (2.32)

Уравнение (2.32) назовем уравнением времени (оно пред¬
ставляет собой аналог уравнения Кеплера, ибо эксцентри¬
ческая аномалия играет в задаче двух тел роль регуляри-

зирующей переменной).
Для случая движения в плоскости, содержащей непо¬

движные центры, из уравнений (2.26) получим

^ = ]/2(Х2— 1) jfrX2 +
f (?1сг ~- X + с] ,

■§■= У2(ix*-l)[hli*+f{rrh = ^) ц+с].
(2.33)

Если ввести новые переменные 5, ц, определяемые равенст¬
вами

ь = >* = тт1’ <2'34>

а через и щ, обозначить соответственно корни урав¬
нений

+ А, + С = 0, (2.35)

h[li _|_
f («1 - ?*)

ц + с = 0, (2.36)

то вместо (2.33) будем иметь

1№ + 1) - (Ь2 - 1 )П12 (*х + 1) - (*i — 1)1,

(2.37)

Q О+Оч-ОНчЧ}^ 1) + (^i— 01-

Интегрирование (2.37) и (2.38) дает (2.38)
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Обращение эллиптических интегралов (2.39) — (2.40)
выполняется различным образом в зависимости от соотно¬

шений между корнями уравнений (2.35) — (2.36). Работы

[99—101] позволяют выделить наиболее интересные для

приложений типы движения. Все они характеризуются
отрицательным значением полной механической энергии А.

Рассмотрим один из них:

рг>1>Ц1>-1.

Интеграл (2.29) можно представить в следующей форме:

,\ =± V(l-4(l + «J) (Т“То)’ (2-41)
а

где а и А определяются из равенств

X
^

у
1 “Ьа2 /о лоч

Л1 — Г+Ь2 ’ 2
—

Г“— а*' (Z-4Z)

Подстановкой
| = асозф (2.43)

(2.41) преобразуется к виду

’>я£т-±н*-и)' {2М)
0

где

(3* —
2Д(а- + Ь-)

—

а- .г\
—

(1_аЗ)(1 + ь^)
> к —

а2 + Ь2’ К*-1*0)

откуда имеем

<р = ±ат[<з(т— т0), А]. (2.46)

Из (2.34), (2.43) и (2.46) окончательно будем иметь

. (2.47)1 — а3 сп2 а (т — т0) ' 7

формула (2.47) дает общее решение первого из уравнений
(2.33). Это решение будет периодическим по т с периодом

п

Т

Т = |\-==^=- = |К(А). (2.48)с ,) У1 — № sin2 ф
a



118 МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ОРБИТ [ГЛ. III

Перейдем теперь к обращению интеграла (2.40). По¬
ложим

1 — Р® 1 + а2 /п

Ц1 — 1 _|_ рз
» Н1* — \ аз (2.49)

и введем новую переменную ф, связанную с ц соотношением

т| = Р cos ф. (2.50)

В результате преобразований получаем
<Р

[ , d? -^ = +g1(T — tQ. (2.51)'

V1 —>c'2sin2<p
4 v

■

'

0

В последней формуле введены обозначения

и'2 — з2 =
2h № ^

(2 52)
_а2 + р2

’
1 (1 + Р2) (1 - а2)

'

Из (2.51) находим

Т1 = р сп [idi (т — Ti), я']. (2.53)

Переходя к функции действительного переменного, получим

11 =
сп [бх (т — то, х]

’ (2.54)

где

(2.55)—

а2 + р2
*

Окончательно имеем

p^-fl+cf °1(т-"1). (2.56)r
р2 + СП2 <Ji (т — Ti) v '

Общее решение второго из уравнений (2.33), даваемое фор¬
мулой (2.56), является периодическим с периодом

7Г

т

Тг = 4- \ -г
d(f

= j-^K(x). (2.57)
J V4— x2sin2q> ci
о

Из полученных формул для общего решения уравнений
(2.33) следует, что X и р, всегда являются периодическими

функциями т. Если притом Т и 7\ соизмеримы, то орбиты
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будут замыкаться после нескольких оборотов и, следова¬

тельно, будут периодическими по т. Очевидно, что задача

в плоском случае допускает оо* периодических решений.
Если Т и 7\ несоизмеримы, то орбиты будут периплег-

матическими, повсюду плотно заполняющими области воз¬

можности движения. Этот результат непосредственно сле¬

дует из теоремы, доказанной в § 10 гл. I. Так как собствен¬
ное вырождение в этой задаче не имеет места, то движение

будет условно-периодическим и траектория заполняет всю¬

ду плотно некоторую область пространства и, v.

Аналогичным способом можно получить явные выраже¬
ния для сфероидальных координат точки в зависимости от

т и для пространственных движений. К сожалению, этого

до сих пор никто не сделал. Решение задачи двух неподвиж¬
ных центров можно искать и в другом виде. Например,
можно избавиться от эллиптических функций, заменяя их

тригонометрическими рядами. В некоторых случаях полез¬

но применить метод малого параметра Пуанкаре ([92]).
Р. К- Чоудхари [105] воспользовался при построении сте¬

пенных рядов методом Стеффенсена [106], позволяющим

получить рекуррентные формулы для определения коэф¬
фициентов и оценить область сходимости рядов. Примене¬
ние метода Стеффенсена удобно при расчетах на ЭВМ.

§ 3. Способ Гарфинкеля

Отказавшись от кеплеровской промежуточной орбиты,
которая не содержит характерные для ИСЗ быстрые веко¬

вые движения восходящего узла и перигея, Б. Гарфинкель
[107] разбивает гамильтониан возмущенной задачи таким

образом, чтобы невозмущенный гамильтониан Н0 уже давал
бы основные эффекты, обусловленные несферичностью Зем¬

ли, и вместе с тем допускал бы интегрирование задачи в зам¬

кнутой форме.
Если ввести геоцентрическую экваториальную систему

сферических координат г, <р, X, то общее решение задачи в

квадратурах можно получить методом Якоби, если силовая

функция имеет вид (см. (6,17) гл. I)

U(г, ф) = /(г) +
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Пусть невозмущенная кеплеровская орбита ИСЗ в на¬

чальный момент времени характеризуется большой полу¬
осью а, эксцентриситетом е и наклонностью i. Тогда соглас¬

но Б. Гарфинкелю в качестве невозмущенной части гамиль¬

тониана целесообразно принять функцию

И -±(п* '

| \
0 2 \ г г2 cos2 ф г2 cos2 ф I
- тЧ 1 +^ (1 - 4 *"*'') - (s,„’ » - 2sin* ')]•

(3.1)

Так как элементы а, е, i считаются постоянными, то, срав¬
нивая (3.1) с предыдущим равенством, обнаруживаем, что

упрощенный гамильтониан (3.1) описывает задачу, инте¬

грируемую в конечном виде.

Гарфинкель рассматривает задачу о движении ИСЗ,
учитывая лишь возмущения от второй зональной гармони¬
ки. Поэтому для пертурбационной функции Нх будем иметь

И, = 4MW (sin» Ф - I sin»,) (± - ^ . (3.2)

Если необходимо вычислить влияние зональных гармоник
более высокого порядка, то в пертурбационную функцию
(3.2) следует добавить соответствующие члены. Из (3.1) и

(3.2) видно, что гамильтонова функция Я возмущенной за¬

дачи

Я = Я„ + Нх

не содержит начальных значений элементов кеплеровской
орбиты. При рассмотрении орбит ИСЗ с малым эксцентри¬
ситетом пертурбационная функция Н1 по крайней мере на

малых интервалах времени будет оставаться малой вели¬

чиной порядка /2е.
Гамильтониан невозмущенной (в смысле Б. Гарфинкеля)

задачи соответствует потенциалу вида (6.17) гл. I. Поэтому
ее решение непосредственно следует из результатов §6 гл. I.
Полный интеграл уравнения Гамильтона — Якоби дается

формулой (6.21) гл. I, если в последнюю подставить вмес¬

то / (г) и Ф (ф) соответствующие величины, представляющие
в формуле (3.1) потенциальную энергию спутника. Полный
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интеграл записывается следующим образом:
Г Ф

V = — осit ^ УL (г) dr -f- 0С3Я/ ^ УN (ф) , (3.3)
го О

гдег0— геоцентрическое расстояние ИСЗ в перигее, опреде¬
ляемое из уравнения L (г) = 0 при г = 0, а подкоренные
выражения L (г) м N (<р) имеют вид

L (г) = ± {2ахгЗ _ 2/Мг’ - [а2 + г -

— fMJ2R2 (l — |-sin2/)J, (3.4)

N (q>) = а2 - sin2Ф -

. (3.5)

По теореме Якоби общий интеграл уравнений движения
ИСЗ запишется в следующей форме:

£-'-ь-5тт- <3-6>

Ф

W
- В -

1
\ dr

I
1

V CQ74
Рг 2 J г* (г)

^
2 J (ф)

’ '
-

'

Го О

Ф

= —р3 = X — а3\ =
■, (3.8)даз J cos3 f/jV(tp)

где ctj
— канонические постоянные, а именно: ах

— полная

механическая энергия единицы массы ИСЗ, Уа2 — модуль
кинетического момента, отнесенный к массе спутника, а8 —

постоянная площадей, соответствующая моменту количест¬

ва движения относительно оси вращения Земли. Сопряжен¬
ные канонические постоянные р2, р3 в соответствии с ре¬

зультатами § 7 гл. 1 суть соответственно момент прохож¬
дения ИСЗ через перигей, угловое расстояние перигея от

узла (при J2
= 0) и долгота восходящего узла. Если J2 = О,

то полученное решение определяет эллиптическое кеплеров-
ское движение.

Задача определения канонических постоянных (элемен¬
тов) для орбиты Гарфинкеля решается весьма просто^ Мы

опустим этот вопрос, отсылая читателя к книге Т. Е. Штер-
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§ 4. Задача Баррара

В теории движения далеких спутников Земли или при

грубом прогнозировании можно исходить из потенциала

Р. Баррара [37, 108]. Р. Баррар получил приближенно вы¬

ражение для гравитационного потенциала Земли, комбини¬

руя разложения некоторых функций в ряды по полиномам

Лежандра. При этом остался невыясненным механический
смысл аппроксимации. В отличие от Баррара будем исходить

из формы уравнений, полученной в § 6 гл. I.
В основу наших рассуждений положим следующие пред¬

положения.

1. Планета представляет собой абсолютно твердое тело

и обладает осью динамической симметрии, т. е. А — В.
2. Планета вращается вокруг оси, совпадающей с наи¬

меньшей осью центрального эллипсоида инерции.
Возьмем планетоцентрическую прямоугольную систему

координат (с началом в центре масс планеты), основная

плоскость которой совпадает с экваториальной плоскостью

планеты, а ось аппликат направлена по оси ее вращения.

Тогда гравитационный потенциал планеты определится фор¬
мулой (3.15) гл. И. Если выписать первые три члена этого

разложения, то, полагая в (3.20) гл. II А = В, получим

u = fM_fJA-Q_{x2 + y2_2z2)_ (4Л)

Это приближенное выражение во многих спутниковых
задачах оказывается достаточным, ибо оно содержит основ¬

ной возмущающий член (вторую сферическую гармонику).
Однако задача с потенциалом (4.1) не интегрируется в квад¬

ратурах. Поэтому при выводе аппроксимирующего потен¬
циала предварительно сделаем следующее преобразование
координат:

* = £, У = Ц, г — гс = Ъ. (4.2)

Здесь zc
— величина, подлежащая выбору.

Механический смысл преобразования (4.2) становится

ясным, если вспомнить некоторые результаты из геометрии
масс. Эллипсоид инерции при произвольном выборе полюса,
вообще говоря, будет трехосным. Однако при определенном
выборе полюса эллипсоид инерции может быть эллипсоидом
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вращения или сферой. Полюс, для которого эллипсоид

инерции обращается в сферу, называется шаровой точкой.
Установим условия, при которых существуют шаровые

точки. Пусть А, В и С суть главные центральные моменты

инерции тела, и пусть А', В' и С' — моменты инерции, а

D', Е', F'—произведения инерции для полюса в точке

(хс, ус, zc) относительно осей, параллельных главным цент¬

ральным осям инерции. Тогда (см. [109]) справедливы соот¬

ношения

Если новый полюс представляет собой шаровую точку, то

любая ось, проведенная через него, должна быть главной
осью. Следовательно, должно иметь место равенство

Эти уравнения удовлетворяются, например, в случае

т. е. когда полюс взят на оси аппликат. Третья координата
нового полюса находится из условия

что возможно лишь при С > А.

Итак, для существования шаровых точек инерции необ¬

ходимо, чтобы центральный эллипсоид инерции был сплюс¬

нутым эллипсоидом вращения.

А’ = A + М {у) + zfi, D' = Myczc,
В’ = В + М (х* 4- 2р, Е' = Mxczc, (4.3)
С' = С + М(х* + yl), F' = Мхсус.

D' = Е’ = F’ = 0

или, в силу (4.3),

Усгс
= °- = °' ХсУс = 0-

А' =В'

или в соответствии с (4.3)
А + Mz\ = В A- Mz% = С.

Отсюда находим

(4.4)
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Согласно результатам § 3 гл. II для Земли

С—Л >0

и, стало быть, для нее можно указать две шаровые точки

инерции, расположенные на оси ее вращения. Из формул
(3.20) гл. II можно определить числовые значения аппликат

шаровых точек для Земли. К настоящему времени из много¬

численных определений коэффициентов разложения потен¬

циала Земли в ряд по сферическим функциям коэффициент
при второй зональной гармонике определен весьма надежно.

Для zc можно принять значение

zc = 209,9 км.

Тогда, считая в преобразовании (4.2) гс равным полу¬
ченной величине, вместо (4.1) будем иметь

и-1£ + !!р. <4.5,

где р2 — £2 + г]2+ £2. Преобразованием координат мы

уничтожили член со второй зональной гармоникой. Однако
в связи с тем, что начало новой системы координат не совпа¬

дает с центром масс планеты, коэффициент при первой сфе¬
рической гармонике (см. формулу (3.20) гл. II) отличен от

нуля.

Перейдем теперь от прямоугольных координат |, t|, £
к сферическим координатам р, ф, X:

I = pcosi|?cosX,j

г| = р cos ф sip К (4.6)
£ = psin ф.

Очевидно, угол X представляет собой прямое восхождение

спутника в инерциальной системе координат, а угол ф,
мало отличающийся от ф, можно назвать квазиширотой
(рис. 19).

Зависимость между двумя системами сферических коор¬
динат дается уравнениями

г = Ур2— 2ргс вшф + г2
,

Z

= tg ф — sec ф.
(4.7)
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Аппроксимирующий потенциал (4.5) будет иметь вид

Va,M ffe.sl.1’ g
р pJ

' '

Как следует из теоремы Лиувилля (см. § 5 гл. 1), уравне*
ния движения спутника в силовом поле (4.8) интегриру¬
ются в квадратурах.

В нашем случае уравнения движения (3.19) гл. I запи¬

шутся в форйе

Р — Р (Ф2 + № cos21»))) = ,

cos2 ф) = О,

d
(Р*Ч>) + j Р2^2 sin 2ф = ^.dt

(4.9)

Второе из уравнений системы (4.9) непосредственно дает инт

теграл площадей

р2Х = сх. (4.10)

Очевидно, что система (4.9) допускает интеграл живых

сил

р2 p2^2 _и р2^2 cqs2 Чр = 2t/ И- С2- (4.11)

Умножая торое уравнение системы (4.9) на 2р2А,,
а третье на 2р2ф и складывая, после интегрирования
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получим

Р4 (Ф2 + ^2 cos2ф) = 2fMzc sin ф + с3. (4.12)

Этот интеграл характеризует изменение модуля момента

количёства движения.

Существование трех первых интегралов позволяет све¬

сти задачу к квадратурам. Оставляя в стороне качественное

исследование форм движения, изучим наиболее важный

для небесной баллистики случай спутникового движения,
имеющий место при с2 < 0- Радиус-вектор планеты в этом

случае изменяется по кеплеровским законам, в то время как

зависимость от времени угловых координат иная. Поэтому
орбиту спутника будем называть квазиэллиптической.

§ 5. Решение задачи Баррара

Исключая из интеграла (4.11) величины ф и к с помощью

(4.12), получим

2fMz. sin ф + с3

р2 = 2U + c2 ?-■■■■
. (5.1)

Принимая во внимание (4.8), преобразуем (5.1) к виду

Р* - -£Г (С2Р* + 2/Мр— с8). (5.2)

Характер движения зависит от корней уравнения

с2р2 + 2fMp —са = 0. (5.3)

Если произвольные постоянные таковы, что корни уравне¬
ния (5.3) р! и р2 (р2 > pi) положительны, то

рх = а (1 — е), р2 = а (1 + е). (5.4)

Из соотношений

Р.Р, = Рх + Р. ^ (5.5)

находим

Сз =
— 1~

у Сз = fMp, (5.6)
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где

р
= а (1 — е2). (5.7)

Для интегрирования уравнения (5.2) сделаем подстановку

р = а (1 — е cos Е). (5.8)

Вместо (5.2) будем иметь

Ё = ^ 5—рг г (5.9)1 — е cos Е
r v '

где

= (5.10)

Из (5.9) получаем
Е — е sin Е — п (t — Т), (5.11)

где Т — момент прохождения спутника через перицентр.
Полагая далее, как и в задаче двух тел,

М — п (t — Т), (5.12)
получим

E—esmE = M. (5.13)
Вместо (5.12) можно использовать соотношение

М = М0 + п (t - t0), (5.14)
где

M0 = n(t0-T). (5.15)

Если вместо времени t ввести новую переменную у, опреде¬
ляемую дифференциальным соотношением

p'dv^YJMpdt, (5.16)
то из (5.2) и (5.16) получим для радиуса-вектора спутника
следующее выражение:

Р = гт-£ • (5Л7)r 1 + е cos v
v 7

Из (5.8) и (5.17) находим

Полученные для радиуса-вектора зависимости имеют ту же

форму, что и для задачи двух тел, однако так как изучае¬

мые орбиты не плоские, а пространственные кривые, то
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введенные выше величины не обладают тем простым смыслом,
которые они имеют в задаче двух тел. Но если положить в

потенциале (4.8) zc = 0, то величины а, е, р и другие приоб¬
ретут обычный геометрический смысл.

Перейдем теперь к исследованию квазишироты спутни¬
ка ф. Из первых интегралов (4.10) и (4.11) получим

pV = 2/Mzcsint -\-fMp — (5.19)

С помощью (5.18) преобразуем уравнение (5.19) к перемен¬
ной v:

print)» = _ 2^ 8.пз ^ _ 5.п2 ^ + sin ^ + 1 _ _J_ _

(5.20)
Полагая

с® == fMp ^ 1 -|—у- sin cos2 i (5.21)

и

6=-^, (5.22)

вместо (5.20) будем иметь

("ЦйГ^)2 = (s*n 1 — s*n ^ ^ s*n2 ^ + 0 + 5 sin /) sin ф —

— 6cos2t -fsini]. (5.23)

Введем обозначение s
— sin t|>, тогда вместо (5.23) получим

уравнение

-^ = 6 (s — sx) (s — st) (s — S3), (5.24)

где через slt sa и s8 обозначены корни многочлена

Si = sin i, s

s2,3—1
—flsini± V1—2dsini -)-62(l -f 3cos2i)j.j

(5.25)
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Преобразуем уравнение (5.24) к новой переменной и, опреде¬
ляемой равенством

В результате преобразований приходим к уравнению

Интегрируя (5.27), находим

и = am (т, k), (5.29)
причем

т = а (о + со), (5.30)

где © — произвольная постоянная. Из (5.27) и (5.29) сле¬

дует

s — Si + (s2 — sx)sn2r. (5.31)

Из (4.10), (5.21) и (5.22) получаем уравнение для определе¬
ния долготы спутника

s = -f (s2 — Si) sin2u. (5.26)

^■=5/1 — k2 sin2 u, (5.27)

где

(5.28)

dX
_

У fMp(1 + 6 sin i) cos i
(5.32)dt p2 COS2 l|)

откуда

dX
__

У fMp (1+ 8 sin i) cos i.

ds p2s cos2 ip

ИЛИ

di
_

-yi -|- 6 sin i cos i dv

ds cos2 ч|з dsds

Окончательно имеем

dX
ds

Y1 + 6 sin i cos i

(5.33)
(1 — s2) "Уб (sx — s) (s — s2) (S — S3)
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Из (5.33) после интегрирования

(1 — S) ^(Si— s)(s — s3)(s— s8)
+

s

,}. (5.34)

где Si — постоянная интегрирования.

С помощью соотношения (5.20) преобразуем интегралы,
входящие в (5.34), к нормальной лежандровой форме

где через П обозначены эллиптические интегралы третьего

рода, а параметры этих интегралов равны

§ 6. Обобщенная задача двух неподвижных центров

В предыдущих параграфах были рассмотрены различ¬
ные способы аппроксимации потенциала сфероидальной
планеты. Исследования, выполненные Е. П. Аксеновым,
Е. А. Гребениковым и автором [85], показали, что все ап¬

проксимирующие потенциалы, исключая потенциал Гар-
финкеля, представляют собой частные или предельные слу¬
чаи потенциала обобщенной задачи двух неподвижных

центров.

Рассмотрим движение пассивно гравитирующей матери¬
альной частицы под действием притяжения к двум непод¬
вижным центрам Р1 и Р2. Возьмем прямоугольную систему
координат, ось аппликат которой направим вдоль линии

центров Р1 Яз-
Потенциал задачи определяется формулой (2.1)

% — Si = — cos I

+ г1_П(и,л',й)}, (5.35)

v _ _ fMi . fMt
Г1

~r
r3 .

* (6.1)
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причем

г1 = /л:2 + г/2 + (г— ах)\

г2 = /** + г/2 + (z— а2)2,
(6.2)

и УИ2 суть массы притягивающих центров Р1( Р2, ах и а2 —

расстояния от этих центров до начала координат. Если

расстояние между центрами положить равным а, а начало,

координатной системы взять в центре инерции точек Рх и

Р2, то ах и а3 выразятся следующим образом:
М2а Мха

с, =
Ali + Л12 Ali+ М2 (6.3)

По своему механическому смыслу постоянные Мх, Мг, ах
и а2 следует считать действительными. В дальнейшем мы

откажемся от этого предположения и будем допускать для
этих величин и комплексные значения. Однако при этом

потенциал (6.1) должен принимать только действительные

значения. Функцию U построим так, чтобы ее разложение
в ряды по сферическим функциям совпадало с разложением

гравитационного потенциала сфероидальной планеты.

В соответствии с формулами (2.4) имеем

оо

/1=0

/1=0

(6.4)

где г2 — х2 + у2 + г2. Если подставить эти ряды в фор¬
мулу (6.1), то получим следующее разложение потенциала:

ОО

(/ = 'Л[,+ s>n(i.)l
п=1

в котором использованы обозначения

4V" + А*Хм = Ml + М2, Га
М

(6.5)

(6.6)

Как видно из (6.5), силовая функция U будет действи¬
тельной, если постоянные М и уп действительны при любом
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целом п. Если начало координатной системы взять в цент¬

ре инерции планеты, то в силу (3.20) гл. II в разложении
потенциала планеты первая сферическая гармоника уничто¬
жится. Поэтому потребуем, чтобы и в разложении (6.5)
Vx = 0. Итак, потенциал (6.1) представляет потенциал тя¬

готения некоторого твердого тела, если

Ух = 0, (6.7)

Im у„ = 0 (п = 2, 3,...), (6.8)
ImM = 0. (6.9)

Установим теперь, каким условиям должны удовлетво¬
рять величины Мх, М2, ах, а2 чтобы соотношения (6.7) —

(6.8) имели место. С этой целью перейдем к тригонометри¬
ческой форме комплексных величин Мъ М2, аъ а2, полагая

Mi = рх exp %, М2 = р2 exp п|>2,

°i = Ri exp мрх, а2 = R2 exp icp2. (6.10)

Условие (6.7), используя (6.10), запишем в виде

Pifll COS (фх + фх) + р2R2 cos (ф2 + ф2) = 0, |
рхЯх sin (фх + фх) + p2R2 sin (ф2 + ф2) = 0, {

а соотношения (6.8) сводятся к следующему:

sin (фх + «ЯМ + -Ц- (^-)" sin (ф2 + пф2) = 0. (6.12)

Из (6.11) находим уравнение

tg (фх + Фх) = tg (ф2 + ф2), (6.13)

решая которое получаем

Фх + Фх = ф2 + ф2 + ^s, (6.14)

где s — любое целое число.

Допуская пока, что cos (фх +фх) ф 0, из (6.11) и (6.14)
найдем

= (6.15)
Рх Rz

v '

Тогда (6.12) приводится к виду

sin (фх + лфх) 4- (^-)"
1

sin (ф2 + лф2) = 0.. (6.16)
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Если фг ф 0 или я; ф£ ф 0 или я (i = 1, 2), то уравнение
(6.16) при всех целых значениях п может выполняться толь¬

ко при условии

а последнее уравнение выполняется для любых целых зна¬

чений только при

Как следует из (6.15), (6.17), (6.19) и (6.20), величины

Mi, М2, аъ аг должны быть попарно комплексными сопря¬
женными.

Во втором возможном случае

что дает для рассматриваемых величин действительные зна¬

чения, т. е. в этом случае мы приходим к классической

задаче двух неподвижных центров.
В предыдущих рассуждениях мы исходили из допу¬

щения

Но если эти условия не выполнены, то и уравнение (6.12)
не может выполняться при всех целых значениях п. Стало

быть, потенциал V принимает действительные значения

только в двух случаях. В первом случае Мх и Мъ, а также

Ri — Rz-

В таком случае из уравнения (6.16) имеем

(6.17)

(6.18)

Ф1 + Фг = 0; 2я. (6.19)

ф,- = 0 или я,

фг- = 0 или я (г = 1, 2),
(6.22)

ф/ Н~ Ф/ i ~2 2я&/ (г — 1, 2).
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аг и а2
— попарно сопряженные комплексные числа, т. е.

М
М2

а1==с(>с + /), а2=с(х— г),

где М, с, б, х —действительные, a i = У— 1.

С учетом условия (6.8), которое дает х

(6.23) получаем

М

ai — с (^ "Ь 0.

а2 = с (б— г).

(6.23)

6 = 0, из

(6.24)
М2 = ^-(1-гб),

Во втором случае все постоянные Мъ М2, а1г а2 суть
действительные числа. Обозначая через у отношение массы

М2 к сумме масс М, из (6.3) находим

М1 = М(1—Г), а1 = аг,

М2 = Му, а2 = — а( 1—г)-
(6.25)

Таким образом, функция U, определяемая формулой
(6.1), представляет собой потенциал твердого тела только в

том случае, когда постоянные Mv М2, av а2 задаются либо

равенствами (6.24), либо равенствами (6.25).
Если относительно Земли сделать допущения, сформули¬

рованные в начале § 5, то для потенциала земного тяготе¬

ния будем иметь (§ 3 гл. II)

*.-£[<+2 л(£)‘М4)].u
ft=2

(6.26)

некоторыегде через М обозначена масса Земли, через J h

постоянные, a R = 6378,1 км.

Если в (6.1) подставить значения параметров из (6.24),
то потенциал будет определен следующей формулой:

U }М fl + <6 . 1-/81

2 t ri
Н

r2 J:
где

гг = У** + У2 + [2 — с (6 + г')]2,

г%= Ух2 + у2+£[2 —с(б

+ г')]2, Т

zroF> I

(6.27)

(6.28)
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а его разложение в ряд по полиномам Лежандра
СО

и =Г1 + SV* (f)1 (6-29)
2

Г

имеет следующие коэффициенты:

Г* => -j-Kl + *6) (б + /)* + (1 — /6) (6 — /)*]. (6.30)

Сопоставляя разложения (6.26) и (6.29), видим, что

потенциал двух неподвижных центров приближенно может

представлять гравитационное поле Земли. Действительно,
с этой целью распорядимся параметрами, входящими в

(6.27), так, чтобы коэффициенты в рядах (6.26) и (6.27)
в первых трех членах совпадали. Для этого положим М рав¬
ным массе Земли, а с и б определим из соотношений

Численные значения коэффициентов Jh в разложении
потенциала земного тяготения получены многими авторами
[55—61]. Насколько мало отличается при сделанном выбо¬

ре с. и б коэффициент У4 от соответствующего коэффициента
в потенциале Земли, видно из таблицы 3.

Таким образом, аппроксимирующее выражение потен¬

циала, полученное из обобщенной задачи двух непод¬

вижных центров, дает весьма хорошее приближение для

потенциала земного тяготения.

Из таблицы 3 и формул (6.33) видим, что вводимая здесь

линейная величина с представляет собой аппликату шаро¬
вой точки инерции. &

При 6 = 0 формула'(6.27) дает частный случай, соответ¬

ствующий потенциалу М. Д. Кислика. Этот потенциал не

с2 (1 + б2) = - У*#2,
26с3 (1 + б2) = - Уд/?3,

разрешая которые относительно с и б, получим

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Найдем еще коэффициент

у4 = с4 (1 + б2) (1 — 362). (6.34)
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Таблица 3

л-ю» Л-10* л-ю* с (км) 5.10* £-10’
Литератур¬

ный
источник

-1082,2 2,3 2,1 209,8 —3,2 1,2 [56]
—1082,8 2,4 1,4 209,9 2,4 1,2 [57]
—1082,5 2,4 1,7 209,8 -3,4 1,2 [60]
—1083,0 1,1 209,9 1,2 [59]
—1082,7 2,0 209,9 1,2 [58]

учитывает асимметрию Земли относительно экваториаль¬

ной плоскости. Тем не менее промежуточные орбиты дают

хорошее согласие с наблюдениями.
Представим теперь потенциал (6.1) в виде

U = fM [ - -г +
L W+»* + (*—вг+вх—*)■

+ 1- Л
, (6.35)

/*+ *• + (г-б! + 61-02)3 J’
где 6Х — пока неопределенная, но малая величина. Разла¬
гая затем обратные расстояния в ряды Тейлора и ограни¬
чиваясь членами первого порядка малости относительно ве¬

личин 6lt ах, а2, получим

U ^ -y-[l — 6l(Zp76l)] . (6-36)

где

р2 = х2 + у2 + (г — 6Х)2. (6.37)

Если положить

дх = аУг(1 —Г) = R У-/2,
то формула (6.36) будет совпадать с формулой, определяю¬
щей потенциал Р. Баррара (см. (4.5)). Следовательно, по¬

тенциал Баррара является упрощенным выражением для
силовой функции задачи двух неподвижных центров.
В § 4 мы выяснили смысл потенциала Баррара с точки зре¬
ния геометрии масс. Если исходить из задачи двух непод¬
вижных центров, то потенциал Баррара можно рассматри¬
вать как потенциал тяготения неподвижного центра и
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«диполя», т. е. в сущности потенциал Барр ара представляет
собой предельный вариант потенциала двух притягиваю¬
щих центров.

Винти также предложил приближенную формулу для

потенциала земного тяготения. Если считать, что его форму¬
ла записана не в геоцентрической системе координат, а в

системе координат, несколько смещенной вдоль оси враще¬
ния Земли, то эта формула также окажется частным случа¬
ем обобщенной задачи двух неподвижных центров. В самом

деле, в случае комплексных расстояний 1/zy и 1 /га можно

представить в виде

лх = Vр2 — 2/с£ + i2c2, r2= Vp2 + 2гс£ + г2с2,

где

р = Vхг + у2 + (z — сб)2, £ = 2 — сб.

Разложим теперь 1 /гх и 1 /г2 в ряды по степеням ic/p. Под¬
ставляя затем эти ряды в формулу (6.27), будем иметь

и = Ш-
р

i+ 2 (—1)пс2п(>-*пр2п (|)—
/1=1

ОО

— сб 23 (—!)" cinp~2n~1P2fi+i (у)] . (.6.38)
л=0

Потенциал (6.38) с точностью до обозначений совпадает с

потенциалом Винти.

Итак, все аппроксимирующие выражения потенциала
Земли, предлагавшиеся различными авторами, получаются
как частные или предельные случаи силовой функции обоб¬

щенной задачи Двух неподвижных центров. Это обстоятель¬
ство весьма существенно, так как вся методика, разработан¬
ная для решения классической задачи двух неподвижных

центров, может быть с успехом применена к исследованию

задачи о движении ИСЗ. Такая схема позволила использо¬

вать результаты автора, полученные в работе [15] при ин¬

тегрировании пространственной обобщенной задачи двух

центров.
Займемся теперь интегрированием дифференциальных

уравнений движения.
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В сжатых сфероидальных координатах (3.20) гл. I

х = с ch v sin и cos w,

у = echo sin и sin w,

z = c5 + с sh v cos и

(6.39)

дифференциальные уравнения в соответствии с (3.28) гл. I

запишутся в виде

— (j'u) + (ы2 + v2 — w2 ch2 v) sin и cos и =
, j

— («2 + v2 + w2 sin2 и) sh v ch v = Jr 7^ > } (6.40)

— (до ch2 v sin2 u) = 0, J

а функция U после преобразования к действительной форме
с помощью известных формул Эйлера запишется следующим
образом:

ц __
fM sh v — б cos и

sh® v -f- cos® и
' (6.41)

Сравнивая (6.41) и (8.12) гл. I, обнаруживаем, что потен¬

циал обобщенной задачи двух неподвижных центров до¬

пускает интегрирование в квадратурах.
Система (6.40) обладаетдвумя первыми интегралами: ин¬

тегралом живых сил

Tj- U (“2 -г v2) + w2 ch2 v sin2 и] —

и интегралом площадей

w ch2 v sin2 и ■

fM

Cl.

sh о — 6 cos и

sh® v -J- cos® и
= h_

(6.42)

(6.43)

Исключая циклическую координату w с помощью ин¬

теграла (6.42), представим уравнения движения в форме
d

(/ы) + (ы2+ о2) sin «cos и =
,dt

-gf (Jv) — («2 + v2) sh v ch v =
dW

dv

(6.44)
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где измененная силовая функция дается формулой
А

2аггаяг- <в-45>

Интеграл живых сил при этом преобразуется к виду

У(ы2 + о2) = 2 («7 + А) . (6.46)

Так же, как и в § 2 этой главы, регуляризируем урав¬
нения движения (6.44) введением независимой переменной
т, определяемой формулой

dt = Jdx — (sh2 v -!- cos2u) dx. (6.47)
В результате преобразований получим следующие диффе¬
ренциальные уравнения:

и!'
1 dJ

(и'2 I о'21 — J
dW

и
2J ди Iй + v >

~ J
ди

’

у* L.0L (Ua v'2\ _ т
V

2J do
+ v >

~ J
dv

’

(6.48)

где штрихом обозначено дифференцирование по т; система

(6.48) допускает интеграл живых сил

u'* + v'* = 2j(w + -%r), (6.49)

который дает возможность преобразовать уравнения дви¬
жения (6.48) к виду

v К+4)-
(6.50)

Систему (6.50) можно записать также в следующей форме:

_

dW 1’

(6.51)
dw Iv =-зг' >_

где измененная силовая функция W задается формулой

W = j(w+±). (6.52)
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В явном виде функция W■ выражается следующим образом:

пг/ /иг I 2 \ Г fM sh v — 6 cos и 4 , h 1
W — (sh2 V + COS2 и) -Ц- •

-Т5 : 5 „ ■ , Ь ~ *' ' L с3 sh3 v + cos3 и 2 ch3 v sin3 и 1
с3 J ’

(6.53)
а интеграл живых сил принимает вид

и'2 + у'2 = 2 W. (6.54)

Вычисляя частные производные функции W по пере¬
мен ным и и v, получим

dW fM8 .
, 4 cos и 2h

-а—
=

-—5— Sin U -\ г-s 5-COS U Sin И,ди с8 1 sin8 и с3 ’

dW fM .
c2shn 2А . .

__=i-ch0--5Jfir+-3-shticho.
(6.55)

В результате преобразований получилась система уравне¬
ний (6.48), распадающаяся на два не зависящих друг от дру¬
га уравнения

Шб • .4cos и 2h .

ccsи" = -JJ-
sin и + ^sinucosu, (6.56)

Ш 4 sh t> 2h
о' = -L-clio — -f-^-shocho. (6.57)

Умножая уравнение (6.56) на и', а второе— на v' и интегри¬

руя, получим

(du\* 2h „ 2Ш6 4 , п - со,

(—г—) =—s-cos2 и -г—соэы г-5 \-2с, (6.58)\ dx ' с3 с3 sin3 и 1 г’ >• >

(w)’=Tsh,t,+^lsh" + 47 + 2c>- <6-59>

Сопоставляя интеграл живых сил (6.54) с первыми ин¬

тегралами (6.58) и (6.59), обнаруживаем, что постоянные с2

и с' связаны соотношением

с2 + С2
= 0. (6.60)

В дальнейшем в уравнениях оставим только постоянную сг.
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Вводя новые переменные

Я = sh v, р. = cos и, (6.61)
вместо интегралов (6.58) и (6.59) получим

2А
•4+^(*3+ 2 (с, + £)|а‘-

2fM6 ,п ,

—^ р
— (2са+ cj),

=

2Л
^ + 2£М ^ + 2 ^ + .A.J + + (2Сг + с?),

откуда интегрированием найдем

Ф

Stto=t + c- (6-62)

$7?1ГТ + С*’ (М8>

где

/(^) = -^^ + -^-|*3 + 2(с2 + -^)р:2 _
2fM8

р —2с, —с»,

Г(Я) = Я1 + Я» + 2 (с* + А) я« +

+ Жя+2с, + <?.

После обращения эллиптических квадратур (6.62) и

(6.63), величины Я и р будут найдены как явные функции т,
и тогда долгота w определится квадратурой

^ = ^S(i-^)(i+V) +Сб~ (6'64)

Затем можно будет найти время t с помощью формулы

t = $(Я2 + р2)4т. (6.65)

Формулы (6.62) — (6.65) дают общее решение задачи.

Замеча ние. Обобщенная задача двух неподвижных, центров
с успехом может быть применена при изучении движения искусствен¬
ных спутников не только Земли, но и других больших планет. Расчеты,
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выполненные Е. Л. Лукашевичем *), позволили получить следую¬
щие значения для| параметров аппроксимирующих потенциалов пла¬

нет: для Марса с = 150,013 км, 6 = 0; для Юпитера с = 8461,57 км,
6=0; для Сатурна с — 7547,368 км, 6 = 0.

Коэффициент б везде принят равным нулю, так как сведения о чис¬

ловом значении коэффициента при третьей гармонике у больших планет

отсутствуют. Его определение из наблюдений естественных спутников
больших планет в настоящее время невозможно, ибо оно связано с изу¬
чением периодических неравенств, а не вековых.

О качестве аппроксимации можно сделать лишь некоторые общие
замечания. Нам неизвестен коэффициент У4 для Марса. Однако, если
иметь в виду близость многих физических характеристик Марса и Зем¬

ли, то можно ожидать, что отношение JJJ2 должно быть одного поряд¬

ка для Марса и Земли. Аппроксимация потенциала Марса дает для

значение 1,05, в то время как для Земли оно составляет 1 -г- 2.

Для Юпитера фактическое значение /4 = 0,000216, т. е. порядок J4
тот же самый. Следует также заметить, что эффект четвертой гармоники
в движении галилеевых спутников пренебрежимо мал. Для Сатурна
фактическое значение /4 составляет 0,000278. Стало быть, и здесь ап¬

проксимирующее выражение потенциала будет удовлетворительным.
Заметим, кроме того, что из суммарных значений годовых движений
узлов орбит спутников Сатурна Мимаса и Тефии, соответственно равных

365°,23 и 72°,227, эффект четвертой гармоники соответственно состав¬

ляет 5°,74 и 0°,32 за год. Отсюда заключаем, что ошибки аппроксима¬

ции незначительны.

§ 7. Приближенное решение обобщенной задачи

двух неподвижных центров

Для далеких спутников Земли можно ограничиться

приближенным решением обобщенной задачи двух непод¬
вижных центров [108]. Введем цилиндрическую систему ко¬

ординат г, £, А, связанную с прямоугольными геоцентри¬
ческими координатами соотношениями

7=ух* + у2,

£ = z —сб,

tg X = ^
.6

х

Используя формулы (3.10) и (3.12) гл. I, нетрудно получить

*) Приводимые данные были любезно предоставлены автору
Е. Д.- Лукашевичем.

(7.1)
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следующее уравнение Гамильтона — Якоби:

в котором U предполагается не зависящей от долготы А,.
Из уравнения (7.2) находим

Г = - att + ааХ + W (7, £), (7.3)
где а, и аа

— произвольные постоянные, причем функция
W должна удовлетворять уравнению

<7'">

Преобразуем уравнение (7.4) к сжатым сфероидальным
координатам qlt q2, q3, определяемым равенствами

qi = Il+ll, qt = L1Z1IL, q3 = ‘K (7.5)

(формулы (8.15) гл. I позволяют просто установить связь

введенных сфероидальных координат со сфероидальными
координатами, определяемыми формулами (3.20) гл. I).
Из соотношений (7.5) получим

^=■7- У (с2 + 9?) (с* —<£),

Р = Vх2 + У2 + (Z —с5)2 = Yql~ q\ + (7.6)

В сфероидальных координатах qt уравнение Гамильтона-
Якоби (7.4) имеет вид

№ + (S“ + № - «!> О’-Vм <«■ - *«•>

а2с2 а2с2
— 2<Xi (ql + q■) +

^77^—
а2с2 а2с2
8 3

= 0. (7.7)

В уравнение (7.7) вместо U подставлено явное выражение
потенциала обобщенной задачи двух неподвижных центров
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(6.41). Из (7.3) и (7.7) нетрудно получить полный интеграл

уравнения Гамильтона — Якоби:

V = Cilt + «3^3 -f-

+ [Y(q* + с*)(2aj* + 2fMqx + а,) + а*с2
q\+ с2

+ \ V(с* -ф <Ч<Я - - а>)-(7-8>
•> с — <72

(см. (8.13) гл. I).
Полный интеграл (7.8) дает возможность написать об¬

щий интеграл задачи в переменных qt. Приближенное реше¬
ние получим, если воспользуемся разложениями (8.18)
гл. I. Ограничиваясь первыми степенями малой величины с,

получим

OSp(l- Cjr) ,

r,sp(1 + §-),
(7.9)

откуда находим

где

Р‘

Р2

<7i~P, (7.Ю)

-^- = с sin г|з, (7.11)

sin тЬ = а.
р

Тогда вместо (7.8) можно получить

Р

V = — ot]7 осзЛ. ~Т ^ "У2<Xipa -)- 2/уИр -(- ос2 -f-

+ cos21)5(2/Мсбsin 1|з — a2) — asj^j7 » (7-12)

где r0
— некоторая постоянная.
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Из (7.12) обычным образом (см. (4.19) гл. I) находим

общий интеграл

S р-* =( + ?!, (7.13)
Y2ajp2 2[Мр + а3

Ро

dp
J р У2aip2 + 2/Мр + а3
Ро

-S-
cos гр rftp .

q
,

_

„V — 2f Мс8 sin3 г|з + а2 sin2 гр + 2/ Л1с6 sin ф — а|— as

Х = р3+ (7.14)
ф

d\|)

^ cos tp V—2fMc8 sin8 зр + а3 sin2 з|> + 2fMcd sin ij)
— а| — а2

(7.15)

где рг — канонические постоянные.

Канонические постоянные аг и (5г неудобны, так как они

не имеют достаточно простого механического и геометри¬
ческого смысла. Поэтому предпочтительнее ввести другую
систему элементов, которая при с = 6 = 0 совпадала бы
с системой элементов, характеризующих кеплеровское дви¬
жение (при с

— 6 = 0 формулы (7.13) — (7.15) определяют
кеплеровское движение, что следует из потенциала (6.41)).

Пусть движение происходит в ограниченной части про¬

странства в окрестности притягивающего тела. Это имеет

место, если постоянная живых сил ах отрицательна. Дви¬
жение в этом случае можно называть квазиэллиптическим.

Обозначим корни квадратного уравнения

2ахр2 + 2/УИр + а2 = О

через рх и р2. Оба корня положительны, если

«1 <0, а2 < 0.

Положим

Рх = а (1 — е), р2 = а (1 + е),
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тогда канонические элементы а1э а2 будут связаны с элемен¬

тами аие соотношениями

(716)

о, = - /МР. (7.17)

где р = а (1 — е2). Величины а, е, р назовем соответственно

большой полуосью, эксцентриситетом и параметром квази-

эллиптической орбиты.
Пусть

Ро = а (1 —е),

и пусть, кроме того, при t = Т, р = р0. Тогда из (7.13) на¬

ходим

Pi = ~Т. (7.18)

Величина Т представляет собой момент прохождения через
перигей орбиты (см. (7.17) гл. I).

Из анализа уравнения

— 2fMcb sin8 ф + а.2 sin2 ф + 2fMc sin ф
— <4 — °2 — О

(7.19)

следует, что вместо постоянной Оз целесообразно ввести

элемент t, определяемый соотношением

а3 = cosi (р + 2сб sin t). (7.20)

Вместо постоянной ($2 введем величину ш:

o> = -1Wp- (7'21)

При с = б = 0 эта величина совпадает с расстоянием пери¬
центра от узла, а угол i дает наклонность орбиты.

Наконец, вместо р8 введем величину й

Рз =8, (7.22)

которая представляет собой долготу восходящего узла (см.
(7.26) гл. I).

Рассмотрим уравнение (7.13). Положим

р = а (1 — е cos Е). (7.23)
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Тогда после интегрирования вместо (7.13) будем иметь

Е — е sin Е = п (t — Т), (7.24)
где

п
а»

Пусть, далее,

(7.25)

Р = а-г2- • (7.26)v 1 -f е cos v ' '

Из (7.23) и (7.26) находим

<7-27>

Первый из интегралов уравнения (7.14) вычисляем с по¬

мощью подстановки (7.26)
Р

С dP
—

v
_ (7.28)

aj-e) Р Y2«1P2 + 2fMp + a2 VfMp
‘

Рассмотрим второй интеграл, входящий в уравнение (7.14):

1=1 cos*d*
- ■ (7.29)

У— 2fMcd sin8 tp -J- a2 sin2+ 2/McSsin ij)— a3 — a2

Полагая

I = sinip, (7.30)

получим
s

dl/ =
V'2fMc6 (fc- 5) (5- b) (5- b)

’

где I,- —корни уравнения (7.19):

h = sin i,

la.s = [— P — 2c6 sin t ± (P—2c6 sin t)2+ 16c262 cos2 i] .j
(7.31)
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Приближенные значения корней |2 и |3 будут

—sini, 1з~-2Тб-
С помощью подстановки

I = (6. - 61) sin2i + (7.32)

интеграл (7.29) приводится к виду

/ = Уг,м*1-ыг&к'>- (7'33)

где F (ф, k) — эллиптический интеграл первого рода, а его

модуль k удовлетворяет равенству

= <7-34>

Тогда из (7.14) находим

и = F (ф, k), (7.35)
причем

и=УсЩ~Ы{и + *). (7.36)

Обращая (7.35), получим

Ф = am (и, k). (7.37)
Из формул (7.30), (7.32) и (7.37) следует

sin ф = ii + (|2 — h) sn2«- (7.38)

Обратимся теперь к рассмотрению интеграла

g cos ф У — 2fMc6 sin8 ф + а3 sin2 ф + 2/Мсб sin ф— а2 — л2

входящего в уравнение (7.15). С помощью подстановки

(7.32) интеграл 1Х преобразуем к нормальному виду

I
1 Г 1 [ _|_

Vr2fMc8 (5i — £з) L* 5i J (1 -)- n’ sin2 <p) У1 — A2 sin2 ф
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где параметры интегралов третьего рода в (7.39) равны

»' = ■ »" = ■ (7.40)

Из (7.15) и (7.39) легко получить уравнение, определяющее

прямое восхождение (географическую долготу) спутника

л • 1 f Р + 2сбsini Г 1 „ ,
, ,,

,

Я,-я =cost. у £^--^|__П(ашu,n,k) +
+ гтт1п(аты> п"> ^)] • (7-41)

Полученные формулы полностью определяют движение
ИСЗ.

Приближенное решение обобщенной задачи двух непод¬
вижных центров имеет ту же структуру, что и решение проб¬
лемы Баррара. Это совпадение структуры решения не

случайно. Оно обусловлено тем, что при выполненных в

процессе построения решения разложениях в ряды мы по¬

лучили из потенциала задачи двух неподвижных центров
потенциал Баррара.

§ 8. Предельный вариант задачи

двух неподвижных центров
и его применение в небесной баллистике

В прямоугольной планетоцентрической системе коорди¬
нат, ось абсцисс которой направлена в сторону возмущаю¬
щего тела (рис. 20), потенциал притяжения двух неподвиж¬

ных центров запишется в виде

П = 1И + —
fM

- (8.1)
г У7*—2сх + с2

где г = Ух2 + уг + г2, а с — расстояние между центрами.
Считая планетоцентрическое расстояние г малым по

сравнению с с, разложим потенциал (8.1) в ряд по полино¬

мам Лежандра
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Подобно тому, как это делает Хилл [110], ограничимся

первыми членами разложения, т. е. рассмотрим задачу двух
неподвижных центров без учета «параллакса» возмущаю¬
щего тела:

U = ^+M-x. (8.3)

Рассматриваемое силовое поле состоит из двух наложенных

полей: ньютоновского поля тяготения точечной массы и од¬

нородного поля.

Интегрирование этой задачи
выполняется в параболоидаль-
ных координатах (см. § 3 гл. I)

<7i = -2-(г + *).

<72 = 4-(г —х),
<7з = arctg -f-.

(8.4)

Рис. 20. Здесь введены несколько другие

параболоидальные координаты,
чем в (3.39) гл. I; последние связаны с введенными выше

координатами соотношениями

lr\ = 2yq1q2, l*— rf = 2(q1— q2), <73 + <p = -J-.
Внося в формулу (3.40) гл. I соответствующие изменения,

для кинетической энергии получим выражение

Т = 4- fa1 + ?*) (4г + 4г) + 4^8] ' (8,5)

а для силовой функции будем иметь

U _ fm j_ Ж+ -^-to- <72). (8.6)
<7l + 9a

1 С3

Тогда уравнение Гамильтона — Якоби (8.27) гл. I запишет¬

ся следующим образом:
/ dV \3 , ( дУ \2 <7i+ <7г „2

_

^ \ a<7i ) ^ V а</з ) 4^<72
3

- 2 (qx + q2) «х - 2/m [l + _ ,»)] = 0. (8.7)
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«з Г Г
4 L

Его полный интеграл в соответствии с (8.27) гл. I опре¬

делится формулой

V = -alt + asq3+ , (8.8)

где

Q (<7i) — Qi + ai<7i + ~2 а^Я1 <4.

Р (</«) = — ql + «1^г —\ (««~2?т) q2
— «I,

а aj
— канонические постоянные. Из (8.8) находим общий

интеграл задачи

[-ГЯ^.1. = t — Рх, (8.10)J /2Q (<?!) J /2Р (?2)

С ~r~qi С /?а = — 2р., (8.11)
' 2Q (q{) ) V2РШ

—.. +Г ■] = <у, + р8. (8.12)
qiV2Q(qi) , * V2РМ J 4

Изложенная трактовка задачи о движении частицы в

ньютоновском центральном поле при наличии постоянной

возмущающей силы приводится в статье автора [111].
С иных позиций подходит к этой задаче В. В. Белецкий [16],
рассматривавший задачу о движении космического аппара¬
та в центральном ньютоновском поле сил при наличии по¬

стоянного вектора реактивного ускорения. Тщательное и

изящное качественное исследование форм движения в про¬

странственной задаче выполнил А. Л. Куницын [17, 18].
Им же эта задача была применена для определения возму¬
щающего эффекта в движении ИСЗ, вызванного световым

давлением Солнца [112]. Другие приложения в небесной
баллистике этой задачи можно найти в работах [113, 114].

При построении приближенных решений в задачах астродинамики
часто пользуются методикой гравитационных сфер небесных тел [115].

Рассматриваются сферы действия, гравитационные сферы Хилла, сфе¬
ры тяготения и т. д. Исходя из ограниченной круговой задачи трех тел,

М. Д. Кислик [116] ввел понятие сферы влияния, радиус которой при¬
мерно в полтора раза более радиуса лапласовой сферы действия.

Представляется целесообразным ввести гравитационную сферу, основы¬

ваясь на исследуемом предельном варианте задачи двух неподвижных
центров.
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Перейдем теперь к краткому рассмотрению результатов
A. J1. Куницына. Наиболее интересен в приложениях класс

движений с отрицательной энергией ах 0. Характер дви¬

жения будет зависеть от значений постоянных сц. Пусть
корни уравнений

Р Ы = 0, (8.13)

<ЭЫ = 0 (8.14)

соответственно равны хД, v и а, р, у. Они определяют гра-

y(z)\
ницы области возможности

движения, изображенные
на рис. 21. Из двух воз¬

можных типов движения,

характеризуемых на рис. 21

заштрихованными областя¬

ми, рассмотрим тот, кото¬

рый происходит в торои¬
дальной области, образо¬
ванной пересечением четы¬

рех параболоидов. Траек¬
тории этого типа лежат в

ограниченной части прост-
Рис- 21 •

ранства и имеют спутнико¬
вый характер.

Как и в § 2, введем независимую переменную т

(<7i + q2)dx=di. (8.15)

Тогда уравнения (8.10) и (8.11) дадут

{ у
-

dqi
: = 1f-^-(т — То), (8.16)

} /2 (<7.1 — тг) (<7i — а) (71 — Р) * с“

710

( dq*— —■■ = Т/Ж(т— т„) (8.17)J V 2 (<7з — и) (<72— К) (v — <72) 1 с-
v v '

<7zo

(здесь приняты начальные условия: при т = т0, выполняет¬

ся равенство q1
= ql0, q2 = q20).

Затем из (8.12) находим

= <8-18>
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Приведем эллиптическую квадратуру (8.17) к нормаль¬
ной лежандровой форме с помощью подстановки

q2 = v — (v — К) sin2 <р (8.19)

и, обращая затем полученный интеграл, получим

<7г = ^ + (v — сп2 [(и, + u20), k2], (8.20)
где

ы2 = т2(т —т0), т2 = ]/^(;сГХ), (8.21)

а модуль эллиптического интеграла £2 определяется равен¬
ством

*2 =~ • (8.22)

Кроме того, положим

«20 = F (arc sin |/" , k2j . (8.23)

Для преобразования эллиптического интеграла (8.16)
воспользуемся подстановкой

qx = а + (Р — a) sin2 qp (8.24)

и далее, обращая эллиптический интеграл, приходим к

формуле

<7i = а + (Р a) sn2 [(щ + и10), kx], (8.25)
где

и1 = т1{х — х0), т1
-

> (8-26)

«ю = F (arcsin У р10_7а~ . &i) • (8.27)

Квадратура (8.18) после соответствующих преобразова¬
ний принимает вид

qs = qao + ^- аз {^- П [am (их + и*,), %] +

-Ь-^-П [ат(ы2 + u20), k2, п2]|, (8.28)
где
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Наконец, уравнение времени получаем из (8.15) в форме
t — Л> = (* — Г + 2(J) (т — т0) +

+ {Е [am (их + и10)] — Е (am и10)} +

-|——— {Е [am (ыа мго)] — Е (am ы2о)}- (8.29)

В заключение применим эту задачу к оценке возмущений от свето¬

вого давления в движении ИСЗ «Эхо-1»*), представляющего собой на¬

дувной баллон, для которого отношение S/Mc площади поперечного се¬

чения S к массе спутника Мс примерно составляет 100 м3 • сек2/кГ.

Проводившиеся исследования [117] показали, что за 12 суток полета

перигейное расстояние спутника «Эхо»-Ъ за счет светового давления

уменьшилось на 42 км. Для использования полученных результатов в

решении величину / М!<? следует заменить на возмущающее ускорение

от светового давления р, определяемого формулой

где k — коэффициент, зависящий от альбедо спутника, р0 — световое

давление солнечной радиации на орбите Земли для абсолютно черного
тела (ро = 4,5 • 10“7 кГ/м2), а — большая полуось земной орбиты,
гс — расстояние спутника до Солнца. Отсюда при k = 1 получим, что

р = 4,5 • 10~8 м/сек?.
Принимая г = 7970 км и выполняя расчеты, получим зависимость

возмущения в радиусе-векторе от полярного угла. Оказывается, что

даже на одном витке спутника возмущения радиуса-вектора могут дос¬
тигать ~ 0,6 км. Использование орбит предельного варианта задачи

двух неподвижных центров в качестве промежуточных не приводит к

возникновению вековых возмущений в радиусе-векторе. В то же время
использование классического способа вычисления возмущений неиз¬

бежно привело бы к вековым членам. В этом и состоит основное преиму¬

щество применения в данном случае предельного варианта задачи двух

неподвижных центров по сравнению с задачей двух тел.

§ 9. Качественные оценки

аппроксимирующих потенциалов

Малость различия истинного и аппроксимирующего по¬

тенциалов, строго говоря, не дает достаточных оснований

для утверждения о малости отклонений в координатах.
Таким образом, вышеприводившиеся утверждения о качест¬

ве аппроксимации основываются не на математических, а

*) Результаты расчетов были любезно предоставлены автору
А. Л. Куницыным.
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на интуитивных соображениях. Сравнение аналитической

теории с результатами численного интегрирования уравне¬
ний движения приводит к более или менее точным выводам

относительно отдельных траекторий, но не приносит выводов
о качестве аппроксимации в целом. Обсуждаемая проблема
становится особенно сложной, если в гравитационном потен¬

циале планеты учитывать долготные члены.

Тем не менее некоторые представления о качестве ап¬

проксимации по крайней мере по отношению к отдельным

координатам можно получить, опираясь на качественные

методы анализа. В частности, полезным в этом отношении

является способ Хилла, связанный с анализом кривой (или
поверхности) нулевой скорости, и метод контактных харак¬

теристик, развивавшийся Адамаром [118] и Пуанкаре [119].
Способ Хилла позволяет исследовать устойчивость дви¬

жения в смысле Лагранжа с помощью интеграла живых
сил (или интеграла Якоби). Этот метод применялся неодно-

кратно'в плоской круговой задаче трех тел Г. Хиллом [120],
Болином [121], Дарвином [122], Н. Д. Моисеевым [123]
и др.

Если уравнения движения допускают интеграл жи¬

вых сил

V2 = 2 [U (х, у, г) + /г], (9.1)

где U — силовая функция, v — скорость точки, то необхо¬

димо рассматривать поверхность

U (х, у, z) + h — 0, (9.2)

которая называется поверхностью нулевой скорости (или
поверхностью Хилла). Так как движение возможно только

при
U + h > О,

то поверхность (9.2) разбивает пространство на область
возможности движения (U + h > 0) и область, где движе¬

ние невозможно (U + А 0). Если область возможно¬

сти движения замкнута, то движение будет всегда происхо¬

дить в этой области, и траектория будет устойчивой по

Лагранжу.
Для наших целей можно поставить задачу несколько

иным образом, а именно исследовать устойчивость по
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Лагранжу при наличии постоянно действующих консерва¬
тивных возмущений, т. е. исследовать вид поверхности нуле¬
вой скорости при малом изменении силовой функции.

В задаче о движении частицы в осесимметричном поле

сил способ Хилла сводится к следующему. В цилиндричес¬
ких координатах уравнения движения имеют вид

р —рЛ2 — и'р,

(9.3)dt

г = и'г. .

Для упрощения исследований и получения более точных

оценок понизим порядок системы (9.3) с помощью интеграла
площадей

р2*.' = с. (9.4)

В результате придем к системе

р = w;,
"г = W'z,

в которой

(9.5)

W = U-^, (9.6)

а интеграл живых сил принимает вид

о2 = 2 (W + И). (9.7)

Он определяет на плоскости (р, г) кривую нулевой скорости

W (р, z) + h = 0. (9.8)

Подставляя в W вместо U аппроксимирующий или истин¬

ный потенциал, получим
00

ь

fM г — 1 ° '*

Г

ИЛИ

[i + 2 л: (f) р, (f)] —£■+* = <> <9.9)
k=2

[l + S Л(4) Р.<»Шф)]-+* = о (9.10)

(здесь sin ф = z /г).
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Для иллюстрации рассмотрим случай, когда все Jk = О,
т. е. задачу двух тел. Уравнение (9.10) принимает вид

fM с2
г 2г2 cos2 <р

откуда

ft = 0, (9.11)

— fM cos <р ± урм2 cos2 Ф + 2йс2 /п ,оч
Г

2h cos <р
’

Если /г < 0, то, полагая,

с У—2h /п , оч
c0Sl =

—jM—’ <9ЛЗ)

вместо (9.12) будем иметь

т = — (l+V^l — cos2 i sec2 <р), (9.14)

Если J и =h 0, то (9.10) дает

+®±/<1+®>'+тчй£3-<9Л5>
где

°°
к

ф = 2^(4) (9.16)
k=2

Придавая J h интересующие нас значения, получим обла¬
сти возможности движения, по которым можно судить о

некоторых свойствах движения.
Пер'ейдем ко второму способу качественного исследова¬

ния, предложенному А. Пуанкаре [119[ для системы двух

дифференциальных уравнений первого порядка и основан¬

ному на исследовании взаимного поведения интегральных
кривых и кривых однопараметрического («топографичес¬
кого») семейства

/ (х, у) = d. (9.17)

Адамар [118] применил этот способ к динамическим систе¬

мам вида

х = U'x, у = и'у. (9.18)

Н. Д. Моисеев обобщил его на случай необратимых дина¬
мических проблем [123].
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Рассмотрим сначала систему (9.18), предполагая суще¬
ствование интеграла живых сил

j* + = 2 (V + А). (9.19)

Дополнительно к сказанному будем предполагать, что

уравнение (9.17) определяет d как положительную, одно¬

значную и непрерывную функцию х, у. Пусть теперь имеем

некоторое изоэнергетическое семейство траекторий систе¬

мы (9.18) (т. е. семейство траекторий с фиксированным зна¬

чением А). Среди интегральных кривых, проходящих через

точку Р (х0, 1/0), найдется по крайней мере две, которые
в точке Р касаются кривой

f (х, у) — f (Хо, Уо). (9.20)

Условие контакта интегральной и топографической кри¬
вых (9.20) записывается в виде

f = f'xx + fvy = о. (9.21)

Если дифференциальный элемент орбиты целиком лежит

внутри кривой (9.20), то имеет место внутренний контакт.

Если дифференциальный элемент орбиты лежит вне кривой
(9.20), то контакт называется внешним. Если, наконец, диф¬
ференциальные элементы обеих кривых совпадают, то

соприкосновение имеет высший порядок. Характер кон¬

такта зависит от знака f: при внутреннем контакте / < 0,
а при наружном —/ > 0. Для / с учетом интеграла живых
сил можно получить следующее выражение:

f — [2 (U + A) (fxxfy — Zfxyfxfy + fyyfx ) +

+ (/* Jrfy){fxUx + fyUy)]- (9.22)
Очевидно, что кривая

/ = 0 (9.23)

представляет собой границу, отделяющую область наруж¬
ных контактов от области внутренних контактов.

Для исследования спутниковых задач выгодно пользо¬

ваться уравнениями в форме (9.5), если в качестве топо¬

графического семейства принята система концентрических
окружностей

/ (р, г) — р2 + г2 = г2 = d2. (9.24^
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Если топографическим является семейство эллипсов, то

применение эллиптических координат упрощает исследо¬
вание.

В качестве примера возьмем топографическое семейство

окружностей (9.24) на плоскости (р, г) (на самом деле здесь

мы имеем топографическое семейство сфер). Так как

/р 2р, fz = 2z, /рР = fzz — 2, fpz = О,

то для характеристики контактов получим

f=4(U + h) + 2(pU'l> + zU'z). (9.25)
Эта кривая будет разделять область внутренних контактов

от области наружных контактов. С ее помощью можно от¬

делить область перицентров от области апоцентров. По-

видимому, было бы полезным исследовать характеристику
контактов в задаче о движении спутника «трехосной» пла¬

неты в ее экваториальной плоскости.



ГЛАВА IV

КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ФОРМ
ДВИЖЕНИЯ СПУТНИКА

СФЕРОИДАЛЬНОЙ ПЛАНЕТЫ

§ 1. Движения эллиптического типа

Качественный анализ возможных форм движения был

выполнен в работах Е. П. Аксенова, Е. А. Гребеникова и

В. Г. Демина [86, 87, 88, 89[ для случая б = 0, т. е. без

учета асимметрии Земли относительно экваториальной
плоскости. В общем случае типы движения частично ана¬

лизировал Ю. И. Иванов [124]. Один класс движений был

рассмотрен Фам Ван Чи [125]. Генеалогия решений изящ¬

но исследована В. М. Алексеевым [31].
Здесь мы займемся анализом в случае 6 = 0. Все формы

движения в рассматриваемой задаче можно разделить на

три класса в зависимости от знака постоянной h — вели¬

чины полной механической энергии. Движения при h < 0
назовем эллиптическими. Движения, соответствующие
h > 0, будем относить к классу гиперболических движений.
Класс параболических движений составляют траектории,
для которых h = 0.

Предложенная терминология соответствует типам дви¬

жения в задаче двух тел. Ее целесообразность обусловлена
тем, что при с = 6 = 0 уравнения движения обращаются в

дифференциальные уравнения относительного движения

задачи двух тел. И в этом случае движения, отнесенные к

первому классу, будут происходить по кеплеровским эл¬

липсам, траектории второго класса обратятся в гиперболы,
а траектории третьего класса — в параболы.

Некоторые из траекторий этой задачи целиком располо¬
жены внутри Земли. Они не представляют практической
ценности и поэтому из рассмотрения исключены. Движе¬
ния, происходящие по траекториям, хотя бы частично вы¬

ходящим за пределы земной поверхности, будем называть

реальными. Если траектория располагается целиком вне

земной поверхности и притом в ограниченной части про¬

странства, то соответствующее ей движение будем имено-
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вать спутниковым. Ограниченные траектории, частично ле¬

жащие внутри Земли, назовем баллистическими.

Для удобства введем обозначение — Axc2 — А. Тогда
с учетом сделанного выше замечания вместо формул (6.62)
и (6.63) гл. III будем иметь

где % = — sh о, р = cos и.

1. Исследование координаты р. Характер решения урав¬
нения (1.1) для координаты р зависит от корней много¬

члена

/ (р) = 2Ахр4 + 2 (с2 — hj) р2 — (2с2 + сх2), (1.4)

Обозначим эти корни через ±Pi и ±р2. Дискриминант

при > 0 всегда неотрицателен. Поэтому из четырех кор¬
ней многочлена / (р) по меньшей мере два (для определенно¬
сти обозначим их через ±рх) действительны, причем

В зависимости от величин других корней ±р2 может

иметь место ряд случаев:
а) корни ±р2 — комплексные,

б) корни ±р2
— действительные, по модулю большие

единицы,
в) корни ±ра — действительные, по модулю меньшие,

единицы,

г) р2 = О,
д) корни ±Ра — действительные, причем |р2| = 1,
е) Ы = |р2| = 1.

р'а = 2Ахр4 + 2 (с2 - А,) р2 - (2с, + <£), (1.1)

V2 = — 2htW- ^-^ + 2(c2-h1)lt-^-k + 2c, + cl ,

(1.2)

(1.3)

определяемых формулой

л[h— c2±_V(hi11 + с2у ч- 2Ахс2
(1.5)

А = (Ах + с2)2 + 2Axc2x

ll*il >1. (1.6)
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Из соотношений (1.3) и (1.4) видно, что область допу¬
стимых значений [г, которым соответствуют реальные дви¬

жения, определяется неравенством

/G0> 0. (1.7)

В случае а) многочлен / (р) удовлетворяет условию (1.7)
при | р| > | рх| > 1, что невозможно, так как в силу (6.61)
гл. III |р|< 1. Поэтому случай а) рассматривать смысла

не имеет. Случай б) также отпадает, так как неравенство

| р2| > 1 приводит к условию 2h1c[ < 0, которое противо¬
речит предположению о принадлежности орбиты к эллип¬

тическому классу. В случае г) г = 0, т. е. движение проис¬
ходит в экваториальной плоскости. Случай д) осуществляет¬
ся при сх = 0. Но тогда из (1.3) вытекает, что w сохраняет
постоянное значение, и движение происходит в меридио¬
нальной плоскости. Этот случай будет подробно исследован
в одном из следующих параграфов. Что касается случая
г), то его нет необходимости рассматривать в рамках обоб¬

щенной задачи двух неподвижных центров, так как могут
быть проинтегрированы и точные уравнения движения ИСЗ
в экваториальной плоскости (см. В. В. Белецкий [126,

127]). Случай е) может иметь место при сг = 0, = — с2,
и, стало быть, здесь также существуют меридиональные
орбиты.

В случае в) из условия 0 <11 H-i I <С 1 вытекает неравен¬
ство

2с2 + с?<0, (1.8)
которое позднее будет использовано для анализа измене¬

ния эллиптической координаты А,.

Итак, движения ИСЗ по траекториям двоякой кривизны
возможны лишь в случае в). Представляя / (р) в виде

/ (М')=2/г1 (р2 —р?) (р2 — р2), (1.9)

преобразуем уравнение (1.1) к следующей форме:

SV (и-2—и-?) (и-2—и-1)
= V2h1(x + c3). (1.10)

Обращая эллиптический интеграл (1.10), получаем явное

выражение для р в функции от регуляризированного
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времени

(1 = р2 sn О (т — То), (1.11)

где через т0 обозначена постоянная интегрирования, а

а определяется формулой

a = \x1YWi- (1-12)

Модуль функции Якоби равен

2. Исследование координаты А. Обозначим
в правой части формулы (1.2) через ф(А), так что

ф (А) = - 2h1W - -2^- X* + 2 (г,
- К) X* -

-УМ-Х + (2с, + с1),

и пусть Alv А2, А3, А4 суть корни этого многочлена.

Согласно неравенству (1.8) все коэффициенты полинома

(1.14) отрицательны и, следовательно, все его действитель¬
ные корни также отрицательны. В зависимости от соотно¬

шений между коэффициентами могут представиться следую¬
щие случаи:

a) ф (А) имеет только комплексные корни, (1-15)

b)Хх = А2 = А3 = А4<0, (1.16)
c) А, = А2 = А3 < А4 < 0, (1.17)
d) Ах<А2< А3<А4<0, (1.18)
e) Ах < А2 = А3 = А4 < 0, (1.19)
/) А, = А2<А3 = А4<0, (1.20)
g) К = А2<А3<А4<0, (1.21)
Л) А!<А2 = А3< А4<0, (1.22)
0 К<К<К = К<0, (1.23)
;') Ах = А2 < 0, А3, А4 — комплексные, (1-24)
k) А1<А2<0, А3, А4 — комплексные. (1.25)

Как будет далее видно, в некоторых из указанных слу¬
чаев реальные движения невозможны. С целью выявления

этих случаев установим критерий существования реальных

(1.13)

полином

(1.14)
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движений. Из формул преобразования (6.39) гл. III можно

получить (см. также (3.20) гл. I)
Х2+У* ,

га
_

.

с2(1 + V2)
' с2Х2

—

’

откуда после несложных оценок получаем

с2 (1 + А2) > R2, (1.26)
где R — полярный радиус Земли. Подставляя значение с

из таблицы 3 § 6 гл. III в последнее неравенство, прихо¬
дим к следующему критерию существования реальных
движений:

|А|>30. (1.27)

Для удобства анализа введем вместо (1.14) полином

Ф (А) == А4 + аА3 + 6А2 + сА + 3, (1.28)
имеющий те же самые корни, что и ф (А). Его коэффициенты
равны
~

_

fM I
1 с2

~ fM j
2сг + <^

а~
hlC3 ’

b~l
hi'

С_
/tic3

’

2Ai
' ' 9'

Эти коэффициенты для орбит двоякой кривизны эллипти¬

ческого класса положительны и в силу (1.8) выполняется

неравенство

Ъ >1+1. (1.30)

Подробно разберем различные случаи.
Случай а). Реальные движения отсутствуют, ибо

здесь ф (А) < 0.
С л у ч а й Ь). Ах = А2 = А3 = А4 < 0. Как легко видеть,

движения должны происходить на эллипсоиде

А = А4. (1.31)

Но, приняв во внимание равенство коэффициентов при Ал

и А в полиноме (1.26), при помощи теоремы Виета находим

А? = Ai, (1.32)

откуда следует, что Ах может принимать значения —1, 0,
+ 1. Такие значения А не удовлетворяют критерию (1.27).
Стало быть, случай Ь) отпадает.
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Случай с). Я4 = Я2 = Я3 < Я4 < 0. Теорема Виета
дает

ЗЯ4 -J- Я4 = — а,

Я? + ЗЯ2Я4 = —а,

откуда следует, что

Ях 1-ЗЯ?
Яг Я® —3

(1.33)

(1.34)

Из условия отрицательности всех корней <р (Я) получаем
неравенство

^>0,
решение которого дает

-/3<Я1<--^Г. (1.36)

Так как область изменения координаты Я определяется не¬

равенством Ях ^ Я Я4, то Я не превосходит У~3, а это ус¬
ловие противоречит критерию существования (1.27). Та¬
ким образом, рассматриваемый случай также отпадает.

Случай d). Сначала покажем, что два корня поли¬

нома <р (Я) принадлежат интервалу (—1, 0). Составляя си¬

стему Штурма [128] для полинома <р (Я):

Фх = 4Я3 -(- ЗаЯ2 + 2ЬЯ + а,

фг — а2Я2 Ч- Я -f- d2,
Фз = ОзЯ + bs,

ф4 = а4,

где коэффициенты ai} bit dt равны

a2 = -^-(3a2 —8Ъ), 62 = -i-a(6 —6), d2 =-jjj-(a2—16d),
а3 = 8cQ*(—За4 + а262 + 14а26— 18а2 — 4Ъ3—6a2d + 16W),

b3 — 16d22\a?b + За3— 9a?d + 32abd — 48аЯ— 4а62),

а4 = а33 (йзЬфз— afd2 —

(1.38)

(1.37)
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с помощью теоремы Штурма заключаем, что все корни по¬

линома <р (к) действительны и различны при условии

аг > 0, а3 > 0, а4>0. (1.39)

Неравенства (1.39) с учетом (1.38) при переходе к полярным

координатам a — r'cos <р', b = r'sin ф' преобразуются к

следующей форме:

а2 = 3r'2 cos2 ср'
— 8r' sin ср' > О,

9

a3=S W)/-,ft + bo(<PV10>0,
£=0

(1.40)

причем коэффициенты, необходимые в последующем ана¬

лизе, равны

flo (ф') = cos2 <р' (1
— 4 cos2 ф'), 1

Ь0 (<р') = 9 cos8 ф' (1—5cos2<p'). J

Если г' достаточно велико, то при

ао (ф') > 0, Ь0 (ф') > 0 (1.42)

неравенства (1.40), а значит и (1.39), выполняются. В свою

очередь неравенства (1.42) также можно удовлетворить,
если постоянные а и В выбирать из условия

arctg2<<p'<-J-. (1.43)

Но из (1.38) и (1.27) видим, что всегда можно выбрать на¬

чальные условия так, чтобы постоянные интегрирования h
и с2 обеспечивали бы выполнение неравенства (1.43). Сле¬

довательно, рассматриваемому случаю действительно соот¬

ветствуют реальные движения. Более того, в силу теоремы
о верхней границе модулей корней многочленов [128] при
соответствующем выборе значений полной энергии и по¬

стоянной площадей модули корней Яг могут принимать
произвольно большие значения. Теперь остается только

выяснить, возможны ли в случае d) спутниковые орбиты.
С этой целью перейдем к оценке интервала, на котором

заключены корни к3 и Я,4. Применим теорему Бюдана —

Фурье [128] на интервале (—1,0). Вычисляя последователь¬
но производные от <р (Я) до четвертого порядка включительно,
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найдем, что при Я = О

Ф (0) = 0, ф' (0) > 0, ф" (0) > 0, ф"' (0) > 0, 9iv (0) > 0.

Если Я = —1, то необходимо, чтобы ф (—1) > 0, так как

в противном случае не будет выполнено условие (1.43).
Для реальных движений, кроме того, должно быть

ф"' (—1) >0, т. е. а > 4, ибо при противоположном смысле

неравенства (ф"' (—1) <1 0) мы бы имели а < 4, Ь <[ 6,
d 5, что противоречило бы критерию существования ре¬
альных орбит. Отпадает также случай, в котором функция
Ф (Я.) и ее четыре производные до четвертого порядка при
Я = — 1 положительны, так как и здесь оказывается

а 6, что невозможно в силу (1.27). Имеем, следовательно,

Таблица 4

ф (-1) + + +

ф' (—1) + — —

ф" (—1) — — +

ф"' (—1) + + +

ф,у (-1) -1- + +

один из вариантов, указанных в таблице 4. Проверяя соот¬

ветствующие неравенства, обнаруживаем, что все три ва¬

рианта возможны. Итак, корни Я8 и Я4 действительно рас¬
полагаются на интервале (—1, 0).

Процесс получения уравнения, дающего явное выраже¬
ние координаты Я через т, происходит в следующем порядке.
Интегрируя (1.2) и обращая подучающийся эллиптический

интеграл (учитывая, конечно, при этом соотношения между

корнями Я/), для сфероидальной координаты Я будем иметь

.
_

d + Bstfatft-T!)
C + D sn30!(t—ti)

’

где введены обозначения

- А. =- (Яд Я4) Яд, В ~= (Ях “—1 Яд.
С = Яз —- Ях, D = Ях — Яд, •} (1.45)

0,5Л (А/4 — А-2) (А-з — А4). (1.46)
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Модуль функции Якоби определяется из формулы
ич (А.« — Яа) (Яг — Xi) . _

1
(U-Xt)(X3-h)' ( ,4 '

Наконец, для координаты w посредством квадратуры полу¬
чаем

- . - Г (Ь2-т<*т
-^ + ^<1^(1 + ^) (1-48)

или в несколько иной записи

w = cs + C1I1 — cj2, (1.49)
где обозначено

'* = $7=^’ (L5°)

w

I

В исследуемом и всех других случаях орбит эллиптического

класса интеграл (1.50), являющийся эллиптическим интег¬

ралом третьего рода, преобразуется одинаковым образом.
В результате преобразований можно получить следующее
представление для этого интеграла:

/х = -|-11(ф, k, п), (1.52)

где П (ф, k, п) обозначает нормальную лежандрову фор¬
му эллиптического интеграла третьего рода, а

Ф = ашо (т — т0), (1.53)
n = -H5- (1-54)

Полагая затем х = sna1 (т — тх), интеграл (1.51) пред¬
ставим в виде

/2 = -Ч-И (** + *)*
(1.55)

1 + К 5 (box* + Ьгх2 Ь2) К(1 — х2) (1 — k\x2)
причем для коэффициентов ait bt имеем

2BD (ВС — AD) ВгС2— A2D2
й° ~

<Ji (В2 + D2)
’ 0l —

Oi (В2 + D2)

Ьо = В2 + D2, Ъх = 2 (АВ + CD)
62 = Л2 + С2.

(1.56)
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Интеграл в формуле (1.55) можно выразить через два эл¬

липтических интеграла третьего рода с комплексно-сопря¬
женными параметрами, которые в свою очередь можно пре¬
образовать к эллиптическим интегралам третьего рода с дей¬
ствительными параметрами [129].

При расчетах можно использовать форму (1.55) или,
что намного проще, воспользоваться быстро сходящимися

разложениями эллиптических функций и интегралов в ря¬
ды (быстрая сходимость в случае спутниковых движений

обеспечивается малостью модулей эллиптических функций).
Такие представления координат давались И. Иззаком [130]
и Е. П. Аксеновым [131—134].

Здесь же мы укажем лишь вид окончательных выра¬
жений, не приводя полных выражений для всех коэффи¬
циентов. Преобразование Уэля [135] (см. также [129])
дает

1 + А,3

где функции Lx и L2 имеют вид

L‘ = Sv^FT--£-f [«”*(*—П)] -

— дД1[атсх(т— тх), k, пД (i = 1, 2), (1.58)

причем величины 1Ь /2, git nit Qt выражаются через по¬

стоянные, определяемые формулами (1.56).
Итак, окончательно для прямого восхождения имеем

w = cb — 7-7ТГ +
П (ф> k> п) — ciliLi — CthL*. (1.59)

1 + л3

Уравнение времени, дающее связь между истинным и ре-
гуляризированным временем, принимает вид

t = с6 (р.х -(- Я,*) т Е (ф, k) -]- liLi -]- /2/-2, (1.60)

где Е (ф, k), как и ранее, эллиптический интеграл
второго рода, а функции Lx и L2 даются формулами вида

(1.58).
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В случае d) орбита располагается между двумя софо-
кусными эллипсоидами i = 1, и X = 12 вне гиперболоида
р, = р,2 (рис. 22). Если |jg <1 30, то орбиты будут балли¬

стическими, так как внутренний эллипсоид расположен

внутри Земли (интересно сравнить со случаем е). Спутни¬
ковые траектории последовательно касаются граничных эл¬

липсоидов. Точки касания будут давать на отдельных вит¬

ках «относительные» перицентры и апоцентры. Заметим

также, что согласно §10 гл. 1и§6гл. III движения будут
условно-периодическими. Если притом простые периоды
будут несоизмеримы, то траектория повсюду плотно будет

заполнять область возмож¬

ности движения, указан¬
ную на рис. 22.

Случай е). Здесь по

теореме Виета

-f- ЗЯ2 — д,

3XjA.o -Г ЗХ-2 = b,

ЗА,]Я2 -J- Х,2 = — <

дЛ,2 —- О,

Ь К = -а, |
= d. J

(1.61)

Из первого и третьего со¬

отношений (1.61) следует,
что реальные движения существуют, если

Я.2 (Х| — 3)

1-ЗЯ»
<—30. (1.62)

Эти неравенства удовлетворяются при

0,56 < Я2 < 0,58, Х2 > 90,5.

Но так как Я2 должно быть отрицательным, то

—0,59 < А,2 < — 0,58. Для таких значений Я,2 выполня¬

ется неравенство

Ь > d + 1.

Стало быть, в случае е) возможны лишь баллистиче¬
ские траектории. Можно показать, что параметрические
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уравнения орбиты имеют вид

Р = Sn5(T —Т0),
А»1 —

Я — Я<2 -h

w — св — схт + П [am а (г — т0), k,n] —
2сг

X

X
Mi . (и — р)г + q2 , Mip + N1

L 2 (u + p)2 + <?2
+ : (arctg

2qu

P2 + Я2 — “2

(

где введены обозначения

“ = VT-(t —Ti)’

Mi

Ni
=

Я<2 (Я<2 ^l) я*-я2

2p (1 + Я2) Ap YI + A2 + x\ + Я2Я2
’

я2-я?

.63)

(1.64)

(1.65)

"l -Я1Я2
1=

г 2 (1 + X2)

"1у/"V 1 + Я2 + Я2 + Я2Я)| + 1 + Я1Я2
(1.66)

2 (1 + А.^)

Уравнение времени запишется следующим образом;

t
= c9 + (yL + Я°) х +(*2 ~-(^7-Т1) -

— arctgH — ^-E[ams(T-т0), k], (1.67)

Случай /). Для движений этого типа эллипсоид

Я = Я3 целиком располагается внутри Земли. Движения
возможны лишь на поверхности эллипсоида Я = Ях. Из
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(1.68)

теоремы Виета следует, что

2 (Хг + Х3) — — о,

Х4 -f- -j- Xg = b,

2X^X3 (Xi -j- X3) = — a,

X?X| = d.

Из первого и третьего соотношений (1.68) находим

XiX3 = 1. (1.69)

Так как Хх«^ —30, то — эд^ч^-з^О» т- е- эллипсоид Х =

= Х3 лежит внутри Земли. Из (1.68) и (1.69) вытекает, что

<3=1. Тогда из второго соотношения (1.68) будем иметь

b >• 4. Отсюда нетрудно заключить о возможности движе¬

ний на эллипсоиде X = Х4. Обращение квадратур приводит
к следующим зависимостям координат от регуляризиро-
ванного времени:

р, = pasno(T— т0),
X = Xi,

W = с6 — -7-5 т 4- П [am а (т — т0), k, л],
14-Х,* 13

(1.70)

а регуляризированное время т как функция t определяется

трансцендентным уравнением

t = св4-(1*1 + Ь1)т+^гЕ[атб(т — т0), k\. (1.71)

Случай g). Так как Хх = Х2 < Х3 < Х4 <| 0, то по

теореме Виета

2Xi 4- Х3 4- Х4 = — а,

X* 4~ 2Xi (Х3 4~ Х4) 4“ ХзХ4 = Ь,

(Х3 4“ ^4) 4~ 2XiX3X4 = — cl,

XjXaX4 = d.

(1.72)
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Из соотношений (1.72) находим

^3 + К =
2Xi

1-Я,*
(Я3Я4 — 1). (1.73)

Так как в реальных движениях Ях < — 30, то из (1.73) сле¬

дует, что

1-Я*
>0

и, кроме того,

max

Xt<—30

2A,i

1 — Я*

1
15

С помощью (1.73) и (1.74) находим

0 < Я3Я4 < 1.

Отсюда вытекает неравенство

\К + К\<1.

(1.74)

(1.75)

(1.76)

Этот результат геометрически можно интерпретировать
следующим образом: эллипсоид Я = Ях расположен вне

земной поверхности, а эллипсоиды Я = Я8 и Я = Я4 цели¬

ком лежат внутри Земли. Для рассматриваемого случая
неравенство (1.30) можно преобразовать к виду

1=^1
2Ях >

2Я1

1 —Я*'
(1.77)

Но последнее неравенство при Ях < — 30 всегда выпол¬

няется.

Таким образом, этот тип движения возможен. Формулы
для эллипсоидальных координат имеют такую же струк¬

туру, как и в предыдущем случае. Несколько иной вид

имеют лишь коэффициенты, входящие в формулы.
Случай h). Как уже отмечалось, в этом типе дви¬

жения Ях <[ Я2 = Я3 < Я4 <[ 0. Зависимость между ко¬

эффициентами многочлена <р (Я) и его корнями дается
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соотношениями

Х4 -f- 2Я<2 -f- Х4 = — Q,

-j- 2Я*2-j- —{“ ^1^4 = Ьу
— (1-78)

XjX2 “1“ 2XAX4 -|- Х2Х4 = — д,

ХхХ2Х4 ”

Из этих соотношений можно вывести

Я, + Х4 = ^^=1), (1-79)
1 л,2

откуда, принимая во внимание условие (1.30), получаем

(AS — 1) (ХЛ - 1) < 2X2 (Хх + Х4). (1.80)

Покажем, что в рассматриваемом типе движения воз¬

можны только баллистические траектории. Если предполо¬
жить противное, то должно выполняться либо неравенство
Х4 < — 30, либо по крайней мере неравенство Х2 — 30.
Если имеет место первое из этих неравенств, то тогда корни
Я,х и Х2 тем более будут меньше —30. Но в таком случае долж¬

но быть 2Хг (1 — X!) > 0 и ^А — 1 > 0, что невозможно.

Действительно, если последние неравенства имеют место,

то правая часть (1.79) положительна, но в силу отрицатель¬
ности корней Хх и Х4 левая часть (1.79) оказывается отрица¬
тельной. Следовательно, предположение, что Х4 < — 30,
ошибочно. Предположим теперь, что Ха < — 30, а —30 <[
< Х4 <[ 0. Тогда должно быть

°<^<1- (1-81)

Соотношения (1.79) и (1.80) могут выполняться только в

том случае, если ХА — 1 < 0. Отсюда вытекает, что

30Х2 (1 — ХА) < 1 — X2.

Но в таком случае должно иметь место неравенство

А + Х4| <C-jj , что невозможно, так как — 30,

Х2<^ — 30. Итак, если в рассматриваемом случае возможны
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реальные движения, то они будут происходить по бал¬

листическим траекториям.
Покажем теперь, что при определенных начальных ус¬

ловиях движения этого типа действительно имеют место.

Из (1.79) находим

(1.82)
1 —Х|—2

Отсюда видим, что при малых по модулю отрицательных зна¬

чениях А,4 и при отрицательных и близких по модулю к еди¬

нице значениях Я2 для Я4 получаем значения, меньшие —30.

Нетрудно показать, что неравенство (1.80) также удовлет¬
воряется.

Таким образом, в рассматриваемом случае движение

происходит между поверхностью Земли и эллипсоидом

К — А,1. Формулы для эллипсоидальных координат
имеют вид

р = p2sna(T —т0),

^ A.,, (Xj — A,i) (1 — euY Н~ (1 ~Ь виУ
~

0* - **) (1 - euf + (X. - Х2) (1 + еиу-
'

w = т + -^-П[ашо(т— т0), k, п] —

Cl -f^-ln [(е“ — OTi)2 + л2] +
а4 V2hi(\2— Я,1)(Я,4 — Xt) \ ^ 4 1

+
*

In ((е- - т2)2 + л2] - arctg -+

М,т, + АТ, .

ns л* J <

(1.83)
где

и = /2/1! {К — Хг) (Х2 — Xi) (т — тО, (1.84)

а тъ тъ nlt п2 суть действительные и мнимые части корней
уравнения

G4X4 + а3х3 + а2хг + а3х + а4 = 0, (1.85)
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в котором

аг = 6—4а2 + 6а4 + 6А,2 — 4а2Я1Я4 + 6а4Я2,

а3 =
— 4 + 4а2 — 4Я4 + 4а4Я2>

а4 = (1 - а2)2 + (К + a^i)2-

Постоянные A, Mlr М2 Nu N2 даются формулами
А + М4 + М2 = (1 + а2)2,
— 2 (т± "f~ т%) ^ —' 2т2Мх —■ 2Ш]Л42 "I- -}- N%

— ^
= 4 (a4— 1),

(nix ~Ь тI -f- 4m1m2 -f- nl ti2) A (ml -1- nl) Mi -f-

+ (ml + ni) ^2 — 2m3N1 — 2miNi = 6— 4a2 + 6a4,

[ — 2mx (ml + n\) — 2m2 (ml + л2)] A +
-J- (m\ + nl) Ni + (m* + n\) W2 = 4 (a4 — 1),

(ml + nl) (ml -f nl) A = (a2 + l)2.

Уравнение времени здесь записывается в форме

t = Ce+ ([*■?+ Я-1)т —-^-Е [ашо(т —То), k] -f

+ Pi
se“ — 1

еги — 2seu +1
+ Qi arctg ■

где

Pi = [-16ЯР4 +
8 yihi (Я-2 - Xi)3/a (I, —

+ 16Я?Я2 + 16^+ 16^—32^— 32^4 +
+ 64XA^4 — 32^2^— 32Я?Я2Я4],

q
2 (2X3 — Ki — h) p 4Я.Д

_

Т^-Ях) (Kt - X»)
1

V2h
'

S =
27,2 — 7,i — 7,4

7,4 — 7,1
r =

2 (7,2
— T-i) (7,4 — 7,2)
7,4 — 7,i

(1.86)

(1.87)

(1.88)

Случай i). Так как корни многочлена ф (Я) удов¬
летворяют неравенствам Я4 < Я2 < Я3 = Я4 < 0, то сог¬

ласно теореме Виета должны иметь место следующие
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соотношения:

Хх -j- Х2 Ч- 2Х3 — —- й,

XiX2 Ч- 2Х3 (Хх -f- Х2) -|- Лз = ь,

2ХхХ2Х3 Ч- X* (^т Ч~ Х2) = — о,

ХхХ2Х3 —= d,

(1.89)

из которых находим

2Хз {Х1А.2 — 1)
ХХ Ч- Х2

1 -Ч
Xl Ч- Х2 <

(Я|— 1) (Л.1Х3 — 1)
2^3

. (1.90)

Покажем, что эллипсоид X = Ха лежит внутри Земли.
Если предполагать противное, то неравенство Х8 <( — 30

приводит к неравенству 0 < ХхХ2 1. Но это неравенство
невозможно, так как Хх < Х2 Ха и, следовательно,

Хх < —30, Х2 < —30, что противоречит предположению.
Вместе с тем, соотношения (1.90) показывают, что если

кратный корень Х3 взят на отрезке [—1, 0], то эти соотно¬

шения выполняются, и по крайней мере корень Хх при соот¬

ветствующем выборе начальных условий будет меньше —30.
Если оба корня меньше —30, то существуют спутниковые
движения. И тогда движение будет происходить в эллип¬

соидальном слое Хх X ^ Х2.
Обращая квадратуры для X и р и вычисляя интегралы,

входящие в формулу для w, будем иметь

р = p2sna(t —т0),

X =

w

А + В cos и

С -\- D cos и
’

CiT

СБ Ч—П [аш о (т — т0), k, п] +

In [(tg и — mx)2 ч- rii] Ч-

l+X2
2ci

V2fi(l3 — Xi)(X8 — X2) I 2

+1Гln [(*§ — m2) + "2]'
M‘"* +"•arete* 2

П1 til

-}- N4

tl2 arctg

и

~2~
— m2

«Г b
(1.91) J
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(1.93)

где

и = Y2h (Я3 — К) (К - Я,) (t — тц), (1.92)
^4 = Я3 (Ях -|~ Яг) — 2ЯхЯ2, В — Я3 (Я2 — ^i)»)
С — 2Я3 — Ях — Яо, D = Я2 — Х*х. j

Коэффициенты Mlt М2, Л^, W2 определяются следующей
системой уравнений:

(Их -(- (W2 = 0)

— 2miM1 — 2т\М2 4- N х -1- IV 2
— А,

All (т2 + л|) + М2 (m? + л?) — 2m2(Vx — 2т^г = О,

Л^х (т| + «!) + (V2 (ml + п{) = В,
в которой

-л _ В*С (С— 2D) — АЮ (D — 2В)

1 (1.94)

~

fia £>з
>

-5
_

В2С (С + 2D) — Л20 (D + 2В)
~

B?+ Da
’

(1.95)

mi

rii

-я /~(Я1 — Я9) (]f1 + Я| + Я| -|- Я®Я| 1)
-—пн -

у 2(Я2-Я3) (1 + Я|)
’

(Яз — Ях) (Яг — Ях) 1 Я| + Я® + Я|Я| + 1)
■П2 —

2 (Яз — Я2) (1 + Я*) (Я* + Я| + Я|Я|)

Уравнение времени запишется следующим образом:
(1.96)

t = ce + (pi + Ях) т -L Е [аш а (т — т0), k] +

+
4 УШг (Яз - Ях)*'’ (Яз- ЯгУ'Дс + D cos и

+ В* arctg(si 1г)} •

(1.97)
где

А2 — —

в* =

{AD — BCY
D , Si /

C— D

C + D ’

Ус*=4— DU
, [C(.42D2 — В2С2)

D® 2(4BD— В2С)].
(1.98)
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Случай /'). Предполагается, что Хг = Х2, а корни
Х3 и Х4 — мнимые.

В этом типе движения существуют эллипсоидальные

траектории, лежащие на эллипсоиде X = Хх. Как и ранее,
воспользуемся зависимостью между корнями и коэффициен¬
тами полинома ф (X):

2Хх + 2р = — а,

X? + 4Ххр + (р2 + р2) =~Ь,

2Х?р + 2Хх (р2 + q2) = —~а,

К (Р2 + <72) = d, I
(1.99)

где вместо Х3 и Х4 введены величины р и q
—

Xs = Р + Ч, Х4 = р
— ip.

Из соотношений (1.99) находим

(p2+c?2_1)f

(1 — X2) (р2 + ^2 — 1) >— 4рХх.

(1.100)

(1.101)

Последнее неравенство следует из условия b > d. + 1.
Оно может быть преобразовано к виду

(1-Я2)(р2 + <72-1)2

Хх (Р2 + ?2-1) < —4р. (1.102)

1 V2
Если Xj — 30, то дробь t положительна, и поэтому

Xi

(р24<?2-1)2
<-4р. (1.103)

Это неравенство выполняется при р 0. Но из (1.100)
имеем

Р2 + Я2 1 =
Р (1 — X2)

откуда нетрудно получить оценку

0 < Р2 + <72 < 1,

(1.104)

(1.105)
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приняв во внимание, что р 0, а Ах < — 30. Отсюда

следует
—1 < Р < 0.

Теперь можно заключить, что неравенство (1.101) всегда

выполняется. Итак, действительно возможны движения на

эллипсоиде А = Ах. Формулы для эллипсоидальных ко¬

ординат имеют такой же вид, как и в случае /).
Случай k). Здесь Ах < А2 < 0, а корни А3 и А4 ком¬

плексные. При таких начальных условиях возможны как

спутниковые, так и баллистические траектории. Коэффи¬
циенты и корни многочлена ф (А,) связаны зависимостями

А2 + 2р = — а,

АхА2 + 2р (Ах + А2) + (р2 + <72) = Ь,

2рАхА2 + (Ах + А2) (р2 -f- q2) = — а,

М-* (Рг + Я2) = d,

(1.106)

в которых через р и q обозначены действительная и мни¬

мая части корней А3 и А4.
Из первого и третьего соотношений (1.106) с помощью

(1.30) находим

2р (AtA2 — 1) + (Ах + А2) (р2 + <72 — 1) = 0, |
р ((АхА2 — I)2 + (Ах + А2)2] < 0, j(1 •Ш7)

откуда следует, что

р< 0. (1.108)

Так как для спутниковых орбит Ах < —30, А2 < —30,
то АХА2 > 1, а Ах + А2 0. Но тогда первое из условий
(1.107) может быть только в том случае, когда

0<р2 + ?2< 1. (1.109)

Из (1.1) — (1.3) для рассматриваемого типа движения

получаем
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где введены обозначения

А = — тк1
— пкг, В — — ткх пк2,

С — — т — п, D = — т-\-п,

т = V{р — Я.г)2 + <72,

n = /(р —^i)2 + ^a,

Oi = 2h1mn,

а модуль функции Якоби, входящей в формулу для X, равен

= (1.112)

Из (1.109) видим, что модуль kl для спутниковых движений

является малой величиной. Как следует из формул (1.110),
движение происходит между софокусными эллипсоидами
к = и к = Я2 вне гиперболоида р. = р2.

Долгота (прямое восхождение) ИСЗ определяется фор¬
мулой вида (1.49)

W = съ + -5-П(ф, п, k) — сх12, (1.113)

где ф
= am о (т — т0), а интеграл /2, как и в случае d),

представляется в виде комбинации двух эллиптических

интегралов третьего рода с комплексно-сопряженными па¬

раметрами. Они могут быть преобразованы к более про¬
стому виду с помощью преобразования Уэля [135]. Урав¬
нение времени имеет вид (1.60).

Итак, выполненные исследования позволяют сделать

выводы, что при h < 0 движение спутника происходит ли¬

бо в эллипсоидальном слое между поверхностями к = Ях
и к = к2, либо на эллипсоиде. Эллипсоиды, ограничиваю¬
щие область возможности движения, софокусны и имеют

_! -JL
малые эксцентриситеты (1 + ^) 2, (1 + к\) 2. Все траек¬

тории эллиптического класса лежат в ограниченной части

пространства. Возможны также баллистические траектории.
Они имеют место в том случае, когда внутренний эллипсоид

расположен внутри Земли. Движение во всех случаях, ког¬

да многочлен ф (к) не имеет кратных корней, будет
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обладать двумя периодами. Период по координате р. равен

Т = 4К(&), (1.114)

а по координате к —

7\ = 4К (kj. (1.115)

Если эти периоды несоизмеримы, то движение происходит
по незамкнутой кривой двоякой кривизны. Траектория по¬

всюду плотно заполняет область возможности движения.

При определенных начальных условиях периоды по всем

координатам оказываются соизмеримыми (имеет место слу¬
чайное вырождение), и тогда движение будет периодическим,
но траектория будет замыкаться после некоторого (вообще
говоря, большого) числа оборотов.

Основными для приложений в теории движения ИСЗ

случаями являются случаи d) и k), так как они не требуют
специального выбора начальных условий (многочлен ф (А,)
имеет только различные корни). Случаю d) соответствуют
орбиты малого наклона к земному экватору. Случай k) —
наиболее важный: он включает в себе спутниковые орбиты
с произвольным наклоном, превышающим некоторую ма¬

лую величину.
Для более удобного описания движения можно ввести

некоторые из величин, используемых в небесной механике.

Так, например, величину, определяемую формулой

т/

Т<й= i № + W)dx, (1.116)
T/-i

где т/_х их/
—

решения уравнения

sna(x — т0) = 0, (1-117)

назовем драконическим периодом обращения спутника на

j-м обороте. Здесь под Т/_х и т/ подразумеваются два после¬

довательных ближайших момента времени т, при которых

спутник переходит из южного полушария в северное. Эти

моменты задаются формулой

т/ = т0 -f -J-/K (k). (1.118)
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Для каждого из типов движения получается собственное

выражение для драконического периода. Если движение

происходит на эллипсоиде, то формула для драконического
периода приобретает особенно простой вид:

T{q — (Pi + А,?) (Т/ — Tj-i) —

— {Е [am а (т} — т0)] — Е [am о (тм— т0)]}. (1.119)

Введем понятия квазиперигея и квазиапогея. Под ква¬

зиперигеем будем понимать точку касания траектории с

внутренним эллипсоидом, ограничивающим область воз¬

можности движения. Квазиапогей — точка касания траек¬

тории с внешним эллипсоидом. Назовем промежуток вре¬
мени между двумя последовательными прохождениями
спутника через квазиперигей на t-м обороте квазианома-

листическим периодом. Этот период будет определяться
формулой

J (p2 + b2)dr,
■'Д-i

где тг_х и Tj суть корни уравнения

.4 + Bsn2Ci(-r — ti) .

С + Z> sn2 ах (т — Ti)
“

2

для случая d) и уравнения

А + В сп g! (т — ti)
_

«

С + D cn <5i (т — Tj)
—

2

для случая к).
Как известно, сфероидальность Земли вызывает веко¬

вые возмущения в долготе восходящего узла и аргументе пе¬

ригея. Эти величины можно без труда получить следующим
образом. Например, изменение долготы восходящего узла
на /-м обороте будет равно

(1.120)

(1.121)

(1.122)

Д&(/) = — w (тн), П. 123)
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§ 2. Движения параболического типа

Для семейства параболического типа h = 0 координата
р определяется из дифференциального уравнения

(^1=2с^-(2с2 + с1). (2.1)
Как следует из формул преобразования координат (6.39)
гл. III, |р| 1. Принимая во внимание это условие, при¬
ходим к выводу, что реальные движения существуют, если

удовлетворяется неравенство

2с2 + с\ < 0. (2.2)
Следовательно, должно быть

с2 < 0. (2.3)
В результате интегрирования (2.1) имеем

Р = |/ 1 + -^-sin(/— 2с2т +с8), (2.4)

где с3 обозначает постоянную интегрирования.

Отсюда видим, что величины сх и с2 должны удовлетво¬

рять неравенству

°<1+ё<1> <2‘5>

При сх — 0 и любом значении с2 это условие выполнено.

Движение будет происходить в меридиональной плоскости

(случай полярных орбит). Этот частный случай будет рас¬
смотрен отдельно в одном из следующих параграфов. Из

формул (2.4) и (2.5) следует, что движение происходит вне

однополостного гиперболоида вращения

n = i; = j/i+^L. (2.6)

Если же обе постоянные сх и с2 равны нулю, то, как мож¬

но показать, траектория будет гиперболической и распола¬
гается либо в меридиональной, либо в экваториальной
плоскости.

Теперь перейдем к исследованию эллиптической коор¬
динаты Я,, определяемой уравнением

(§)’-/«. (2.71
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где для рассматриваемого класса движения многочлен / (X)
принимает вид

коэффициенты которого, как следует из (2.2) и (2.3), непо¬

ложительны и равны

Пусть Х1( Х2, Х3 — корни многочлена f (X), и пусть для

определенности |Хх| > |Х2| |Х8|. Так как коэффициенты
а, Ъ, d неположительны, то действительные корни много¬

члена / (Я.) не могут быть положительными. В зависимости

от начальных условий могут представиться следующие

случаи:

а) один из корней — действителен, два других
— ком¬

плексные сопряженные,
б) Xlt Х2, Х3 — действительные и различные корни,

Покажем, что движение во всех этих случаях будет проис¬
ходить по неограниченным орбитам.
Случай а). Если через обозначить действительный

корень, а, кроме того, положить Х2 = т + ni, Х3 = т — ni,
то можно установить следующую зависимость корней от

коэффициентов многочлена:

Нетрудно показать, что в случае а) движение возможно и

происходит вне эллипсоида

Обращая полученный из (2.7) эллиптический интеграл

/ (X) = аХ3 + ЬХ2 + аХ + d, (2.8)

а = — ^0-, b = 2с3, d = 2с3 + с?. (2.9)

в) Xj — Х2<Х3< О,
г) Хх Х2 = Х3 < О,
д) Хх = Х2 = Х3 < 0.

Хх -f- 2tn — =

а

2Xitn + m2 + ri1 = 1,

Хх (ma + п3) = — -i
а

а

(2.10)

X = Хх. (2.11)

(2.12)



186 КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ФОРМ ДВИЖЕНИЯ [ГЛ. IV

для координаты X будем иметь

(2.13)

где с4
— постоянная интегрирования

р = У(%1
— mf + п2,

а2 = \f-ap,
(2.14)
(2.15)

а модуль эллиптических функций Якоби вычисляется по

формуле

Как следует из (2.13), координата X неограниченно возра¬
стает, т. е. движение происходит в неограниченной части

пространства. Ниже покажем, что это возрастание проис¬
ходит одновременно с неограниченным ростом t.

Случай б). Здесь область возможности движения за¬

дается неравенствами

Реальные движения, для которых были бы выполнены

условия (2.18), невозможны, так как ни Х2, ни Х3 не удов¬
летворяют критерию существования реальных движений

(1.27). Это утверждение непосредственно следует из теоре¬
мы Виета, согласно которой

Действительно, пусть а следовательно, и Х2 не превос¬
ходят —30. Но тогда в левой части соотношения (2.19)
все слагаемые положительны, а их сумма превосходит еди¬

ницу, что невозможно. Таким образом, для выполнения со¬

отношения (2.19) необходимо, чтобы корни Х2 и Х3 лежали

на отрезке [—1,0], т. е. реальные движения невозможны.

Остается рассмотреть движения, удовлетворяющие усло¬
вию (2.17). Здесь движение происходит вне эллипсоида

X = причем при |Л.Х| < 30 область действительного
движения ограничена земной поверхностью. Обращая

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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эллиптический интеграл (2.12), получим

А = Ях — А2 + А2 tn2 (О3Т + cj, (2.20)
где

о, = 4_V"“(Xl~*’»)* (2.21)

а модуль функций Якоби вычисляется по формуле

<2-22>

Как следует из (2.20), переменная А, может неограниченно
возрастать.
Случай в). В этом случае оба эллипсоида А = Aj и

А = А3 лежат внутри Земли, так как при |Ах| ;> 30 со¬

отношение (2.19) не может иметь места. Таким образом, дви¬

жение точки происходит вне земной поверхности и вне ги¬

перболоида. Координата А как функция т дается формулой

, А, [1 + в*****)]» - 4Аэе20*<т+с‘) /0
Л —

[1 _ eMi(*+c«)]s
’ {£.£0)

в которой
«4 =-|-1/Ла(А1 — А3). (2.24)

Случай г). Как и в предыдущем случае, можно лег¬

ко показать, что эллипсоид А = А3 лежит внутри Земли.
Реальным движениям соответствует А < Ах, и тогда из

(2.12) находим

. As [1 + е20*(т+с‘)]2 — 4А1е2а‘<т+с‘)
e204(T+c4)j3

(2.25)

В случаях в) и г), как видно из формул (2.23) и (2.25), ко¬

ордината А неограниченно возрастает вместе с т.

Случай д). Здесь Ах = А2 = А3 и эллипсоид А = Ах
также расположен внутри Земли. Для реальных движений

обращение эллиптической квадратуры (2.12) дает

А = Ai + =г-^ . (2.26)
а (т + с4)

v

Не входя в детали вычисления угловой координаты w,

сделаем несколько общих замечаний о характере ее
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изменения. Эта координата вычисляется по формуле
(см. (1.3))

“’=*+‘^1-^-Чтгг- <2-27>

Используем введенные обозначения

A = (2.28)

'. = $ГТР' (2-29)

Интеграл 1г имеет один и тот же вид для всех типов

движения:

1 . У— 2сА + сз)
/х = — arctg 1—

, (2.30)

в то время как второй интеграл оказывается различным в

каждом из рассмотренных случаев.
В случаях а) и б) этот интеграл выражается через эл¬

липтические интегралы первого и третьего рода. В самом

деле, так как величина (1 + ^У1 может быть представлена
в виде

2 ais cn2s (<J2>3т + С4)
1

- ^ , (2.31)1 + X2 4 »

2 bs cns (а2.3Т + с4)
S=0

то для интеграла /2 будем иметь следующее выражение:

2

2 а2S Cn2S (°2,зт + С<)

/* = Ji=r dT> (2.32)

2 bs СП$ (а2,3Т + C«)

в котором коэффициенты а23 и ba зависят от корней много¬

члена / (Я). Выполняя замену переменной

v = СП (а2,3 т + с„), (2.33)
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преобразуем интеграл (2.32) к виду
г

. (2.34)

Интеграл (2.34) можно представить через эллиптические

интегралы третьего рода [135]. Если при этом окажется,
что эллиптические интегралы третьего рода будут иметь

мнимые параметры, то следует воспользоваться формула¬
ми перехода к эллиптическим интегралам третьего рода
с действительными параметрами.

В случаях в), г) и д) интеграл /2 выражается через эле¬

ментарные функции. Так, например, в случае д) получаем

Аналогичные замечания оказываются справедливыми и

для уравнения времени

Здесь интеграл от функции р.2 (т) выражается через элемен¬

тарные функции и имеет один и тот же вид для всех типов

движения, а интегрирование функции X2 (т) в каждом из рас¬

смотренных случаев выполняется различным образом.
В случаях а) и б) в соотношение между t и т будут входить

эллиптические интегралы третьего рода, а в остальных слу¬
чаях это соотношение будет содержать только элементар¬
ные функции. Отметим лишь, что для всех типов движения

зависимость между t и т выражается в конечной форме.
Так, например, для наиболее простого случая д) за¬

висимость t (т) имеет вид

t = (2.36)

t = + Xlj т - sin (2 Y 2C,t + c3) -

Ч~1п(т + с4). (2.37)
a
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Некоторые дополнительные сведения об орбитах пара¬
болического класса, касающиеся, например, полярных и эк¬

ваториальных орбит, читатель может найти в работе
Е. П. Аксенова, Е. А. Гребеникова и В. Г. Демина [91].

§ 3. Движения гиперболического типа

Класс гиперболических движений составляют те траек¬
тории, для которых h > 0. Как видно из формулы (1.5),
при h > 0 дискриминант А = + с2)2 + 2Ajc| должен

быть неотрицательным, так как в противном случае ко¬

ординаты х, у, z будут иметь мнимые значения.

Анализ возможных форм движения при h > 0 весьма

громоздок. Достаточно заметить, что в зависимости от

значений постоянных интегрирования съ с2, h при фор¬
мальном анализе квадратуры (1.1), определяющей коорди¬
нату р, могут представиться 22 случая. Необходимо ис¬

следовать, при каких начальных условиях корни рг мно¬

гочлена (1.9) будут действительными или комплексными.

Существенно также и значение модуля корня. Характер
движения будет зависеть от того, будут ли по модулю корни
большими или меньшими единицы. При анализе квадра¬
туры (1.2) необходимо рассмотреть 34 математически воз¬

можных случая. Многие из этих случаев не представляют

интереса для теории движения ИСЗ по тем или иным при¬
чинам и могут быть отброшены. Как и в предыдущих
параграфах, при отборе типов движения следует принимать
во внимание критерий реальности орбит (1.27). Никаких спе¬

цифических особенностей при исследовании гиперболичес¬
кого класса движений не возникает, и оно может быть вы¬

полнено с помощью использованных выше теорем высшей

алгебры точно таким же путем, как это было сделано в

§§ 1—2. Соответствующие исследования были выполнены
в работе [125], основные результаты которой будут изло¬

жены ниже*). Мы исключаем из рассмотрения случаи эк¬

ваториальных и меридиональных орбит, так как первые мо¬

гут быть изучены при более точной постановке задачи без

*) В работе [125] были допущены некоторые ошибки. Те из них,

которые замечены, при изложении § 3 были устранены. Ряд соотноше¬
ний и формул преобразованы к более простому виду.
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привлечения обобщенной задачи двух неподвижных центров,
а вторые будут рассмотрены в следующем параграфе.

Как показывает анализ, все траектории можно разбить на

четыре типа, которые будем нумеровать римскими цифрами.

Рис. 23. Рис. 24.

Тип I. Все траектории заключены между двумя одно¬
полостными гиперболоидами вращения р = рх и р

= р2
(рис. 23).

Тип II. К этому типу отнесем траектории, движения по

которым происходят вне гипер¬
болоида р == рг (рис. 24).

Тип III. Орбиты этого типа

являются стационарными и ле¬

жат на гиперболоиде р = рх
(рис. 25). Такого рода орбиты
можно назвать гиперболои-
дальными.

Тип IV. Движение происхо¬
дит во всем пространстве вне

Земли, а также некоторые дви- Рис. 25.

жения, для которых р =jji1<^1.
Сначала исследуем квадратуру (1.1). Здесь можно вы¬

делить следующие случаи.
Случай a). р2 действительно и по модулю больше

единицы, р2 — комплексный корень. Многочлен / (р)
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преобразуется к виду

/ (р) = — 2hx (щ2 — р2) (р2— 2р Re р2 + | р2|2). (3.1)

Обращение квадратуры (1.1) приводит к уравнению

р = рх сп [о (т — т0), k], (3.2)

в котором

а = V— 2hx (р? + Re2 р2),

k = *

/n2+Reap2
'

(3.3)

Случай б). р1 = ±1, р2 — комплексный корень.
Так как рх

= ± 1, то движение будет происходить по по¬

лярной орбите.
Случай в). Pi = 0, р2 — комплексный корень. При

с?
этом, очевидно, с2<—+ hv т. е. орбиты будут ле¬

жать в экваториальной плоскости.

Случай г). р1=±1, —1 р2 «ч 1. Это имеет
место при сг = 0, т. е. орбиты будут плоскими и лежат

в плоскостях, перпендикулярных к экватору.

Случай д). Pi = ± 1, р2 = б. Этот случай может

иметь место только при условии, что сх = с2 = 0.

Обращение квадратуры (1.1) выполняется очень прос¬

то и дает

•‘-'S1T* (3-4>

где

и = У— 2/tx (т — То). (3.5)

Случай е). — 1<рх<1,—• •• Из фор¬
мулы (1.5) следует, что должны выполняться условия

|с2| <~К 2с2 + Ci2 > 0.

Но тогда полином / (р) можно представить в виде

/(Р) = -2Ах(рх2 -Р2) (р2 -ра2),
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и из (1.5) находим

р =
Mh

(36)
У I1! — (I1? — 1ф Sn* 31 (т

— То)

где

2

бх= |ii/—2ЛЬ k= - 12
2

. (3.7)

Случай ж). —1 < ixi < +1, р2 = 0. Корни рг бу-
с2

дут удовлетворять этим условиям, если с2 = — _J_ > hv

Так как здесь f (р.) = —2Ахр2 (р* —р2), то интегрирование
(1.1) дает

Р-Жм'Ьад- <3-8>

причем

«1 = Y^^hi- (3.9)

Случай з). Корень рх — действительный, а корень
р2 — чисто мнимый, причем р2 = ipx- Постоянные интегри-

с2
рования должны удовлетворять условиям сг = Аг<— J_.

Из формулы (1.1) получаем

р = рх сп о2 (т — т„), (3.10)
где

о2 = 2pi Y~~2hi> k = (ЗЛ1)

Случай и). Если А = 0, а рх = ра = 0, то имеют

место экваториальные орбиты.
Случай к). Если рх = ±1 или Рх = 0, то соответ¬

ственно будем иметь либо полярные, либо экваториальные
орбиты.
Случай л). —1 < pi < 1. Если |с2| < — Ах и 2с2 -j-

+ с\ > 0, то возможно движение по гиперболоиду р = Рх-

Для упрощения исследований квадратуры (1.2) примем
во внимание результаты анализа квадратуры (1.1). Как

отмечалось, все движения можно разделить на четыре типа.
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Они будут характеризоваться следующими условиями,
налагаемыми на значения произвольных постоянных

сг, с2 и hv
Тип I. 2с2 + с? > 0, \с2\ < — hx.
Тип II. 2с2 + с\ < 0.
Тип III. \с2\ < hlt hx (2с2 + 2с? + 1) + с\ = 0.

Тип IV.

сг = — х>h»•
В зависимости от типа движения будет различным пред¬

ставление координаты Я, которое зависит от величины

корней многочлена <р (Я) (см. формулу (1.28)).
Tun I. В этом типе движения координата р. определяет¬

ся формулой (3.6) и движение происходит между гипербо¬
лоидами р

= рх и р = рг.
Случай а). Если Я1( Я2, Я8, Я4 — комплексные, то,

положив

Кг = т± in, Я3)4 = р ± iq,

из соотношения (1.2) найдем

F[ot -f- arctg К~т-, fc] = ох(т — тх), (3.12)

где использованы обозначения

- _ тя- и 2УТЦ 4 л/ 4я*—(/—/О*
1—

2 ' ь
~

l+h
' *§а — У (/ — 4п»»

/2 = (щ — р)4 -f (л + qf, l\ = (т — pf + (n — <7)2.].
(3.13)J

Долгота w и уравнение времени принимают вид (см.
формулы (6.64) и (6.65) гл. III):

где

W — Съ -(- Сх1рш — CxIXw,

t = Ct— I\kt—

dr, I,Xw c dx

~: i + яа
■

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Интегралы (3.16) можно выразить через эллиптические

функции Якоби в конечном виде. Приведем в качестве при¬

мера значения интегралов и /^:

/1Щ>
= Т '+

И

1-V-1
ЩатоПт — т0), nlt k],

Iv,t = — П[ашб1(т— т0), п0, k],

где

п0
По

■i4

(3.17)

(3.18)

Выражение для двух других интегралов записывается

более сложно.

Случай b). Если = Х2 > 0, а Х8, Я,4 — комплекс¬

ные, то решение уравнения (1.2) представляется в виде

где

^ _
пХ1 sh gi (т — Ti) + mXi— (от2 4- n2)

—

п sh 3i (т
— ti) + Xi — m

’ (3.19)

a m и n, как и ранее, соответственно действительная и

мнимая части корней А.3 и Х4. Интегралы (3.16) выражаются
через элементарные функции.

С л у ч а й с). > 12 > О, ^3> ^"4 — комплексные. Дви¬
жение происходит вне эллипсоида % — Х1( а из (1.2) по¬

лучаем

gl СП О! (X — тх) + gi^
di сп б (т — ti) + d2

где введены обозначения

gi = qX-i -f- рХ2,

di = q
— p,

(3.20)

/7= /(m — M2 + n2,

Oi= Y—2hxpq,

g2 — ^A.i pk2,

d2= q + p,

q = Y(m— X2)2 -b«2,
tfi (P + <7)2 + (b— Xif
1

4p9

(3.21)
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Тип II. Для всех подтипов движения выражение для ко¬

ординаты р. одно и то же и определяется формулой (3.10).
Случай а). Если Х4 >0, Х2 < 0, а Х8, Х4 — ком¬

плексные, то из уравнения (1.2) можно получить

% = gicn аДт— ТО +g2
di cn <5j (т — Ti) + di

'

где использованы обозначения

ё1 — + Р^-ъ

di = р + q,

ёъ — 7^2 — Р"Х1>
d2

- q р 1

р=У(т— Л-х)2 -f- rz2, q
— У(т — Х2)2 + п2.

с, = й -

+

1

(3.22)

(3.23)

причем величины тип имеют тот же смысл, что и ранее.

Интегралы (3.16) выражаются через эллиптические

интегралы первого, второго и третьего родов. Так, напри¬

мер, для 1^ и получаем

/* = {F[ат<з(т — т0)] — D [ашб(т — То)]}» (3.24)

1
\bW

в(1
—— п[ашо(т— т0),

^
■

, k\. (3.25)
—К) 1 1—I»; J

Случай Ъ). Здесь Х4 > 0, a = 1,, = > 0. Об¬
ращение квадратуры для координаты X приводит к урав¬
нению

Xj — Xj<34 (т — Тх)2

W

=

1 — а* (т — Тх)2

Формула для долготы w приобретает вид

= c‘ + ^SII[am5(t-T*)'Tr^' ‘]

(3.26)

C\l\w>

(3,27)
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а уравнение времени запишется следующим образом:
р?

/ = се + —Р [am а (г — т0), k] —

— F[amc(T—т0), £]} — ht- (3.28)

Интегралы (3.16) также можно выразить в конечном виде.

Например, для I\t будем иметь

/х( = КГ + <ь-у (*,—*>!!, х\ + 2ХгХъ-ъх\ 1 + fll(T_Tl)
1 ai(T Ti)2 ‘ 4<3i 1 — <3i(t—Ti)’

(3.29)

Случай с). Xx>0, Хг < X3 <[ Я4 < 0. При этих

значениях корней Xt из (1.2) находим

, Хъ (^.1 — Хъ) — ^3 (^1 — Хъ) sn3 бх (Т — Тх) . „

„р..Л~
Хг — Хз— (Xi — X2)sn36x(T-Tx)

’ W-OUJ

где
,2 (Х.4 — X») {Xj — А,х)
1

(>.3 — А,х) (Xi — Хъ)

Случай d). > 0, 0 > Х2 = Х3 > Я4. Здесь коор¬
дината X выражается через элементарные функции

3 Л 2 (Лх Хъ) (Xi ^.2) /о О 1 \
л - л2

—

{ki + Хх — 2Хъ) — (Я.1 — Х4) sin ах (т
— Тх)

’ W-51!

причем

Зх = У— 2hx (Хг — Х2) (Х2 — Хх). (3.32)

Случай ё). Хх^> 0, 0 >Я.4> Х3 — Х2. Для координаты
X имеем следующую формулу:

Л 3 , 4 (Хх — Хг) (А* — Хъ) ехр [— бх (т
— Тх)]

^
[ехр (—бх (т — Тх))-{-Хх -{- Xi —2Хз]г — 4 (А.х — ^-2) (Xi — Хъ)

’

(3.33)
где

бх = У— 2hx (Я<х — Хъ) (Хх — ^2).

Случай /). Хх 0, Х2 = Х3 — Х4 0. Здесь для X

имеем

3 2
2 (Хъ — Хх) ,, ,
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Прочие формулы, характеризующие этот случай, также

достаточно просты и могут быть легко получены.
Тип III. Как уже указывалось, этот тип объединяет все

движения, происходящие на гиперболоиде. Параметри¬
ческие уравнения орбиты и уравнение времени в каждом

из возможных здесь подтипов можно получить из соответ¬

ствующих формул предыдущих случаев посредством пре¬
дельного перехода. Так, например, в случае IЬ) (Ах = А2 >
> О, А3, А4 — комплексные) будем иметь

Если же Ах = А2 1, то траектории будут пересекать по¬

верхность Земли.
Тип IV. Здесь многочлен <р (А.) имеет один нулевой ко¬

рень. Так как h <[ с2 <[ 0, то все остальные корни могут

принимать только положительные значения. Если, на¬

пример, Ах > О, А4=0, а А2)А3 — комплексные сопряженные,
то для А можно получить следующую формулу:

где т, п, р, q имеют тот же смысл, что и в предыдущих слу¬
чаях. Координата р определяется формулой (3.8).

§ 4. Полярные орбиты

Рассмотрим полярные орбиты спутника, т. е. орбиты,
целиком лежащие в меридиональных плоскостях*). Из фор¬
мулы (1.3) § 1 вытекает, что для полярных орбит сх = 0. Не

Р = Pi,

^
Хгп sh Oj (т — Ti) + Aiт. — (m2 + n2)

(3.35)

и sh Oi (т — ti) -)- Xx — m
(3.36)

w = c5 +
°lX

— cJxw,
1—1*1

t = Ce— p?T— Ixt.

(3.37)

(3.38)

<?Ai [1 + cn V~— 2Aipg (t — Ti)]

*) Приводимые здесь результаты получены Е. А. Гребениковым,
Е. П. Аксеновым и автором в работе [90].
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ограничивая общности, можно считать, что плоскостью по¬

лярной орбиты является координатная плоскость у
= 0.

В соответствии с (6.39) гл. III постоянную с& следует по¬

ложить равной я/2. Тогда в силу (6.39) и (6.61) гл. III пря¬

моугольные координаты спутника будут связаны с эллип¬

соидальными координатами соотношениями

x=cf( 1 + Х»)(1-Ji*)t

у = о,

z = — сЯр,

(4.1)

а А, и р. должны быть найдены посредством обращения ква¬

дратур

С ^

У 2Aip« + 2 (с2 — hi) р2—2с2

dX

fM fM
■2hiV + 2 (c2— hi) A2— 2^ A*— 2 -^-X,42c2

— t -)- c3, (4.2)

= т -j- Ct.

(4.3)
Последние формулы дают

(-^-)2 = 2M^-1)(^-S2). (4.4)

(^)2 = -2ЫЬ2-1)ф(М. <4*5>

где

Ф(Ь) = ^+тёгЬ--|-’ (4-6)

g-- (4-7)

Как и в предыдущих параграфах, исследуем возможные

формы движения ИСЗ, исходя из требования неотрицатель¬
ности правых частей уравнений (4.4) и (4.5).

Из уравнения (4.5) следует, что необходимо различать
три случая, определяемых начальными условиями.

1. Корни полинома <р (Я) действительные и различные.
2. Корни полинома <р (Я) равные.
3. Корни ф (Я) комплексные сопряженные.
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Обозначая эти корни через аир, будем иметь

* = — + V('жу)+
X’(4,8)

» = + <4'9)

Случай 1. Из формулы (4.5) видно, что при h1> 0

движение возможно в области р X а, а при h1<^ 0

имеется две области движения: X > а и X р. Если Нх > 0,
то движение происходит в ограниченной части простран¬
ства между эллипсоидами X = а и X — р. Если же /гх 0,
то движение происходит в неограниченной области.

Случай 2. Корни будут равными (а = Р) только

при выполнении условия

<4Л0)

и тогда

а = Э = -в = -^. (4.11)

Так как для спутниковых орбит |Р| > 1, поэтому и 6 > 1.

Следовательно, при Лх <[ 0 правая часть (4.4) неотрицатель¬
на только при |р| > 1. Но в реальном движении 1.

Поэтому при Лх <С 0 движение невозможно. Если Лх > 0,
то правая часть уравнения (4.4) неотрицательна при изме¬

нении р. в пределах от —1 до +1. Из уравнения (4.5) сле¬

дует, что в случае кратных корней в процессе движения X
остается постоянным, а именно X = — fM/Zh^c?.
Случай 3. Если корни полинома ф (А,) комплексные,

то правая часть уравнения (4.5) остается неотрицательной
при любых X, если Лх < 0, и, напротив, при Лх > 0 она

принимает только отрицательные значения. Итак, при

hi =j= 0 все орбиты располагаются в неограниченной обла¬
сти пространства.

При Ах = 0 имеем

(4г)* = -<1 + ^)(2#,‘-2->)- <4-12>

Правая часть этого уравнения будет неотрицательной, если

СчС^

Хх < щ,
т. е. при Лх = 0 также нет ограниченных траекто¬
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рий. Итак, движения будут происходить в ограниченной
области только при hl > 0.

Докажем теперь одну теорему, имеющую принципиаль¬
ное значение для теории возмущенного движения искус¬
ственного спутника несферической планеты.

Теорема. Под действием возмущений от фигуры
планеты при соответствующем выборе начальных условий
кеплеровское эллиптическое движение преобразуется в

движение, происходящее в неограниченной части прост¬

ранства. Невозмущенные параболические и гиперболичес¬
кие движения ни при каком выборе начальных условий не

могут превратиться в ограниченные движения под дей¬
ствием этих возмущений.
Доказательство. Выразим постоянную ин¬

теграла живых сил через начальные условия. Тогда будем
иметь

■ ftjc2 = h J_/Al
с2 \ 2

Uо , (4.13)

где v0 и U0—соответственно значения скорости спутника
и силовой функции в начальный момент времени. Если

Л < 0, то, как мы видели, движение происходит в ограни¬
ченной части пространства. При h > 0 все орбиты уходят
в бесконечность.

Преобразуем соотношение (4.13) к виду

Очевидно, член

1 \{А- Ш.\
с2 А 2 Го 1

я =
О

уо
9

fM
Г0

(4.14)

(4.15)

характеризует механическую энергию невозмущенного ке-

плеровского движения. Примем за начальный момент вре¬
мени момент прохождения спутника через один из полю¬

сов. Тогда х0 = 0, 20 = г0, и формула (4.14) запишется в

виде

h = Vс2 н
fMc2

Го(Гц + с2)
(4.16)
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Если Я <С 0, то невозмущенное движение будет эллипти¬

ческим. Если выбрать г0 достаточно малым, то постоянную
h можно сделать величиной положительной, и тогда воз¬

мущенное движение будет происходить в неограниченной
части пространства, несмотря на то, что в начальный момент

движение было эллиптическим.

Если Я > 0, то h < 0. Следовательно, и возмущенное и

невозмущенное движения будут неограниченными. Теорема
доказана.

Будем рассматривать только такие полярные орбиты,
которые лежат в ограниченной части пространства, остав¬

ляя без исследования прочие случаи. Следует выделить два

случая ограниченных движений. В одном из них координа¬
та А. в процессе движения остается заключенной между дву¬
мя границами, а во втором случае А, постоянна.

Исследуем квадратуру, определяющую р. Здесь можно

выделить четыре случая: а) б > 1, б) 0 <- б < 1, в) б = 1
и г) б = 0. В случае а) координата р изменяется от —1 до
+ 1. В случае б) р изменяется в пределах от —б до 6. В слу¬
чае в) р изменяется от —1 до +1. Здесь также может быть

движение при постоянном значении р. В случае г) р остает¬

ся неизменным.

Объединяя эти четыре случая с теми, которые были по¬

лучены при анализе квадратуры для X, придем к следую¬
щим пяти типам движения.

Тип 1а). Этот случай имеет место, если корни полинома

Ф (А,) действительны и различны, а б > 1. Здесь движение

происходит в эллиптическом кольце. В общем случае
оно будет почти периодическим и всюду плотно заполняет

область возможности движения.

Тип 2а). Движение принадлежит к этому типу, когда

корни полинома ф (X) равны и б > 1. К этому типу при¬
надлежат эллиптические орбиты

К = --2^’ (4-17)

Тип 16). В этом случае a =j= р, а б < 1. Следовательно,
область возможности движения ограничена двумя эллипса¬

ми А = а и А = р и двумя ветвями гиперболы р = б. Ко¬

ординаты ИСЗ удовлетворяют неравенствам —б << р б,



§ 1] ПОЛЯРНЫЕ ОРБИТЫ 203

Р^А,^а. Так как 6<1, то

fM
ос м+Y

а поэтому один из эллипсов, ограничивающих область воз¬

можности движения, расположен внутри Земли. Следова¬

тельно, в процессе движения ИСЗ неминуемо произойдет
его соударение с Землей.

Тип 1в). Здесь —1^ Ив этом случае
также будет иметь место соударение с Землей, так как

а = < 1. (4.18)

Заметим, что возможны также прямолинейные движения

вдоль оси вращения Земли. В самом деле, р
= ± 1 пред¬

ставляет собой решение уравнения (4.4). Из формул (4.1)
находим, что

X = 0, 2 = ± ск.

Тип 1г). Для этого типа движения р = 0, Р а.

Из соотношений (4.1) видим, что х = сут+ А2, 2 = 0,
т. е. движение происходит вдоль прямой, лежащей в плос¬

кости экватора. Так как а = 0, то с ^ х с Vi + Р2-
Последние три типа движения практического интереса

для теории движения ИСЗ не представляют, ибо такие

движения приводят к соударению с Землей.
Остановимся несколько подробнее на эллиптических

орбитах. Для существования этих орбит необходимо вы¬

полнение условия (4.11). Отсюда следует, что постоянные ин¬

тегрирования должны быть связаны следующей зависи¬

мостью:

„ = М-»= -У*. (4.19)

Как мы видели, координата А, постоянна и ее значение дает¬

ся формулой
Ь = И.20)

Найдем выражение для второй координаты р. Для этого

преобразуем эллиптический интеграл (4.2) к нормальной
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форме
н-

^ 4(i
= тх, (4.21)

где

k = 1/6, т = 6 /2ЛГ. (4.22)

Обращая эллиптический интеграл, находим

р = sn (тх, k). (4.23)

Подставляя найденные значения Я и р в формулы (4.1),
получаем

х = a cn тх, z = b sn тх, (4.24)
где

“ = <4-25>

Величины а и Ь представляют собой большую и малую по¬

луоси эллиптической орбиты, а ее эксцентриситет равен е.

Модуль эллиптических функций Якоби и эксцентриситет
связаны зависимостью

fc=yh?- <4-26>

Так как величина с весьма мала по сравнению с боль¬
шой полуосью, то и эксцентриситет и модуль k суть вели¬

чины малые. Следует заметить, что исследуемые эллипти¬

ческие орбиты при с = 0 обращаются в круговые.
Ьайдем связь между регуляризирующей переменной т

и временем t. Из (6.47) и (6.61) гл. III имеем

Т

t — = Я2т -j- ^ р? dx, (4.27)
о

где t0 — начальный момент.

Подставляя в (4.27) значение р из (4.23), получим

t — t0 = lH + — \ slls (4.28)
т 1 /(1— s2) (1 — A:2s2)

(здесь для удобства мы положили s = sn тх). Это
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соо!ношение можно представить в виде

t — - {F (am тх) — Е (am тх)}, (4.29)

где F и Е — эллиптические интегралы первого и второго
рода.

Из (4.21) следует, что движение по эллиптической ор¬
бите периодично по т с периодом 4К (k)/m. По формуле
(4.29) находим период по t\

А\ 2 4

Т = ijL К (k) + -JL- [К (k) - Е (*)]. (4.30)

Пользуясь малостью модуля k и эксцентриситета орбиты,
разложим выражение (4.30) для периода в ряд по степеням е:

T = 3r[l+b' + ie‘ + ---}’ <4-3')

где

n=VJS~- (4-32)

Отсюда можно видеть, что период обращения спутника за¬

висит не только от массы Земли, но и от ее сжатия.

Перейдем к изучению второго спутникового случая по¬

лярных орбит, для которого р ^ Я ^ а, —1 р ^ 1.

Движение происходит внутри эллиптического кольца.

Нетрудно найти, что большая полуось и эксцентриситет
внешней эллиптической границы выражаются следующим
образом через корень а:

ai = c|Al + a2, (4.33)

Соответствующие величины для внутреннего эллипса суть

= T+W, e*=yj==. (4.34)

Для координаты р сохраняется прежнее значение. Коор¬
динату А находим из (4.5), обращая соответствующий эл¬

липтический интеграл [136]:
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где обозначено

А = руГ+л5 + aj/T+F, С = УГ+Т2 + УТ+Т2,
В = ру 1 + a2— a/l + р2, D = У1 + а2 — УИГР5,

1 + аР

а>

ь)
= уА4ft? (1 + а2)!' -+- р2).

У(1 + а»,( I + р

(4.36)

Подставляя в (4.1) найденные значения координат р
и А,, получаем

X =
2"dn[<o(T-To), fe]_ сп ^

1 — ? сп [ш (т —• То), k]

_

У1 — г* + У1 — ^— (У1 — е2 — У1 — 4) сп[<в(т—То),й]

1 — у сп [со (т
— т0), k]

X

X N sn (тх, ft),
где

N = —
CLiQ.2

Щ +aа
’ Г =

Oj — Д1

02 ~Н а1
’

т

со

_\fai У1 — в®+ «* У1 — е1 /М
— J/ g с« ’

V; У1 — е*+а,У1_е|
fM
& (4.38)

(ClyTTlf+,2yi_e2)2
ft2 = j[i + ад - У (i—ej)(i.-

Из выражений для ft и ft видим, что и в этом случае модули
эллиптических функций Якоби будут малыми величинами.

Следовательно, можно воспользоваться разложениями эл¬

липтических функций в ряды по косинусам и синусам крат¬
ных т — т0, где т0

—

некоторая постоянная. Эти разложе¬
ния будут получены для общего случая в следующей главе.



ГЛАВА V

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ОРБИТ
ИСКУССТВЕННЫХ СПУТНИКОВ

§ 1. Обращение квадратур
в основном спутниковом случае

Формулы (6.62) — (6.65), выведенные в гл. III, дают

общее решение обобщенной задачи двух неподвижных цент¬

ров. Положим для удобства
£ = с sh v, г] = cos и, (1.1)

где сфероидальные координаты |, г] связаны с прямоуголь¬
ными координатами х, у, г соотношениями

х = У (с2 4-12)(1 — л2) cos w,

У = У (с2 + &а)(* — Л2) sin w,

г = £т),

(1.2)

которые легко находятся с помощью формул преобразова¬
ния (6.39) гл. III. Тогда вместо (6.62) — (6.65) для общего
решения будем иметь следующие квадратуры:

dt)

ri4— {ik+l) 4*+ [ik+v)

I /■
dl

Y— 2he2 (t + c3),

(1.3)

-5*-(x+ <2) *•-~ca (t + w)
= Y=2h{x + Ci), (1.4)

(* iff + cV) dx
,

t = J(6* + CtT|*)dT. (1.6)
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В дальнейшем мы займемся приведением этих квадра¬
тур к виду, удобному для практического применения.
Можно ограничиться основным спутниковым случаем, ко¬

торый был выявлен в гл. III и характеризуется тем, что
многочлен в квадратуре (1.4) имеет два действительных и

два комплексных сопряженных корня. Фигурирующие в

решении элементы h, ct, с2 не имеют простого геометричес¬
кого смысла и не являются удобными. Целесообразно вве¬

сти вместо них новые постоянные, подобно тому кдк это

было выше сделано нами при решении задачи Баррара
(см. §§ 4 и 7 гл. III). Мы воспользуемся элементами, пред¬
ложенными И. Иззаком [130]. В основном будем следовать

работе [134] *).
Два элемента a vie выберем так, чтобы величины а (1 — е)

и а (1 + е) представляли бы действительные корни поли¬

нома

Ф, (I) = 6* + -^ 6* +(£ + о*) 6* + ^т16 + £ (с< + 4)-
(1.7)

Заметим, что во все время движения величина £ будет за¬

ключаться между указанными корнями £4 = а (1 — е) и

£2 = а (1 + е). Два других корня многочлена (1.7) в ис¬

следуемом случае будут комплексно-сопряженными. Пред¬
ставим их в виде

£3 = а + 1'Р, £4 = а — ip. (1.8)

Элементы а и е аналогичны большой полуоси и эксцентри¬

ситету эллиптической орбиты соответственно, а при с = О

они совпадают с ними. В этом и состоит их главное достоин

ство.

Очевидно, что элементы а и е со старыми постоянными

связаны соотношениями

а'(\ - «)• I- -е)> + (f + с')а*(I -ef +

+-«)+<?(£+4) = 0’ (1'9)

*) Впервые квазикеплеровские элементы орбиты были введены Ти¬
ле в плоской задаче двух неподвижных центров.
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И

а4(1 +е/ Ч--^-а3( 1 + е)3 + ^- + с2)аг( 1 + е)2 +
2

+ 'jTc'ia(l +е) + с2(т + ж) = 0- (1Л0)

Третий элемент введем, рассматривая второй много¬

член, входящий в общее решение задачи:

®.<ч>-ч*—^(£ + ф- + ^(£ + -|-). с-ч)

Пусть корни этого полинома будут ±s, ±у. Тогда много¬

член Фх (ri) можно представить в виде

Фх (Л) = (Л2 — s2) (л2 — у2). (1.12)

Корни у и s связаны друг с другом зависимостью

Г =1^1 -s2+/gr- (1-13)

Примем корень s в качестве нового элемента. Под ± s

здесь подразумеваются те корни уравнения, между ко¬

торыми колеблется в процессе движения координата тр
Если с положить равным нулю, то корень s совпадает с си¬

нусом наклонности орбиты задачи двух тел.

Одну из прежних постоянных, а именно сх, легко иск¬

лючить из рассмотрения, выразив ее через Л, с2, s:

cl = -№[*•+£—^S-5*]. (1.14)

Так как аппроксимирующий потенциал совпадает с ре¬
альным потенциалом с точностью до величин порядка квад¬

рата сжатия, то целесообразно все встречающиеся в реше¬
нии величины вычислять с точностью до квадрата сжатия.

С этой целью мы будем пользоваться разложениями в ряды
по степеням малого безразмерного параметра е, определяе¬
мого формулой

с

где р
—

а (1 — е2) представляет собой аналог фокального
параметра.
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Эта величина не превышает 1/80> как это следует из кри¬
терия реальных движений (1.26) гл. IV. Поэтому молено при

разложении необходимых нам величин в ряды по степе¬

ням е ограничиваться членами с е4.

Подставляя теперь в (1.10) значение сх из (1.14) и раз¬

решая получающуюся при этом систему относительно

c2/h и fM/h с точностью до е4 включительно, будем иметь

% = + е2(3 + е2)(1 — s2) + e4[4(1— е2) — 16s2 +

= — 2а{1 + е2(1 — е2)(1 — s2) + е4 [(1 — e2)2 —

—(5—е2)(1 — e2)s2+4(1 — e2)s4]} + ... 1.16)

Найденные значения для h и с2 подставим в соотноше¬

ние (1.14)

ci = ± УfMp (1 — s2) {l + е2 [(1 + е2)- 4- (3 + е2) s2] +

В этой формуле следует взять знак плюс для орбит прямого
движения и знак минус для орбит обратного движения.

Иначе говоря, сх положительно при наклонности орбиты,
меньшей 90°, а для наклонностей, превосходящих 90°, сх
принимает отрицательные значения.

В последующем будут также необходимы выражения че¬

рез элементы Иззака для корней |3, |4 и у. Для этого под¬

ставим выражения для clt с2 и h в полином (1.8) и, прирав¬
няв его нулю, найдем следующие выражения для а и 0:

а = р{е2 (1 — s2) + е4 [1 — е2 — (5 — е2) s2 + 4s2]}, (1.18)

В основном спутниковом случае корни |3 и |4 должны быть

комплексными, т. е., как видно из (1.19), должно выпол¬

няться условие

+ 4(3 + e2)s4]} + . ..
, (1.15)

Р2 = ре2 [s2 — е2 (1 —6s2 + 5s4)]. (1.19)

s2 — е2 (1—6s2 + 5s4) > 0 (1.20)
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ИЛИ

|s| > е (1— Зе2). (1.21)

Но e^Vso, поэтому для существования комплексных кор¬
ней достаточно, чтобы |s| > 0,033. Так как s характери¬
зует наклонность орбиты, то последнее неравенство озна¬

чает, что надлежит исключить из рассмотрения орбиты, близ¬
кие к экваториальным. Этот случай требует особого иссле¬

дования.

Принимая во внимание соотношение (1.15), разложим
(1.13), в ряд по степеням е

у =
. {1 + 2еа (1 — s2) — 2е4 [е2 + 2s2 —

8У 1 — е2

— (2 + еа) s4]} + ... (1.22)

Теперь интеграл (1.3) представим в форме

Г «И
\ .■■■■ ■

, ,„
= о(т+с.), (1.23)

где введены обозначения

o=cyf^2h, (1.24)

k =
у. (1.25)

Обращая эллиптическую квадратуру (1.23), находим

г\
= s sn [а (т -f с3), k]. (1-26)

С помощью формул (1.15), (1.16) и (1.22) величины k и о

можно представить в виде рядов по степеням е.

Как и ранее, ограничимся их первыми членами

Л* = е2 (1 — е2) s2 [1 —4е2 (1 — s2)] + ..., (1.27)

б = УWp {l +т е2 (3 + б2) (1 — s2) — е4 [-J- (9 + 6б2 + б4)+

..у .1(1 + 14ба + в4)s2 gr(11 + 34ба + За4) s4]} + ...

(1.28)

Как видно из (1.27), модуль k имеет тот же порядок, что и е.
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Не представляет труда обращение второй квадратуры
(1.4), которая записывается следующим образом:

(' <% лГ
—

.

) V(b-i) +
= У -- 2А (т + сц.

С помощью таблиц [141] находим

Е р {1 + к сп [аг (т + с4), Лх]>
1 + е сп [Oj (т + с4), Лх]

(1.29)

(1.30)

где

-

а [а (1 — е) + Э (1 + е)] м о 1 ч
р- m

’ (1-dl)

х = -(l~e)-^(- (1.32)
а(1-«)+Р(1+«)

(1-33)
а + (S

а = а2 + р2 — 2аа (1 + е) + а2 (1 + е)2, (1.34)

Р = а2 + р2 — 2аа (1 — е) + а2 (1 — е)2. (1.35)

Постоянная 0х и модуль эллиптической функции Якоби
&х определяются соотношениями

причем

61 = ]/"— 2А«р , (1.36)

аЧ^-(а-т

4ct0
к '

Коэффициенты и вспомогательные постоянные, введен¬

ные в формулах (1.30) — (1-37), также можно представить
в виде рядов

е = е {1 + е2 (1 — е2) (1 — 2s2) + е4 (1 — е2) [(3 — 16s2 +-

+ 14s4) — 2е2 (1 — s2)2]} + ..., (1.38)
у.
— ее2 {(1 —2s2) +

+ е2 [(3 — 16s2 + 14s4) —е2 (1 —2s4)] }+..., (1.39)

Р = а(1—её), (1.40)
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И

k\ = е2е2 [s2— е2 (1 — 10s2 -j- 11s4 + eV)] + (1.41)

вх = YJMp (l - e2 - 2s2) -
—

-y- [(9 + 2e2 + e4) — (72 + 40e2) s2 +

+ (64 + 48e2)s4]} + (1.42)

Как видно из формулы (1.41), модуль эллиптической функ¬
ции в (1.30) весьма мал, ибо он пропорционален е.

Из формул (3.22) гл. I и (1.1) этого параграфа следует,
что при | = const спутник должен находиться на эллип¬

соиде

§^| + f=l. (1-43)

Но согласно формуле (1.30)

а (1 — е) < К а (1 + е).

Итак, движение спутника происходит внутри эллипсои¬

дального слоя. Большая и малая полуоси внешнего гра¬

ничного эллипсоида соответственно равны Уа2 {\ + ef + с2
и а (1 + е), для внутреннего эллипсоида соответствую¬

щие величины равны Уа2 (1 —е)2 + с2 и а (1 —е). Экс¬
центриситеты внутреннего и внешнего граничных эллип¬

соидов имеют значения е (1 + е)2 [1 +е2 (1 + e)2J~|,
е (1 —е)2 [1 + е2 (1 — е)2]~2- Отсюда видно, что при уве¬
личении больших полуосей эллипсоидов их эксцентри¬
ситеты убывают. Наибольшее различие между большой
и малой полуосями граничных эллипсоидов составля¬

ет 4 км.

Другой граничной поверхностью области возможности

движения является однополостный гиперболоид вращения
т) = s, который вырезает из эллипсоидального слоя торо¬
идальное тело, внутри которого происходит движение. По¬

луоси гиперболоида и его эксцентриситет соответственно

равны

сУТ^Т2, CS,
у===.
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§ 2. Разложение координат спутника в ряды

Формулы (1.26) и (1.30) дают представление эллипсои¬

дальных координат через эллиптические функции Якоби.
На практике в ряде случаев, в частности при построении
точной аналитической теории возмущенного движения спут¬
ников [137—139], удобнее пользоваться разложениями
координат в ряды по степеням малых модулей эллиптичес¬

ких интегралов (1.3) и (1.4). Такие разложения можно по¬

лучить различными способами. Первые члены разложений
весьма просто вычисляются с помощью преобразования
Ландена [140, 141], приводящего к быстрому уменьшению
модулей эллиптических интегралов (см. § 3). Хорошие ре¬
зультаты могут дать разложения координат в ряды по тэ¬

та-функциям. Можно также воспользоваться тригономет¬
рическими рядами для эллиптических функций. Послед¬
ний способ был применен И. Иззаком [130] и Е. П. Аксе¬
новым [134]. Следуя этим авторам, введем вспомогатель¬

ные переменные <р и v по формулам

Ф = am а (т + с3), (2.1)

v = am ох (т -f- С4). (2.2)

Разлагая эти функции в ряды по степеням модулей k
и klt

<з(т + с3) = (l + x + Ж*4)Ф“"f (l + T^2)?in 2<Р +

+ Jg£4 sin 4ф+ • • •
, (2.3)

<3i (т + ci) = (l + -j- + -jg- &i) 0 —

— ir(l + T^) sin20+ 256*1 sin 4y + ® + • • •
> (2-4)

где to — новая постоянная, связанная с с3 и с4 зависимо¬

стью

to = Oj (с3 — Ci). (2.5)

Исключая из уравнений (2.3) и (2.4) регуляризирован-
ное время т, приходим к зависимости между величинами
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v и ф:

ф —(-j- + sin 2,ф + 2§gsin4ф = со -f (1 + у)[о —
— {2k\ + k\) sin 2v + 2§g k* sin 4t>] + • • •

- (2.6)

причем v определяется по формуле
64 +16k2 + 9k*

v ~ —
64+16^+9^

• ^

С помощью (1.27) и (1.41) отсюда получаем

v = (12 — 15s2) + -JJ- [(288 — 1296s2 + 1035s4) —

— e2(144 + 288s2 — 510s4)] + ... (2.8)

Разрешая теперь уравнение (2.6) относительно перемен¬
ной ф, будем иметь

Ф
= и -f- £ e2e2s2 + е4е2 (1 — 13s2 + s4 -f-

+ e2s4)] sin 2v -f j-y (1 — e2)s2 —jg- sa [(8 — 9sa) —

— e2 (8 — 10s2) — ^s2]} sin 2u +^e^s4 sin 4v 4-

-f 2^g e4 (1 — e2)2 s4 sin 4u + e2 (1 — e2) s4 sin 2 (u — v)—

— -|^-e2(l — e2) s4 sin 2 (ы + n) + ..., (2.9)

где введено обозначение

ы = (1 + v) tH-co. (2.10)

Перейдем к разложению в тригонометрический ряд гео¬

центрического радиуса-вектора спутника, для которого из

формул (1.2) имеем

r = |/(c2 + i2)(l—ri2) + IV- (2.11)

Разложение правой части этой формулы в ряд по степеням

с/1 (с точностью до четвертой степени этой величины) за¬

писывается в виде

г = ф + т(т)1(1_т,‘)_т(т)4(1-т,2)*]- (2Л2)

Принимая во внимание формулы (2.1) и (2.2), соотношения
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(1.26) и (1.30) представим в форме
г) = s sincp, (2.13)

1 = (2.14)
1 + е cos v

Подставляя эти выражения в (2.12) и сохраняя только чле¬

ны определенного порядка по е, будем иметь

Г =
1 + Гсо^ {Р®.« + Po.i С03 0 + V

C0S 2и + Ро.г С03 Зг>+

. + Р2 0
cos 2<р + Р2 _х

cos (2ср — V) + ргл cos (2ф + о) +

(2.15)+ р2Л cos (2:р + 2о) + Р2 _2
cos (2ф— 2и)},

где

0,0

Б-Е

1 + -^[(4-2s2) f e2(2--s2)]-

(l -s2 + -§- s4) - e2 (5- 17s2 + -f-s4) +
+64 (t — Ts* + Ж s4)]’

Рол=■6 {(2 --fs2)e2+т [(24-134s2+?4-
_e3(6+fs2_f s4)]},

/>0,2
= 4lT (2 - s2) - x[(3 - 3s2 + T ■s4) +

+ 4x~ -Fs2 + w4}’
^3

= -^-^(2-|s2 + ^-s4),
^.o = |(2 + e2)32-|-4-Ts4)-

_e2(,2_«s,)+e.(|s2_^s4);,
Pi. -i

=
^2,г = ^ {"4 Те- [2 (1 + s2) -f-

+4x + x4]}’
P2.2

=

^2. -2
= ^ ~

Тб" [(3 I s2) +
+ ea(i-Ts2|

]. (2.16)
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Аналогичным образом находится разложение для z:

2 =
ps

[sin <p + q sin(<p — v) + q sm(<p + i>)],
\ e cos v 1,1 1

(2.17)
в котором

9,.1
= Чи -X

=

T- 2s2) + e* [(3 - 16s2 + 14s4) -

— e2(l — 2s4)]}. (2.18)

Представление долготы w через переменные <p и v можно

найти из формулы (1.5). Разлагая подынтегральную функ¬
цию в (1.5) в ряд по степеням с/£, получаем

_1 — щ2

Первый из интегралов (2.19) с помощью (2.1) преобразуем
к виду

\
rf<p

. — (2.20)
J о(1 — s2 sin2 ф) УЧ — sin2 ф

Если выполнить разложение в степенной ряд подынтег¬

ральной функции в (2.20), то найдем

Sdx
_

1 Г(• dx fe2 Г sin2 ф^ф
1 — щ2 о 1 — s2 sin2 ф

"1” 2 J 1 — s2 sin2 ф
”1"

+ МгЁ=?Ш <221>

Выполняя интегрирование, будем иметь

^г^==7тЫт2{(1 + ^+^) arctg (УГ^^tg tj>)—

-

W + tfFV + s2)] Ф + / 1-s2sin 2ф|.
(2.22)

Второй интеграл (2.19) вычисляется с помощью подста¬

новки

, dv
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Подставив найденные значения интегралов в (2.19), окон¬

чательно будем иметь

w = ± [arctg (У 1 — s2 tg ф) + СоФ + сг sin 2ф + c0v +

+ Ci sin v + с2 sin 2v + c8 sin 3c + c5,

где коэффициенты cit сг определяются формулами

Со

(2.24)

= — ■?(!—йг)/1— s2 X

X 11 _ £ [(30 - 35s2) + (2 + 3s2) е2]},

Со - -(2+ «*) {1 +5^[(24 - 56,») -

— е*(4 + 64s’)—ef (2 + 3s1)]} У 1 — s’, [ (2.25)

c1==-2e2{l + |-[(4-28s2)-
— (6 + 7s2) ea]J e Y1—s2,

УЬ—s* (2 — s2),

c2 = - *£ YT=7* {l-[11 + # (l + s2)]}.
В формуле (2.24) при i < 90° следует брать знак «+», а

при i 90° — знак «—». Иначе говоря, знак «+» соответ¬

ствует орбитам с наклонностью, меньшей 90°, а знак «—» —

орбитам с наклонностью, превышающей 90°.
Можно получить и другие представления координат.

Так, например, более удобны разложения, в которых вме¬

сто переменной ф введена переменная и, определяемая со¬

отношением (2.10). Эти разложения имеют вид

. Р
■{Оо.о + «о.! cos v + Оо.а cos 2с + Оо.з cos 3v +

1 + е cos v

-j- Oj.o cos 2и Ojtl cos (2и + v) + a2t cos (2и — v) +

+ Ог, _»cos (2o — 2c) + a2,2 cos (2w + 2c)}, (2.26)
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г = —^ {^1,о sin и 4- ft8,o sin 3и 4
1 + е cos v

4 blt -I sin (и — у) 4 bul sin (и 4 о) +

4 blt -г sin (и — 2v) 4 Ь1Л sin (и 4 2о) 4 • • •}>

w = 4 [w 4 4 co,i sin v 4 c0f2 sin 2v 4

4 с0,з sin 3v 4 c2l0 sin 2u] 4 &,

причем коэффициенты разложений (2.26) — (2.28)
ляются по формулам

а0,о = 1 4 -£ [(4 — 2s2) 4 е2 (2 - s2)] -

- [(1 - s2 4 4 s4) - е2 (5 - i7s2 4 7s4) 4

+4т-4*+4‘)}
Оо,1 = е{е2 (2—A s2) 4 |[(24— 134s2 4

4 114s4)-e2(64^-s2-^s4)]},
Оо.. = е2 {* (2 - s2)-1-[(3 - 3s2 4 4 s4) 4

+ е2(т-Ts2 + ws4)]}’
"0.3 = -¥(2-Xs2 4-^- 4
Оъо = s2 {-J- (2 4 е2)— -J [(1 -± S2) _

-^(l-^s2)4^(4-4s2)]},
4, _!

= es2e2 {-1- -g- [2 (1 4 s2) 4

4 е2 (4-4 3s2)]},
а*. 1

= es2e2 {•! - [2 (1 4 s«) 4

4e2(i-44s2)]},

(2.27)

(2.28)
вычис-

(2.29)
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«г, -2
= eW |JL — -5J- [(3 — 2s2) +

«2.2 = «Ve2 g- [(3 - s2) + i- a2]};
61.0 = 1 + -J(l - e2) s2- [(64 - 71s2) -256 1

e2 (64 — 78s2) — 6e4s2],

Ко = sV {-^ (1 - e2) - -g- [(8 - 9s2)-

— e2(8— 10s2) — e4s2]j,
61.-1 = x (i — 2s2)+fr K48 — 255s2 + 222s4) —

— e2 (16 — 32s4)],

Ь1Л = ^ (1 — 2s2) + J [(48 — 255s2 + 222s4) —

^1,2
. sVs2 .

А.ч = —ie- +

—e* (16 + 2s2 — 36s4)],

0 = f- 4 + 4 !<54 - 39s’> + 72A*l} X

X У1 — s2 e25

«од =
- {2 + -J-1(4 — 28s2)- (6 + 7s2) o’2]} x

X e У1 — s2 e2,

c0.2 =
- {т - -Й [(22 + s2) + (2 + s2) e2]} X

X егУ \ — s2 e2,

c0,3 = -J- (2 — s2) e3 У1 — s2,

«2.0= 0— e2)2s2Kl — s2,

tg ® = У1 — s2 tg ф,

где вместо <p необходимо поставить его значение из (2.9).

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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§ 3. Второй способ приближенного
представления координат

Рассмотрим эллиптический интеграл

[-у- = =и, (3.1)
J Vi — x2sin2U>

v '

о

обращение которого дает

ф
—

аш (и, х). (3.2)

В нашей задаче, как было показано, модули эллиптичес¬

ких интегралов суть величины порядка е st; 0,03. Для
практических нужд в рабочих формулах достаточно со¬

хранять члены, имеющие порядок не выше е4. Имея это

в виду, преобразуем интеграл (3.1) и его обращение,
полагая

sin (2ф —ф^ = xt sinifi, (3.3)
где

Xl =
(1+х-)2

’ (3-4)

причем
х'2 = 1 _ х2. (3.5)

Вместо (3.1) получаем

„ = 1+а.С— —, (з.б)
" 1^1 — х2 sin2 \J)i

В задаче о движении ИСЗ хх будет иметь порядок е2.

Произведем еще раз преобразование Ландена

sin (2фх — ф2) = х2 sin t|?2, (3.7)

где
X2

*■= (3-8)
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а = 1 —щ. Тогда

>/==(l±Hi) (L+^)Л (3.9)
О X2Sin2t2

Но х2 имеет порядок е4, поэтому величиной х2 можно пре¬

небречь. Тогда (3.9) дает

^ =

(T+W+^)- (ЗЛ0)

Из соотношений (3.1), (3.3) и (3.7) можно получить

следующее разложение ip в ряд по степеням хг и х2:

'l5 =-|-^2 + ^-sin^- + -^-sinip2, (3.11)

в котором удержаны члены до четвертой степени включи¬

тельно относительно е.

Полагая

* = £ (3.12)

и рассматривая функции sin ip и cosip:

sin ip = sin am и =

cos ip = cos am

и = sn u, 1

i и = сп и, J
(3.13)

подставим в последние формулы вместо ip разложение (3.11).
Ограничиваясь членами порядка не выше е4, найдем

sn и = (l + % — -Й-) Sin ф + (-2J- + — J-) Sin Зф +

+ sin 5тр + ..., (3.14)

cn“= (l-T--T§-)cos^+(^- + ^--^-)cos3t +
+ (-§-+||-)со5 5ф. (3.15)

Перейдем теперь к обращению квадратуры (1.23). Вводя



4] УРАВНЕНИЕ ВРЕМЕНИ 223

обозначение

<з-1в>

и принимая во внимание формулу (3.14), получим

17, . ft(1) . . (№ . k(2) k(1),\ . „

ч = S iv1 + i—те-)sm “х + 1т + т —зг)sin Зы* +

+ (rr + ^r)sin5ui} + -*- (зл?)

где и few определяются формулами (3.4) и (3.8), если

в последние подставить fe.
Аналогичным образом из (1.30) и (2.15) получим пер¬

вые члены ряда, представляющего

е ру. . е — х 1 (, в« cos Зиг с№ cos 5м3 .

ь —
~

т =— •

; ",1 .
,

~ г
е е 1 + е cos иг( 1 + е cos о3

. еЧх (1 + cos 6«а) ) ,q jgx
32 (1 -f- ecos и2)'2 j ’

где

7-e(i±b LtA ие-е\1 4 1 16 “«-MjbiWwi + i'(l**W)(l + fe<2>)
’

ь(1) ь(1>* Ь<2) Ь(1)* ь(2)
.

ГС, (V,

1) — — 1 1 — , д(2) = — 1 —

.

4 ' 32 8 32
^ 8

(3.19)

§ 4. Уравнение времени

Связь между регуляризированным временем т и вре¬
менем t дается формулой (1.6), которую можно записать в

виде

t — Г0= с2[^(т-)а^т+ §Ла<*т] . (4.1)

Подобно предыдущему второй из интегралов в (4.1) вы¬

числяется посредством разложения в ряды и введения но¬

вой независимой переменной <р. Этот интеграл с точностью



224 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ОРБИТ [ГЛ. V

до величин порядка е4 равен

^c2r\2dx = D0ф + D2sin2ф + D4эт4ф + . .
., (4.2)

где

Д,= eV Ya,(1-gy ||__^l[(12_.15s2) + (4__s2)g2]| ,j
Dt = -B's'Y—1^{t-T-[(3-4s2) + c2]}> I

(4.3)

Приближенное вычисление первого интеграла дает

J g« dt = -g- {-_2-2)% |Ло + (1 — i2) ЛП arctg |/"1=4 х

X tg 4 — • —^4-^ )- B0v -j- Вх sin о -j- В2 sin 2с )»z 1 — е2 1 -}- £ cos и >

(4.4)

где

Л0= 1 + е2[— (2— ls*) + |evj— e4[(|--17s2 +
+ Т1 s*) + (I - 1 ls' + f s‘) + TA<] •

Ax = e2 (2—3s2) + e4 [(l — 11s2 + ^ s4) —

e2 ^5S2 __ 5^ J
B» = ~T«V + «*[(4 -b* +T »*) - «*(s’ -4И] •

=

j- (4—5s2) cs2,

5* = -^2s4.
(4 5)
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Подставляя найденные значения интегралов в (4.1), полу¬
чаем уравнение времени

я (t - t„) = 2 arctg tg -

— e*Yl — e2 — 1- Го,о» 4 Год sin о 4 Год sin 2о +
1 + е cos v

4 Го.оф + Га,о sin 2ф 4 Г4,о sin 4ф, (4.6)
в котором

Я = у^{1_|в*(1-в»)(1-8*) +
+ |е*(1-е2)(1—sa)[(l + lls2)-(l-5sa)ca]}, (4.7)

е* = е{1 — еа (1 — еа) (1—sa) 4 в4 (1 — еа) (1 — sa) (3 + е2) sa},

(4.8)

Го.о = — (1 — е2)',г «2s2 —

— ((24—96sa+78s4) — (8—1 Is2) sV]},
Год =

— -J- (1 — е2)ги (4—5sa) s2e,

To,a = -^-e4(l — e2)'u s4e2,

fo.o = sa (1 - e2)'u{1 e2 - -g- [(24—27s2) - (8-1 Is2) e2]},
fa.o = - s2 (1 - ea)% {I e2 [(6-7s2) - (2-3s2) e2]}

Г4.о = -^-(1-е2)‘А.
(4.9)

Уравнение времени можно также представить в форме
■ e2sin v

1 + е cos v

— Xv 4 ^од sin v 4 ^од sin 2о 4 ^<a,o sin 2u 4

4 ^4,o sin 4и 4 ^<2,—a sin (2и — 2t>) 4 ^a,a sin (2и 4 2у), (4.10)
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где

Я = — -jJ- (1 — e*)h (24—96s2 + 75s4),

4i = —-Т (I ~ «*)*(4—5s2) es2,

=12 Л

4o = -4-s2(i-e2)'4

+ s2 [(12—13s2) — e2 (4—5s2)]' (1 — e2)

e*_
32

16

4-2 = - wS4e2(l-E2)%,

К2=-Ш^(1-е*)/г,
^4,0 =

e‘
s4(l — e2)'\64

(4.11)

Эта форма уравнения при е = 0 переходит в обычное

уравнение центра задачи двух тел.

Методы решения уравнений (4.6) и (4.10) могут быть

различны. Удобны, например, итерационные методы. Пред¬
ставим уравнение (4.6) в виде

где

/о fa) + е2 /2 (v) + е4 /4 (о) = М,

М = n(t —10),

/.W-2.rctg(|/|=|tg|-)-
— e’VT

(4.12)

Sin И

1 -ф- e cos v

f2(v) = X2>0sin 2u,

Яр, (4.13)

(4.14)

а через /4 (v) обозначены остальные члены из (4.6). Решение
этого уравнения будем строить в виде рядов по степеням s.

Полагая в этом уравнении явно входящее е равным нулю,
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приходим к уравнению

2arcte(j/iTTtg^b
— e'Y\ — ~е2 si-v° lv0=M. (4.15)

1 е cos t>o

Если теперь ввести вспомогательную переменную (типа
эксцентрической аномалии в задаче двух тел)

то вместо (4.15) получим

Е— е9 sinЕ — 21 arctg = М. (4.17)

Это уравнение при е = 0 совпадает с уравнением Кеплера.
Его можно решать методом итерации. Сходимость процесса
последовательных приближений легко устанавливается
с помощью принципа сжатых отображений. Если ввести

обозначение

Ф (Е) = е‘ sin Е + 21 arctg ’ (4Л8)

то для доказательства сходимости достаточно показать, что

|Фв(£)|<1.
Из (4.18) следует

Фе (£) = е* cos £ + A, \f1+£ 1Ге ■

4 ’
У 1 — е 1 — ecos Е

Принимая во внимание, что е > 0, находим

|Ф£(Е)|<е* + |Ч |/”±±1 = К.

1
Но для Земли е < зд, поэтому

К<е,
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Уравнение (4.15) можно решать и другим способом,
опираясь на формулу, аналогичную формуле Лагранжа,
используемой при решении уравнения Кеплера.

Единственность решения (4.15) без труда доказывается
с помощью известной теоремы о числе корней уравнений
[141]

F (г) = 0, F (г) + Ф (г) = 0. (4.19)

Если функции F (г) и Ф (г), аналитические в области, ог¬

раниченной замкнутым контуром С, непрерывны на нем

и удовлетворяют на С неравенству |Ф (z)| < | F (z) |, то

в этой области оба уравнения (4.19) имеют одинаковое чис¬

ло корней.
В нашей задаче, полагая

F (Е) = Е— е* sin £ — М,

Ф (г) = - 2Х arctg tg -§-)
и принимая во внимание малость А, обнаруживаем, что

уравнение (4.19) имеет единственное решение. Это решение
можно представить в виде сходящегося ряда, по степе¬

ням е* и А.

Сначала рассмотрим уравнение

z — а — a F (г) — РФ (z) = 0, (4.20)

в котором функции F (г) и Ф (г) аналитичны в некоторой
окрестности точки г = а. Рассмотрим область, ограничен¬
ную окружностью С с центром в точке а такого радиуса г,
что

| aF (z) + рФ (г)| < г.

С помощью интеграла Коши нетрудно показать справедли¬
вость следующей формулы:

ОО 00

тю-то+а 2 SSS-X
т=о п—о

\т\+\п\¥*0

X {Т'(а)[Е(а)Г [Ф(а)П, (4.21)

где Y (г) — аналитическая функция от корня г0 уравнения
(4.20). Ряд (4.21) обобщает формулу Лагранжа, используе¬
мую при решении уравнения Кеплера.
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Полагая теперь

¥ (£) = Е, а = е*, р = X,

F(E) = sinE, Ф(Е) = 2arctg l-±4rig Aj
и применяя формулу (4.21), находим

+ 2).arctgfj/i±itgЩ
Мы ограничиваемся здесь членом с первой степенью X, так

как для ИСЗ параметр X имеет порядок 10_в. Второе слагае¬

мое в (4.22) соответствует решению обычного уравнения
Кеплера.

§ 5. Определение элементов орбиты спутника

Определение элементов орбиты ИСЗ по начальным зна¬

чениям координат и скоростей рассматривалось в статьях

Е. П. Аксенова, Е. А. Гребеникова и автора [87], а также

в статьях Е. И. Тимошковой [142] и Е. П. Аксенова [143].
В. Н. Лаврик [144] дает решение краевой задачи, исходя

из общего интеграла обобщенной задачи двух неподвижных

центров в форме М. Д. Кислика. Эта работа весьма инте¬

ресна тем, что она опирается на метод Гаусса определения

орбит в задаче двух тел [145].
Пусть в начальный момент / = t0 известны значения

координат х0, Уо, zo и их производных по времени х0, у0, z0.
Из формул (1.2) находим

= 1 (/*_С2){1 + [1 + 4cV(г2 — а2)"2]1/»}, )2
(5.1)

z I У

ч = т, tg» = f. ]

Эти формулы позволяют найти значения координат |,
т], шв начальный момент. Дифференцируя по времени
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формулы (5.1), получим

откуда находим начальные значения скоростей |0, т]0, w0
Вместо (1.3) — (1.5) можно записать

Ci = (|2 + с2)(1-л2)ш,

2с2 = (1 — т)2) 1 [2Нс2ц2 (1 — г]2) — с\ — У2т]2]
(5.3)

(здесь для получения производных от координат по време¬
ни t использовано соотношение (1.6)). Подставляя в правые
части зависимостей (5.3) начальные значения координат
и их производных, находим значения произвольных по¬

стоянных съ с2 и h.

Затем следует перейти к вычислению элементов а, е, s,

что можно сделать при помощи формул (1.10) и (1.14). Эти
формулы можно также преобразовать к виду

1 - е2 = jfip- {1 - е2 (1 + Зе2) (1 - s2) + 2е4 [ 1 + 4е2 +

+ Зе4 — (1 + 2е2 + 5е4) s2 — 2e2(l— е2) s4]},

Определение а, е, s без труда выполняется методом после¬

довательных приближений. Полагая в (5.4) е = 0, на¬

ходим приближенные значения а, е, s, которые при¬
нимаем в качестве первого приближения. Очевидно, что

второе приближение будет в пределах принятой точности

достаточным.

Далее следует перейти к определению угловых элемен¬

тов ©, $, (0, Предварительно заметим, что эти элементы

l-e2(l-e2)(l-s2) +

+ е4 (1 — е2) (3 + е2) s2 (1 — s2)],

с2
1 — s2 — — {1 -f е2 (1 — е2) s2 —

— е4 [(3 — 2е2 — e4)s2 — 4(1 — £2)s4]}.

(5.4)
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при е = 0 обращаются в соответствующие кеплеровские
элементы. Так как вспомогательные переменные <р и v,

определенные формулами (2.1) и (2.2) , при е = 0 совпадают
соответственно с аргументом широты и истинной аномалией

кеплеровского движения, то при е = 0 угловой элемент со

обращается в аргумент перицентра. Угловой элемент &

при е = О дает долготу восходящего узла кеплеровской

орбиты, ибо он представляет собой планетоцентрическую
долготу (в случае ИСЗ прямое восхождение спутника) в мо¬

мент прохождения через экваториальную плоскость пла¬

неты. Из уравнения времени без труда находим смысл по¬

стоянной t0. Она с точностью до членов порядка е2 дает
момент прохождения спутника через перицентр орбиты.
Наконец, элемент s при е = О совпадает с синусом на¬

клонности i орбиты спутника. Следовательно, можно поло¬

жить s = sin i, и тогда будем иметь У1—s2 = cos i.

Определив а, е, s, предварительно вычислим вспомога¬

тельную постоянную v с помощью формулы (2.8) или (2.7).
Так как координаты гиг при t = t0 нам известны, то из

разложений (2.26) и (2.27) методом последовательных при¬
ближений можно найти значения угловых переменных и и v.

В качестве нулевого приближения можно принять их зна¬

чения для случая кеплеровского движения, т. е. при е = 0.

Из формул (2.29) и (2.30) видим, что при е = 0

Поэтому из (2.26) и (2.27), полагая е — 0, находим

Получающиеся отсюда числовые значения пи и примем

за нулевое приближение.
Процесс последовательных приближений будет сходя¬

щимся, что можно доказать, воспользовавшись, как и ра¬

нее, принципом сжатых отображений.

при i = j = 0,

при 1=1=0, j=f=0,

1 + е cos v
’

(5.6)
ps sin и

Z = —£-= .

1 -f e cos и



232 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ОРБИТ [ГЛ. V

После определения величин и и о по формуле (2.10) вы¬

числим элемент со, а формула (2.28) даст значение эле¬

мента £I.

Затем по формуле (4.10) можно найти элемент t0, по¬

ложив предварительно t = t0.
Вместо элемента 70, как и в задаче двух тел, мож¬

но ввести иной, являющийся аналогом средней анома¬

лии в эпоху. Формулу (4.12) можно преобразовать
к виду

M = n(t —10) + п {t0 —to). (5.7)

Полагая теперь

M0 = n{t0-f0), (5.8)

вместо (5.7) будем иметь

М. — n{t — to) -|- Мо. (5.9)

Элемент М0 более удобен, если иметь в виду дальнейшее
уточнение аналитической теории движения спутника при

учете других возмущающих факторов.
Вместо величин и и v можно использовать <р и v. В этом

случае вычисление элементов выполняется по формулам
(2.6), (2.9), (2.10) и (2.15), которые дадут значение о).

Затем из формулы (2.24) находится долгота восходящего

узла ft.

Еще один способ вычисления элементов указывается
в статье Е. П. Аксенова [143].

Таким образом, задача об определении элементов орбиты
полностью решена.

Заканчивая изложение теории движения ИСЗ, основан¬

ной на обобщенной задаче двух неподвижных центров, сде¬

лаем некоторые заключительные замечания. Полученное
решение в отличие от решений, получаемых на основе клас¬

сических методов теории возмущений, содержит в себе воз.-

мущения всех порядков от второй и частично четвертой зо¬

нальных гармоник. В случае 6 =/= 0 решение будет содер¬
жать неравенства любого порядка от асимметрии земного

поля относительно экватора. Если вычислять теперь воз¬

мущения от Луны, Солнца и сопротивления атмосферы
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в движении ИСЗ, то уже в возмущениях первого порядка

(при использовании обобщенной задачи двух центров в ка¬

честве промежуточной) автоматически получаются нера¬

венства за счет нелинейной суперпозиции различных воз¬

мущающих факторов. В этом состоит одно из достоинств

изложенного метода построения теории движения ИСЗ.

Кроме того, как уже отмечалось, в полученном решении
вместо вековых членов классической теории возмущений

присутствуют лишь долгопериодические возмущения, ко¬

торые как раз и порождают вековые неравенства при ис¬

пользовании приближенных методов. Таким образом, это

решение позволило преодолеть основную трудность теории
возмущений, связанную с малыми знаменателями.



ГЛАВА VI

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ И ПОЧТИ

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ДВИЖЕНИЯ
ИСКУССТВЕННЫХ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ

§ 1. Метод Пуанкаре. Критерии периодичности

В этой главе кратко излагается сущность метода малого

параметра А. Пуанкаре и результаты его применения к

задачам небесной баллистики при построении периодичес¬
ких и условно-периодических решений дифференциальных
уравнений движения.

Свой метод А. Пуанкаре первоначально разработал в

связи с исследованиями классической проблемы трех тел.

Подробное изложение метода дано в знаменитом сочинении

Пуанкаре «Les methodes nouvelles de la mecanique celeste»
[146]. Метод Пуанкаре нашел широкое применение не

только в небесной механике, но и в динамике твердого тела.

Он приобрел особенную гибкость в результате исследова¬
ний П. Пенлеве [147], который, отказавшись от выбора в

качестве малого параметра какой-либо физической вели¬

чины, предложил искусственное введение малого парамет¬

ра при помощи преобразования переменных, зависящих
от параметра. В задачах небесной механики нетрадицион¬
ный подход к методу малого параметра мы находим в ра¬
ботах Е. Гопфа [148], О. Перрона [149], А. А. Орлова [150].

В некоторых случаях метод малого параметра дает воз¬

можность строить не только периодические, но и почти пе¬

риодические решения. В частности, методом Пуанкаре мож¬

но получить двухчастотные условно-периодические реше¬
ния в ограниченной круговой задаче трех тел и в задаче о

движении материальной точки в гравитационном поле вра¬
щающейся «трехосной» планеты.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

dx,

-щ-
= X£(t, хъ . .

., хп, р.) (х = 1,2,..., л), (1.1)

где р
— малый параметр, а правые части уравнений суть

голоморфные функции всех переменных хь t и параметра р в
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некоторой области их значений | X/1 а и при достаточно
малых по модулю значениях |р.| < р.

Предположим, что известно либо общее, либо частное

решение системы (1.1) при р. = 0:

dx-
= X£{t, хъ . .

., хп, 0) (z = 1, 2, . .
., п), (1.2)

которую будем называть упрощенной*). Решения системы

(1.2) назовем порождающими (в небесной механике порож¬
дающее решение определяет промежуточную орбиту).
Пусть

Xi0 = Xt (t, хх хп, 0), (1.3)

а известное решение упрощенной системы обозначим сле¬

дующим образом:

xt = xi0 (t) (i = 1, 2,..., n), (1.4)

причем будем предполагать, что оно соответствует началь¬
ным условиям

Xi = *г<°> (i = 1, 2,..., п) при t = t0. (1.5)

В своих исследованиях А. Пуанкаре применил метод
Коши мажорантных (усиливающих) функций **), который
используется при доказательстве основной теоремы диф¬
ференциальных уравнений о существовании и единствен¬

ности решений. Результат А. Пуанкаре можно сформули¬
ровать в виде следующей теоремы.
Теорема Пуанкаре. Если правые части си¬

стемы (1.1) суть голоморфные функции своих переменных
в некоторой области их изменения \xt | а в окрестности

ц
= 0, а упрощенная система (1.2) допускает голоморфное

вдоль линии L на комплексной плоскости t решение, тогда
система (1.1) имеет решение, которое может быть предста¬
влено в виде ряда

ОО

«/= 2 ^(0. (i-б)
k=0

*) Термин «упрощенные уравнения» (equations simplifieces) ввел

П. Пенлеве.

**) Коши назвал свой метод сравнения «исчислением пределов».



236 ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ДВИЖЕНИЯ [ГЛ. VI

расположенного по возрастающим степеням р, абсолютно

и равномерно сходящегося на той же линии L при достаточ¬
но малом по модулю значении р.

При выбранном значении р ряд (1.6) будет сходиться

к голоморфной функции для всех t, удовлетворяющих ус¬
ловию

где величина Т зависит от р. В общем случае чем меньше по

модулю р, тем большей оказывается величина Т. Доказа¬
тельство этого результата методом Коши можно найти в

[151, 152]. Иным методом доказывает эту теорему Е. Пикар

Следует заметить, что на комплексной плоскости t ре¬

зультат Пуанкаре заметно расширяет область существо¬
вания решения по сравнению с кругом сходимости, опре¬
деляемым теоремой Коши, так как здесь мажорирование
можно выполнять вдоль линии L, которая может не со¬

держать особых точек и вне упомянутого круга сходимости.
Способ построения рядов (1.6) состоит в следующем.

Разложим правые части уравнений (1.1) в ряды по степеням р:

Подставляя затем ряды (1.6) в уравнения (1.1) и приравни¬
вая коэффициенты при одинаковых степенях р в правых и

левых частях уравнений, получим следующие системы урав¬
нений для последовательного определения функций xik.

Для k = 0:

А, < t < Т, (1.7)

[153].

СО

Xt='%\*Xtk (i = 1,2,..., л). (1.8)

= Xi0{t\ хъ . 0), (1.9)

Для k = 1:

водных
UyVL

взятые при Xi = xi0 (t) (/=1,2,..., /г).)



§ lj МЕТОД ПУАНКАРЕ. КРИТЕРИИ ПЕРИОДИЧНОСТИ 23Т

Нетрудно установить, что и при любом значении k

уравнения для определения x£k сохраняют тот же вид, что

и уравнения (1.10):

^ = 2 (£))/* +/==1 '

+ фik{t, Х£0,. .
., xit k-i) (/=1,2,..., п), (1.11)

где функции Ф4ь зависят только от хщ, определенных из

предыдущих систем уравнений.
Итак, любое из приближений (члены порядка р* со¬

ставляют k-e приближение) определяется из системы ли¬

нейных неоднородных уравнений, в общем случае содержа¬
щих в явном виде время. Следовательно, задача построе¬
ния рядов сводится к интегрированию системы дифферен¬
циальных уравнений

dy, Л ( дХ, \

TT-SUr)// ">■ <|Л2>
/=1 I 0

которые называются уравнениями в вариациях.

Интегрирование уравнений в вариациях при явной за-

ГдХЛ
висимости от времени коэффициентов I 1», вообще

говоря, достаточно сложно. Однако если известно общее
решение упрощенной системы (1.2), то и общее решение
уравнений в вариациях (1.12) находится просто. Имеет

место следующая теорема.

Теорема. Если известно общее решение

xi = х£ (t, Ci,..., Сп) (1.13)

упрощенной системы (1.2), в котором Сг — постоянные ин¬

тегрирования, то общее решение уравнений в вариациях
(1.12) может быть найдено посредством дифференцирования
(1.13) по величинам С,- и выражается в виде

п
дх

(г = 1,2,...,п), (1.14)
/=1 0Li

где Р/ — произвольные постоянные.
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Доказательство. Подставляя в (1.2) общее ре¬
шение (1.13), приходим к следующей системе тождествен¬

ных соотношений:

её ад *„(/,0,0). (1.15)

Дифференцируя затем обе части тождеств (1.15) по произ¬
вольным постоянным Сг, получим

«=>.2 „>, ,1.16,

а это и показывает, что функции

у« = щ <1Л7>

являются частными решениями системы уравнений в ва¬

риациях. Так как (1.14) дает общее решение системы (1.2), то

det
dxk

ас,.
фО (1.18)

и, стало быть, функции (1.17) образуют фундаментальную
систему решений уравнений (1.12). Тогда общее решение
уравнений в вариациях действительно будет иметь вид (1.14).

Возвращаясь к системе (1.11), замечаем, что ее общее

решение после определения общего интеграла уравнений в

вариациях легко находится посредством квадратур методом

вариации произвольных постоянных.

Замечание. Иногда оказывается достаточным знать

лишь некоторое семейство интегральных кривых уравне¬
ний (1.12), зависящее от меньшего, чем п, числа произ¬
вольных постоянных.

Пусть, например, правые части уравнений (1.2) не за¬

висят явно от времени, т. е.

dx.

-ц-
= .. .,х„,ц), (1.19)

и пусть

xt =фг (0 (i = 1, 2,..., п) (1.20)
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представляет собой частное решение системы (1.19) при

р
= 0. Тогда

xt = <Pi (^ + С) (1.21)

также будет решением системы (1.19) при р = 0. Но из до¬

казательства предыдущей теоремы ясно, что

&=lRr (г'= 1 • 2 л) (1.22)

будет решением соответствующей системы уравнений в ва¬

риациях. А вместо (1.22) можно записать

Уг = фг- (1.23)

Если п = 2, то с помощью (1.23) можно найти общее
решение уравнений в вариациях. Наконец, если при произ¬
вольном п система (1.12) распадается на п независимых

уравнений, то решение (1.23) также позволяет проинтег¬
рировать уравнения в вариациях.

Теорема Пуанкаре, о которой говорилось в начале па¬

раграфа, была им положена в основу метода построения

периодических орбит. Сущность этого метода состоит в

следующем.
Пусть система (1.1) удовлетворяет условиям теоремы

Пуанкаре и такова, что правые части уравнений являются

периодическими функциями времени с периодом Т. Пусть,
далее, эта система при р

= О допускает периодическое реше¬
ние

(t = 1, 2,..., я), (1.24)

которое соответствует начальным условиям

t = t0, Xi = (t0) (1.25)

и называется порождающим.
Обозначим период этого решения через Т, так что

ф£ (t + Т) = <р, ({). (1.26)

Возникает вопрос, существует ли периодическое решение
системы (1.1) при р =f= 0, но достаточно малом, обращаю¬
щееся в решение (1.24) при р = 0?

Рассмотрим решение системы (1.1)

*i *= <Pj (*. Р)- (1-27)
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Здесь фг таковы, что

фг (t, 0) = фг (t). (1.28)

Решение (1.27) соответствует начальным условиям

t = *о> *г = Фг (to, lO- (1.29)
Положим

Рг = Фг (to, !<•) — Фг (*<>)• (1-30)

В соответствии с теоремой Пуанкаре решение (1.27) можно

представить с помощью рядов

= Рь . . Р„, р.) =

= фi(0+S(-^-)oP/+ + (1.31)

•которые будут сходиться абсолютно и равномерно для всех

t, подчиненных условию t т (р), причем р должно оста¬
ваться достаточно малым*). Очевидно, если решение (1.27)
будет обладать периодом Т ^ т (р), то ряды (1.31) будут
сходиться при всех значениях t.

Итак, нужно найти такие начальные условия, или, что
то же самое, такие значения величин рг, при которых пере¬
менные xt в момент Т т (р) принимают свои начальные

значения (1.29). Необходимые и достаточные условия перио¬
дичности функций (1.27) записываются в виде

xt (t0 + T)—xt (t0) = 0, (1.32)

или в соответствии с (1.27) и (1.29)

Фг = Фг (to + Т, р) — Ф,- (t0, р) = 0. (1.33)

Из (1.31) видим, что функции фг зависят от начальных от¬

клонений Рг и параметра р.
Если из системы уравнений (1.33) величины рг можно

определить как голоморфные функции р, уничтожающиеся

при р = 0, то этим будёт доказано существование периоди¬
ческих решений системы (1.1) требуемого вида. Как сле¬

дует из теоремы о существовании неявных функций,

*) Индекс «0» означает, что взяты значения рассматриваемых веди
чин при

= р = 0.
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• величины р,- можно найти, если якобиан

причем начальные отклонения (5* будут представлять собой

простые решения системы уравнений (1.33).
Для того чтобы вычислить якобиан (1.34) при рг = р = О,

необязательно знать общее решение уравнений (1.1). До¬
статочно найти только линейные относительно Р* и р члены

разложений переменных xt в ряды.
Замечание 1. В задачах динамики весьма часто

встречается случай, в котором исходная система (1.1) до¬

пускает первые интегралы. Очевидно, что существование

первых интегралов влечет за собой тождественное равенст¬
во нулю якобиана (1.34). В самом деле, пусть уравнения
(1.1) обладают первым интегралом

Ф (t, хп, р) = С, (1.35)

периодическим по t (с периодом Т). Тогда в силу (1.27)
Ф (*о + Т, <рх {t0 + Т, р), . . .

, фп {to + Т, Р)> I1) =

= Ф {to, Ф1 (*о. М-), • • фЛ {U, р), Р) = С,
или

Ф (*0 + Т, ф! {t0 + т, р),. .
., фп {t0 + Т, р), р) —

— Ф (*о, Ф1 (*о, Ц), •••1фп {to, Р,), р) = 0. (1.36)

Наконец, учитывая (1.33), будем иметь

Ф (*0 + Т, фх {t0, р) + фх, • • фп {to, р) + Фп, Н-) —

— Ф (*о, Ф1 {to, |а), • • Фп (*о, Р), р) = 0. (1.37)

Разложив левую часть соотношения (1.37) в ряд по степе¬

ням ф(, находим, что прифг = 0 левая часть (1.37) обраща¬
ется в нуль. Следовательно, уравнения (1.33) при наличии

первого интеграла (1.35) будут зависимыми и из рассмот¬

рения надлежит исключить одно из уравнений, например
•фп = 0. Тогда решение вопроса о существовании периоди¬
ческих решений сводится к доказательству существования

простого решения системы уравнений

фх = фг — • • •
~ фп—1 = 0 (1.38)
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относительно рх, Р2> . . P„_i. Для этого достаточно по¬

требовать, чтобы якобиан

L р(рь э,,.. .,р„_г) J0 (1-dy)

был отличен от нуля. Значение одной из величин рг мож¬
но взять произвольным образом.
Замечание 2. Если система (1.1) автономна, т. е.

dx-
= Хг(хъ Xt, . .

., ха, Ц), (1.40)

то возможно искать периодические решения с произвольным
периодом. Более того, периоды порождающего решения и ре¬
шения системы (1.40) отнюдь не обязаны быть равными. Это

вытекает из следующих рассуждений.
Преобразуем систему (1.40) к новой независимой пере¬

менной т:

Т =
Т 4- а (р)

’ 0-41)

где а (р,) — произвольная голоморфная функция, которую
можно представить в виде

П

= (1.42)

(здесь коэффициенты ah пока неопределенные).
Тогда система (1.40) преобразуется к виду

^- = Х/.(Г + а(|х)), (1.43)

и задача сводится к определению периодического решения
системы (1.43).

Выше мы видели, что в доказательстве существования
периодических решений основную роль играет исследова¬
ние якобиана. Для динамических систем этот якобиан в

подавляющем большинстве случаев равен тождественно

нулю. Естественно поэтому при исследованиях использо¬

вать специфические свойства рассматриваемых конкретных
систем. Сам Пуанкаре и большинство его последователей
использовали в этих случаях интегралы точных дифферен¬
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циальных уравнений. Однако количество интегралов в не¬

которых задачах оказывается недостаточным, и вопрос о

существовании периодических решений тогда либо требует
рассмотрения второго и более высоких приближений, либо
остается вообще открытым.

Возьмем другие приемы, упрощающие исследование.

Так, например, несложно установить, допускает ли данная

система дифференциальных уравнений симметричные реше¬
ния. Факт существования симметричных орбит был исполь¬

зован Г. Хиллом [154] при построении промежуточной ор¬
биты Луны (вариационной кривой). Весьма широко это

свойство использовалось Ф. Р. Мультоном [155] при постро¬
ении периодических орбит методом Пуанкаре.
Теорема симметрии. Пусть дана система диф¬

ференциальных уравнений

Qi = Ft (<7i. • •
•> Яп, <ji, ■ ■

■, <7n) (i =1,2 n),

(1.44)

правые части которых таковы, что система (1.44) инвариант¬
на относительно подстановки

—

qh t — t (f = 1, 2, ..., s), (1.45)

4i-+ — qu (t' = s+l, ..., n). (1.46)

Тогда условия периодичности решения запишутся в виде

<7,(0) = 0, + (у)=0 (t = 1, 2, . .
., s), (1.47)

<7/ (0) = 0, <7/(у)=0 (7 = s + l,..., п), (1.48)

где Т — период решения.
Доказательство. Пусть

4i = Qi(t) (1-49)
— решение системы (1.44). Оно будет периодично, если вы¬

полнены условия

qt (у) = Ц—у) (i = 1,2,..., п). (1.50)

Не уменьшая общности, мы здесь принимаем момент 7 = 0
в качестве начального.
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Пусть решение (1.49) соответствует начальным условиям

</,(0) = qf, q ■ (0) = 0 (t = 1, 2, . . s), (1.51)

<7.(°) = °, q ^0) = q<0) (t = s+ 1, . . n). (1.52)

По условию теоремы уравнения (1.44) инвариантны относи¬

тельно подстановки (1.45) — (1.46). Стало быть, решение
(1.49) при подстановке переходит само в себя. Поэтому из

(1.45) — (1.46) следует, что

‘"(т)=‘"(-т)> Чт) = -Ч-т) <1И>

(i=l,2,,..., s),

* (т) = - * (~ т) ’ i* (т) = ^ (—т) <1 -54>

(t'=S+ 1 п).

Сравнивая (1.50) с (1.53) и (1.54) находим, что условия пе¬

риодичности преобразуются к виду (1.47) — (1.48).

§ 2. Применение метода Пуанкаре
к квазилиувиллевым динамическим системам

Предварительно остановимся на некоторых особенно¬
стях применения метода малого параметра Пуанкаре к тем

задачам небесной механики и небесной баллистики, для

которых упрощенная система уравнений движения удовлет¬

воряет условиям теоремы Лиувилля (см. § 5 гл. I). Динами¬
ческие системы будем называть лиувиллевыми, если их

общее решение в конечном виде может быть найдено с по¬

мощью теоремы Лиувилля. Заметим, что эта теорема при¬
менима к задаче двух тел, а также к классической и обоб¬

щенной задаче двух неподвижных центров.
Динамическую систему с п степенями свободы назовем

квазилиувиллевой, если она определяется следующими фор¬
мулами для кинетической энергии Т и силовой функции U:

П

T = jA 2 £/(Q/)Q/, (2.1)
i=l

ti

^ = {21^)+^, (2.2)



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПУАНКАРЕ 245

где
П

(2.3)

В соотношении (2.2) р.—численно достаточно малый пара¬
метр, W

— голоморфная функция обобщенных координат и

малого параметра р в некоторой области их изменения.

Голоморфными функциями соответствующих переменных
являются также и величины А4, Biy Ct.

При р = 0 теорема Лиувилля позволяет получить об¬

щее решение упрощенной системы уравнений. Добавление
в потенциал пертурбационной функции рW при отсутствии
каких-либо специальных предположений о структуре функ¬
ции W в общем случае лишает возможности получить реше¬
ние в конечном виде. Непосредственное применение метода

Пуанкаре приводит к сложным выкладкам, так как в силу
консервативности системы якобиан (1.33) тождественно ра¬
вен нулю. Кроме того, решение системы уравнений в вариа¬
циях с помощью второй теоремы § 1 имеет сложный вид.
Если предварительно выполнить ряд преобразований урав¬
нений движения, то построение решений методом Пуанкаре
значительно упрощается. Ниже излагается способ, пред¬
ложенный в работе [156].

Перейдем от обобщенных координат Q< к новым обоб¬

щенным координатам qt с помощью соотношений

qt= ^VBtiQAdQt (t=l,2,...T rz). (2.4)

Тогда вместо (2.1) и (2.2) будем иметь

П

(2.5)

U = ^ 2 ce(qt) + \iw(qu . .
., qn, <7i, • •

■, Яп, p.), (2.6)

причем а определяется формулой
П

а= 2 adqi)- (2.7)
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Уравнения Лагранжа второго рода преобразуются к

виду

<‘ = ‘-2•••••”>• <2'8>

Они допускают интеграл живых сил

П

2**= ■§■(£/+Л). (2.9)
1=1

Заменим сумму квадратов обобщенных скоростей
в (2.8) ее выражением из (2.9) и тогда вместо (2.8) по¬

лучим

(* = 1, 2 я). (2.10)

Введя новую независимую переменную т с помощью соот¬

ношения

а х — t, (2.11)

приведем (2.10) к системе уравнений

b = -£~la(U + h) 1 (*'= 1.2, • • .,«), (2.12)

где штрихами обозначено дифференцирование по т. Отсюда
в явном виде получаем

dc. da. л

<1 =ЪГ + *ЪГ+ (‘-=1.2,..., я). (2.13)

При р = 0 уравнения (2.13) принимают вид

dc, da.

t = + (I'=1’2’- ••’") (2Л4)

и могут быть проинтегрированы в квадратурах.
Пусть

Qi^Qio^) (t = 1.2 я) (2.15)
— некоторое частное решение системы (2.14). Принимая его
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за порождающее, будем искать решение системы (2.13) ме¬

тодом малого параметра Пуанкаре в виде рядов

00

Яс = Яго СО + 2 №tk (О. (2.16)
*=1

Для определения функций qik можно получить следую¬

щие дифференциальные уравнения:

М^+А^Ь=Ч*:^\71’(217)
где функции fi будут зависеть от qi0, qn qi,k-v Ин¬

декс «О» везде означает, что вместо qt нужно подста¬

вить qi0. Преобразуем уравнения (2.17) к новым перемен¬
ным гг:

Я£к = Я^. (< = 1-2, п). (2.18)

Тогда вместо (2.17) будем иметь

z.q;0+2Z;q'.0 = f.k. (2.19)

Умножая (2.19) на qi0 и интегрируя, получим

= + «/*• (2-2°)

где через а; h обозначены произвольные постоянные.

Из (2.20) для Zi находим

tufi'j! + «»] -уг + &*• (2.21)

где — постоянные интегрирования.
Из (2.18) и (2.21) имеем

Яik = я'£0 {J 4г + <*•J* (2-22)

Таким образом, любая из функций qih находится посред¬
ством квадратур.
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§ 3. О периодических движениях спутника
в поле тяготения медленно вращающейся
планеты

Пусть спутник, принимаемый за материальную точку,
движется в поле тяготения планеты, медленно вращающейся
вокруг одной из своих главных осей инерции с постоянной

угловой скоростью. Предположим, что планета обладает
динамической симметрией относительно плоскости, про¬
ходящей через центр масс и перпендикулярной оси ее вра¬
щения.

Выберем прямоугольную систему координат с началом

в центре инерции планеты, направив координатные оси

вдоль главных осей инерции. Тогда гравитационный потен¬

циал планеты на внешнюю точку выразится при помощи

формулы (см. § 3 гл. II)
ОО

U = !T~{1 + 2(т-)‘<Ы*,У,г)}. (3-1)

где М — масса планеты, d — радиус-вектор наиболее уда¬
ленной ее точки, г = Y*--Гу2 + z2, a Qk (х, у, г) суть
однородные гармонические многочлены /г-н степени относи¬

тельно х, у, г. Эти полиномы легко получаются при пере¬
ходе в формулах (3.15) гл. II от сферических координат к

прямоугольным. Так, например, в соответствии с (3.20)
гл. II для Q2 (х, у, г) имеем

<*• = ш«с + в-2А'>хг + (А+с-2В'>У2 +

+ {В + Л —2С)г2}. (3.2)

Предположим для определенности, что планета вращает¬
ся вокруг оси аппликат с угловой скоростью п. Тогда урав¬
нения движения согласно (1.24) гл. I запишутся в виде

х — 2nij — п2х

у -f 2пх — п?у

г

dU

дх

dU

ду
dU
дг

(3.3)
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Так как планета динамически симметрична относительно

плоскости Оху, то потенциал U будет четной функцией ко¬

ординаты z, и поэтому уравнения движения (3.3) допуска¬
ют плоские движения спутника в экваториальной плоскости

z = 0. Рассмотрим эти движения, следуя работе [157].
Перейдем к безразмерным переменным | и tj по фор¬

мулам
х = Ь\, у = Ьт\,

в которых b — неопределенная постоянная величина. Урав¬
нения для безразмерных переменных запишутся следующим
образом:

| — 2/гт| — п*Ъ = ,

г] +2п% — /ггт1 = ^-,
причем для силовой функции получим

<d\n 3„(5,п)-

(3.4)

у-т[' + Ж&)’
где введены обозначения

= Р=У^ + г\\

a Qn суть многочлены, аналогичные Qn.
Введем в уравнения движения малый параметр р., по¬

лагая

п = (тУ = w"_1 •

где v и у
—

некоторые постоянные. Тогда система (3.4) пре¬

образуется к следующему виду:

| — 2pvr| — pVg = щ-,

fj + 2pv£ — p3v2ri = ,

(3.5)

где

V==T [l + r% (3-6)
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Введем затем эллиптические координаты и, v, опреде¬
ляемые формулами

I — ch v cos и — 1,1

г| = — sh о sin и, J

и новую независимую переменную т:

dt = (ch2 v — cos2 и) т. (3.8)

Тогда вместо системы (3.5) приходим к следующей:

и" = 2\ivJv' + W'„, ]
v" = — 2\ivJu' + W'„, j (3.9)

где силовая функция W определяется соотношением

W = k2 (ch v + cos и) -f (ch 2v — cos 2u) +

+ (ch v — cos u)2 + JW. (3.10)

В формулах (3.9) — (3.10) использованы обозначения:

J = ch2 v — cos2 и, p = ch v — cos u,

n=2 P

ah — постоянная интеграла Якоби, который допускает
система (3.3).

При р. = 0 система (3.10) приводится к виду

и0 = — k2 sin и0 -f h sin 2u0, } (3.11)
v0 = k2 sh v0 + h sh 2v0. J

Эти уравнения образуют упрощенную систему, которая до¬

пускает семейство решений

уо = const,

и0 = 2arctg (cth -y-tgот),
(3.12)

где 0О
—

корень уравнения

2ftch0o=^— (3.13)
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а о определяется формулой
-

_
№ sh2 v0

—

4ch v0
’

Согласно (3.31) гл. I уравнение v0 = const определяет
эллипс. Следовательно, решению (3.12) соответствует дви¬
жение спутника по эллиптической орбите, большая полу¬
ось которой равна ch v0, а эксцентриситет—1 /ch v0. Из

(3.11) нетрудно найти:

В результате преобразования (3.15) получим дифференци¬
альные уравнения для й и Ъ (см. § 1 этой главы)

которые, очевидно, будут удовлетворять всем условиям
теоремы Пуанкаре. Правые части уравнений (3.16) перио¬
дичны по т с периодом Т = п/а. Поэтому к системе (3.16)
можно применить теоремы Пуанкаре о построении решений
в виде рядов по степеням малого параметра р.

Итак, будем искать решение в виде рядов

Переменные и и v необходимо подчинить условиям перио¬

дичности

Если из системы (3.18) можно определить произволь¬
ные постоянные общего решения уравнений (3.16) как

cos и0 =
ch »о cos 2бт — 1

Sin «о =

ch о0 — cos 2<зт
'

sh о0 sin 2<зт

ch о0—cos 2ст
’ (3.14)

Uo ch Оо — cos 2от
’

2б sh о0

Положим теперь

и = и0 -f- и, v = v0 + v. (3.15)

(3.16)

ОО оо

и = 23 и*«*со» v = 2 (3.17)
k=l

(3.18)
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однозначные функции параметра р, то ряды (3.17) будут
представлять периодическое решение системы (3.10).

Так как уравнения движения допускают интеграл Яко¬

би, то в силу замечания 1 § 1 уравнения (3.18) будут зави¬

симыми. Тогда достаточно рассмотреть только три каких-

либо уравнения (3.18), выбрав одну из постоянных инте¬

грирования произвольным образом. Условие периодич¬
ности согласно (1.38) — (1.39) сводится к неравенству нулю

якобиана, составленного из правых частей трех из уравне¬
ний (3.18) относительно трех произвольных постоянных и

вычисленного при нулевых значениях р и этих произволь¬
ных постоянных.

Для составления якобиана необходимо найти общее ре¬
шение уравнений первого приближения

(3.19)

Общее решение системы (3.19) дается формулами (2.22), так

как упрощенная система (3.11) удовлетворяет условиям тео¬

ремы Лиувилля:

Vi = Pi cos сот + р2 sin сот + Фх (т),

“1 = “о$К(-^г)о dx + Рз]~+ «;р4,

где рх, р2, рз, р4 — постоянные интегрирования, а

cht»0

Принимая во внимание (3.12) — (3.13), найдем

Ml = “в ^Sh^l0 ^ЗТ + Фг М*

В соотношениях (3.20) и (3.22), как нетрудно показать, Фх
и Ф2 суть периодические функции т с периодом Т.

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Запишем условия периодичности (3.18) в явном виде:

,,, _
я (1 + 2cha ур) й _

„

<з2 sh v0 (ch i>oj— 1)
’

ф2 = ^cos 1 j Pi +sin-^y- ■ P2 + ••• =0,

1|)S = — (0 sin Pi + to ^cos l) p2 + • • • =0.

(3.23)

Опущенное в (3.23) условие ф4 = u'i(x) — и'(0) = 0 вы¬

полняется в первом приближении тождествеоно. Поэтому
из (3.19) — (3.23) следует существование периодических
решений только в первом приближении. Если, однако,

потребовать нечетности потенциала по у и четности по х,

с учетом инвариантности уравнений относительно подста¬

новки X (/) -► X (— /), у (t) —>•— у (—/)> t-+ — и с помощью

(1.53) — (1.54) и интеграла Якоби получим новые усло¬
вия периодичности

ИЧ(Р«, Рз, Р4) = 0 (/=1,2,3), (3.24)
для которых якобиан равен

= <3-2^

Как видим из (3.25), для любых порождающих эллипти¬

ческих орбит, за исключением счетного множества, сущест¬

вуют периодические решения точных уравнений движения.

Таким образом, в рассматриваемом случае в силу соотно¬
шения (3.25) система (3.9) допускает периодические реше¬
ния с периодом

Т=
2 XtЩ • (3-26)Ash»o ' '

Эти решения зависят от двух произвольных постоянных b и

/0, где /0 — моменты прохождения спутника через ось абс¬

цисс. Размеры орбит характеризуют величины Ь и v0 (v0
также характеризует форму орбиты). При достаточно боль¬

ших значениях b построенные ряды будут сходящимися в

соответствии с теоремой Пуанкаре.
Отметим, что найденные движения относительно враща¬

ющейся системы координат будут почти периодическими,

так как зависимость между независимой переменной т и
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(3.27)

где X — некоторая постоянная, a F (т) — периодическая

функция т с периодом, который, вообще говоря, несоизме¬

рим с величиной 2я/А,. Переход к системе координате
фиксированными направлениями координатных осей при¬
водит к возникновению в формулах для координат спут¬
ника тригонометрических членов с периодом 2я/п. Поэтому
в общем случае спутниковые движения будут почти перио¬
дическими, зависящими от трех периодов.

Теорема. Почти всем (в смысле меры) порождаю¬
щим периодическим орбитам, элементы которых удовлет¬
воряют условиям

Ц,
tvj/n KJ, »

, \ Щ t

где а — большая полуось, е — эксцентриситет, ©
—

угло¬
вое расстояние перицентра, i — наклонность орбиты к эк¬

ваториальной плоскости, t0 — момент прохождения через
перицентр, а0, е0 — некоторые постоянные, соответствуют
почти периодические орбиты с двумя периодами.

Следствие. В экваториальной плоскости планеты, обладаю¬
щей динамической симметрией относительно оси вращения и перпен¬

дикулярной к ней плоскости, проходящей через центр инерции, почти

все движения являются почти эллиптическими, за исключением, быть

может, движений, происходящих в достаточно близкой к телу области.
В самом деле, вследствие того, что уравнения движения инвари¬
антны относительно преобразования поворота вокруг оси планеты на
постоянный угол, угловое расстояние перицентра произвольно.

Замечание. Так как уравнения ограниченной круговой задачи
трех тел имеют такой же вид, как и уравнения (3.3) (см. (1.25) —

(1.26)), то полученные результаты можно распространить и на орбиты
круговой задачи трех тел.

§ 4. Почти круговые орбиты спутника

Так как построение периодических орбит с учетом всех

оказывающих заметное влияние возмущающих факторов
затруднительно, то решение задачи может быть разделено
ца две части. Сначала строится периодическая орбита в уп¬
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рощенной задаче, уравнения которой содержат все основ¬

ные возмущающие факторы, и эта орбита принимается за

промежуточную. Затем находятся неравенства, обусловлен¬
ные не учтенными в упрощенной задаче возмущающими
силами 1158]).

Рассмотрим движение ИСЗ под действием сил притяже¬
ния к Земле, Луне и Солнцу. Задачу будем решать в пред¬
положении, что Луна и Солнце движутся относительно Зем¬

ли по круговым орбитам в плоскости эклиптики с постоян¬

ными угловыми скоростями. Пусть тх, т2, т3
— массы

Земли, Луны и Солнца, R, ах, а2 — геоцентрические рас¬
стояния ИСЗ, Луны и Солнца. Тогда в геоцентрической
прямоугольной системе координат с фиксированными на¬

правлениями осей, за основную плоскость которой принята
плоскость эклиптики, уравнения движения ИСЗ будут
иметь вид

где Vx и V2 — пертурбационные функции, характеризую¬
щие возмущающее действие Луны и Солнца:

В (4.2) и (4.3) Хх, Ух — координаты Луны, Ха, У2 — коор¬
динаты Солнца. Если за начало отсчета времени принять
момент соединения Луны и Солнца, то для координат Луны
и Солнца получим

x = -J£x + -£r<yl+vt),
Y = -^Y +-£г(Уг+]/2), (4.1)

Z = —g-Z-t--^-(Vi + V,),

(4.2)

(4.3)

Xi = ax cos nx t, Yx = ax sin nxi, (4.4)

Xa = aa cos n2t, Y2 = aa sin n2t (4.5)
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и для расстояний Д( будем иметь

Д? = а? — 2at (X cos + Y sin nrf) + R2 (/ = 1, 2). (4.6)

Отнесем теперь движение ИСЗ к новой геоцентрической
системе координат ц, g, вращающейся с постоянной уг¬
ловой скоростью п0 вокруг оси Z в направлении движения

Луны и Солнца. В качестве п0 можно принять, в частности,

либо nlt либо пъ. Кроме того, за единицу длины выберем
радиус невозмущенной круговой орбиты а спутника. Фор¬
мулы преобразования координат запишутся следующим об¬

разом:

Система уравнений движения преобразуется к виду

В новой системе координат вместо (4.6) будем иметь

А*2 — а) — 2ааг [£ cos (nt — n0) t -4-

+т] sin (nt — л0) *] + «V- (4.9)

Так как а < at, то возмущающие функции Vt можно раз¬
ложить в абсолютно и равномерно сходящиеся ряды по по¬

линомам Лежандра. Вводя обозначения

X = a (geos n0t — i) sin n0t),
Y = a (£ sin n0t + r| cos not),
Z = ag.

(4.7)

| _ 2n0fi -=—gh + -^(Vi + Vt),

i\ + 2n0i-nl4 = --gl+±(V1 + V2)t (4.8)

где

(4.10)
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представим Дг в виде

Д? = а) [1 — 2ра,р cos <рг- + р2а? р2]. (4.11)

Принимая во внимание (4.10) — (4.11), для величин, об¬

ратных по отношению к Дг, будем иметь

ОО

тг
=

-г 2 psps (cosV- (4-12)

Тогда искомые разложения примут вид

V/
fmА

2 psas ps+1P+1 (cos ср.). (4.13)

Выполним еще одно преобразование, введя новую неза¬

висимую переменную

т = (п — п0) t, (4.14)

где п — сидерическое среднее невозмущенное движение

спутника. Если ввести обозначения

v =
По

п— п0’

k = fm
a* (п

- по)*
'

f«V*,!
a2 (п — по)'

(4.15)

то система уравнений движения (4.8) преобразуется к виду
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где возмущающая функция W определяется равенством

оо

№ = 2 [M^s+i (COS фх) + k2a.lPs+1 (cos ф2)] ps+1p\ (4.17)
S=1

Наконец, применим преобразование

I = (1 + х) cos т — у sin т,

т) = (1 + *)sinT + У cos т,

1=2.
(4.18)

В новых переменных вместо (4.16) имеем следующую систе¬

му уравнений:

^_2(l + v)t/'-(l+v)2(l+x) = -ii^ + ^,
!/42(l+v)i'-(l+vf!/ = -^ + |1

kz
,
dW

(4.19)

причем теперь р2 = (1 + х)2 + у1 + г2.
Преобразуем к новым переменным cos фг, входя¬

щие в W:

if п, — п п, — п 1

cosm. = — (1 +a:)cos т -I- у sin — т .

р L
1 '

п — По
1 *

п — п0 J

Полученная система (4.19) имеет периодические по т пра¬
вые части, если величины лх

— п и пг
— п соизмеримы,

т. е. при

рпг — дпу

Р — Я
(рфд), (4.20)

где р и q
— любые взаимно простые числа.

Если п выбрано в соответствии с условием (4.20), то для

отыскания периодических решений системы (4.19) можно

применить метод Пуанкаре. В качестве малого параметра
! озьмем величину р. Упрощенная система, получающаяся из
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(4.19) при р, = 0:

X" — 2(1 +v)0'-(l +v)2(l +х)

y"+2(l + v)x' — (l+v)*y

Она допускает тривиальное решение, если выполняется ус¬
ловие

= (4.22)

которое удовлетворяется при соответствующем вы¬

боре с.

В переменных £, т), 5 рассматриваемое тривиальное
решение имеет вид

I = cos т, Tj
= sin т, £ = 0. (4.23)

Отсюда видим, что порождающим решениям соответствуют
кеплеровские круговые орбиты радиуса а.

Принимая это решение за порождающее, будем искать

периодические решения системы (4.19) с периодом 7\ рав¬
ным периоду правых частей уравнений. Рассмотрение обыч¬
ных условий периодичности (1.33) оставляет вопрос о су¬
ществовании периодических решений открытым, так как

соответствующий якобиан обращается в нуль, в то время
как система (4.19) никаких первых интегралов не допускает.
Но рассматриваемая система уравнений (4.19) инвариантна
относительно подстановки

х —*■ х, у у, z —*■ z, т —*■ — т, (4.24)

поэтому в силу теоремы симметрии (см. (1.44) — (1.48))
условия периодичности приводятся к виду

ч>1 = *'(т) = 0’ *»'=2,(т) = 0’}
ф, = х'(0) = 0, я|>4=у(0) = 0, rj>e = г' (0) = 0. i

(4.25)

*(!+*)
Р3

ку
'

р»
»

кг

► (4.21)
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Рассмотрим уравнения первого приближения
— 2(1 + v)/ — 3(1 +v)2x =

= by + Су cos 2
ni~ n

r -j- dy cos-2-~— t,
— /to n — rio

n2 — я

/ + 2(1 + v)A:' = c2sin2;J=-^T + d!Ssin2^_/io
z*+( 1 +v)2z = 0.

Общее решение этой системы будет

^■jTqrlfa + PsCosU +v)T + p3sin(l +v)t +

(4.26)

+ Cy cos 2
rti-
n— ru>

n . -г- 0n2 — rt_
т + dy cos 2 — t,

n— no

# = —2^i-^T—2p2sin(l+v)T+2p3cos(l+v)T+i +

+ P4 + c2 sin 2
Hi — n

x + d2sin2
n2 — я

n— По

(4.27)

Я — По

г = p6cos(l + v)T + .pesin(l +v)t,

где рг — постоянные интегрирования.
Коэффициенты уравнений (4.27) и (4.26) легко выра¬

зить через известные величины. Из (4.25) — (4.27) полу¬
чим условия периодичности

Ф1 = —Ра (1 + v) sin - Т+ Рз(1 + v) cos-71

_2ct2^«sm2l^ r-2d1^^sin^T +1 И n n„ ± “ **- *> **- 1L
л
— n0 n — По П — n0 п — По

+ • • • = о,
Фа = (1 + v) Рз + • • •

= 0,

^3 = -^17’-2p2sinl±-vr + 2p3cosi±^r +
*4-- (З4 -f- c2

Hi -

n — n0

г|?4 == 2рз + P4 + • • *
~ О»

nT +d2sin^-^T + '

л — По
=0,

Фв — — Эб(1 + v) sin-^— 71 + Pe (1 + v) cos—i— T+

Фв = Р«(1 +v) + -.. = 0.
+ • • • = 0,

(4.28)



§ 5] ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ОРБИТЫ СПУТНИКА ЛУНЫ 261

Якобиан этих уравнений относительно произвольных по¬

стоянных рг равен

Очевидно, он отличен от нуля, если

(1 + v) Т Ф 2ns,

где s — любое целое число.

Отсюда заключаем, что действительно при соответству¬
ющем выборе начальных условий можно построить такую
орбиту ИСЗ, которая была бы периодической в выбранной
нами вращающейся системе координат. Ряды, представля¬
ющие периодическое решение, будут сходящимися при до¬
статочно малых по модулю р, т. е. для порождающих орбит,
радиусы которых достаточно малы по сравнению с расстоя¬
ниями от Земли до Луны и Солнца.
Замечание. Рассуждения остаются справедливыми

и в том случае, когда к возмущающим силам добавляются
возмущающие члены, обусловленные фигурой Земли, если

последнюю считать сфероидом.

§ 5. Периодические орбиты
искусственного спутника Луны

Рассмотрим движение искусственного спутника Луны под

действием притяжения к Луней Земле. При этом, как и в ра¬
боте Е. П. Аксенова и В. Г. Демина [159], сделаем следую¬
щее предположение.

1. Центры масс Земли и Луны движутся по круговым

кеплеровским орбитам вокруг общего центра инерции с

угловой скоростью п', определяемой формулой

п'2 = f (M + M,iI. (5.1)

2. Искусственный спутник Луны представляет собой
пассивно гравитирующую материальную точку.

3. Земля является шаром со сферическим распределе¬
нием плотности, притягивающим по закону Ньютона.

4. Луна представляет собой абсолютно твердое тело, вра¬
щающееся вокруг оси, перпендикулярной к плоскости
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лунной орбиты, и обладающее симметрией относительно

плоскости лунной орбиты *).
Введем селеноцентрическую систему прямоугольных ко¬

ординат, за основную плоскость которой принята плоскость

лунной орбиты. Системе координат сообщим равномерное
вращение вокруг оси аппликат с угловой скоростью п' в

направлении обращения Земли, а ось абсцисс проведем
через центр Земли. Уравнение движения спутника Луны
запишется в виде

*-2„’у = + n

у +2п'х—п'*у=(U + V), >
(5 2)

:z^itU + V)

где V и U — потенциалы тяготения Земли и Луны. Эти
потенциалы можно разложить в ряды по полиномам Ле¬

жандра (см. § 4 гл. VI и § 3 гл. II)
ОО

^ = ^^+^(2^-1/2-гг)+^Е(^ул(^),(5.3)
где г — селеноцентрическое расстояние спутника, Р5 —

полином Лежандра s-ro порядка,

и = + (5.4)
s=2

где Qs (х, у, г) — гармонические полиномы относительно

х, у, z степени s, коэффициенты которых суть линейные ком¬

бинации моментов инерции s-ro порядка.

Введем обозначения:
00

Q,
— / 2 J.2S+1 , (5.5)

S=2

^-Фз^ум-Я- (*•«)
S=3

*) Допущение 4 весьма близко к действительности, так как наклон

оси вращения Луны к плоскости лунной орбиты составляет 89°59'.
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Введем новую независимую переменную т, связанную с t

равенством
т = (п — п') t, (5.7)

в котором п — среднее сидерическое движение спутника.
Вводя обозначения

п' М1 , fM /с 0\
tn = •' . О = 77—".,-- , k =

;
'■

775- (5.8)
п — п М + Mi (га — и')2 ' '

вместо системы (5.2) будем иметь

x'-2my'-m*(l+2e)x + ^=(^L^£x(U1+V1),K
у” + 2тх' — т* (1 — а) у + ^ =

(п j* -уа (ui + V,),

2" + m2az + -S' = 1^^
M5.9)

Рассмотрим вместо системы (5.9) следующие уравнения:

х"— 2ту' — т?х + = — 1 pv (1—4<s)*-fц~ (рх +'F^,

У*+ 2mx' - -|т2</ + 1 pv (1+2о)у+ р| (£7Х+ F,),

(5.10)
где использованы обозначения

со —

77
=

f у1
(га —га')2 A r2s+i

’

s=2
г

s=l

(5.11)

причем Qs представляют собой полиномы, которые полу¬
чаются из Qe при подстановке в них вместо моментов инер¬
ции J, следующих величин:

Jв
— JsР> 1.
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Исходная система получается из (5.10) при р. = m2/v. Систе¬
ма уравнений (5.10) при р = 0 имеет частное решение

х = a cos т, у = a sin т, z = 0, (5.12)

где а — корень уравнения

ka3 = 1 + 2т + -J-т2 I. (5.13)

(5.14)

Круговое движение (5.12) не будет кеплеровским, но

при малых значениях т незначительно отличается от по¬

следнего.

Выполняя преобразование

х = а (1 + I) cos т — ar\ sin т,

у ~ а (1 + 1) sin т + ат) cos т,

z = о£.

представим систему (5.10) в виде

I"_ 2 (1 + т) г]'-/(1 + I) + =

= _lpv[(l-a)(l +!)-3s(l+i)cos2T +

+ 3<3Tjsin 2тJ + + VX),

jf + 2 (1+ m) %' — lx[ + -jS- = — y Pv 13a (1 +

+1) sin 2t -f- (1 — a) T] -(- Ззт) cos 2t] -f

+ H’-J^(l'i+ t/0.

54-m2ag +
К

где

Ра = (1 + i)2 + V + ё2-

(5.15)

Решению (5.12) при р = 0 соответствует тривиальное ре¬
шение системы (5.15). Примем его за порождающее и, опи¬

раясь на метод Пуанкаре, будем искать решения системы

(5.15), обладающие по т периодом 2л. С этой целью
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рассмотрим уравнения первого приближения

I"— 2(1 + т) rj'—3/£ = — g
v 1(1 — <*— За cos 2т] +

+ + VU),

■П* + 2(1 + т) %' = — у
v6 sin 2т + (t/u + Ухх),

й" + Ц + т2з) С — (^ii + Уп),

где через Un и Уп обозначены совокупности тех членов

разложений (5.11), которые зависят от |, т], £ линейным об¬

разом. Общее решение системы (5.16) записывается в виде

I = PxCosgr + p2singT+ i [b + 2 (1 -f m)P6] + Ft(x),

(5.17)
n = _

2 (1 + «) Px
sin gx +

2 (1 + m) P,
cqs gT

_

— [3/Эе + 2(1 + m) b] + Pe + 00»

£ = Рз cos ют + p4 sin ют + Fa (t),

где b — величина, зависящая от о, v, с и постоянных, ха¬

рактеризующих фигуру Луны; функции Ft (т) являются

периодическими по т с периодом 2л. Величины g и ю опре¬
деляются соотношениями

ю2 = / + /л2<5, g2=1+2m— (5.18)
а Рх. Ра. • •

м Р* — постоянные интегрирования.
Условия периодичности (1.33) в нашем случае имеют вид

Ф1 = Рх (cos 2ng — 1) + р2 sin 2ng -\ = 0,

Фа = — Pig sin 2ng + P2g (cos 2ng— 1) -{ = 0,

ф3 = Рз (cos 2яю — 1) + P4 sin 2яю + • • • = 0,

ф4 = — р3ю sin 2лю+ р4ю (cos 2яю— 1) Н = 0,

ф6 = —
2(1 + m)^ sin 2ng +

2(1 + m)p2
(cos 2ng—

*

8 8

— 1) + • • • = о,
фв = — 2 (1 + m) Px (cos 2ng — 1) +

+ 2(1 + m)p2sin2rcg-| = 0.,

(5.19)
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Якобиан системы (5.19) относительно величин рг

D (\|)i, -фз, • •
•, Фе) 1

D (Pi, Ps. • •
•, Ре) Jo

тождественно равен нулю, но так как система (5.2) допус¬
кает интеграл Якоби, то одно из уравнений (5.19) является

следствием остальных. Поэтому согласно (1.38) — (1.39)
вопрос о существовании периодических решений решается
рассмотрением каких-либо пяти уравнений (5.19). Нетруд¬
но найти, что якобиан первых пяти уравнений будет

откуда видим, что он обращается в нуль только при условии,
что по меньшей мере одна из величин g или со является це¬

лым числом. Это означает, что лишь для счетного множест¬

ва решений, принадлежащих к двухпараметрическому се¬

мейству порождающих периодических решений, вопрос о

периодических решениях системы (5.2) остается невыяс¬

ненным. Для оо2 порождающих периодических решений су¬
ществуют близкие к ним периодические решения того же

периода системы (5.2).

§ 6. Периодические решения ограниченной
круговой задачи трех тел

Свой метод построения периодических решений Пуан¬
каре применил к ограниченной круговой задаче трех тел,

приняв в качестве порождающих орбиты задачи двух тел.

Пуанкаре и его последователи открыли ряд классов перио¬
дических орбит в этой задаче. Мы остановимся на одном из

классов, для которого порождающими орбитами являют¬

ся орбиты задачи двух неподвижных центров.

Заметим, что рассуждения этого параграфа справедливы
не только по отношению к круговой задаче трех тел, но и

по- отношению к задаче о движении спутника медленно вра¬
щающейся «трехосной» планеты, как это легко заключить,

сравнив уравнения движения этих двух задач (см. формулы
(1.24) — (1.26) гл. I).
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Уравнения движения плоской круговой задачи трех тел

в соответствии с (1.24) — (1.26) записываются в виде

х = 2пу+и:, j (61)
у
—
— 2пх + Uу, I

где силовая функция U определяется равенством

и = Г-(*, + 4^) + ^?:+7Г- (6‘2>

Система (6.1) допускает первый интеграл (интеграл Якоби)
х2 + у* = 2 (U + h). (6.3)

Выполним регуляризирующее преобразование

х = с ( ch v cos и —
mi-~mA

\ т.\ + т2 /

у
= —cshosinw, (6.4)

dt = n'(chzv — cos2u)dx,

в котором с — половина расстояния между притягиваю¬
щими точками, а п' —среднее движение пассивно грави¬
тирующей точки по невозмущенной (кеплеровской) орбите.
Будем ‘рассматривать только такие движения, для которых
величина

п

Р=1Г
достаточно мала.

В результате преобразования (6.4) получим систему
уравнений

и" = 2р. (ch2 v — cos2 и) v' + W'u,
v" = — 2р. (ch2 v — cos2 и) и' + W’v,

(6.5)

где силовая функция W имеет вид

W =
f (m;.+ -^ ch о +

f (-пч/~ cos и +

+ Ww (ch 2v ~ cos 2u) + 1& (ch 4v ~ cos 4“> —

~ (cos “ ch 3t> - cos 3и ch v). (6.6)
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Интеграл Якоби в новых переменных записывается в форме

и'« + _ 2W = 0. (6.7)

При р. = 0 уравнения (6.5) представляют собой урав¬
нения движения задачи двух неподвижных центров (см.
формулы (2.24) — (2.25) гл. III) и интегрируются в квад¬

ратурах. Эти решения мы примем за порождающие.
С помощью метода Пуанкаре будем искать периодичес¬

кие решения системы (6.5) в виде рядов по степеням пара¬
метра р:

СО ОО

и = 2 ркиь v = 2 й*0*- (6-8)
k=0 k=0

Ради простоты будем считать, что движущаяся точка пере¬
секает линию центров в момент т = 0, причем в этот момент

точка находится в перицентре или апоцентре порождающей
орбиты.

Система (6.5) инвариантна относительно подстановки

v-*-v, и-*- — и, т — т. (6.9)

Поэтому в силу теоремы симметрии условия периодичности
решения с начальными условиями

v (0) = о0, v' (0) = 0, и (0) = 0, и' (0) = ц0' (6.10)

можно преобразовать к форме

и (0) = 0, « (I) = 0, v' (0) = 0, w'(J) = 0. (6.11)

Из (6.4), (6.9) и (6.10) видно, что условия периодичности

(6.11) позволяют установить существование периодических
орбит, симметричных относительно оси х и пересекающих

эту ось под прямым углом *).

*) Уравнения движения инвариантны также и относительно подста¬
новки и -* и, v -* —v, 1 —» —т. Отсюда следует, что условия периодич¬

ности можно записать в форме и' (0) = 0, и' ) = 0, v (0) = 0, v

-- 0. С помощью этих условий периодичности возможно найти перио¬
дические орбиты как прямого, так и обратного синодического движений.
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Обозначая через и0 (т), v0 (т) решение упрощенной
системы, запишем систему уравнений первого прибли¬
жения

и\ + [fj^cos Ыо
- 2^5 cos 2«„] и, =

= 2(ch2o0— cos2 «о) у', (6.12)

< + [fJW^ ch + 2^ch 2Ч oi =

= — 2(ch2y0 — cos2u0)u'. (6.13)

Формулы (2.22), определяющие решение уравнений в ва¬

риациях для квазилиувиллевых систем, дают общее реше¬
ние уравнений (6.12) и (6.13) в виде

«1 = «о {Pi $ + Р* + ^ [J (ch 2v° — cos 2м<>) u'ov'odx ] �

(6.14)

Vi = v'0 {рз J + p4 + J [£ (ch 2v0 — cos 2ио) «XdT] тг} •

(6.15)

Рассмотрим упрощенную систему уравнений

uo
= — sin wo + 7^3 sin 2ы0, (6.16)

vl =
f (m'ni^ sh u° + sh 2u„ (6.17)

и предположим, что начальные условия соответствуют типу
движения, рассмотренному в § 2 гл. III. Тогда порождаю¬
щее решение определяется формулами (2.47) и (2.56) упомя¬

нутого параграфа

rns а -

сп2 ГМТ~Т1), feil-P2 ,в
, m

cos щ —

cr]2 _ Ti)i fei] + р
, (b. 18)

, 1 + а1 сns (от, k) в ,ch v0 — t _ а2 сп2 ^
, (6.19)
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где

П
= — К (kJ/Oj.

Так как выбирается периодическое порождающее реше¬
ние, то

бхК (k) = so К(^), (6.20)

где s — произвольное целое число, а К (А) и К (&х)
суть полные эллиптические интегралы первого рода.
Период порождающего решения можно представить

в форме

Т 4>К (fei)
_

2q\( (k)

где р и q
— взаимно простые целые числа,

Из (6.18) и (6.19) находим

,

_ 2(3gi sn Oi (т — ti) dn о, (т — rt) _g.
о cn2 ox (т — тх) + р3

’ (O.ZZ)

2aosnaTdn6T ,,, ооч
=

1 — а3 сп2от
• <6-23>

Вычислим интеграл

I = 4P’oj С 4 . (6.24)
“о

Из (6.22) и (6.24) находим

/ — С ft2 + cn2gi(T — Ti) .

,g nc\

sn*<j1(T-Ti)dn*o1(T—Ti)
a ■

При помощи основных тождеств, связывающих эллиптиче¬

ские функции Якоби, преобразуем (6.25) к виду

7 = -iI*+(1 + ра)1 1•
(6.26)

где qx
= (1 -|- р2) k\ — 1. Используя рекуррентные
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соотношения

J snmzdz = ^-q-j-^sn^zcnzdnz+Cw + 2) (1 +

+ №) J snm+2z dz — (m + 3) A2
j snm+4z dzj , (6.27)

j* dnm zdz
— [^2 dnm+1z sn z cn z +

+ (m + 2) (2 — A2) ^ dnm+2z dz — (m + 3) ^ dnm+4z dzj,
(6.28)

вместо (6.26) можно получить

J
т (1 4- P2) СП Cl (т — Tt) dn Oi (T — Ti) ,

k\ 0jsnoi(T — Ti)
“l“

gfooiCt-Tjcngtft-Tj k\ (1 + ft2)4 Csna6l(T _Tl)d(0lt)+
dntfi(T — ti) Ci J

si
7£-^ dn2 <зг (т

— tx) d (Oit). (6.29)

Но так как

J sn2 zdz =-^ [z — E (am z, &)], (6.30)

§ dn2 z dz = E (am z, ft), (6.31)

где E — эллиптический интеграл второго рода, то вместо

(6.29) окончательно будем иметь

I — f т _ (1±_Р5)2 cnci<T — Ti)dncx(T — Ti)
в! sn ах (т — Ti)

g2 sn <3i (T — Ti) СП Oj (r — Tj)
+ /гЕ[ата1(т-т1), kx],cxdnci(t —ti)

(6.32)

причем

(6-33)
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Первый член в (6.18) в силу (6.32) будет конечным и непре¬
рывным. Соответствующие исследования можно провести
и для второго интеграла в формуле (6.J8).

Итак,

Рх
23<Ji

gf sn Si (т — Ti) СП сх (т — Ti)

sifex2 dn Si (t — ti)
+

+ /гЕ(ашб1(т —Tx), fcx)]
sn в! (т — ti) dn Si (t — Ti)

cn2 Cx (T — fi) + P2

(1 + p2)2 cn Si (t — ti) dn Ci (t — ti)'
СП2 Ci (t

— Ti) + p2

+
2pp2C] sn Ci (t — Ti) dn Ci (t — Ti)

cn2 Ci (t — tt) + 32

+ «oJfI(ch2y° — COS 2ua) UQv'0dx

+

dt
(6.35)

Рассмотрим два первых условия периодичности (6.11). Пусть
сначала р

— нечетное число. Тогда эти условия запишутся
в виде

<°> •=

ЖЙ1к (*0 + ЛЕ (*.)] + +
2ci*j

Из (6.36) видим, что якобиан

D (Pl, р2)

(1 + р2)*;
Sip2

= 0.

(6.36)

(6.37)

всегда отличен от нуля. Если р
— четное число, то первое

из уравнений (6.36) должно быть заменено следующим:

Ul = ± (Р + О к (^i) + <3i/jj<7E (^i)j Pi±
2ci*'

dh —в— P2 + • • .
— 0. (6.38)

Отсюда заключаем, что соответствующий якобиан не равен

нулю. Стало быть, при начальных условиях, удовлетворяю-
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щих (6.2(3), периодические решения существуют. В проведен¬
ном анализе не учитывался второй из интегралов, входящих в

(6.12). Легко показать, что он может дать вековой член,
который соответствующим выбором рх уничтожается, и тогда

решение для и будет периодическим.
Обратимся теперь к уравнению (6.13). Преобразования¬

ми, аналогичными предыдущим, с помощью рекуррентных

формул (6.27) и (6.28) для г»1 получим выражение

* =
-

2аа2 (1 -а* сгс) {[^1 ~ *>*'~£] gT snот dП ОТ -

— (1 —Д2)2 dn2 6Т СП 6T—
^ ° ^ Sn2 6Т СП ОТ -\-

, (А:2 + — (1 — a?) kPk"1 _ , ,, о л 1
+ -—— Е (am ах, &)-sn2 бт dnetl —

„ 2ао sn от dn от .

ооч

i — д2сп2 ст +
••• <6-39>

Теперь после дифференцирования пот (6.39) можно записать

третье и четвертое из условий периодичности (6.11) в явной

форме. Третье условие запишется в виде

v[ (°) = — Р« + •..
= 0. (6.40)

Последнее условие при нечетном q будет

»;Ш=±»+-"=°- <б-4|>

Из (6.40) и (6.41) получим, что якобиан

[: D (Рз, Р«)

всегда отличен от нуля. Если q
— четное, то вместо

(6.41) должно быть взято уравнение

(г) = ± игдЬч {2 [- г + <1 - к +

+ [*** иУУ— <1—Д*)*е]}±?,+ ■■■
= о. (6.43)

Коэффициент при Р3 в (6.43) отличен от нуля, а тогда и во

втором случае соответствующий якобиан не равен нулю.
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Итак, мы показали существование периодических реше¬
ний исходных уравнений, соответствующих порождающим

решениям (6.18), (6.19). Найденные решения будут перио¬
дическими на вращающейся плоскости, причем они замы¬

каются после нескольких (многих) оборотов. На неподвиж¬
ной плоскости эти решения будут почти периодическими.

§ 7. Метод Уиттекера. Почти периодические

орбиты спутника сфероидальной планеты

Рассмотрим движение спутника в гравитационном поле

сфероидальной планеты. Возьмем планетоцентрическую си¬

стему координат Oxyz, основная плоскость которой совпа¬

дает с экваториальной плоскостью планеты, а ось аппликат

совпадает с осью вращения планеты. Силовая функция рас¬
сматриваемой проблемы запишется в виде

У =
у- + P# (Р, Z, (1), (7.1)

где
р2 = х2 + у2, г2 - р'

2 + z2.

В формуле (7.1) использованы следующие обозначения:
т — масса планеты, р.

— малый параметр, имеющий поря¬
док сжатия планеты. Относительно функции R предполо¬
жим, что она дифференцируема и обладает непрерывными
частными производными первого порядка. Будем предпола¬
гать также, что разложение функции R в ряд по полиномам

Лежандра начинается с членов, пропорциональных кубу
обратного расстояния (см. гл. II).

Дифференциальные уравнения задачи запишутся в виде

(см. (3.13) гл. I)
■is ди

'

d_
dt£(P2M = 0,

dU_
dz

(7.2)

В системе (7.2) через ^обозначена планетоцентрическая дол¬
гота спутника. С помощью интеграла площадей

р2Х =с, (7.3)
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в котором с — произвольная постоянная, исключим из си¬

стемы (7.2) циклическую координату X:

аг •• aw „V
P = Z =

W’ <7-4>

где

W = --£ + U. (7.5)

Система (7.4) допускает интеграл энергии

р2 + z2 = 2(W + h). (7.6)

Докажем существование периодических решений системы

(7.4), применяя к ней критерий Уиттекера*) [160]. Для
этого нужно показать, что в плоскости р, z существует та¬

кая кольцевая область, ограниченная двумя замкнутыми
кривыми, во всех точках внутренней границы которой вы¬

ражение

D = 2k (W + h) + cos r +^ sin г) (7.7)

отрицательно, а во всех точках внешней границы
— поло¬

жительно. В выражении (7.7) k — кривизна соответствую¬
щей границы кольцевой области, а у

—

угол между внеш¬

ней нормалью к граничному контуру и осью р.

Выражение (7.7) имеет вид

D = 2kh—
р (*—(2£—

p-cosr
—

у,
sin г) +

+ +|?cosr+U sin г) • (7.8)

Рассмотрим кольцевую область, ограниченную кон¬

центрическими окружностями:

Г = ГЪ г = г2 (гх <г2). (7.9)

Тогда система уравнений (7.4) допускает периодические ре¬
шения, если возможно выбрать такие г^ и г2, что

D (г,) < 0, D (г2) >0. (7.10)

*) См. также Бирхгофа [161]. Излагаемые результаты получены
автором [162].
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Из (7.8) и (7.9) находим

(7.11)
В уравнениях (7.11) р и г соответственно удовлетворяют

уравнениям

ра + г2 = г? (i — 1, 2). (7.12)

Исследуя методом Хилла (см. § 9 гл. III) интеграл (7.6),
можно показать, что представляющие практический инте¬

рес траектории будут иметь место только при h < 0. Именно

этот случай мы и рассмотрим.
При р = 0 для любого фиксированного значения h най¬

дутся такие г1 и г2, что условия (7.10) будут выполняться.

Тогда в силу непрерывности силовой функции и ее произ¬
водных по р при любых значениях h для достаточно малых

значений параметра р также можно найти такие /у и г2, для

которых неравенства (7.10) имеют место, т. е. для сферои¬
дальной планеты с достаточно малым сжатием среди реше¬
ний любого изоэнергетического семейства всегда найдется
по крайней мере одно периодическое.

Существование периодических решений можно дока¬

зать для любых сфероидальных тел, если принять во вни¬

мание характеристические свойства гравитационного по¬

тенциала, которыми должна обладать возмущающая функ¬
ция R. Однако в этом случае удается доказать лишь сущест¬
вование периодических орбит, достаточно удаленных от

притягивающего сфероидального тела.

Интересно отметить, что периодическим решениям систе¬

мы (7.4) могут соответствовать почти периодические дви¬
жения, определяемые системой уравнений (7.2). Действи¬
тельно, пусть

Р
= РЮ, г = 2(0 (7.13)

— некоторое решение с периодом Т.
Из интеграла (7.3) имеем

i
с

р4t\'
откуда

х = K + clwU)'

(7.14)

(7.15)
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Периодическую функцию 1/р2 (/) можно представить в виде

1=а+Ф(0, (7.16)

где а — некоторая постоянная, а <р
—

периодическая функ¬
ция, удовлетворяющая условию

т

§ Ф (t) dt = 0. (7.17)
о

Из (7.15) и (7.16) находим

I = + act + Ф (/), (7.18)

где Ф (t) — функция, имеющая период Т.

При изменении времени t на величину Т координаты р
и z примут свои первоначальные значения, а А, получит
приращение асТ, которое, вообще говоря, не будет кратным
2л, ибо период Т и постоянная а не зависят от постоянной

площадей с. Поэтому движение исследуемой точки в общем
случае почти периодическое. Движения будут периодичес¬
кими для счетного множества значений с, для которых вели¬

чина асТ кратна 2я.

Для данного изоэнергетического семейства траекторий
будет существовать се3 почти периодических движений, из

которых оо2 будут периодическими (здесь принята во вни¬

мание произвольная постоянная А,0, входящая в уравнение

(7.18)).
Локализация почти периодических траекторий спутни*

ка можетбыть выполнена способом, предложенным Н. Д. Мо¬
исеевым [163], а определение периода решения — с помо¬

щью результатов, полученных Н. Ф. Рейн [164]. Соответ¬

ствующий итерационный процесс может быть выполнен на

ЭВМ.



ГЛАВА VII

УСТОЙЧИВОСТЬ СПУТНИКОВЫХ движений

§ 1. Задача об устойчивости по отношению

к части переменных. Теорема В. В. Румянцева

При рациональном выборе орбит искусственных небес¬
ных тел необходимо принимать во внимание не только энер¬
гетические характеристики, но и «степень чувствительнос¬
ти» траектории как к начальным отклонениям в обобщенных

координатах и скоростях, так и к малым, постоянно дейст¬

вующим возмущающим силам. Насколько существен по¬

следний фактор, можно судить из примера: малое возму¬
щающее воздействие Луны на движение американского
спутника «Эксплорер-6» сократило срок жизни этого спут¬
ника с 20 до 2 лет.

Таким образом, в задачах небесной баллистики выбирае¬
мые решения дифференциальных уравнений движения кос¬

мического аппарата в том или ином смысле должны обла¬

дать свойством устойчивости. В большинстве случаев наи¬
более важно исследовать устойчивость решений в смысле

А. М. Ляпунова, в некоторых случаях достаточна устой¬
чивость траектории по Лагранжу [165]. Известный интерес
представляет также исследование устойчивости решений
в смысле В. И. Арнольда [166—168].

Мы придаем принципиальное значение задаче об иссле¬

довании устойчивости по отношению к части переменных.
В такой постановке задача об устойчивости долгое время
не привлекала внимание механиков, и лишь сравнительно
недавно она стала успешно развиваться В. В. Румянце¬
вым и нашла широкие приложения в ряде важных задач

механики [169, 170, 171].
Свойство устойчивости движения по крайней мере в ин¬

тегрируемых проблемах динамики присуще в той или иной

мере любому решению. Это очевидно из следующих эле¬

ментарных рассуждений.
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Пусть для описания движения в интегрируемой проб¬
леме динамики с п степенями свободы в качестве канониче¬

ских переменных приняты переменные «действие — угол»
(см. § 10 гл. I). В этих переменных гамильтонова система

дифференциальных уравнений движения будет иметь вид

dq, дИ dp,

~dt
~

др; ' ~dt
—0 (<=1.2(1.1)

где гамильтониан Н зависит только от переменных действия

pt. Тогда общее решение системы (1.1) запишется следую¬
щим образом:

pi = aitqt = <»|f+ bt (i = 1,2 n), (1.2)

причем здесь at и bt суть произвольные постоянные, а

дН (аь а-2,. . ап)
со,- =

да1

Из (1.2) видно, что какими бы малыми ни были началь¬

ные возмущения постоянных а,, канонические переменные
типа «угол» через конечный промежуток времени будут
разниться от их невозмущенных значений на сколь угодно
большую величину. Это означает, что по отношению к пе¬

ременным типа «угол» свойство устойчивости места не име¬

ет. Что же касается канонических переменных типа «дей¬
ствие», то они, напротив, в любой момент времени будут
отличаться сколь угодно мало от своих невозмущенных
значений, если только начальные возмущения будут дос¬

таточно малы. Это означает, что любое решение системы

(1.1) устойчиво по отношению к части переменных, а имен¬

но по отношению к величинам рг. В терминах § 10 гл. I

можно сказать, что для интегрируемых гамильтоновых

систем в 2га-мерном фазовом пространстве qiy pt возмущен¬
ное движение будет происходить по n-мерным торам pt

—

= const, которые при любом t будут достаточно близки к

невозмущенному тору pt
—

ait если начальные возмущения
достаточно малы. В частном случае, для задачи двух тел

подобное утверждение было сделано Г. Н. Дубошиным
[172].

Однако необходимо также отметить, что в задачах ди¬

намики, как правило, нельзя ожидать устойчивости по от¬

ношению ко всем переменным, ]<ак это видно из вышепри¬



280 УСТОЙЧИВОСТЬ СПУТНИКОВЫХ ДВИЖЕНИЙ [ГЛ. VII

веденного примера, если исключить из рассмотрения рав¬
новесные (в широком смысле) решения. Поэтому принци¬
пиально более верной является постановка задачи об

устойчивости по отношению к части переменных. Такая по¬

становка задачи об устойчивости автоматически снимает

оставшийся открытым у Ляпунова вопрос о том, всегда

ли возможно составить дифференциальные уравнения возму¬
щенного движения, если число выбранных величин, по от¬

ношению к которым исследуется устойчивость, менее чис¬

ла степеней свободы.
Постановка задачи. Рассмотрим систему диф¬

ференциальных уравнений в нормальной форме

^jj- = Yi(t,yuytl...,yn) (< = 1,2 л) (1.3)

и предположим, что любое решение этой системы неограни¬
ченно продолжаемо, т. е. существует при любом t !> i0,
где t0

— начальный момент. Пусть

У1 = ft (0 (i = l,2, ...,/i) (1.4)

представляет собой частное решение системы (1.3), удов¬
летворяющее определенным начальным условиям:

t = to. Уi = (t = 1. 2, ..., n). (1.5)

Решение (1.4) назовем невозмущенным, а всякое иное

решение будем называть возмущенным. Для возмущенного
решения вместо (1.5) имеют место следующие начальные

условия:
/ = to. Vi = У^ + «Ч (t = 1, 2, ... n), (1.6)

где 8г суть некоторые действительные постоянные, которые
называются начальными возмущениями.

Для любого t > t0 разности yt — /г (/) назовем после¬

дующими возмущениями или просто возмущениями. Если

все ег
= 0, то все разности yt — /г (t) == 0.

Пусть Ф4 (i = 1, 2, ..., k ^ п) суть заданные непрерыв¬
ные функции уъ у2, ..., уп и времени t. Функции Фг при
подстановке вместо yt их значений из (1.5) обращаются в

известные функции времени:

ф» (t. fi (t), .... fn (0) = Ф(? (0 {i = 1, 2 k).
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Рассмотрим разности возмущенных и невозмущенных зна¬

чений функций Ф;:
= Фi(t, У1 уп)~ Ф(?(0. (1.7)

Очевидно, что когда все ег суть нули, то для всякого зна¬

чения t будут нулями и величины x-t. Если же начальные

возмущения x{f = xt ((0) отличны от нуля и принимают лю¬

бые значения, численно достаточно малые по абсолютной

величине, то возмущения функций Ф; могут либо всегда
оставаться численно достаточно малыми, либо превысят
через конечный промежуток времени t назначенные малые

пределы. Решение этого вопроса зависит как от характера

правых частей системы (1.3), так и от выбора величин Ф;.
Исследование этого вопроса как раз и составляет основ¬

ную задачу теории устойчивости.
Определение. Невозмущенное решение называ¬

ется устойчивым в смысле Ляпунова по отношению к

величинам Ф1; Ф2, ..., Ф*, если для любого сколь угодно
малого числа е 0 найдется такое число б ]> 0, что при
любых действительных значениях x(f, удовлетворяющих
условию

|*(?|<8 (i = 1, 2, (1.8)

для всякого t > t0 выполняются неравенства

\Xi(t)\ <в (/ = 1, 2 k). (1.9)

Условия (1.9) для устойчивых решений должно выпол¬

няться при любых начальных возмущениях, совместимых

с (1.8). Если найдется хотя бы одна система начальных воз¬

мущений, приводящая при каком-либо t^>t0 по крайней
мере к одному из равенств вида

\xt (0| = е,

то движение будет неустойчивым.
Иногда рассматривают не любые начальные возмущения,

а только те, которые подчиняются некоторым дополнитель¬
ным условиям вида

/ {хъ х2, ..., хп) = 0 (1.10)
или

/(*!, Х2, ..., Хп) > 0. (1.11)
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Тогда, если неравенства (1.9) выполняются при всех на¬

чальных возмущениях, удовлетворяющих условиям (1.8) и

(1.10) (или (1.11)), то рассматриваемое невозмущенное ре¬
шение называют условно-устойчивым. Устойчивость реше¬
ния в смысле основного определения мы будем иногда име¬

новать безусловной.
Если возмущения величин Ф4, удовлетворяя данному

определению, кроме того, при неограниченном возраста¬
нии времени t стремятся к нулю, то говорят, что невозму¬
щенное движение асимптотически устойчиво по отношению

к величинам Фх, Ф2, ..., Ф*. В дальнейшем мы не будем
формулировать критериев асимптотической устойчивости,
так как ограничимся изучением движения механической
системы в потенциальных полях. Как следует из теоремы
Лиувилля [173], в этом случае фазовый объем оказывается

несжимаемым, и, следовательно, при определенных огра¬
ничениях, наложенных на потенциал, асимптотическая ус¬
тойчивость места не имеет.

Перейдем к составлению дифференциальных уравнений
возмущенного движения. Запишем (1.7) в виде

= Фi (t, Ух, ..., уп) — Ф(? (/) — xt = 0 (1.12)

и предположим, что функциональный определитель

PQ|>i, 'ta, . ■
., tft)

D [yi, г/з, •. .,yk)

отличен от нуля. Положим, кроме того,

и выполним преобразование системы уравнений (1.3) к

переменным хх, х2, ..., хп, определяемым формулами (1.7)
и (1.13). Из этих формул дифференцированием по времени

получаем

= У1 — ft (0 (i = k+ 1, ..., п) (1.13)

(* = 1,2,...,*),

(1.14)
dx. dif.

В правые части уравнений (1.14) вместо i/t подставим их
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**i _y**i у ^
(i-м k\— 2л Yi + —f jr \1 1,2,..., к),

dx•

-^ = Yt(t,ylt...,yn) (t = fc+l л).

(1.15)

выражения из (1.3):

dXl
_

VI
у , ^

dt “

dyj
i dt dt

~dt

11:>, формул (1.7) и (1.13) находим yx, y2, ■■■, yn> что воз¬

можно вследствие неравенства нулю якобиана преобразо¬
вания, и подставим найденные значения в правые части

уравнений (1.15). Обозначая результат подстановки через

Xi = Xi (t, хг, ..., хп) (i = 1, 2, ..., л), (1.16)
вместо (1.15) получим следующую систему уравнений воз¬

мущенного движения:

^ = Xi(t, хи . . .,*„) (г = 1, 2, .
.., п). (1.17)

Из (1.16) нетрудно обнаружить, что функции Хх, Х2, ...

..., Хп тождественно равны нулю, если всеположить рав¬
ными нулю:

Xt(t, 0, 0 0)=0. (1.18)
Следовательно, система (1.17) допускает тривиальное реше¬
ние

Xi = х2 = ...
= хп = О,

которое соответствует решению (1.4) системы (1.3). Задача
об устойчивости решения системы (1.3) по отношению к ве¬

личинам Фг эквивалентна задаче об устойчивости триви¬
ального решения системы (1.17) по отношению к xt (i =
= 1, 2, ..., k). Если k < л, то исследуется устойчивость
по отношению к части переменных. Если k = п, то рассмат¬

риваемая задача совпадает с ляпуновской постановкой.
При исследовании устойчивости тривиального решения

системы (1.17) будем всегда предполагать, что правые части

уравнений (1.17) суть голоморфные функции относительно

переменных хг, хг, ..., хп в некоторой комплексной области

их изменения

|дс,|< Ai (i = 1, 2 ,л) (1.19)

при любых действительных значениях t > t0. Кроме того,

предположим, что все Xt являются непрерывными функция¬
ми времени t при t >> t0.
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Так как в основном мы будем пользоваться второй ме¬

тодой А. М. Ляпунова, то введем еще понятие функции
Ляпунова. Рассмотрим функцию V (t, xlt х2, ..., хп), опре¬
деленную в области (1.19) при t > t0. Пусть функция V
является дифференцируемой функцией. Тогда ее полная

производная по времени определится формулой
П

которую в силу уравнений (1.17) можно записать в виде

П

Величину (1.20) называют производной от функции V
в силу дифференциальных уравнений возмущенного дви¬

жения.

Определение. Если функция V (t, xlt х2, ..., х„)
и ее производная V в силу дифференциальных уравнений
непрерывны и однозначны в области (1.19) при любых t ;>

> /0 и если, сверх того, как V, так и V тождественно равны
нулю при хх = х2 = ...

= хп = 0 и при любом t > t0, то

эту функцию называют функцией Ляпунова.
Если функция Ляпунова кроме равных нулю значений

может получать значения только одного знака, то она на¬

зывается знакопостоянной. В противном случае функция
является знакопеременной.
Определение. Если знакопостоянная не завися¬

щая от времени функция Ляпунова V {хх, хг, ..., хп) в об¬
ласти |хг|«<Лг, (=1,..., 1<п,а% л»—произ¬
вольны, уничтожается лишь тогда, когда переменные хъ

х2, ..., Хк обращаются в нули, то такая функция называется

знакоопределенной по отношению к переменным xlt х2,..., х*.

Определение. Функция Ляпунова V, явно за¬

висящая от времени t, называется знакоопределенной по

отношению к переменным хх, х2, ..., х*, если возможно най¬

ти такую определенно положительную и не зависящую от

времени функцию W (хх, хъ ..., хк), чтобы либо разность
V — W, либо — W— V была бы положительной функцией.
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Если в приведенных определениях k = п, то функции
V будут знакоопределенными в обычном ляпуновском пони¬

мании.

А. М. Ляпуновым даны критерии устойчивости, асимп¬

тотической устойчивости и неустойчивости, содержащиеся
в его основных теоремах второй методы. Модификация этих

теорем дана В. В. Румянцевым для исследования устойчи¬
вости по отношению к части переменных. Докажем теорему
об устойчивости по отношению к части переменных, вос¬

производя без существенных изменений доказательство В. В,

Румянцева [169, 170].

Теорема В. В. Румянцева. Если дифферен¬
циальные уравнения возмущенного движения таковы, что

возможно найти знакоопределенную по отношению к пере¬
менным хг, х2, ..., Xk функцию V, производная которой в

силу этих уравнений была бы знакопостоянной функцией
противоположного с V знака или тождественно равной
нулю, то невозмущенное движение устойчиво по отношению

к переменным хх, х2, ..., хц.

Доказательство. Пусть V (t, хх, ..., хп) — оп¬

ределенно положительная по отношению к хг, х.2.,.., Xk

функция, и пусть производная по времени в силу диффе¬
ренциальных уравнений возмущенного движения (1.17)
от этой функции V знакопостоянно отрицательна или тож¬

дественно равна нулю. Тогда, согласно определению
зависящей от времени знакоопределенной функции,
можно найти такую определенно положительную функцию
W(xlt ..., хь), что V — W > 0.

Возьмем произвольно малое число А, меньшее min (Ла,
А2, Ап). Обозначим через I 0 точный низший пре¬
дел функции W на сфере

k

2*> = А.
1=1

Функция V0 = V (t0, хг, ..., хп) не зависит явно от времени,
и поэтому она допускает бесконечно малый высший предел.
(По терминологии Ляпунова ограниченная функция V (Хц...
..., хп, 1) допускает бесконечно малый высший предел, ес¬

ли для любого произвольно малого е > 0 найдется такое

число h > 0, при котором для всех значений переменных,
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удовлетворяющих неравенствам

t>to,

будет выполняться условие | V | < е.)
Для значения I можно найти такое Я ]> 0, что при зна-

П

чениях xt, подчиняющихся условию 2 х) Я, будет вы-

/= г

подняться неравенство
V0<1. (1.21)

Если начальные возмущения xf] величин xt удовлетво¬
ряют неравенству

П

2 я,
t=i

то из равенства
t

V — V0 = \vdt
t*

в силу (1.21) и условия теоремы V О заключаем, что зна¬

чения переменных хъ ..., хп, определяемых уравнениями

возмущенного движения (1.17), должны всегда удовлетво¬

рять условиям
W < V < Vo < /.

Но так как I представляет собой точный низший предел

функции W на сфере радиуса А, то будет выполнено и не¬

равенство
k

2 *?<л-
;'=1

что и доказывает справедливость теоремы.
Замечание. Если число величин xit по отношению

к которым исследуется устойчивость, равно п, то полу¬
чаем основную теорему Ляпунова об устойчивости дви¬

жения.

В ряде случаев можно установить не только достаточ¬

ные условия устойчивости, даваемые доказанной теоремой,
но и необходимые условия. Для этой цели можно исполь¬
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зовать некоторые теоремы Ляпунова об уравнениях первого
приближения.

Голоморфность правых частей уравнений (1.17) дает

возможность представить систему (1.17) в виде

dx
п

-|г =* 2Рцх1 + Xt(Xi' ■■■'Хп' *)• -22>
/=i

где все рц суть либо вещественные постоянные, либо из¬

вестные функции времени, a Xi являются голоморфными
функциями величин х1г ..., хп, разложения которых по

степеням х, начинаются с членов не ниже второго порядка.
Пусть уравнения (1.22) таковы, что все коэффициенты

рц постоянны. В этом случае говорят о движении, устано¬
вившемся в первом приближении. Если в уравнениях (1.22)
отбросить функции Xt, то в результате получим систему

уравнений первого приближения, исследование которой
можно выполнить известным из теории дифференциальных
уравнений способом [174]. Поведение решения уравнений
первого приближения зависит от корней х определяющего
(характеристического) уравнения

D (х) = det (||Рг/1| — хЕ) = 0, (1.23)

в котором Црj;-1| — матрица коэффициентов, а Е — единич¬

ная матрица.

Ляпунов доказал ряд теорем [174], с помощью которых из рассмот¬

рения уравнений первого приближения можно судить об устойчивости
тривиального решения системы (1.22). Формулировки этих теорем мы

приведем без доказательства.

Теорема 1. Если определяющее уравнение имеет корни только
с отрицательными действительными частями, то невозмущенное
решение системы (1.22) устойчиво и притом асимптотически, каковы бы
ни были функции Xt в этих уравнениях.

Т еорема 2. Если между корнями определяющего уравнения
находятся такие, действительные части которых положительны, то не¬

возмущенное решение системы (1.22) неустойчиво, каковы бы ни были

функции Xt- в этих уравнениях.

Теорема 3. Если среди корней определяющего уравнения нет

корней с положительными действительными частями, но имеются кор¬

ни, действительные части которых равны нулю, то функции Xi всегда
можно подобрать так, чтобы невозмущенное решение системы (1.22)
было устойчивым или неустойчивым.
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§ 2. Способ Н. Г. Четаева.
Устойчивость при постоянно действующих
возмущениях

Раус [1751, а позднее Ляпунов [174] указали способ ис¬

следования устойчивости решения в случае существования

знакоопределенного первого интеграла уравнений возму¬
щенного движения. Если знакоопределенная функция яв¬

ляется первым интегралом уравнений возмущенного дви¬
жения, то производная от этой функции в силу уравнений
движения тождественно равна нулю, и тогда согласно

основной теореме предыдущего параграфа можно утверж¬
дать, что нулевое решение уравнений (1.17) будет устой¬
чивым по отношению к тем переменным, относительно ко¬

торых знакоопределенна левая часть первого интеграла.
В настоящее время нашел широкое распространение спо¬

соб построения функции Ляпунова, предложенный Н. Г.
Четаевым [176]. Суть способа состоит в следующем. Пусть
система (1.17) допускает s первых интегралов, каждый из

которых не является знакоопределенной функцией

Vi (/, xt, хг, ..., хп) = const (i = 1, 2, ..., s). (2.1)

Рассматривается функция
V = f(VltV2 Vs, к К К), (2.2)

зависящая от нескольких неопределенных параметров Я1(
Я2, ..., Ят, подбираемых так, чтобы функция V была бы
знакоопределенной. Это будет всякий раз, когда разложе¬
ние функции V в ряд по возрастающим степеням xt будет
начинаться с однородной знакоопределенной формы четного

порядка относительно интересующих переменных. Обычно

функция (2.1) представляет собой линейную связку первых
интегралов. Если построенная функция будет знакоопре¬
деленной, то исследуемое решение будет устойчивым, в си¬

лу основной теоремы предыдущего параграфа, так как V —
= 0.

Эффективно использование первых интегралов и в Дру¬
гом направлении, на которое обратил внимание Раус [175].
Рассмотрим голономную механическую систему с п сте¬
пенями свободы, определяемую функцией Лагранжа
L (/, <7i qn, ft qn). Пусть обобщенные координаты
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<74+1, qn являются циклическими, т. е.

-^- = 0 (i = k+l,...,n).
dq£

(2.3)

Лагранжевы уравнения движения этой механической си¬

стемы

допускают п — k первых интегралов, соответствующих
циклическим координатам

Для простоты предположим, что в качестве обобщенных
координат приняты возмущения (это не ограничивает общ¬
ности рассмотрения). Говоря иными словами, система (2.4)
имеет нулевое решение. Игнорируя циклические коорди¬
наты и вводя функцию Рауса R (см. § 2 гл. I)

в которой циклические координаты надлежит заменить их

значениями из первых интегралов (2.5), получим уравнения
движения в форме Рауса

Если функция Рауса не зависит явно от времени, то си¬

стема (2.7) допускает первый интеграл типа интеграла жи¬

вых сил

Теорема Рауса утверждает, что если функция V знако¬

определенна по отношению к переменным qv q2, ..., <7*,
то нулевое решение устойчиво в предположении, что посто¬

янные Pj циклических интегралов не возмущаются. Так

d_
dt ^ = 0 (1 = 1,2,..., я) (2.4)

= (i = *+l,...,n).
dq£

(2.5)

П

R=L- S (2.6)
/=4+1

(2.7)

(2.8)
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формулирует теорему Рауса Н. Г. Четаев [177]. Справед¬
ливость этой теоремы очевидна: так как V = 0, то устойчи¬
вость непосредственно следует из основной теоремы § 1.

Нетрудно показать, что теорема Рауса может быть сфор¬
мулирована в более общем виде. Во-первых, в качестве

функции Ляпунова может служить связка первых интегра¬
лов, а не обобщенный интеграл энергии, во-вторых, нет необ¬

ходимости требовать знакоопределенность этой связки по

отношению ко всем переменным. Наконец, простой прием
позволяет освободиться от условия неизменности величин

Pi и доказать безусловную устойчивость по отношению к

части переменных. Доказательство основывается на приеме,
использованном автором в статьях [178, 179] (см. также

[17] и [180]).
Теорема. Если лагранжевы уравнения (2.4) обла¬

дают п — k циклическими интегралами (2.5) и при опреде¬
ленных значениях постоянных рг = Р(°* допускают нуле¬
вое решение^ = q2 = ...

= qm = 0 и если, кроме того, при
фиксированных значениях рг возможно построить знако¬

определенную по отношению к переменным qXl q2, ..., qm
(m < k) функцию Ляпунова V (qx, ..., qm, pft+i, ..., P„), про¬
изводная от которой в силу дифференциальных уравнений
возмущенного движения тождественно равна нулю, то

нулевое решение устойчиво по отношению к величинам

qx, ..., qm, р*+1, ..., р„ и притом безусловно.

Доказательство. Пусть при значениях рг = Р1?
произвольных постоянных циклических интегралов (2.5)
система уравнений (2.4) допускает тривиальное решение

qx = q2 = ... —qm — 0,

и пусть существует функция Ляпунова
V — V (<7i, ..., qm, Pft+i, •••, Pn), (2.9)

знакоопределенная по отношению к qlt ..., qm при рг = р^,
производная от которой удовлетворяет условиям теоремы

(при значениях р{ =/= p(f функция V может и не быть, вооб¬
ще говоря, знакоопределенной в указанном смысле).

Положим
qt = Х( (i = 1, 2 k),

Pi — Pcf = ^ (i = k+ 1, ..., n).
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Тогда согласно (2.6) и '2.7) возмущенное движение можно
описать следующей системой уравнений:

Разлагая функцию (2.9) в ряд по степеням возмущений

По условию функции (2.11) знакоопределенна по отношению

Отказываясь от предположения, что начальные возму¬
щения подчинены условиям

рассмотрим систему уравнений (2.10). Построим новую функ¬

цию Ляпунова V в виде

где А ц
— постоянные величины, которые надлежит выбрать

таким образом, чтобы функция V была бы знакоопределен¬
ной не только по отношению кх1,х2,----,хт, но также и по

отношению к х*+1, ..., хп.

Для знакоопределенности функции (2.12) достаточно,
чтобы была знакоопределенной положительной по отноше¬

нию к х*+1, ..., хп квадратичная форма 2 Ац-XiXj. Это всег¬

да можно достигнуть выбором постоянных Ац. Итак,
при соответствующем выборе Ац функция (2.12) определен¬
но положительна по отношению к хг, х2, •••. хт, х*+1, ..., хп.

Очевидно, что для производной от функции V' в силу диф¬

ференциальных уравнений возмущенного движения будем

(t = 1, 2,. . . ,k),

dx,

-jj-
=0 (i = k 1, . . .

, n).

(2.10)

xt = Pi — Pf\ будем иметь

П

к xlt х2, ..., хт при рг = р(®\

П

V - V (хи . .. ,Р'0)) + S A4**h (2-12)
i, /=*+1
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иметь

V = v = о.

В соответствии с теоремой В. В. Румянцева заключаем,
что исследуемое нулевое решение устойчиво по отношению

к величинам xlt х2, ..., хт и x*+i, ..., хп при любых началь¬

ных возмущениях.

Перейдем теперь к исследованию устойчивости при по¬

стоянно действующих возмущениях. При составлении диф¬
ференциальных уравнений движения изучаемого объекта

мы исходим всегда из некоторой упрощенной схемы, которая
не учитывает малых сил. Молчаливо предполагается, что

отбрасываемые силы вследствие их малости не оказывают

заметного влияния. В некоторых случаях нам известна

структура этих малых возмущающих сил, в других случаях
она остается неизвестной. Поэтому из ляпуновской устой¬
чивости решения рассматриваемой системы дифференциаль¬
ных уравнений еще нельзя в строгом смысле заключать об

устойчивости реального, движения, ибо теория дифферен¬
циальных уравнений дает нам немало примеров, когда ма¬

лые возмущающие члены в правых частях дифференциаль¬
ных уравнений качественно изменяют свойства интеграль¬

ных кривых.
Возникает задача об исследовании устойчивости реше¬

ний дифференциальных уравнений движения при наличии

постоянно действующих возмущающих сил. Чаще всего

при постановке этой задачи делается лишь одно предполо¬
жение о характере возмущающих сил, а именно, предпола¬
гается, что они по абсолютной величине не превосходят не¬

которых назначенных пределов. Установленные для такой
постановки задачи критерии устойчивости накладывают
жесткие требования на свойства упрощенной системы диф¬
ференциальных уравнений, т. е. системы, которая не содер¬
жит постоянно действующих возмущений. Оказывается

[181], что для устойчивости при постоянно действующих
возмущениях достаточно, чтобы нулевое решение упрощен¬
ной системы уравнений было бы равномерно асимптотиче¬

ски устойчиво. Это требование никогда не выполняется

для механических систем, движущихся в потенциальных

силовых полях в силу существования интегрального

инварианта. Поэтому указанный достаточный Крите¬



СПОСОБ н. г. четаева 29а

рий устойчивости при постоянно действующих возму¬
щениях часто оказывается бесполезным для задач ди¬
намики.

Однако во многих случаях постановку задачи об устой¬
чивости при постоянно действующих возмущениях можно

изменить, если наложить на возмущающие силы допол¬

нительные ограничения. Пример такой постановки мы на¬

ходим в работе Г. Н. Дубошина [182], где возмущающие

силы предполагаются или постоянными, или линейными

функциями возмущений. Возможна и иная постановка за¬

дачи. Будем предполагать, что нам известна функциональ¬
ная структура возмущающих сил, . однако недостаточно

точно известны числовые значения параметров, входящих

в аналитические выражения сил. Такой случай встречает¬
ся нам при изучении движения спутника в нецентральном

поле тяготения, когда известно, что гравитационный по¬

тенциал представляется в виде ряда по сферическим функ¬
циям, однако коэффициенты рядов или определены с боль¬
шой ошибкой, или вообще не определены, а лишь оценен их

порядок.
Можно наложить на возмущающие силы и более слабое

ограничение, потребовав только, чтобы для дифференциаль¬
ных уравнений движения, записанных с учетом возмущаю¬
щих сил, сохранялось определенное количество первых

интегралов (в неизменном или несколько измененном виде).
В этом случае часто оказывается эффективным способ Н. Г.
Четаева построения функции Ляпунова (см. работы автора
1178, 179]).

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

dx,

-jf = Xi(t, хи . . .
, хп, р) (i = 1,2,..,, «), (2.13)

которая обладает s первыми интегралами:

Ft (t, хъ хг, ..., хп, р) = Ci (i = 1, 2, ..., s). (2.14)

Будем предполагать, что функции Xt и Ft голоморфны от¬

носительно xv хг, .... хп, р в некоторой окрестности точки

xi
— х2 — ■■■

— хп — р = О при всех значениях t > t0.
Для удобства, не ограничивая общности рассуждения, бу¬
дем считать, что р. > 0.
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Пусть, далее, разложения в ряды по степеням парамет¬

ра р. правых частей уравнений (2.13)
ОО

Х£ = S Хц (t, ХЪ х2, ..
., хп) р' (2.15)

/=О

таковы, что

Xi0(t, О, ..., 0) = 0. (2.16)

Что же касается функций Хц при /' Ф 0, то они этим свой¬

ством в общем случае не обладают.
При р = 0 из (2.15) получаем упрощенную систему диф¬

ференциальных уравнений

<2Л7>

Система (2.15) в силу свойства (2.16) имеет нулевое решение

Х\ — х2 = ...
—

хп — 0. (2.18)

Нулевое решение (2.18) примем в качестве невозмущенного
и будем исследовать ёго устойчивость, предполагай, что име¬

ют место как начальные возмущения, так и постоянно

действующие. Последние, очевидно, определяются раз¬
ностями

ОО

Xi-Xl0= 2р'Х(7.
/=1

Эти разности могут быть произвольными функциями, удов¬
летворяющими лишь единственному требованию — усло¬
виям существования s первых интегралов (2.14).

Предположим, также что решение (2.18) устойчиво п<г

отношению к части переменных хъ хг, ..., Xk (k п),
причем свойство устойчивости обнаруживается при
помощи связки первых интегралов (в общем случае
нелинейной)

V=V(F10,Fi0 Fsо). (2.19)

Здесь V — знакоопределенная функция по отношению

к переменным хи х2, ■■■, Xk, a F(0 = Ft (t, xv ..., хп, 0).



СПОСОБ Н. Г. ЧЕТАЕВА 295

Рассмотрим теперь следующую систему дифференциаль¬
ных уравнений движения:

~~П~
~ X[ > %1> • ••

i 1) (/ — 1,2, ...,п), 1
‘

(2.20)

Эта система допускает нулевое решение, соответствующее
нулевому решению системы (2.17). Исследуем устойчивость
эуого решения по отношению к величинам хъ ..., х*, хл+1.
Если это решение окажется устойчивым, то отсюда можно

сделать вывод об устойчивости нулевого решения упрощен¬
ной системы (2.17) при наличии постоянно действующих
возмущений вида (2.18) (т. е. об устойчивости при возмущаю¬
щих силах определенной структуры).

Для исследования устойчивости построим функцию Ля¬
пунова в виде

V= V(Flt Ft, ..., Fs) + y4+1, (2.21)

где у
— подлежащая выбору постоянная величина. Разла¬

гая V в ряд по степеням малого параметра р или, что то

же, величины хл+1, получим

V = V (F10, ..., /•’so) + [Г + (V;)0l4+i + - (2.22)

Если дополнительно предположить, что производная (V>)0
ограничена, то всегда можно выбрать величину у таким

образом, чтобы знаки первых двух слагаемых совпадали.

Тогда при достаточно малых по модулю значениях величин

хи ..., Xk, Xn+i знак функции V будет совпадать со знаком

двух первых слагаемых и, стало быть, функция V будет зна¬

коопределенной по отношению к величинам х1ухм, хп+1*).
Так как, кроме того, производная от V в силу уравне¬

ний (2.20) тождественно равна нулю, то отсюда следует вы¬

вод об устойчивости решения (2.18) по отношению к части

переменных хъ ..., хк, хп+1 при наличии постоянно дейст¬

вующих возмущений Xt — Xi0.

*) Здесь и далее в подобных исследованиях мы опускаем несложные

рассуждения, связанные с доказательством знакоопределенности функ¬
ции Ляпунова, зависящей явно от времени.
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§ 3. Устойчивость круговых орбит спутника

Критерий устойчивости круговых орбит в астрономиче¬
ских задачах при рассмотрении движения материальной
точки в осесимметричных гравитационных полях приво¬
дится у Г. Н. Дубошина [183], С. Чандрасекара [184],
Н. Г. Четаева [177]. Однако в отмеченных работах он

устанавливается лишь для возмущений, подчиненных

либо условию неизменяемости полной механической энер¬
гии, либо условию неизменяемости секторной скорости.
Иначе говоря, устанавливается лишь условная устойчи¬
вость круговых орбит. В работе [185] получены необходи¬
мые и достаточные условия устойчивости круговых орбит
точки, движущейся в осесимметричном потенциальном поле

'сил. В этом параграфе вывод условий устойчивости круго¬
вых орбит в общем случае будет выполнен в соответствии

с процедурой, изложенной в § 2.

Приложение этих результатов к проблемам небесной
баллистики было дано в работах автора [89] и позднее раз¬
вито В. Г. Дегтяревым [186] и A. J1. Куницыным [18].

Рассмотрим движение материальной точки в осесиммет¬

ричном силовом поле. Систему координат выберем так, что¬

бы ось аппликат совпала с осью симметрии поля, а в качест¬

ве основной координатной плоскости примем плоскость

невозмущенной орбиты точки. Предположим, что силовая

функция задачи в цилиндрических координатах имеет вид

U = U (р, г) и является голоморфной функцией р и г в

некоторой области их изменения, причем U (р, 0) = 0 в

силу выбора основной координатной плоскости. Предполо¬
жим также, что условие

выполняется по крайней мере для подлежащих рассмотре¬
нию круговых орбит (здесь и далее индекс «0» обозначает,
что взято значение функции в точке р = р0, г

—

0).
Дифференциальные уравнения движения запишутся в виде

(3.1)

(3.2)

где о — секторная скорость.
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Система уравнений (3.2) допускает частное решение

р = Ро, р = О, а = <т0, z = 0, z = О, (3.3)

которому соответствует некоторое круговое движение.

Решение (3.3) существует, если силовая функция задачи

удовлетворяет неравенству

(3.4)

Значение секторной скорости должно удовлетворять урав¬
нению

4qo , (dU
рз \ Зр ) о

0. (3.5)

Исследуем устойчивость частного решения (3.3). Вво¬

дя для возмущений обычные обозначения

хх = р
— ро, х2

—

р, хй = о — (Т0, х4 = z, х6 = г,

запишем дифференциальные уравнения возмущенного дви¬
жения в следующей форме:

*1 = х2,

dU
х2 = 4 («о + *з)2 (Ро + *1Г3 + ,

хя = 0,

Xi = хъ,

dU
х-а =

дхц
•

(3.6)

Система (3.6) обладает двумя интегралами:

Vi = *з = с', (3.7)

l72 - "J I*» + 4 (3° + ХЗ)' (Р° XlV + -

— и (Ро + хъ х4) = Л. (3.8)

Для получения необходимых условий устойчивости ре¬

шения (3.3) по отношению к величинам р, р, г, z рассмотрим
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уравнения первого приближения:

Х\ —-

,

Х2 = [Vрр + ^ ^p)0Xl ( Р^р)о-*:8+ (Upz)0*4.

(3.9)
Хз = О,

Xi = хв,

Хв — (Vpz)oxi -f- (UiZ)oXi.

Характеристическое уравнение системы (3.9) имеет вид

х« - (и'„ + и'р + и:г)п v + (u;p + ^u’p- и"р\] = 0.

(3.10)

Из приведенной в § 1 теоремы Ляпунова следует, что необ¬

ходимое условие устойчивости состоит в отсутствии среди

корней характеристического уравнения корней с положи¬

тельными действительными частями. В нашем случае это

будет иметь место, если выполняются неравенства

(V2Z + ^РР + — ^pV <0, 1
v р

(з.п)

[и;г{и;р + ^и'р)-и'з\о>о, J
или одна из двух следующих, эквивалентных им систем:

(^р+1^)о<°, [t/;'z({/; + it/;)_t/^]o>0; (3.12)

(Viz)о < 0, [ulz (и"рр + f- tfp) - v'Pl\> °- (а-I3)

Необходимые условия устойчивости приобретают особенно
простой вид в задаче о движении точки в силовом поле,

обладающем симметрией относительно основной координат¬
ной плоскости. Здесь (UP2)9 = 0, и поэтому вместо (3.11)
получаем следующие необходимые условия устойчивости:

^рр + }^)0<°. (Vlz),<0. (3.14)
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Заметим, что при выполнении необходимых условий
исследуемое невозмущенное движение будет устойчивым
по отношению к р, р, о, z, z в первом приближении.

Перейдем теперь к выводу достаточных условий устой¬
чивости. Для этого, пользуясь способом Н. Г. Четаева

(см. § 2), возьмем| в качестве функции Ляпунова связку
интегралов (3.7) и (3.8)

V = V2 + + X^Vl, (3.15)

где Х.х и Я,2 — произвольные числа, которые следует выбрать
так, чтобы функция (3.15) была бы знакоопределенной.
Производная от функции V в силу уравнений возмущенного
движения (3.6) будет тождественно равна нулю. Поэтому
при знакоопределенности функции V решение (3.3) будет
устойчивым.

Разложим V в ряд Тейлора в окрестности точки хх
=

= х2 = ...
= хь = 0:

v = — 4 (t/» + 7£/‘>)o.*! + 'S'JCS + ('^ + л*)дс* +
+ Т*5— т(и**)о х*— ~Т *1*» —

Ро

(Uгг)о -4*4 + • • ' (3.16)
2 .

Прежде всего, выбирая Xi = —— — рU'p)0 . уничтожим в

разложении (3.15) линейный член. Функция будет знако¬

определенной, если квадратичная форма, стоящая в раз¬
ложении (3.16), будет определенно положительной. А пос¬

леднее имеет место, если определитель

1 3 л

2 \^рр+ р^р)о’ 0, 0Q.
1I 2<^>- 0

0,
1

2 ’ о, 0, 0

2
/

71“ У (— Р^р)о - 0, 0, 0

1

2 <tfp,)o. 0, о, -уЮ». 0

0, 0, 0,
1

0,
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и его главные диагональные миноры положительны, т. е.

выполняются неравенства

{и” + 7и>1<0'
-

т ("■» + ! X-f)+ i > »•

Y (U2zUр)о > 0.
Ро

(3.17)

Нетрудно проверить, что при выполнении условий (3.12)
при соответствующем выборе ^ неравенства (3.17) такжо

имеют место. Стало быть, рассматриваемое движение будет
устойчивым, а условия (3.12) будут достаточными.

Условия устойчивости (3.12) приобретают более простой
вид в случае, когда рассматривается движение точки в гра¬

витационном поле. Воспользовавшись уравнением Лапла¬

са (или Пуассона), записанным в цилиндрических коорди¬
натах (см. § 1 гл. II)

d4J_.dW_ , \^dU_ _п
dzn- "г

др*
"г

р др
"

(здесь предполагается, что гравитационное поле обладает
осевой симметрией), можно выразить производную Игг че¬

рез производные по р:

d'-U
=

дЮ 1 дЦ

дг- др2 р др
(3.18)

Ограничиваясь для простоты случаем гравитационного
поля с симметрией относительно основной плоскости, пре¬

образуем условия устойчивости (3.14) к виду

(и~+}^).<0' K+fXXV <зл9>

или после несложных преобразований будем иметь

(3-20>
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Отсюда, предполагая дополнительно, Что гравитацион¬
ное поле сферически симметрично, из (3.14) и (3.18) полу¬
чаем

где г2 = р2 + z2. Эти неравенства выполняются всегда,

если имеет место условие (3.4), т. е. приходим к результа¬

ту, что все существующие круговые орбиты устойчивы.
Применим теперь полученные критерии устойчивости

круговых движений к задаче о движении ИСЗ в нормальном
гравитационном поле, потенциал которого определяется
формулой (см. §6 гл. III)

U + - 1- - 1. (3.21)2 l>V + (z-aT Ур* + (г+с<Н
Так как силовая функция (3.21) четная относительно

г, то могут иметь место круговые движения ИСЗ в эквато¬

риальной плоскости Земли z = 0. Для этого должно быть

выполнено условие (3.4), т. е.

Wf), " ~(у“Ёгз)0<0- (3'22>

Неравенство (3.22) справедливо при любых р0, следователь¬
но, в экваториальной плоскости Земли существуют круго¬
вые орбиты произвольного радиуса.

Рассмотрим условия устойчивости в форме (3.20). Диф¬
ференцированием находим, что

[£«>*4
fMP* (р2 — 4с-)

V(Ро
— с2)5

и поэтому условие (3.20) сводится к следующему:

2/МР« ^Л1Р2(Р20-4с‘)
(pg„^v.

>0‘ (3>23)

Если ро — 4с2 > 0, то будет выполнено первое неравенство.
Находим, что оно справедливо при

Ро > 2с « 420 км, (3.24)
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т. ё. для всех реальных спутниковых движений. Левое не¬

равенство после простых преобразований принимает вид

и, очевидно, всегда удовлетворяется.
Из (3.24) и (3.25) следует устойчивость в смысле Ляпу¬

нова всех круговых орбит, лежащих в экваториальной плос¬

кости Земли, по отношению к величинам р, р, а, г, г.

Теперь естественно поставить вопрос, могут ли нарушить
устойчивость круговых экваториальных орбит ИСЗ малые

возмущающие силы, обусловленные действием неучтенных
в потенциале (3.21) членов, зависящих от зональных гар¬
моник высшего порядка. Эти возмущения будут определять¬
ся следующей пертурбационной функцией:

где р
— малый параметр порядка 1СГ6, а Ф — ограничен¬

ная, голоморфная функция своих переменных.
Так как при добавлении пертурбационной функции (3.26)

дифференциальные уравнения движения по-прежнему бу¬
дут обладать интегралом живых сил и интегралом площадей,
то в соответствии с результатами § 2 можно утверждать,
что исследуемые круговые движения ИСЗ будут устойчи¬
выми и при постоянно действующих возмущениях вида

(3.26), при достаточно малых по модулю значениях р.

В частности, устойчивость не нарушается членами, обус¬
ловленными асимметрией Земли относительно экваториаль¬
ной плоскости. Теоремы § 2 не позволяют распространить

полученные результаты на возмущения от тессеральных и

секториальных гармоник, т. е. на возмущения от долгот¬

ных членов. Этот вопрос будет изучен иным способом в од¬

ном из следующих параграфов.
Рассмотрим круговые орбиты предельного варианта за¬

дачи двух неподвижных центров, в котором один из притя¬
гивающих центров удален на бесконечность (см. § 8 гл. III).
Как уже отмечалось, орбиты этой задачи могут быть исполь¬

зованы в качестве промежуточных при исследовании влия¬

ния возмущающего действия Солнца, при изучении движе¬
ния космического аппарата в центральном ньютоновском

поле сил с постоянным вектором реактивного ускорения,

р5 + 2с2 > 0 (3.25)

R = рФ (р, 2, р), (3.26)
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а также при изучении эффекта светового давления солнеч¬

ной радиации в движении ИСЗ. Мы приведем результаты,
полученные в этой задаче A. JI. Куницыным [18].

В цилиндрической системе координат с полюсом в при¬
тягивающей массе, ось аппликат которой направлена вдоль
оси симметрии поля, потенциал примет вид

+ <3'27)

Круговые орбиты

р = Ро, z = г0, а = а0 (3.28)

существуют при условии, что

О, (3.29)

разрешая которое относительно z0, найдем

ЛГ*
(3.30)

где с — постоянная площадей.

В полярных координатах ^г = \rр2 + z2 и О = arcsin-^
вместо (3.30) будем иметь

r\=^ cosflo. (3.31)

Полученное уравнение представляет огибающую семейст¬
ва круговых орбит и определяет зависимость между радиу¬
сом круговой орбиты и смещением ее плоскости относитель¬

но центра притяжения. Из условия неотрицательности его

правой части получим границы области существования та¬

ких круговых движений:

Таким образом, круговые движения могут существовать
лишь в области z > 0, так что

О<20 <сУж- (3-32>
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Как следует из (3.31), радиус р0 принимает максимальное
значение при

^tnax = arccos

у=.
. (3.33)

Обращаясь теперь к уравнению (3.5), определим из не¬

го скорость v0 движения пб круговой орбите. После неслож¬

ных преобразований получим

Р*0* = fm [го - 2 (^г)4г* + гЦ,
где v0

= РоФо- Отсюда находим

Исследуем устойчивость найденных движений. Очевид¬
но, что в этом случае z0 =f= 0, и необходимые и достаточные

условия (3.11) можно преобразовать к виду

t/pp + у и,} и"гг- ({/;г)2]о<0, (С/'„)о<0. (3.34)

Принимая во внимание уравнение Лапласа, получим вмес¬

то (3.34)

(у ^)в<(С/«)о<0. (3.35)

Это условие будет выполнено, если г0 удовлетворяет нера¬
венству

0<г"<^- <3-3б>

В этом случае имеет место устойчивость круговых движений
• •

по отношению к р, г, р, г, а.

Из (3.33) и (3.36) находим, что круговые орбиты, для ко¬

торых

<3'37)

устойчивы.
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§ 4. Устойчивость сфероидальных
и гиперболоидальных орбит

В практическом отношении весьма важны орбиты ИСЗ с

малым эксцентриситетом. Их исследование обычными мето¬

дами классической теории возмущений наталкивается на

некоторые трудности. На этом пути наиболее общие резуль¬
таты исследования почти круговых орбит были получены
Страблом [189] и Г. В. Самойловичем [190, 191]. Изучение
орбит ИСЗ этого класса намного облегчается, если исхо¬

дить не из классической теории возмущений, а восполь¬

зоваться для этой цели решениями обобщенной задачи двух
неподвижных центров. В этом параграфе мы исследуем ус¬
тойчивость эллипсоидальных орбит, которые при малых

значениях эксцентриситета эллипсоида вращения как раз
и соответствуют почти круговым орбитам 189].

Дифференциальные уравнения движения ИСЗ в нор¬
мальном поле тяготения согласно §6 гл. III имеют вид

£ = --Ash 2о-^-’.dr2 с3 ch* v

d2u , .
о ,

c*cosw
-j-з-

= ft sin 2и
dx2 1 sin3 и

(4.1)

где ft и сг суть произвольные постоянные интегрирования,
а независимая переменная х (регуляризированное время)
определяется дифференциальным уравнением

ЧГ
=

sh3 v + cos3 и
*

При исследовании устойчивости некоторых классов

орбит ИСЗ уравнения движения в форме (4.1) весьма удоб¬
ны, так как система распадается на два независимых урав¬
нения. Переход к регуляризированному времени в задаче

об устойчивости оказывается возможным в связи с тем, что,

как видно из уравнения (4.2), регуляризирующая перемен¬
ная т монотонно и неограниченно возрастает вместе с t.

Поэтому решения уравнений (4.1) неограниченно продол¬
жаемы, и переменная т может играть при исследовании

устойчивости такую же роль, как и время t.
В систему (4.1) входят произвольные постоянные ft, сх.

Если при исследовании устойчивости эти постоянные
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считать неизменными, то может быть установлена только

условная устойчивость, так как начальные и последующие
возмущения должны удовлетворять условию неизменяемо¬

сти полной механической энергии и постоянства секторной
скорости. Для доказательства безусловной устойчивости
воспользуемся первой теоремой § 2. При доказательстве

мы не будем дополнять систему (4.1) уравнениями для h

и сг. Более подробное исследование дано в уже упоминав¬
шейся статье автора [891, а также в работе В. Г. Дегтярева
[186].

Уравнения (4.1) допускают частные решения вида

v = v0, v' = О, h = h0, Ci = Cj0, (4.3)
если v0 является корнем уравнения

ем sh Vo

Lfchvo — hosh2vo — -EHr^
= 0. (4.4)

Решениям (4.3) соответствуют орбиты, лежащие на сжа¬

том сфероиде, ось симметрии которого совпадает с осью вра¬
щения Земли. Большая полуось этого сфероида равна с ch v0>
малая — с sh v0, а его эксцентриситет—1/ ch о0. Если с10=^=0,
то траектория навивается на эллипсоид, оставаясь располо¬
женной в некоторой полосе, симметричной относительно

экватора. Эти орбиты могут быть либо периодическими, за¬

мыкаясь после многих оборотов, либо условно периоди¬
ческими, заполняющими всюду плотно указанную полосу.
Ширина полосы определяется величиной корня второго из

уравнений (4.1). Этот корень определяет гиперболоид вра¬
щения, который пересекается с эллипсоидом по двум сим¬

метричным малым кругам, представляющим собой границу

области возможности движения. Если и близко к
у,

то ор-

0ита располагается в окрестности экваториальной плоскос¬

ти Земли.

При с10 = 0 орбиты ИСЗ располагаются в меридиональ¬
ных плоскостях и представляют собой эллипсы, линии ап¬

сид которых лежат в экваториальной плоскости Земли (см.
§4 гл. IV).

Вводя для возмущений обозначения

V — v0 = хъ V1 = х2, (4.5)
запишем дифференциальные уравнения возмущенного
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движения:

dxi

dT
= *2’

dx2 fM , ,
,

.
и и т , \ с?оsh (°о + *»)

ж
- еЬ (оо + *1) — h0 sh 2 (оо + *х)— -с1-з-(Уо + Xi)

(4.6)
Уравнения первого приближения имеют вид

i — г
^

_

/ 4cia fM ch8 p0\ ^

d/ 2’ d/ \ch4£»o c8 sh n0 j 1- ' '
'

Корни характеристического уравнения системы (4.7) за¬

пишутся следующим образом:

„ ,l/ 4ciq fM ch8 vp ..

1.8 i |/ ch« о0 с8 sh v0
' ( • )

Если

4сго fM ch2 Vq
ch4 n0 c3 sh £)0

<0, (4.9)

то эллипсоидальные орбиты устойчивы по первому прибли¬
жению.

Достаточные условия устойчивости найдем с помощью

первого интеграла системы (4.6)

Ki = х\ — Щг [sh (t»o + *i) — sh п0] + 2h0 [sh2 (н0 + *i) —

— sh2 п0] — c10 ch2 + Xi)
— ^2^]- (4-10)

Разложим функцию Vt в ряд Маклорена

1/ - у» ( 4С10 fM Ch8 Vp \ 2 .. ...

1 2
\ ch4 п0 с8 sh п0 J 1

Условием ее положительной определенности является

неравенство (4.9). Следовательно, условие (4.9) будет не¬

обходимым и достаточным для устойчивости орбит рассмат¬
риваемого класса.

Очевидно, что для меридиональных (полярных) орбит
при с10 = 0 условие устойчивости (4.9) выполнено. Поль¬

зуясь малостью с, можно показать, что оно будет выполнять¬

ся для всех реальных орбит. Подробности анализа читатель

найдет в работе [186].
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В соответствии с результатами § 2 можно показать,

что исследуемые орбиты будут устойчивыми и при постоян¬

но действующих возмущениях вида

R = Г/Т). (4-12)

где F — ограниченная голоморфная функция, а, (5, у
—

произвольные постоянные величины, р
— достаточно ма¬

лый параметр.
Из доказанного следует, что эллипсоидальные орбиты

будут устойчивыми по отношению к большой полуоси и

эксцентриситету эллипсоида, по которому движется ИСЗ.

Если, кроме того, вспомнить, что согласно формулам (7.9) и

(7.10) гл. III постоянному значению v с точностью до вели¬

чин порядка с соответствует и постоянное значение радиуса-
вектора ИСЗ, то доказанное приближенно означает устой¬
чивость орбит по отношению к г и г'.

Перейдем теперь к рассмотрению гиперболоидальных орбит.
Второе из уравнений (4.1) допускает частные решения вида

и = u0, h = h0, Сх = с10- (4.13)

Из формул преобразования (6.39) гл. III следует, что при и = м0 дви¬

жущаяся материальная точка во все время движения будет находиться

на гиперболоиде вращения
г'1 г2

с1 sin2 u0 с2 cos3 Mo
(4.14)

Такого рода движения назовем гиперболоидальными. Легко видеть,
что при с10 = 0 движение будет происходить по гиперболе, лежащей
в какой-либо меридиональной плоскости (гиперболическое движение).
Как гиперболоидальные, так и гиперболические движения, вообще го¬

воря, не являются спутниковыми, так как в процессе движения мате¬

риальная частица удаляется на бесконечность. Тем не менее рассмотре¬
ние орбит этого класса может представить интерес для теории движения

межпланетных кораблей в сфере действия Земли.
Решения вида (4.13) существуют в том случае, если ц0 является кор¬

нем следующего уравнения *):

с8
10

sin4 м0 =
— (4.15)

*) Мы исключаем из рассмотрения случай и0 = 0, которому соот¬

ветствует прямолинейное движение вдоль оси вращения Земли, и слу-
п

чай и0
=

~2, которому соответствует прямолинейное движение в плос¬

кости экватора.
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т. е. при hо > 0 (в случае, когда полная механическая

положительна).
Уравнения возмущенного движения запишутся в виде

dr
= z2,

(cl + Z4) cos (u0 + Zi)

энергия

(4.16)

w
= (Ao + z3) sin 2 (п„ + n) + sin3 (-Цо + 2l)

где u—uq = z1, u' — z2, h—ho — z3, c2 — c2 —
'10
“ Zi.

Система (4.16) обладает интегралом.

Vl = Z^-\~ (ho -j- Zg) COS 2 (Uo -j- Zi) -|-
I + zi

sin2 («о + zi) (4.17)

Для доказательства устойчивости в смысле Ляпунова гиперболои-
дальных орбит возьмем в качестве функции Ляпунова комбинацию
интеграла (4.17) и интегралов V2 = zs, F3 = z4:

4c2,
У=-

“o cos* ио

sin4 «0
z2 + Zj

— 2 sin 2uq-ZiZ3 —

2 cos u.

sin3 u0
з Z\Zi + . • • + Biz2 + B2z2 + - . • (4.18)

Для знакоопределенности этой функции при достаточно малых значе¬
ниях г£ должно выполняться неравенство *)

4с20 cos2Uo

sin4 Uo >0. (4.19)

Очевидно, что оно выполняется для любых гиперболоидальных орбит.
Следовательно, рассматриваемые орбиты будут устойчивыми в смысле

Ляпунова по отношению к величинам и, и', h, cv Отсюда, в частности,

следует устойчивость этих орбит по отношению к полуосям гиперболо¬
ида, на котором происходит движение, и к его эксцентриситету.

§ 5. Устойчивость орбит искусственных небесных тел

по отношению к каноническим элементам

при постоянно действующих возмущениях

Для описания возмущенного (в небесномеханическом

смысле) движения космического аппарата, принимаемого
за материальную точку, воспользуемся, одной из систем

канонических элементов. Для этой дели пригодны как

*) Предполагается, что В£ выбраны надлежащим образом.



з!о УСТОЙЧИВОСТЬ СПУТНИКОВЫХ ДВИЖЕНИЙ (гл. VII

канонические элементы Делоне, так и первая или вторая
система элементов Пуанкаре [191]. Мы воспользуемся пер¬
вой системой Пуанкаре:

L = Vf(m0 + m)a, pi = Vf(m0 + т)а (1 — V\ — е2), ,

Рг = Vf (™о + т) а (1 — ег) (1 — cos t),
А, = nt + е, о»! = — я, а>2 —

— £1 .

(5.1)

В формулах (5.1) использованы следующие обозначения:

т0 и т — массы взаимно притягивающихся точек, а — боль¬

шая полуось оскулирующей эллиптической орбиты, е — ее

эксцентриситет, i — наклонность, п — среднее движение,
£I — долгота восходящего узла, я — долгота перицентра,
е — средняя долгота эпохи. Принимая во внимание малость

массы космического аппарата т по сравнению с массой при¬
тягивающего центра, величиной т в формулах (5.1) можно

пренебречь.
В соответствии с [191] будем иметь следующие диффе¬

ренциальные уравнения возмущенного движения:

dL_ _ дН_ dPj
_

дН

dt д% ’
dt да>,

’

(5.2)
dX
_ дН_

v

dt dL
’ dt dPi

(l

причем гамильтониан H определяется равенством

н = Г‘(то + т?
+ ^ {Lf рь рг> к Юь (5 3)

Второе слагаемое в соотношении (5.3) представляет собой

пертурбационную (возмущающую) функцию, в которой че¬

рез р обозначен малый параметр. Если положить р
= 0, то

уравнения (5.2) определят невозмущенную эллиптическую
орбиту.

Вследствие консервативности возмущающих сил урав¬
нения (5.2) допускают обобщенный интеграл энергии

Н = const. (5.4)
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Если возмущающая функция удовлетворяет условию
dR

_

dR | dR p,

dX
~

d<x>i da>2 ’

то уравнения (5.2) обладают еще одним интегралом

L — pj
—

р2 = const. (5.6)

Условие (5.5) означает, что возмущающее силовое поле об¬

ладает симметрией относительно некоторой оси, а интеграл

(5.6) представляет собой интеграл площадей, выраженный
через элементы Пуанкаре [191].

Заметим, что дифференциальные уравнения (5.2) при¬
годны для описания движения в любой ограниченной за¬

даче. Ими при исследовании устойчивости целесообразно
пользоваться в задаче о движении искусственного спутника

сфероидальной планеты, в пространственной круговой за¬

даче трех тел (в случае движения тела пассивно гравитирую¬
щего в окрестности одной из притягивающих масс), в за¬

даче о движении спутника в гравитационном поле медленно

вращающегося твердого тела, центральный эллипсоид инер¬

ции которого близок к сфере и т. д.

Исследуя систему уравнений (5.2), мы не будем делать

никаких конкретных предположений о физической природе
возмущающих сил. На пертурбационную функцию р.# мы

наложим лишь одно ограничение, предположив, что она в

некоторой окрестности невозмущенных значений элемен¬
тов Пуанкаре является ограниченной функцией.

При р = О система уравнений (5.2) определяет некоторое
невозмущенное кеплеровское движение. Рассмотрим зада¬

чу об устойчивости этого движения по отношению к части

переменных при наличии постоянно действующих возму¬
щающих сил, заданных с помощью пертурбационной функ¬
ции р/?.

Сначала изучим случай, когда уравнения (5.2) допускают
только один интеграл (5.4). Покажем, что в этом случае
движение будет устойчивым при заданных возмущающих
силах по отношению к элементу L, если параметр р по мо¬

дулю достаточно мал.

Дополним систему (5.2) уравнением

Р = 0. (5.7)
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Расширенная система (5.2) и (5.7) имеет частное решение

L = L0, Рх = Рю» Ра = Рао> ^ (0> j
©1 = ©ю, ©а = ©ао. Р = О, I (5.8)

устойчивость которого по отношению к величинам L и р.
необходимо исследовать. С этой целью введем для возмуще¬
ний переменных следующие обозначения:

Х\ — L — L0, х2 — р, xs = Рх Рю, 1

Х\ — Ра р20» -^Б = ^ К (0> -*-6 = ©1 ©10. -*-7 = ©2 ©20* J
(5.9)

Тогда для дифференциальных уравнений возмущенного дви¬

жения, которые мы не будем здесь выписывать в новых пе¬

ременных, можно указать следующие Два первых интеграла:

т/ _ + «о)аГ 1 1 ] | рVl 2 1<Го + *1Р
“ + XiR'

У2
— Х2-

(5.10)

Для доказательства устойчивости построим функцию
Ляпунова V в виде связки интегралов (5.10)

V=V\ + AVl, (5.11)

где А — произвольная постоянная величина. Разлагая

правую часть формулы (5.11) в ряд по степеням возмуще¬
ний *i и х2, получим

,, = х, _ уху») (Я, + А) _

(5.12)

Так как функция R, по предположению, ограничена,
то всегда можно для постоянной А выбрать такое числовое

значение, что квадратичная форма в разложении (5.12) бу¬
дет определенно положительной. В самом деле, условие

знакоопределенности этой формы записывается в виде

г>2 , л ^ г, f* («0 + т)2 Г, /С ,04
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Последние неравенства выполняются, если А выбирать из

условия
А > sup Rl.

При этом функция (5.11) также будет знакоопределенной
по отношению к величинам хг и х2. Отсюда в силу последней

теоремы § 2 заключаем, что исследуемое движение устойчи¬
во при постоянно действующих возмущениях по отношению

к элементу L. Но из формул (5.1) видно, что движение бу¬
дет также устойчивым и по отношению к большой полуоси
орбиты. А это в свою очередь означает устойчивость иссле¬

дуемого движения по Лагранжу *).
Рассмотрим другой случай. Пусть возмущающая функ¬

ция такова, что выполнено условие (5.5), Тогда наряду с

интегралом энергии существует еще интеграл площадей

(5.6), который в переменных xt записывается в виде

V3 = xl
— x3 — xi. (5.14)

Строя функцию Ляпунова в виде связки интегралов
(5.10) и (5.14)

V = V\ + A^l + A.Vl (5.15)

где Аг и А2 соответствующим образом выбранные постоян¬

ные, из рассуждений, аналогичных предыдущим, обнару¬
живаем. что невозмущенное решение устойчиво при посто¬

янно действующих возмущениях, удовлетворяющих ус¬
ловию (5.5), по отношению к L и (рх + р2)- Как видно из

формул (5.1), исследуемое невозмущенное движение устой¬
чиво по отношению к величинам а и У1 — е2 cos i. Из этого

результата, в частности, вытекает, что при ра = 0 (i = 0)
траектория заключена внутри кругового кольца, границы
которого мало деформируются, если возмущения типа (5.5)
достаточно малы по абсолютной величине. Приведенные ре¬

зультаты рассмотрены в работе [192].

Замечание. Интегрирование дифференциальных уравнений
вида (5.2), выполняющееся в небесной механике одним из методов после¬

довательных приближений, обычно осложняется' из-за малых делите¬

лей, приводящих к появлению в решении вековых членов. Возникает

*) Этот результат можно установить и непосредственно, не привле¬

кая, теоремиз теории устойчивости, а анализируя. первые интегралы.
Но подобное заключение оказывается справедливым всякий раз, когда
исследование устойчивости проводится с помощью связки интегралов.
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вопрос, всегда ли вековые члены обусловлены физической природой
проблемы или в некоторых случаях они являются следствием дефек¬
тов используемых математических методов? Особый интерес представ¬
ляет характер изменения со временем большой полуоси. Например, это
важно для определения продолжительности существования спутника.
Если а во все время движения остается ограниченным, то можно утверж¬

дать, что движение устойчиво по Лагранжу *). Из установленной устой¬
чивости по отношению к большой полуоси а следует, что вековые члены

в теории движения ИСЗ в нецентральном поле тяготения порождены
недостатками используемых методов.

§ 6. Устойчивость орбит центра масс

стреловидного спутнику

Рассмотрим задачу о поступательно-вращательном дви¬
жении материального однородного прямолинейного отрезка
массы т и длины 21 в гравитационном поле шара массы щ,

обладающего сферическим распределением плотностей. Диф¬
ференциальные уравнения движения этой задачи в прямо¬

угольной системе координат, начало которой совпадает с

центром масс шара, а оси имеют неизменные направления,
были получены Г. Н. Дубошиным [1931. В цилиндрической
системе координат они запишутся в виде

^ _ f(mo+m) ГЩ+ т [2dU /gn
г3 'т0 дг ’

ф sin8 ft +# sin 2ft = 3Щ ,

ft — ф2 sin ft cos ft = 3
jjQ ,

где U определяется равенством

(6.2)

*) К- В. Холшевников (207, 208] нашел условие устойчивости по

Лагранжу, используя формулу Лапласа. См. также работу [209].
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причем

V = —■ [р sin ft sin (ф — Я) + z cos 0]. (6.3)

В формулах (6.1) — (6.3) использованы следующие обозна¬

чения: р, Я, г — цилиндрические координаты центра инер¬
ции отрезка, ф, О — эйлеровы углы, определяющие ориен¬
тацию отрезка в выбранной системе координат, f — постоян¬

ная тяготения, Pilc (v) — полином Лежандра 2k-го порядка,

г = Уp2 + z2.

Система (6.1) имеет четыре первых интеграла, из которых
мы в дальнейшем используем интеграл энергии

р2+р2Я2 + г2+^(О2 + ф2 sin2 О) —

2f (m0 + т) 2 (т0 + т) .2ц _
, ..

г т0
\ • >

и один из интегралов момента количества движения

р*Я +
<m° + ™>1'1

ф sin2 О = с. (6.5)

Задачу об устойчивости мы поставим следующим обра¬
зом. При 1 = 0 система (6.1) распадается на две независи¬

мые подсистемы:

и

Р —(А* U!=t+"2P.

i-(P*> = o,

" I (fflo + я»)
z

ф sin2 О фО sin 20 = p sin 0 cos (ф — Я) • v,

О — ф'2 sin •O' cos O' =

= ^ [p cos ^ sin (Ф
— M — z sin Ф]v-

(6.6)

(6.7)

Система (6.6) определяет движение центра инерции отрез¬
ка, когда последний стягивается в точку. Уравнения (6.7)
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физического смысла не имеют, так как вращательного дви¬
жения точки не существует. Тем не менее эти уравнения нам

будут необходимы по соображениям формально-математи¬
ческого характера. Возникает вопрос, будут ли орбиты, дос¬

тавляемые уравнениями (6.6) и (6.7), устойчивы по отно¬

шению к той части переменных, которые характеризуют
движение центра масс отрезка, если I отлично от нуля, но

достаточно мало. Решение системы (6.1) не совпадает с ре¬
шениями уравнений (6.6) и (6.7), поэтому исследуется воп¬

рос об устойчивости решений уравнений (6.6) и (6.7) при на¬

личии конкретных постоянно действующих возмущений,
обусловленных формой спутника.

Для решения задачи мы прибегаем к приему, изло¬

женному в § 2 этой главы — дополним систему (6.1) урав¬
нением

i = 0 (6.8)
и исследуем устойчивость решений полученной расширен¬
ной системы:

Р
= Ро, р = О, К = n{t —10),

= п = [f(m0 + /n)Po3]‘A, 2 = 0, z = 0, gj

Ф == Ф.)(0> 'Ф = Фо(0> Ф = О, I— О,

где ф0 (/) представляет собой любое частное решение урав¬

нения (6.7). Соотношения (6.9) определяют круговые ор¬
биты, лежащие в основной плоскости системы координат.
Так как изменение ориентации в пространстве координатной
системы не приводит к изменению ни вида уравнений (6.1),
ни вида силовой функции (6.2), то наШи рассуждения будут
справедливы для любых круговых орбит центра масс

спутника.

Предварительно рассмотрим систему (6.7) и покажем»

что ф0 (t) ограничено при любых начальных условиях. Пер¬
вое из уравнений (6.7) дает

ф’=(^зт(ф—h)cos(oj)— К). (6.10)

С помощью (6.10) находим

(ф — = h* 4-
у

sin2 (ф—к). (6.11)
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Из (6.11) видно, что

Отсюда следует, что ф (t) ограничено.
Введем для возмущений переменных величин следующие

обозначения:

*1 = Р
— Ро, *2 = р, Х3=Х — П(1 — to),

х4 — X ■—■ п, xb = z, xe = z, x7 = ft —
j (6.12)

*8 = ^, *д =Ф~ Фо, *10 = Ф~ Фо, *11 = *•

Тогда система дифференциальных уравнений возмущенного
движения, которую мы ради краткости опускаем, обладает

первыми интегралами:

Fi = (ро + *i)2 (п + *4)2 — рУ + *2 + х\ +

+ т\1’п *и [А + (Фо + *м)2 cos2 х7] —

2f (то + т) _2 (гп0 + т) ^ у
. 2f (m0 + т) /й 13)

V'(Po+*i)* + *S т°
U

Р°

Fi = (Ро + *i)a(П + х4) — р2/г + т°пот Х11 (Фо + *io)COS2х7,

(6.14)
F3^xn. (6.15)

Рассмотрим устойчивость движения по отношению к час¬

ти переменных. В качестве последних мы возьмем хг, х2,

*4. *5. *в, *ц- Для исследования устойчивости построим
функцию Ляпунова V в виде связки первых интегралов
(6.13) — (6.15)

V = — 2nF2 + PF\ + MFl, (6.16)

где М. и Р — произвольные положительные постоянные,

которые позже будут выбраны. Функция V представляет
собой интеграл уравнений возмущенного движения, а по¬

этому производная от нее V в силу дифференциальных
уравнений тождественно равна нулю. Если функция V
окажется знакоопределенной по отношению к выбранным
переменным, то тем самым будет доказана устойчивость ис¬

следуемых решений.
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Разлагая функцию V в ряд по степеням xit получим
V = пг (4Рр® - 3) xl + 4Pnp*xlXi + (Ppl + 1) p»xj +

+ 2п2х\+ xl + Nx\x+ ..., (6.17)
где введено обозначение

N = м + -тп%р*^
- 2^° •

(6.18)
При достаточно малых по модулю значениях величин х,-

знак функции V будет определяться знаком квадратичной
формы, стоящей в разложении (6.17). Но эта форма будет
определенно положительной по отношению к величинам

Х\, х2, х4, хъ, хв> хп, если выполнены неравенства

JV>e>0, 4Рр2>3 + е, Яр*>3 + е. (6.19)

Выше было показано, что ф0 (/) ограниченная функция вре¬
мени, а поэтому соответствующим выбором М величина N

может быть сделана больше некоторого положительного

3 + 6

числа для любых значений t. Если выбрать Р ^“. то и

Ро

оставшиеся неравенства (6.19) будут также удовлетворяться.
Итак, мы построили определенно положительную функ¬
цию, удовлетворяющую теореме В. В. Румянцева. Отсю¬

да следует устойчивость круговых орбит центра масс отрез¬
ка в ньютоновском поле сил по отношению к г, | г|, г, \г\ и угло¬

вой скорости к при наличии постоянно действующих
возмущений, обусловленных формой спутника, в предпо¬
ложении, что длина отрезка достаточно мала. Это означает,
что при небольших размерах тела в рассмотренном случае
вращательное движение не может заметно изменить дви¬

жение центра инерции.
Стало быть, результаты качественных исследований, в

частности изучения устойчивости движения, проведенных
в предположении, что спутник представляет собой мате¬

риальную точку, в достаточной мере надежны. Здесь мы

ограничились случаем стреловидного спутника, движуще¬
гося по круговой орбите, однако результаты без труда рас¬

пространяются на спутник достаточно малых размеров с

произвольной геометрией масс, движущийся по эллипти¬

ческой невозмущенной орбите. Для этой цели следует вое-
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пользоваться теоремой Рауса и теоремой о канонических

преобразованиях раусовых уравнений §4 гл. I. Тогда мож¬
но показать, что движение спутника будет устойчивым по

отношению к элементам а, е, i, если только его размеры дос¬
таточно малы.

Исследование устойчивости поступательно-вращательного движе¬
ния содержится в работах Г. Н. Дуоошина [193], В. Т. Кондураря
[194—196]. Устойчивость вращательного движения тела в ньютонов¬

ском поле сил исследовалась многими авторами (см., на¬

пример, В. В. Белецкий [126], В. В. Румянцев [197], В. А. Сары-
чев [198-200]).

§ 7. Уравнения возмущенного движения для
квазиштеккелевых систем в переменных «действие—угол»

Пусть имеется динамическая система Штеккеля *), оп¬

ределяемая формулами (5.15) — (5.17) гл. I, в которых сле¬

дует положить

Ф = 0, at = 1, bt = 0 (t = 1, 2, ..., ti). (7.1)

Тогда согласно второй теореме § 5 гл. I общее решение за¬

дачи записывается в виде (см. (5.18) гл. I).

= (7-2>

^ттг=№1 п)- ,7-3)

где
п

ф/{яд = 2Ut {яд + 2 2<Х/Ф// {яд, (7.4)
/=i

а аг и р, — постоянные интегрирования.
Дифференцируя (7.2) и (7.3) по t, получим

2 = dt, (7.5)
ti уч-ад

2 и = 2,3,..., л). (7.6)
ti

*) Излагаемая здесь теория условно-периодических движений

для штеккелевых систем приводится в монографии К. Шарлье [28].



320 УСТОЙЧИВОСТЬ СПУТНИКОВЫХ ДВИЖЕНИЙ [гл. VII

Предположим далее, что имеет место случай либрации
(§ 10 гл. I), характеризующийся простыми действительными

корнями qt = at и qt = bt (at < bt) уравнений
Ф* Ш = (Qi — °i) (bt — Qt) 4>i {Яд = 0, (7.7)

в которых (Д|) =£= 0, (Ь{) Ф 0.
Положим

dwt = [(qt — ад {bi — qdГ 5 (7.8)

и введем обозначение

(7'9>

Тогда уравнения (7.5) и (7.6) можно переписать в виде

П

2 Fix dWi = dt, (7.10)
t=i

П

2 Fa dw£ = 0 (/ = 2 n). (7.11)

Определитель этой системы Е в силу (7.9) равен

Е = det I Ftl \ = ,

1
, (7.12)

и, стало быть, система (7.10) — (7.11) разрешима относи¬

тельно dwt.
Из (7.8) интегрированием получаем

W• W•

qi = at cos2 + bt sin2 -rf- . (7.13)
Обозначая

Gu {Яд = \ Fa {qd dwi (7.14)

и интегрируя затем систему (7.10) — (7.11), будем иметь

2 Gix(wi) = t + A1, (7.15)
/*■1

п

2 Gii{wi) = Ai. (7.16)
t=i
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Если в этих уравнениях до* увеличить на 2я, то из (7.15)
и (7.16) можно найти

П

2 Gn(wi) + Gki(wk + 2я) — Gki(wk) = t + А\ -f- 2(0*!,
(=x

(7.17)
n

2 Gij (w^ + Gkj (wk + 2я) — Gkj (wk) = А,- + 2coy*, (7.18)
/=i

где, очевидно,

©/*= f <P-k,(qk)dc,k
... (7.19)J Tf(Qk— aA (bk — qA ibb (qA

“k

причем det | coy* | =f= 0.
Из (7.13), (7.17) — (7.19) следует, что координаты будут

условно-периодическими функциями величин t + Alt Л2,..,
..., Ап, элементарные периоды которых даются формулами
(7.19) (см. §9 гл. I).

Введем теперь новые переменные ut с помощью соот¬

ношений

П

/=1

п

2 ©л Щ = я (/ + Л0, (7.20)
i=l

2 щиг = пА/ (/ = 2,..., п). (7.21)
<=1

Так как определитель |©У/| отличен от нуля, то послед¬

нюю систему можно разрешить относительно переменных
ии и тогда обобщенные координаты qt можно представить
в виде функций от щ:

4i = St («1» “2 «*)• (7-22)

В силу (7.20) и (7.21) координаты qt будут периодическими

функциями ut с периодом 2я:

gt (и + 2/ПхЯ, ца + 2т2я, ..., ип + 2тпп) =

= Si (Чь ^2> •••> Чп), (7.23)

где rttt суть произвольные целые числа.
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Перейдем к составлению уравнений возмущенного дви¬

жения, предполагая, что для возмущенного движения га¬

мильтониан имеет вид

Здесь член Т — U удовлетворяет условиям теоремы Штек-

келя (формулы (7.15) — (7.17) гл. I и формулы (7.1) этой

главы). Движение, определяемое гамильтонианом #0 =
— Т — U, примем за невозмущенное (промежуточное).
Функция pi? будет пертурбационной, или возмущающей,
где р

— малый параметр.
Возмущенное движение можно описывать дифференци¬

альными уравнениями (11.8) гл. I, полученными методом

вариации произвольных постоянных (или при помощи соот¬

ветствующего контактного преобразования):

Однако удобнее в качественных исследованиях опирать¬
ся на дифференциальные уравнения для оскулирующих
элементов, роль которых играют канонические переменные
«действие — угол». Переменными типа «угол» будут величи¬

ны г}г
= «(, определяемые системой (7.20) — (7.21). Сопря¬

женные с ними канонические переменные действия обозна¬

чим через . Для них будем иметь

Каноничность указанного преобразования можно легко

установить при помощи теоремы Якоби (см. § 4 гл. I) в

форме, приданной ей Пуанкаре [191]. Если каноническое

преобразование от переменных аь рг к переменным |г, %
задано производящей функцией S (/, аъ ..., а |„),
то ее полная вариация будет равна

Я = Т — U — \iR. (7.24)

(7.26)

95 =j| (!£««■< +!£«<)■ (7.27)
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Левую часть этого соотношения с помощью формул (4.11)
гл. I можно преобразовать к виду

П

(7-28)
г=1

Теперь приходим к заключению, что преобразование пере¬
менных будет каноническим, если выражение (7.28) представ¬
ляет собой полный дифференциал от какой-либо функции.
Подставляя в выражение (7.28) значения новых переменных
|г, т1г, задаваемых формулами (7.20), (7.21) и (7.26), обна¬

руживаем, что оно в невозмущенном движении будет по¬

стоянным и равным полной механической энергии а1г взятой
с противоположным знаком. Это означает, что производя¬
щая функция контактного преобразования S запишется в

виДе

5 = —ajt, (7.29)

где аг следует рассматривать как функцию новых перемен¬
ных.

В результате выполненного преобразования уравнения
возмущенного движения будут представлены в виде

dj\e
_

дК
dt dr); dt dZt

(7.30)

где новый гамильтониан задается формулой

К = —ах 4- р/?. (7.31)

Предполагая гамильтониан аналитической функцией от

малого параметра р.,его можно разложить в ряд по степеням р

К = Ко + р/Сж + .... (7.32)

в котором в силу (7.22) и (7.23) функции f(t, K<t, ■■■ бу¬
дут периодичны относительно т); с периодом 2я, а К0 будет
зависеть лишь от
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§ 8. Об устойчивости спутниковых орбит
при постоянно действующих
консервативных возмущениях

Рассуждения этого параграфа будут опираться на теоре¬
му Колмогорова — Арнольда, которая может быть сформу¬
лирована следующим образом.

Пусть движение консервативной механической системы

определяется гамильтонианом

Н = Н0 (pi, ..., рп) + \iH1 (р1} ..., рп, qlt...,qn, р), (8.1)
в котором р

— малый параметр, а функция Ях (р, q, р) име¬

ет по qx, ..., qn период 2я и аналитична в некоторой области
G: |Im q | < р, р ее Р, и пусть в этой области выполнено

условие невырожденности

Тогда при достаточно малых значениях М точки области

G, исключая множество малой вместе с М меры, движутся
условно-периодически по n-мерным торам, близким к торам

Сформулированная теорема была доказана В. И. Арноль¬
дом [166, 168] модифицированным методом последователь¬

ных приближений Ньютона. Им же была доказана и более

общая теорема, в которой на систему гамильтоновых урав¬
нений не накладывается требование о невырожденности (8.2).
Эта общая теорема в равной мере применима как к невы¬

рожденным системам, так и к системам с предельным или

собственным вырождением (см. § 10 гл. I). В подавляющем
большинстве случаев в небесной механике и небесной бал¬
листике теорема Колмогорова—Арнольда неприменима, так

как имеет место предельное или собственное вырождение.
Последнюю трудность можно обойти, если вместо кеп-

леровских невозмущенных орбит принимать другие проме¬
жуточные орбиты, для которых было бы выполненным усло¬

вие (8.2). Такими будут орбиты классической или обобщен¬
ной задачи двух неподвижных центров и её предельных ва¬

(8.2)

а

1ц#! |< М. (8.3)

р - const.
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риантов. Здесь ради простоты мы будем исходить из предель¬
ного варианта обобщенной задачи двух неподвижных цент¬

ров, совпадающего с задачей Баррара (см. §4 гл. III).
Движение спутника, принимаемого за материальную точ¬

ку, будем изучать в системе координат с фиксированными
направлениями осей, за ось аппликат примем ось вращения
планеты, а начало координат поместим в одной из шаровых
точек инерции, которыми будет обладать планета, если пре¬

небречь ее экваториальным сжатием.

В выбранной системе координат потенциал притяжения
планеты выражается формулой'(см. § 4 гл. III)

+ (8.4)

Здесь г, ф, % — сферические координаты во введенной систе¬

ме отсчета, р.
— малый параметр, a pi? — пертурбационная

функция. Заметим, что для дальнейших исследований при¬
рода возмущающих сил несущественна. Поэтому функция
i? может включать в себя как возмущающее действие фи¬
гуры планеты, не учтенное первыми двумя членами потен¬

циала (8.4), так и иные возмущающие факторы.
Выбирая в качестве обобщенных координат величины

= г, ft = ф, Яз
= sin X, (8.5)

для полного интеграла уравнения Гамильтона — Якоби
в рассматриваемой невозмущенной задаче, определяемой
первыми двумя членами потенциала (8.4), согласно (7.12)
гл. III будем иметь

V = — УЪйз arc sin q3 +

+ У2 J У a±q^ -Г ftnqi + а2~ +

+ ут J У(а2 + fmzc sin ^2)cos2 q2 — a3 , (8.6)

где a1( a2, a3
— постоянные интегрирования.

Преобразуем уравнения движения, которые мы здесь не

выписываем, к виду (7.30). С этой целью для взятой невоз¬

мущенной задачи введем канонические переменные «дейст¬

вие—угол». Так как мы имеем частный случай штеккелевой
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системы, то движение спутника будет условно-перио¬
дическим, а переменные «действие — угол» выразятся через
элементарные периоды, определяемые формулой (7.19),

«и

ui

di

qidqi

V2 J .УРх(чп)
’ ©12

b,
1 r

. dqr

/2J qiVPiiqx)

©is — 0,
b,

A If cos qidqi
©21 = 0. ©22 = -?= \ -

,

K2J УрТм

0)23

b,

dqi

/2 J cos q2 УРз(?2) ’

®3J = 0» ®32 = W33
dqз_4= f __

У2аз Уу\ —

(8.7)

В формулах (8.7) аг и Ьг — корни уравнения

Pi to - «i<7? + ftnqi — а2 = 0, (8.8)

между которыми в процессе движения заключена координа¬
та <7i, а Оа и Ьг — аналогичные корни уравнения

Pi to = cos2<72 (/mzc sin + «2) — a8 = 0. (8.9)

Как следует из (7.20) и (7.21), канонические переменные
rjj связаны с элементарными периодами со,/ соотношениями

(8.10)

где через р* обозначены канонические элементы, сопряжен¬
ные с a 1 (см. формулу (4.19) гл. I). Переменные действия
|г в соответствии с (7.26) в рассматриваемой задаче будут
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выражаться через аг по формулам

%^-^^YWtdq. (i = 1,2), Ъа = ±-§уШ^к.(8.11)
ai о

Если из уравнения (8.11) найти аг какфункцию от |г, то ин¬

тересующее нас контактное преобразование будет задавать¬

ся производящей функцией

5 = U, W, (8.12)

и канонические уравнения возмущенного движения примут
вид (7.30), причем новая характеристическая функция К
определится равенством

= + g =рЯ-а1(1ь и, 1з). (8.13)

В этих переменных уравнения невозмущенного (в ука¬
занном выше смысле) движения примут вид

^5/ Л да.1 /ее е \ /о

~dt~ ’ ~dt
~ — wi(ii» 1з)- (8.14)

Из (8.10) и (8.13) видно, что

щ =**£., (о3 = —(8.15)
СЙЦ 0)ц(022 (0ц(022Й)зЗ

Для применимости теоремы Колмогорова — Арнольда
необходимо показать, что определитель Гесса (8.2) не равен
тождественно нулю. Как следует из (8.2) и (8.14), задача

сводится к вычислению значения якобиана

да,-
det (8.16)

Его вычисление можно значительно упростить, если ка¬

нонические переменные |j выразить через оскулирующие
элементы *) а, р, i, определяемые формулами (7.17), (7.18) и

*) Эти оскулирующие элементы отнюдь не являются кеплеровскими,

ибо невозмущенными орбитами здесь являются орбиты предельного ва¬

рианта обобщенной задачи двух неподвижных центров, а не траектории

задачи двух тел.
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(7.20) гл. III. Имеем

= — «2 = ^тг, «§ — (Р + 2zc sin i) cos21. (8.17)

Так как выполненное преобразование Неособое, то

D(a^p, l)
(8 18^D (Ъи Ъг, 5з)

а якобиан (8.16) представляется в виде

det
д<ог D (Ш1, а>2, (Os) D (а, р, х)

D(a,p,i) ‘0(51, Ь,Ь)* ' '

Тогда условие невырожденности запишется следующим об¬

разом:

m V * °- (8-20)

При помощи формул (8.7) и (8.17) нетрудно получить

<»„ = -£, 0>12 = у|=, 6)22-|/^(5^ВД,
1023 = V2fmzX-bз) П^ ^ + 1_:bin (n*’ ^

(8.21)

где К (k) — полный эллиптический интеграл первого рода,
П (п' ,k), П (п, к) — полные эллиптические интегралы треть¬
его рода, причем для модуля и параметров этих интегралов

будем иметь

иг Xi-—Хз / Xi — Хз // Хг — Xi /Q ооч
R ~

Хх^Х*’
“

1 —Хх
’ П —

1 + Xi
•

В формулах (8.22) через Х1( Х2, Х9 обозначены корни урав¬
нения (8.9), преобразованного с помощью соотношений (8.17)
к виду

2zcX3 + р%? —2zcX — (р sin i — 2zc cos2 t) sin i = 0. (8.23)

Из (8.15) и (8.21) видно, что сох не зависит от р и г, поэто¬

му условие (8.20) можно представить в виде

D(a>i, ©г, шв) 3(0i D ((Os, (Os) , п /о пл\
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или, принимая во внимание, что <»!
= яIn, а ^ Ф О,

£>(ш3, сс3)
D (р, г)

Ф 0. (8.25)

Так как для близких искусственных спутников отно¬

шение zclp имеет порядок 3 • 1СГ3 (см. § 6 гл. III) и умень¬
шается при возрастании большой полуоси орбиты, то час¬

тоты со2 и о)3 можно разложить в ряды Тейлора по степеням

величины zc!p:

и« = л[1 + (^-) (l — jsm2i)] + . .
.,

со3

(8.26)

Тогда условие невырожденности (8.25) запишется следую¬
щим образом:

£>(0)2, ©з)
_

2п2cos I f ге \3 , /Q ov\

D (р, i) р [ Р ) +"’ ( ’

Оно будет выполняться при i Ф

Тогда в соответствии с теоремой Колмогорова — Ар¬
нольда при достаточно малой по модулю возмущающей
функции р./? можно утверждать, что возмущенное движение

спутника будет условно-периодическим и устойчивым по

отношению к переменным действия ti для большинства на¬

чальных условий. Возмущенное движение спутника плане¬

ты будет происходить по торам, близким к невозмущенным
торам:

h = const. (8.28)

Это утверждение справедливо лишь для тех орбит, для

которых частоты со* не удовлетворяют никакому соотно¬

шению вида
з

= (8-29)
/=1

где ki — не равные одновременно нулю целые коэффициенты.
Хотя в рассматриваемой задаче определитель Гесса при

использовании канонических переменных «действие — угол»
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и не равен нулю, тем не менее при некоторых начальных

условиях частоты могут удовлетворять соотношению (8.29),
т. е. не исключено случайное вырождение. Этот случай,
например, будет иметь место для начальных условий, со¬

ответствующих периодическим движениям, для которых час¬

тоты соу пропорциональны. Для спутниковых орбит с таки¬

ми начальными условиями теорема Колмогорова — Арноль¬
да оказывается неприменимой, и требуются более тонкие

исследования.
Если ограничиться более узким классом возмущающих

сил, то методом Арнольда можно получить и более сильный

результат. Пусть, например, в потенциале (8.4) пертурба¬
ционная функция pi? не зависит от долготы А, т. е. как в

невозмущенной, так и в возмущенной задачах силовое поле

осесимметрично. Такой случай будет иметь место в задаче

о движении спутника сфероидальной планеты. Координата
■А, здесь является циклической, поэтому ее можно игнориро¬
вать. После несложных преобразований получим изменен¬

ный гамильтониан вида

в котором а3 — постоянная циклического интеграла (ин¬
теграла площадей). В результате понижения порядка си¬

стемы уравнений движения будем иметь

причем через S обозначена производящая функция канони¬

ческого преобразования. Заметим, что при всех преобразо¬
ваниях постоянная а3 не варьируется. Переменные т^,
как и выше, определяются формулами (8.10), a — фор¬
мулами (8.11).

Уравнения (8.31) имеют форму, необходимую для при¬
менения теоремы Колмогорова — Арнольда. Действитель¬
но, полагая в (8.311 р. = 0, получим следующие уравнения

\>R{quqi,V),

(8.30)

где

(8.32)
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движения:
dE- df] •

ИТ
= 0> W

= Wt (г'=1>2)’ (8.33)

где частоты со; определяются формулами (8.15). Эти уравне¬
ния в фазовом пространстве Hi определяют движение по

двумерному тору £г = const (i = 1, 2).
Здесь условие невырожденности (8.2) можно предста¬

вить в виде

mtwф °- (8-34)

Так как со2а не зависит от а2, a cou от а1( то вместо (8.24) по¬

лучаем

+ <8-35>

Как и выше, можно показать, что это условие выполняется

при всех начальных условиях. Отсюда заключаем, что ис¬

следуемое движение будет устойчивым по Арнольду при
условии, что циклическая постоянная а3 не возмущается.

Однако последнее ограничение нетрудно снять. Для это¬

го представим постоянную а3 до игнорирования цикличе¬
ской координаты в виде степенного ряда относительно

малого параметра

«з = а<0) + + • •
•, (8.36)

приняв а(30) за невозмущенное значение постоянной площа¬
дей. Остальные члены ряда включим в пертурбационную
функцию. Все последующие рассуждения остаются неиз¬

менными.

Следуя В. И. Арнольду, можно утверждать, что в дан¬

ном случае трехмерное инвариантное многообразие Н = h,
где h фиксированно, разделяется двумерными торами
= const на узкие тороидальные слои, и траектория не

может покинуть тот слой, в котором она находилась в на¬

чальный момент. Стало быть, движение будет устойчивым
по Лагранжу. Этот результат справедлив только для воз¬

мущений, задаваемых достаточно малой по модулю пертур¬
бационной функцией вида (г, ф, р).

Замечание. Теорема Колмогорова — Арнольда в оп¬

ределенном смысле дополняет теорему Пуанкаре о несуще¬
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ствовании однозначных аналитических интегралов гамильто¬

новых систем, отличных от классических первых интегра¬
лов (или следующих из них [201]). Теорема Пуанкаре
утверждает, что если определитель Гесса канонических урав¬

нений вида (7.30) — (7.31) не равен нулю, то последние не

имеют, вообще говоря, другого однозначного аналитического

интеграла, кроме интеграла Якоби (или равносильного ему).
При некоторых дополнительных ограничениях на га¬

мильтонову функцию можно утверждать, что задача о дви¬

жении спутника осесимметричной «Земли» не имеет никаких

первых однозначных, аналитических относительно малого

параметра р интегралов помимо интеграла живых сил и

интеграла площадей, если только р достаточно мало.

В самом деле, если в качестве упрощенной системы урав¬
нений движения принять уравнения задачи Баррара и иг¬

норировать циклическую постоянную, то уравнения дви¬
жения будут иметь вид (8.31). Эти уравнения допускают
один первый интеграл

—

интеграл живых сил, а определи¬
тель Гесса этой системы отличен от нуля. Поэтому основное

условие теоремы Пуанкаре выполнено.

Дополнительное ограничение, упомянутое выше, состоит

в том, что во всякой сколь угодно малой части области су¬

ществует бесчисленное множество отношений kjkz, где
2П

и — целые, для которых не все коэффициенты \^R d-ц. об»

о

ращаются в нуль, если последние становятся вековыми.

Мы ограничимся здесь сделанным замечанием, не приводя
соответствующего доказательства.

Обращает на себя внимание то обстоятельство, что вы¬

воды, вытекающие из теоремы Пуанкаре, и в небесной меха¬

нике и в небесной баллистике представляют прежде всего

формально-математический интерес, так как теорема Пуан¬
каре имеет локальный характер. Оказывается весьма су¬
щественной степень малости параметра р. Это видно из сле¬

дующего примера. В проблеме движения ИСЗ мы указали
два интегрируемых случая (см. гл. III): случай Баррара
и обобщенную задачу двух неподвижных центров. Хотя в

механическом смысле они являются родственными, в

формально-математическом плане они представляют собой

две самостоятельные и различные задачи. Обе задачи ин¬
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тегрируются в замкнутом виде, в квадратурах. Если за

упрощенную задачу взять задачу Баррара, то уравнения
возмущенного движения для канонических переменных
«угол

— действие» при достаточно малых р не должны до¬

пускать никаких новых интегралов, кроме интегралов энер¬
гии и площадей. Несмотря на это, обобщенная задача двух
неподвижных центров интегрируется, хотя ее потенциал

разнится от потенциала Баррара на величину порядка 1СГ6.

Следовательно, в данном случае параметр, имеющий поря¬
док 10-в, нельзя считать малым. Поэтому в практическом
плане вопрос о существовании первых интегралов, отлич¬

ных от классических, в задачах небесной механики и небес¬

ной баллистики следует считать открытым.
Исследования В. И. Арнольда открывают определенные

возможности в двух направлениях. Во-первых, они позво¬

ляют выявлять качественные свойства движения. С другой
стороны, модифицированный метод Ньютона, примененный
В. И. Арнольдом, можно использовать для построения ре¬
шений, имея при этом в виду его быструю сходимость. Ка¬
кая же из отмеченных возможностей метода Арнольда наи¬

более плодотворна и ценна?
Хотя в любой из задач, описываемых каноническими

уравнениями, с помощью результатов В. И. Арнольда можно
установить устойчивость по отношению к некоторой группе
переменных действия, это все-таки не означает, что иссле¬

дования устойчивости по Арнольду в конкретных задачах
не представляют интереса. Здесь нужно иметь в виду, что

подобные исследования позволяют выявить те величины,

характеризующие движение, которые и в возмущенном

движении остаются близкими к своим невозмущенным зна¬

чениям. Если при изучении одной и той же механической

задачи невозмущенную часть гамильтониана выделять раз¬
личным образом, то можно получить ряд разных комби¬

наций параметров движения, мало изменяющихся при
консервативных возмущениях.

Что же касается вопроса о целесообразности применения
метода, развитого В. И. Арнольдом, для вычислительных

целей, то он остается открытым, и, следовательно практи¬
ческая пригодность метода неясна.

Выше была исследована устойчивость спутниковых движений в

нецентральном поле тяготения на основе задачи Баррара. Аналогичные
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исследования можно было бы выполнить, цсходя из обобщенной задачи
двух неподвижных центров. Приведенные в этом параграфе результаты
частично были опубликованы автором в [202]. Аналогичные свойства
движения ИСЗ можно установить иным способом, применяя теоремы
Дж. Мозера [43], что было выполнено В. Т. Кинером [203].

§ 9. Об устойчивости движения в ограниченной
круговой задаче трех тел *)

Ранее уже отмечалось значение круговой задачи трех
тел в небесной баллистике. В этом параграфе будет рас¬
смотрена устойчивость в смысле Арнольда орбит этой за¬

дачи. При этом главное внимание мы сосредоточим на осо¬

бенностях применения способа Арнольда, не вдаваясь в

технические подробности. Впервые эта задача по Арнольду
была изучена А. М. Леонтовичем [204], исследовавшим ус¬
тойчивость треугольных точек либрации [201]. Как и в

предыдущем параграфе, невозмущенное движение будет
выбрано так, чтобы определитель Гесса гамильтоновых

уравнений невозмущенного движения был бы отличен от

нуля. Невозмущенную часть гамильтониана можно выбрать
по меньшей мере двояким образом, что позволяет изучить
два важных для приложения типа движения.

Предположим сначала, что активно гравитирующие мас¬

сы (см. § 1 гл. I) тх и т2 удовлетворяют условию т1 тг.
Это, в частности, имеет место в задаче «Земля — Луна —
космический аппарат», а также в астрономической задаче

«Солнце — Юпитер — астероид». Нас будет интересовать
только тот случай, когда постоянная якобиева интеграла

(формула (6.3) гл. VI) h отрицательна, т. е. когда энергия
относительного движения пассивно гравитирующей точки

отрицательна. Тогда из рассмотрения кривой нулевой
скорости (см. (9.2) гл. III) следует, что движение возможно

либо в ограниченной окрестности тела малой массы (случай
«Земля — Луна — искусственный спутник Луны»), либо в

области, охватывающей большую массу (случай «Солнце —

Юпитер — внутренняя планета») **).

*) Результаты этого параграфа были доложены автором на конфе¬
ренции по небесной механике в г. Киеве в январе 1965 г.

**) Мы предполагаем здесь, что h имеет соответствующее выделенным

типам числовое значение. Прочие типы движения будут оставлены без

рассмотрения.
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Если рассматривать спутник малой массы с достаточно
большим средним движением (например, близкий искусст¬
венный спутник Луны), то в качестве малого параметра воз¬
можно принять отношение среднего движения притягиваю¬
щих масс к среднему движению спутника. Тогда к возму¬
щающей части гамильтониана целесообразно отнести чле¬

ны, пропорциональные угловой скорости обращения при¬
тягивающих масс. Гамильтонова функция невозмущенной
задачи во вращающейся системе координат,жестко связанной
с притягивающими массами (см. (6.1) гл. VI), будет совпа¬

дать с гамильтонианом классической задачи двух неподвиж¬
ных центров.

Во втором типе движение происходит в окрестности
большей массы. В этом случае в качестве невозмущенной
возьмем задачу двух тел во вращающейся системе осей.

Возмущающая часть гамильтониана будет содержать чле¬

ны, пропорциональные меньшей из активно гравитирующих
масс т2. Ввведение вращающихся осей при анализе плоско¬

го движения устраняет собственное вырождение (см. § 10
гл. I), ибо в результате общее решение невозмущенной за¬

дачи будет зависеть не от одной «частоты», равной среднему
движению, а от двух частот (вторая частота будет опреде¬
ляться угловой скоростью вращения координатной систе¬

мы). Уравнения движения (6.1) гл. VI можно преобразо¬
вать к каноническому виду

dx дН dx дН dy дН dy_ dtf
iQ П

dt
~

д'х
'

dt
~

дх '
dt

~~

ду
'

dt ду
’

где гамильтониан Н равен

Н= |(*2 + </2)+ n{xy-yx)-l-=^~f- . (9.2)

В (9.1) и (9.2) систему единиц для простоты выбираем так,

чтобы fm1 = 1 — |х, fm2 = р.
Выполним последовательно два контактных преобразо¬

вания. Преобразование от переменных х, х, у, у к новым

каноническим переменным |1( £2, тщ, ri2 зададим производя¬
щей функцией

S = £i(xcos£2 + ysmlz). (9.3)
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Второе каноническое преобразование к переменным qlt q2,
Pj, р2 определим производящей функцией

Заметим, что qx представляет собой среднюю аномалию

точки, движущейся по эллипсу, который она описывала

бы вокруг точки большей массы, помещенной в центре инер¬
ции притягивающих тел при неизменных начальных усло¬
виях; q2

— долгота линии апсид, отсчитываемая от оси абс¬

цисс, рх
= Уа, рг

= Уа (1 — е2), где а не соответственно

большая полуось и эксцентриситет указанного эллипса.

В этих переменных вместо системы (9.1) будем иметь

причем функция Гамильтона Я получается из (9.2) при вы¬

полнении указанных преобразований и разлагается в ряд
по степеням р.:

в котором все Яг суть функции, периодические относитель¬
но <7г с периодом 2л. Таким образом, введенные переменные

pi и qt будут каноническими переменными «действие —

угол».
В формуле (9.6) первое слагаемое определяется соотно¬

шением

и по сделанному выше предположению является гамиль¬

тонианом невозмущенной задачи. Пертурбационная функ¬
ция равна

W = р& + (9.4)

dPi_ _ дН

dt
~

др[
'

dt
~

dqi
(9.5)

Я = Я0 + рЯг +..., (9.6)

(9.7)

СО

R = 2
i—1

(9.8)
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Из (9.7) видно, что определитель Гесса тождественно ра¬
вен нулю, и, следовательно, теорема Колмогорова — Ар¬
нольда непосредственно применена быть не может. Поэто¬

му систему (9.5) подвергнем предварительно еще одному
преобразованию. Положим, что

V = V{H), (9.9)

где V — произвольная голоморфная относительно Н

функция. Тогда вместо системы (9.5) получим

dq(
_

1 dV dPi 1 dV
]m

dt V(h)dPi' dt
~

V" (h)dq.
' ^ ^

Здесь в процессе преобразования был использован интеграл
Якоби системы (9.5) Н = h.

В силу предположения о голоморфности функции V
имеем

оо

v= (9.11)
*=о

Очевидно, что

V0 = V (#0 (ръ рг)). (9.12)

Уравнения (9.10) допускают обобщенный интеграл энергии

V!V'=h'. (9.13)

Заметим, что решения системы (9.10), вообще говоря,
не являются решениями уравнений (9.5). Из решений систе¬

мы (9.10) первоначальной системе дифференциальных урав¬
нений движения удовлетворяют только те из них, для ко¬

торых выполняется соотношение

V (h) — h' V' (Л) = 0. (9.14)

Однако это не препятствует исследованию устойчивости
движения, ибо, если решения системы (9.10) будут устой¬
чивыми, то этим свойством будут обладать и решения ис¬

ходной системы.

Для того,чтобы не ограничивать исследование устойчи¬
вости только семейством изоэнергетических траекторий,
можно поступить следующим образом. Пусть h' выбирает¬
ся из условия (9.14), а постоянную Л представим в виде
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ряда
оо

л = (9.15)
*=о

Тогда, рассматривая только те из решений (9.10), которые
одновременно являются и решениями системы (9.5), вклю¬

чим члены вида в возмущающую часть гамильтониана.

Это позволит при исследовании решений учитывать все

решения, близкие к невозмущенным по величине энергии.
При р = 0 из (9.10) получаем дифференциальные урав¬

нения невозмущенного движения

dqt
_

1 dV0 dPi
_

1 dV0

dt V' (h) dPi
’

dt V'(h)dqe-
'

dV0
Так как = 0, то из (9.16) находим

Pi
— Рг — const. (9-17)

Тогда из первой группы уравнений (9.16) получим

*<=гтщ‘+«‘- <918>

Из (9.17) — (9.18) следует, что в фазовом пространстве р;,

qt движение происходит по двумерным торам pt — $t и

является условно-периодическим.
Используя теорему Колмогорова — Арнольда, покажем,

что движение, определяемое гамильтонианом Н0, также

будет условно-периодическим и будет происходить по то¬

рам, близким к торам pt = рг. Для этого нужно установить
невырожденность задачи, т. е. выполнение условия (8.2).

С помощью (9.7) и (9.9) находим

d2Vo
_ и” J- — V’ -L УУо n_v

dpi
°

'

pf
°'

Pt
’

dp\
o’ dPldp2

~

ps %’

откуда
det

dPidpj
= ~V'0V0. (9.19)

h

Из (9.19) видно, что всегда возможно функцию V0 (Н) вы¬

брать так, чтобы

det
dW0

dPidPj
Ф о.
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Итак, изучаемая задача не допускает собственного и пре¬

дельного вырождения, и поэтому движение будет устойчи¬
вым по Арнольду по отношению к величинам plt р2.

Ограничение на величину возмущающей массы может

быть снято, если рассматривать класс движений, для ко¬

торых невозмущенные орбиты охватывают обе притягиваю¬

щие массы. Для этого типа движений предварительно необ¬
ходимо преобразовать уравнения движения (6.1) гл. VI.

Обозначим через г барицентрический радиус-вектор пас¬

сивно гравитирующей точки и, разлагая потенциал в ряд
по полиномам Лежандра, получим

СО

tf=4"h2 4Wf)- (9-2°)
. rk+1 \ г

/
А=г'

В формуле (9.20) коэффициенты у* определяются равенст¬
вами

у* = р (1 — р) [(1*-! - (-1)*-! (1 - р)*-Д (9.21)

Разложение (9.21) сходится абсолютно и равномерно для

всех

г > max {р.; 1 — р}.

Перейдем от переменных х, у, t к новым переменным
|, т), т с помощью соотношений

£ = вх, Т] = ер, х = V tst, (9.22)

где е — параметр. Тогда вместо системы (6.1) гл. VI будем
иметь

dr‘
z ^

p3 dl
’

£П + 23— v2n + Ш
н-гъ ^ и* It n3 Лт, >

(9.23)

где использованы обозначения

V=^=, Р = /12 + Лг. (9.24)
у е8

Принимая затем величину е за малый параметр, можно

почти дословно повторить предыдущие рассуждения и в

соответствии с теоремой Колмогорова — Арнольда заклю¬

чить, что и в этом случае при достаточно малых значениях
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параметра е движение будет условно-периодическим и ус¬
тойчивым по Арнольду по отношению к переменным дей¬

ствия Уа, Ур. Никаких ограничений на величины притя¬
гивающих масс не накладывается. Требование малости па¬

раметра е означает, что движение будет устойчивым и

условно-периодичным для тех орбит, охватывающих обе

притягивающие массы, радиусы которых достаточно велики.

Изложим теперь второй способ изучения устойчивости
в смысле Арнольда орбит круговой задачи трех тел. Здесь
также никаких ограничений на величину притягивающих
масс накладывать не будем.

Рассмотрим пространственный вариант круговой задачи

трех тел, дифференциальные уравнения которой имеют вид

х— 2пу — п2х = и'х, у + 2пх — п2у = Uy, z = t/2>

где силовую функцию согласно (1.25) и (1.26) гл. I можно

записать следующим образом:

Расстояние между притягивающими массами обозначим

через 2с.

При п = 0 уравнения (9.25) определяют движение в

задаче двух неподвижных центров (см. §2 гл. III). Так как

в этой задаче существует большое число типов движения,
то мы выберем тот тип, в котором пассивно гравитирующая
точка движется в окрестности одной из притягивающих
масс (например, вблизи массы /п2). Таким образом рассмат¬
ривается случай спутникового движения. Если движущаяся
точка достаточно близка к массе т2, то ее средняя угловая
скорость обращения п0 будет велика по сравнению с п,

и тогда можно в качестве малого параметра принять величину
е = п/п0■ Уравнения (9.25) преобразуем к виду

(9.25)

U =

(9.26)

где т = riot
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Исследуем упрощенную систему уравнений, получающуюся
из (9.26) при е = 0. Введем сфероидальные координаты
и, v, w, определяемые формулами (3.29) гл. I. В этих пере¬
менных кинетическая энергия и силовая функция задачи

будут соответственно равны (см. (2.5) гл. III и (3.36) гл. I)

Т = y[(ch2o — cos2«) (м2 + о2) + sh2t> sin2 u-w2], (9.27)

U =
cTch»0 - COg»)- [f (mi + ^)chv+f (ma - Wl) cos u].

(9.28)

Интегрирование задачи двух неподвижных центров

можно выполнить при помощи теоремы Штеккеля. В резуль¬

тате придем к следующей форме полного интеграла Гамиль¬

тона — Якоби:

W =^yr2f(m1 + m2) с ch v + 2^«iC2 ch2 v + a2 + -^j dv-f

+^[/'—2f(m1— m2) с cos и + 2(—oiic2cos2« — a2+^^du+
+ У—2a3w, (9.29)

в которой a;
—

произвольные постоянные.

Для элементарных периодов в соответствии с формулой
(7.19) этой главы имеем

V2 V2

о С ch2 v dv Г dv Г* dv

<°11_ °
J VTTiv)' J У^ТЙ’

13
J shaP VK(v)

'

Vi Vj Vi

Ut «* u2

- (* cos2 ada С du (* da
(021—с co22 —

— (o23_

W| u, u,

2Л

ft»Sl — 0, C032 — 0, 6)33 —
V-2a3

’

(9.30)

где через vx и v2 обозначены корни уравнения

(v) = 2/ (тг + от2) с ch v + 2^<х1с2 ch2 v + a2 + = 0,

(9.31)
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а через иг и ы2
—

корни уравнения

F2 (и) = — 2/с (mi — тг) cos и -f

+ 2 {—ajc2cos2и — <х2 + = Q. (9.32)

Частоты, соответствующие каноническим переменным
типа «угол», будут равны

Я ЯС012 Я©12©23 ,r\
q
п \

Щ =
, 0)2 = у Щ —

у (У.оо)
©11 ©11©22 ©11©22©33

а переменные действия задаются соотношениями

Vt и2

•Hi = Fi(v)dv, щ = Fi(u)du, Лз = 2/—2а3.
Vi Ui

(9.34)

Величины л г в фазовом пространстве переменных «дейст¬
вие — угол» определяют те торы, на которых происходит
невозмущенное движение.

Можно показать, что в рассматриваемой задаче условия

теоремы Колмогорова — Арнольда выполнены. В частно¬

сти, будет отличен от нуля якобиан

£>(0)1, С02, 0)3)
D (tji. Лз. Лз)

(9.35)

Следовательно, при достаточно малых е возмущенное
движение будет условно-периодическим и устойчивым по

Арнольду по отношению к переменным л о Отсюда, в част¬

ности, заключаем, что использование задачи двух непод¬
вижных центров в качестве невозмущенной при решении
круговой задачи трех тел следует считать обоснованным.

Замечание. Так как дифференциальные уравнения движения

спутника «трехосной» планеты, вращающейся с постоянной угловой
скоростью вокруг одной из главных центральных осей инерции, имеют

такую же математическую структуру, как и дифференциальные урав¬
нения круговой задачи трех тел, отличаясь друг от друга лишь возму¬
щающими членами в силовой функции, то полученные в этом параграфе
результаты в равной мере относятся к обеим задачам. При этом следует

предполагать, что «трехосность» планеты достаточно мала. Качественные
свойства орбит круговой задачи трех тел, охватывающих обе притяги¬
вающие массы, будут такими же, как и соответствующие свойства эк¬

ваториальных орбит искусственных спутников.
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Обобщенная пространственная

задача двух неподвижных

центров. Классификация
движений*

В. М. Алексеев**

Интерес к классической задаче о движении в ньютоновском поле

тяготения, создаваемом двумя неподвижными массами, возрос в по¬

следние годы в связи с возможностью использовать эту задачу для ис¬

следования движения искусственных спутников Земли (Аксенов, Гре-
беников, Демин, 1961 и 1963).

Качественный анализ и классификация типов движения в этой за¬

даче проведены ниже с помощью метода, применимого к любому слу¬
чаю интегрируемости по Лиувиллю.

Рассмотрены все типы неплоских движений при любых массах

неподвижных центров, в частности, отрицательных и комплексных, со¬

ответствующих вещественному потенциалу.

GENERALISED THREE-DIMENSIONAL PROBLEM OF TWO

FIXED CENTERS OF GRAVITATION. A CLASSIFICATION OF MOVE¬

MENTS, by V. M. Alexeyev. — The interest to the classical problem of
the movement in the Newtonian field of gravitation caused by two fixed

masses has increased lately in connection with a possibility to use this

problem for the investigation of the artificial Earth’s satellites movement.

(See: Axenov, Grebenikov, Demin, 1961, 1963).
A qualitative analysis and a classification of kinds of the movements

in this problem are made below using a method applied to any case of in-

tegrability by Liouville. All the kinds of the three-dimensional movements

are considered, with any masses including both negative and complex ones,

for which the corresponding potential is real.

"Печатается по Бюллетень ИТА. 1965. Т. X, №4 (117), c. 241-271.

""Крупный русский математик, выполнивший выдающиеся исследования по

классической задаче трех тел; см. Алексеев В. М. Лекции по небесной механи¬

ке. — М.-Ижевск: НИЦ «Регулярная и хаотическая динамика», 2001. — Прим.
ред.
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§ 1. Введение

Хорошо известно, что уравнения движения материальной
точки в поле ньютоновского притяжения к двум неподвижным

центрам интегрируются в квадратурах. Качественный анализ

этой задачи давно привлекал внимание исследователей. Доста¬
точно сослаться на работы Шарлье (Charlier, 1907), Тальквиста

(Tallquist, 1927), Бадаляна (1934, 1939; см. также: Дубошин,
1964), в которых подробно рассмотрен случай плоского движе¬
ния. Недавно тот же случай изучался Депри (Deprit, 1962).

В последнее время в работах Аксенова, Гребеникова и Де¬
мина (1961, 1963) установлено, что одна из разновидностей за¬

дачи о двух неподвижных центрах является хорошим прибли¬
жением к задаче о движении спутника в поле сплющенного

сфероида. В этом случае приходится предположить, что центры
тяготения находятся в комплексно сопряженных точках.

В работе Яров-Ярового (1962) показано, что такая обобщен¬
ная задача двух неподвижных центров включает в себя другие
найденные раньше случаи интегрируемости в квадратурах урав¬
нений движения спутников и приведена обширная библиогра¬
фия вопроса.

Как и многие интегрируемые задачи механики, задача

о двух неподвижных центрах принадлежит к числу так назы¬

ваемых лиувиллевых, функция Гамильтона которых может быть

приведена к виду

Е [Pi +

Qi) = -*=Ч • (1-1)
2 E UMi)
i=1

Динамические системы с такой функцией Гамильтона имеют

первые интегралы

2Ж = h,

р? - hUi(qi) + Fi(qi) = Си

причем Ci + С2 + ■ ■ ■ 4- Сп = 0 и интегрируются в квадрату¬

рах. Соответствующие канонические уравнения можно записать

в виде

dqi 2dpi dt

(1.2)
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где т — так называемая «регуляризирующая переменная» или

«приведенное время» и

Таким образом, характер зависимости ^ от т, а следовательно,
и от t определяется расположением и кратностью корней урав¬
нения Фг = 0 и знаком Ф, между ними.

Ниже, в § 2, мы проводим качественное исследование за¬

висимости области {<?1, Фг(<7г) ^ 0} для произвольной функции
вида (1.4) от параметров h и С,. В § 3 показано, что во всех

случаях задачи о двух неподвижных центрах с вещественной

силовой функцией анализ приводится к изучению двух одно¬
типных уравнений четвертой степени, коэффициенты которых
зависят от параметров h, С, а также от величины момента око¬

ло оси симметрии и масс, сосредоточенных в центрах. В § 4

на основе развитых в § 2 методов изучается форма и располо¬
жение на плоскости (/г, С) кривой кратных корней для упомя¬

нутого выше уравнения 4-й степени. Совместное расположение
таких кривых для обоих уравнений в зависимости от величины

момента и притягивающих масс изучается в §§ 6 и 8 для ве¬

щественного и комплексного случаев соответственно. Эти кри¬
вые разбивают плоскость (h,C) на конечное число множеств,

на каждом из которых качественный характер движений оди¬

наков. Тем самым мы находим в пространстве параметров все

возможные качественно различные случаи движения. Эти слу¬

чаи перечисляются и классифицируются предлагаемым в § 5
способом, пригодным для любых лиувиллевых систем. В §§ 7
и 9 описаны вкратце наиболее интересные случаи движения.

Наш анализ охватывает случаи пространственного движе¬
ния в задаче о двух неподвижных центрах для всех возмож¬

ных комбинаций масс — положительных, отрицательных и ком¬

плексных, причем, однако, мы ограничились лишь выяснением

возможных типов движения и их классификацией. Подробное
изучение всех случаев остается делом дальнейших исследова¬

ний. Многое в этом направлении сделано в упомянутых вы¬

ше работах. Отнесем сюда и исследования аспиранта ГАИШ

Oi, h) — hUi(qi) ~Ь б-Ч. (1.4)

Из (1.2) и (1.3) находим

dq{
(1.5)
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Ю. И. Иванова, который изучает случай комплексных масс с от¬

личной от нуля мнимой частью.

Работа была уже подготовлена к печати, когда автору стало

известно, что Ю. Мозер (США), используя обобщенную задачу

двух неподвижных центров в качестве первого приближения,
получил новые интересные результаты и в полной задаче о дви¬

жении спутника в поле сплющенного сфероида.

§ 2. Кривая кратных корней

Для простоты мы предполагаем везде в дальнейшем, что

функции U(q) и F(q) аналитичны на отрезке [а,/?], за исключе¬

нием конечного числа полюсов. Тогда и функция

Ф(д) = hU(q) - F(q) + С (2.1)

будет обладать этим свойством. Числа а и (3 ниже назовем есте¬

ственными границами изменения q.

Прежде всего рассмотрим окрестность некоторой точки до.

являющейся полюсом для одной из функций U или F. Тогда

для некоторого п > О

U(q) = A(q - g0)-” + ..., F(q) = B(q - д0Г" + ...,

где по крайней мере одно из чисел, А и В, отлично от нуля,

и функция Ф(д) приводится к виду

ф(«) = (gC--jn [Ah-В+ (q- goMg; h, С)].

Функция <р регулярна в некотором интервале, не зависящем от h

и С. Поэтому если h и С изменяются в компакте, непересека-
ющимся с прямой Ah — В = 0, то, выбрав 5 достаточно малым,

можно в интервале (до — <5, до + S) добиться равенства

Ah - В
чпф(,) =

5§л(^г
Отсюда расположение множества {д; Ф(д) ^ 0} в интервале (до—
- 5, до + 5) может меняться лишь при переходе через линию

Ah — В = 0. Эту прямую можно рассматривать как предельное
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положение на плоскости (h,C) прямой hU(q) — F(q) + C = 0 при
Q Qo-

Перейдем теперь к интервалам, где обе функции U{q)
и F(q) регулярны.

При изменении параметров системы и величин h и С про¬
стые корни уравнения

меняются непрерывно. Поэтому качественное изменение струк¬

туры области {q-, Ф(д) > 0} возможно только в следующих двух

случаях: а) уравнение (2.2) имеет корень, совпадающий с есте¬

ственной границей, б) уравнение (2.2) имеет кратный корень.
Точки плоскости (h,C), для которых имеет место а), лежат

на двух прямых

Займемся подробнее случаем б). Кратный корень уравне¬
ния (2.2) должен одновременно удовлетворять уравнению

Отсюда и из (2.2) находим значения h и С, для которых такая

возможность осуществляется:

На плоскости (h,C) уравнения (2.5) параметрически задают

кривую кратных корней. Точке этой кривой, отвечающей па¬

раметру qo, соответствует наличие у уравнения (2.2) кратного

корня q = qo- Если кривая (2.5) имеет точку самопересечения,
то ей соответствует наличие у уравнения (2.2) пары кратных

корней и т. п.

Последовательным дифференцированием находим из (2.5)

Ф(®) = hU{q) - F{q) + С = 0 (2.2)

hU(a) - F(a) + С = 0,

hU(P) - F{(3) + С = 0. } (2.3)

Ф'(«) = hU'{q) - F'{q) = 0. (2.4)

F'{q)
(2.5)

С = F(q) - U(q)
U'{q)-)

(2.6)
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Из сделанных выше предположений вытекает, что функции h(q)
и C(q), определяемые формулами (2.5), аналитичны и имеют

на [а,/3\ конечное число полюсов. Следовательно, кривая крат¬
ных корней, вообще говоря, состоит из конечного числа ана¬

литических ветвей; начало и конец этой кривой лежат на пря¬

мых (2.3). Кроме того, в состав линии кратных корней могут

входить особые прямые, как показывает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть при g —> до

U(q) = U(q0) +Ci(q- q0)n + o((q - go)"), \
F(q) = F(qo) + C2{q - q0)m + o((g - q0)m),)

1 ' '

где n, m ^ 1; C\, C2 ф 0.

Тогда прямая
hU(q0) - F(q0) + C = 0 (2.8)

1) входит в состав кривой кратных корней, если п > 1,
т > 1;

2) является асимптотой ветвей этой кривой, уходящих
в бесконечность при п > т > 1;

3) пересекается с гладкой ветвью этой кривой в точке

(h(q0),C(qo)) при т ^ п > 1.

Доказательство. Если п > 1, т > 1, то согласно (2.7)
F'(qo) = U’(qo) = 0. Поэтому все точки (h,C) прямой (2.8) удо¬

влетворяют уравнению (2.4), и, следовательно, уравнение (2.2)
имеет для этих точек кратный корень q = go, что доказывает 1).

Если п > т > 1, то, согласно (2.5) и (2.7),

h(q) = ^(1- 9о)т~п + o((g - qo)m-n) - оо, q -> g0;

C(q) = F(qo) ~ U(qo)h(q) + 0((g - g0)m),

а это означает, что прямая С — F(qo) — U(qo)h является асимп¬

тотой уходящей в бесконечность ветви кривой (2.5).
Наконец, при т ^ п ^ 1 функции h(q) и С(д), определяе¬

мые выражениями (2.5), имеют устранимые особенности. Если

положить

,Ы = {?/С1’ т^П; C(q0) = F(q0)-U{q0)h(q0);
( U, т > п;
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то в окрестности точки qo мы получим аналитическую дугу;
что точка (h(qo),C(qo)) этой дуги лежит на прямой (2.8) —

очевидно. ■

Теорема 2. Пусть при q —> qo

U{q) = U(q0) + Ci(q- q0)n + o((q - q0)n),'

h(q) = ho + C3(q-q0)1+ o((q-q0)1), > (2.9)

C(q) = C0 + o(l),

где n, I > 1; C\, C3 Ф 0. Тогда уравнение

$o(q) = h0U{q) - F(q) + C0 = 0

имеет, в точке q
= qo корень кратности n + l. Точка (ho, Со)

является простой точкой кривой кратных корней, если I

нечетно, и точкой возврата, если I четно. Направление во¬

гнутости кривой кратных корней меняется в точке (ho, Со)
в том и только в том случае, если п — I нечетно.

Доказательство. Согласно (2.5),

Со = hoU(qo) - F(q0), F’(q) - h0U'(q) = (h(q) - h0)U'(q) =

= CjCsnte - <?o)"+i-1 + o((q - до)п+1-г),
и поэтому

ч

Фо(в) = -J[F’(q) - hoU'(q)) dq -

Qo

ClCf^(q-qo)n+l+o((q-q0)n+l),n +

что и доказывает первое утверждение. Если I нечетно, то h(q)
меняется в окрестности точки qo монотонно, q может быть вы¬

ражено через h: q = q(h) и, следовательно, кривая кратных кор¬

ней в окрестности точки (ho, Со) является графиком функции
С = C(q(h)). Согласно (2.6), C'h непрерывна. Поэтому точка

(ho, Со) — простая.
Если же I четно, то при переходе через q0 направление

изменения h(q) меняется на обратное. Так как \C’h\ < 00, то

(ho,Со) — точка возврата.
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Из (2.6) и (2.9) вытекает равенство

Поэтому направление вогнутости меняется только в случае
нечетности п — I. я

Таким образом, мы видим, что вся плоскость (h,C) разби¬
вается на конечное число частей кривой кратных корней и осо¬

быми прямыми вида hU(\o)—F(Xo)+C = 0, где А0 равно одному
из чисел а или /3, общему корню уравнений F'(q) = U'(q) = О

или, наконец, является особой точкой одной из функций U(q)
и F(q). (В последнем случае надо рассматривать предельное по¬

ложение этой прямой при А —> Ао- Расположение и вид кривой
кратных корней легко определяются на основании (2.5), (2.6)
и теорем 1 и 2. Характер качественных изменений структуры
множества {q; Ф(д) > 0} при переходе этих линий легко усмот¬

реть из проведенного анализа.)

§ 3. Обобщенная пространственная задача двух
неподвижных центров

Применим предыдущие общие рассуждения к конкретной
задаче отыскания возможных типов движения материальной
точки (для простоты называемой в дальнейшем просто части¬

цей) в ньютоновском поле двух неподвижных масс. Согласно то¬

му, что было сказано во введении, мы не исключаем из рассмот¬

рения ни случай отрицательных масс (отталкивание), ни даже

комплексных. Однако если потенциальная функция веществен¬

на, то можно доказать (Аксенов, Гребеников, Демин, 1963), что

имеет место только один из следующих двух случаев:

а) обе массы вещественны и расположены в вещественных

точках,

б) обе массы комплексно сопряжены и расположены в ком¬

плексно сопряженных точках.

В обоих случаях не будет ограничением считать, что обе

массы расположены симметрично относительно начала коор¬

динат и что система обладает осевой симметрией относитель¬

но OZ. Систему единиц выберем так, чтобы гравитационная
постоянная и половина расстояния между центрами равнялись
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единице. В силу ньютоновского характера притяжения (оттал¬
кивания) массу частицы также можно считать равной единице.

Приведем основные соотношения, относящиеся к обоим

случаям, причем будем использовать определяемые ниже эл¬

липтические координаты. В обоих случаях переменные имеют

следующие области изменения: ту > О, 0 ^ < д, 0 < <у? < 2-л-.

Вещественный случай Комплексный случай

1) Координаты масс:

(0,0,1) и (0,0,-1). (0,0, г) и (0,0,-г).

2) Формулы перехода к эллиптическим координатам:

х = sh ту sin £ cos р, х = ch т] sin £ cos p,

у
= sh rj sin £ sin p, у = ch r\ sin £ sin p,

z = ch r] cos £. г = sh 77 cos

3) Кинетическая энергия 2T = x2 + у2 + z2 =

—(ch2 ту
- cos2 £)(£2+ v2)+ =(sh2 r/ + cos2 £)(£2+ V2)+

+ sin2 £ sh2 т]ф2. + sin2 £ ch2 r/p2.

4) Расстояние щ до 1-го центра:

(3.1)

(3.2)

\Jx2 + у2 + (z - l)2 = \/х2 + у2 + (z - i)2 =
= сЬц — cos£. = sh 77

— icos£.

5) Расстояние Г2 до 2-го центра:

(3.3)

л/х2 + у2 + (z + I)2 = \Jx2 + у2 + (z + г)2 =
= chry + cos£. = sh 77 + г cos £.

6) Массы, сосредоточенные в центрах:

М + m М — тп М-\- гтп М — im

2
'

2
'

2
’

2
'

7) Потенциальная энергия U =

~М+т М-т

2г\
+

2г2

М ch ту + т cos £

ch2 77
— cos2 £

М+гтп М—im
+

2r*i 2г2

М sh 77 — т cos £
sh2 77

— cos2 £
(3.4)
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8) Канонические импульсы:

= (ch2 р - cos2 £)£, р£ = (sh2 р + cos2 £)£,'

Рп = (ch2 p - cos2 £)p, pv = (sh2 p + cos2 £)»?, > (3-5)
= sin2 £ sh2 77^. = sin2 £ ch2 рф.

9) Функция Гамильтона ^ = ~h = T + U =

= (cbVcoe’£)-'{^+ =(sl>SWO-{^+

2 2

+(ctg2£ + cth2p)^ - +(ctg2^ + th2p)^- (3.6)

—Mohr/ — mcos( >. — Mshp + mcos£

10) Лиувиллевы интегралы:

= Ф(£) = —/icos2£— р2 = Ф(£) = hcos2£—
- р2 ctg2 £+2m cos £+C, - p2 ctg2 £-2ra cos £+C,

p^ = Ф(р) = hch2p— p2 = Ф(р) = /ish2p—
— p2 ctg2 p+2M ch p—C. — p2 th2 p+2M sh rj—C.

(3.7)

Особо следует отметить то обстоятельство, что во втором
из рассматриваемых случаев точкам, лежащим на диске р = 0

(z = 0, г2 + р2 ^ 1), соответствуют два значения £, дополняю¬

щие друг друга до 7г. Из выражения для U видно, что потенци¬

ал имеет здесь разрыв. Хотя это является следствием принято¬

го нами выбора области изменения ( и i), избежать появления

разрыва потенциала при сохранении его однозначности невоз¬

можно. Дело в том, что при обходе по окружности, зацепленной

с окружностью р = 0, £ =

-j (z = 0, х2 + у2 = 1), радика¬

лы у/х2 + у2 + (z ± г)2, непрерывно меняясь, переходят с одной
своей ветви на другую. Можно рассматривать потенциалы ви¬

да (3.4) с разрывом на любой поверхности, натянутой на окруж¬

ность р
= 0, £ = мы ограничились наиболее простым слу¬

чаем. Разрывы потенциала можно интерпретировать как обычно
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с помощью потенциалов простого и двойного слоев. Их наличие

вызывает некоторые особенности (при т ф 0) в поведении ре¬
шений рассматриваемой задачи. Однако в случаях, интересных
с точки зрения приложений к теории движения искусственных

спутников, эти особенности возникнуть не могут, так как они

связаны с пересечением диска z = 0, х2 + у2 < 1, который в за¬

даче об аппроксимации поля тяготения сплющенного сфероида
целиком лежит внутри последнего.

В силу осевой симметрии задачи функция Гамильтона
не зависит от р, и поэтому рv постоянно. Следовательно, за¬

дача распадается на две.

а) Определение зависимости £ и р от регуляризирующей
переменной т и затем от t, что сводится к квадратурам

о

в вещественном и комплексных случаях соответственно.

б) Определение зависимости р от t, что сводится к допол¬

нительной квадратуре

в вещественном и комплексном случаях.

Вторая из этих задач с теоретической (но не с практиче¬

ской!) точки зрения достаточно проста. Если pv ф 0, то р мо¬

нотонно возрастает. Если pv
= 0, то р постоянно и движение

(3.8)

И

t— to — / [ch2 т?(т) - cos2 £(т)] dr (3.9)
о

или
Т

t — to = У[sh2 г](Т) + cos2 £(т)] dr (3.10)

Р
-

Р0 I to

Рф
t (3.11)

«. to
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происходит в плоскости, проходящей через ось OZ (полярные
орбиты).

Таким образом, качественный характер движения полно¬

стью определяется характером связи между £ и г/, вытекающим

из вида квадратур (3.8). Учитывая вид функций Ф(£) и Ф(р)
(см. (3.7)), легко показать, что эти квадратуры выражаются че¬

рез эллиптические функции. Подробный разбор встречающихся

здесь случаев и видов этих эллиптических функций для веще¬

ственного плоского случая дан Бадаляном (1934), для комплекс¬

ного случая при т
= 0 — Аксеновым, Гребениковым и Деми¬

ным (1961).
Так как мы интересуемся только качественным характером

движения, то достаточно изучить расположение корней и знак

функций Ф и Ф. Сам характер зависимости £ и 7? от т, а следо¬

вательно и от t, этим вполне определяется, аналогичен для всех

лиувиллевых систем и описан ниже в § 5.

§ 4. Кривая кратных корней в обобщенной
задаче двух центров

В предыдущем параграфе мы показали, что качественный

анализ движения частицы в задаче двух неподвижных центров

приводится к изучению расположения корней уравнений

Ф(£) = -h cos2£ - р2 ctg2 £ + 2m cos £ + С = 0, (4.1)

Ф(р) = h ch2 г]
— р2 cth2 r\ + 2Mchp — С = 0 (4.2)

для вещественного случая и

Ф(£) = h cos2 £
— р2 ctg2 £ - 2m cos £ + С = 0, (4.3)

Ф(р) = h sh2 т?
— р2 th2 Т] 4- 2М shp — С = 0 (4.4)

для комплексного. Подстановками’**

h = и, С — v, q =
— cos£, а = m, £ = —1; (4.5)

h = и, C = v, д = sgn М • chp, a = \M\, e = —1; (4.6)
h =—и, С = v, q = cos£, a = m, e = —1; (4.7)

h = u, C = v, <7 = sgn M • shp, a=|M|, £ = +1 (4.8)

‘"В виде исключения здесь sgn M = 1 при М^Ои sgn А/ = — 1 при М < 0.
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все эти уравнения приводятся к одному уравнению четвертой
степени, которое нам будет удобно записать следующим образом
(а > 0):

/ 2 2 \

u(-q2) ~ - ^r£J + v = 0- (4.9)

В частности, для плоских движений (р = 0) это уравне¬
ние сводится к уравнению второй степени. Его исследование
мы опускаем, так как в вещественном случае оно подробно про¬

ведено Бадаляном, а в комплексном требует перебора большо¬

го числа различных патологических возможностей (примерно
стольких же, как и изученный в § 8 случай, когда р ф 0).

Уравнение (4.9) примет вид (2.1), если положить

„2 я

U = —о2, F = 2аа ^ , h = и, С = v.

qz + £

Займемся пока исследованием на всем интервале —оо < q < +оо,

хотя из (4.5)-(4.8) видно, что в различных случаях интервал из¬

менения q будет различен.
В соответствии с (2.5) кривая кратных корней для уравне¬

ния (4.9) имеет следующий вид:

а р2е
и = +

q (<J2+e)2’
p2q4

v = aq

(4.10)

(q2 + s2)2' ,

Исследуем форму и расположение этой кривой. Прежде всего

1) = -£»(,), -SV (i) = U(«).

Следовательно, точки кривой (4.10), отвечающие значениям па¬

раметра q к
щ, симметричны относительно прямой и = —

ev,

которая тем самым является осью симметрии этой кривой.
Далее из уравнений (4.10) видно, что кривая уходит в бес¬

конечность при q —> ±оо, q —> ±0, а также при q —> ±1 в случае
е = —1. Непосредственно из (4.10) находим, что прямая и =

= 0 (= К) является асимптотой, причем
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при q —► ±00. Переход через прямую и = 0 соответствует пере¬

ходу одного из корней через естественную границу q = оо.

При q —> 0 можно применить теорему 1 из §2; так как

U(0) = ±’(0) = 0; п = 2; m = 1, если а > 0, и ш = 2, если а = О,
то прямая С = 0 входит в состав линии кратных корней при
а = 0 и является ее асимптотой при а > 0. В последнем случае

при q —> О

Если е = —1, то при q —» ±1, и, v —> оо, причем непосред¬

ственно из (4.10) находим асимптотику

Переходить через значения q
— ±1 в случае р ф 0, е = — 1

корни уравнения (4.9) не могут. (Это возможно, если р = 0, что

и вызывает обилие различных случаев расположения корней,
о котором было упомянуто выше.)

Согласно теореме 2 из § 2, точка кривой (4.10) является

точкой возврата, если в ней производная

а /->/
1

\
v = hO(—к), и-> оо.

и и
(4.12)

v=Fa = и±а — 2р sgn (<?2 — 1)у/—(и ± а) —р2 + 0

(4.14)

меняет знак. Если обозначить (3 =

ветствуют корням уравнения

то такие точки соот-

2q е

q2+e Р'

Подставляя эти корни

qi = @£+ (~1)г£\/р2 - е, г =1,2

в (4.10), находим координаты точек возврата (г = 1,2)
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При е = —1, учитывая неравенство (/З2 + 1)% > /З3 + | /?, на¬

ходим, что точка (U2,V2) лежит в 4-м, а точка («ьгц) — во

2-м квадрантах плоскости (u,v). Аналогично при /3 > — имеет

\/3

место неравенство (/З2 —1)3/2 > /З3 - -| /3 ,
и поэтому при е = +1

точки (ui,ui) и (ii2,U2) лежат в 1-м и 3-м квадрантах соответ-
О

ственно. Если же /3 < -^=, то, как нетрудно проверить, обе они

л/3
лежат во 2-м квадранте. В критическом случае v? = и\ = 0.

/

j
^— и

/^ / //
/ ^

/

/ / /

/ '

2

Рис. 1. Кривые кратных корней при е = —1, а > 0.

1 — уравнение (4.1), т Ф 0; 2 — уравнение (4.2), М > 0;

3 — уравнение (4.2), М < 0

Дифференцируя (4.15), находим

•е)1/,/ dv\
_
_

2/32 — е + 2(—1)г/3(/32
\du)i

£

2р2 — е — 2(—1)*/3(/32 - г)1/2

Нетрудно проверить, что 2/32 — £ > 2/3(/32 — е)1/2, если /З2 > £.

Поэтому

Таким образом, точка возврата кривой кратных корней,

у которой г = 1, всегда движется с ростом /3 по кривой, име-



Рис. 2. Кривые кратных корней при е = +1, а > 0.

/ — уравнение (4.4), М > 0; 2 — уравнение (4.4), М < О

ющеи наклон по модулю меньше единицы, а точка, у которой

г = 2, по кривой с наклоном по модулю больше единицы.
Точка возврата линии (4.10) соответствует наличию у урав¬

нения (4.9) трехкратного корня. В случае /З2 = е = 1 обе точ¬

ки (4.15) сливаются и уравнение (4.9) имеет четырехкратный
корень. Остальные точки линии (4.10) соответствуют двукрат¬
ным корням.

Далее, согласно (2.6),

dv 9 d2v
„

Г du I
1

а
= я > °; тт

=

du duz dq
(4.17)

Поэтому направление вогнутости кривой (4.10) меняется только

при переходе через точки возврата и через бесконечность (при
q = 0 и q

= оо). Определить направление вогнутости каждой

ветви легко по асимптотическим выражениям (4.11)—(4.13). На

рис. 1 и 2 представлены типичные кривые для случая а > 0.

При этом следует иметь в виду, что, согласно (4.5)-(4.8), раз¬
личным уравнениям (4.1)-(4.4) и разным знакам М отвечают

различные интервалы изменения q. Это обстоятельство также

учтено на рис. 1 и 2. При изучении, например, уравнения (4.1)
мы должны принимать во внимание лишь ветвь кривой, обо¬

значенную на рис. 1 сплошной линией, и т. п. В силу (4.5)
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и (4.7) кривые кратных корней уравнений (4.1) и (4.3) отли¬

чаются лишь симметрией относительно оси и = 0.

Положение значительно упрощается при а = 0. Исключая

из (4.10) параметр q, находим, что кривая кратных корней вы¬

рождается в этом случае в одну из дуг парабол

v = и + 2р\/—и — р2, — оо < и ^ —р2\ е = — 1, q2 < 1;

(4.18)

v = и - 2р\/—'и — р2, -оо < и < 0; е =—1, q2 > 1; (4.19)

v = —и + 2ру/й — р2, 0 <и^р2\ s = +1. (4.20)

Соответствующие картины представлены на рис. 3. На рис. 1-3

прямые и = 0 и v = 0 соответствуют переходу корней через
естественные границы q = оо и q

= 0.

Рис. 3. Кривые кратных корней при е = ±1, а = 0.

1 — уравнение (4.1), т = 0; 2 — уравнение (4.2), М = 0;

3 — уравнение (4.4), М = О

§ 5. Классификация движений в лиувиллевых
системах

Изучение возможных типов движения в лиувиллевых си¬

стемах естественно начать с выяснения зависимости одной из

координат <7, от приведенного времени т. Согласно (1.3), это
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можно сделать независимо от остальных координат. Для про¬
стоты в дальнейшем индекс г у координаты и соответствую¬

щего импульса pi опущен.
Согласно (1.3)—(1.5), имеем

3F-" зН*™ <“>

и далее

р2 = Ф(9) = hU(q) - F(q) + С, (5.2)

dr = ±—f?. . (5-3)
VW)

Уравнения (5.1) совпадают с уравнениями движения вспо¬

могательной материальной точки массы 1 с одной степенью сво¬

боды в поле с потенциальной энергией [.F(g) — hU(q)\. Урав¬
нение (5.2), переписанное в виде

i(M) = Z + £W_Mi» = £, (м)

показывает, что лиувиллевы интегралы совпадают с интегра¬

лами энергии таких материальных точек, а константа С имеет

смысл удвоенной полной энергии в их вспомогательном движе¬

нии.

На плоскости (q;p) вспомогательное движение происходит
по линиям постоянной энергии, т. е. по линиям уровня функции
L(p\q). Из (5.1) видно, что точки равновесия для вспомогатель¬

ного движения лежат на оси р = 0 и в них Ф'(q) = 0. Так как

в этих точках gradL = 0, то они являются особыми точками

линий уровня функции L.

Пусть при некоторых h и С функция Ф(q) > 0 в интервале

(Q11Q2) обращается в нуль на его концах. Если q\ и q^
—

простые

корни уравнения Ф = 0, то Ф'(<?1) > 0, Ф'(дг) < 0 и интеграл

92

Т = [ — ^
< оо. (5-5)

91

Соответствующая тем же h и С линия уровня функции L

имеет две ветви р — ±\/Ф(</), смыкающиеся в точках (дьО)
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и (92;0), и топологически эквивалентна окружности (рис. 4, а,

линия, отмеченная буквой D).
Не ограничивая общности, можно предположить, что 9(0) =

= qi. Тогда g(0) = р(0) = yf<b{q\) = 0. q{0) = р(0) =

> 0 и при положительных т, близких к нулю,

р(т) > 0, q(r) возрастает, а точка (д(т);р(т)) движется вправо

по верхней ветви линии уровня (рис. 4). В силу непрерывности
знак q(r) не может измениться, пока q не достигнет значения 92.

Согласно (5.3), при 0<т^Т

Я{т)

т =
Г dq

J у/Щ'
91

В момент т = Т функция q(T) = 92 и, рассуждая как и прежде,

мы найдем, что q(T) = 0, q(T) = Ф'(9г) < 0. Таким образом,

достигнув значения 92, функция q{r) начинает убывать, точка

(9(т);р(т)) переходит на нижнюю ветвь линии уровня и при
Т ^ т < 2Т

я(г)

_rp_ [ dq

J у/Ш'
92

В момент т = 2Т функция q(r) достигает значения q\ и все

повторяется сначала.

Мы видим, что 9(т) оказывается периодической функцией
с периодом 2Т, q(T+ r) = q(T — r), и точка (9(т);р(т)) соверша¬
ет на плоскости {q\p) периодическое движение по окружности

(топологической, конечно).
Если один из концов интервала (91592), например 92, явля¬

ется кратным корнем уравнения Ф = 0, то интеграл (5.4) рас¬
ходится. Если по-прежнему 9(0) =91, то на (—оо; 0] функция
9(т) монотонно убывает, а на [0; +оо) —

возрастает. При этом

lim 9(7-) = 92. На плоскости (q;p) точка (9(т);р(т)) совер-
т—»±оо
шает при этом движение по дуге линии уровня, примыкающей
обоими концами к точке (92; 0), являющейся особой (рис. 4, б,
линия, отмеченная шифром 23).

Аналогично исследуется случай, когда 91
— кратный, а 92

—

простой корень (шифр 32).
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Если оба конца интервала
—

кратные корни, то либо

q(r) > 0 для всех т и тогда q(r) монотонно возрастает, причем
lim д(т) = (ft, lim q(r) = <72, либо наоборот. На плоскости

т —* — ОО Т—►+оо

(<7;р) этим двум случаям соответствуют две симметричные дуги
линии уровня, примыкающие своими концами к двум особым

точкам (<?i; 0) и (<?г; 0) (рис. 4, а, линия с шифром 33).
Картина осложняется в тех случаях, когда Ф > 0 на проме¬

жутках вида [а; 92) или (qi;P\, где а и /3 — естественные грани¬

цы изменения координаты q. В этих случаях необходимо допол¬

нительное исследование, связанное с характером естественной

границы.

Рассмотрим теперь точку равновесия (<7о;0) вспомогатель¬

ного движения. В этой точке

■Цр; ч) = ДО; Чо) + ~ + A{q — Чо)ш + • •
•,

где m > 2, так как в точке равновесия F'(qo) — hU'(qo) = 0.

Рис. 4. Линии уровня функции L(p,q), соответствующие движениям

различных типов.

Пунктиром отмечены естественные границы изменения координаты q

Возможны два принципиально различных случая.

1) тп четно и А > 0. Функция L(p;q) имеет в такой точке

максимум, и, по теореме Дирихле, вспомогательное движение

устойчиво. Линия уровня L(p;q) = L(0;go) состоит из одной
точки (рис. 4, шифр 2). Если изменить начальные условия до¬

статочно мало, то точка (ч{т);р(т)) останется в пределах на¬

перед заданной окрестности точки (<?о;0), совершая описанное

выше периодическое движение.
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2) m четно и А < 0 или m нечетно. Для линии уровня

L = L(qo'O) имеем асимптотику

р
= ±\/-A(q - q0)m + ...

= ±(-A(q - <?o)m)1/2\/l + ....

К точке (q; 0) примыкают 4 (четное тп) или 2 (нечетное т) дуги
этой линии уровня (рис. 4 шифры 3 или 3' и 3" соответственно).

Для этого случая характерна неустойчивость вспомогатель¬

ного (а как следствие, и основного) движения, так как в сколь

угодно малой окрестности точки (<?о;0) найдутся такие началь¬

ные условия (с близкими и даже с теми же самыми значениями

h и С), что в соответствующем движении точка (<7(т);р(т)) по¬

кидает эту окрестность.

Все сказанное выше применимо к любой из пар функций
(<7г(т);Рг(т)). В наиболее интересном варианте каждая из них

меняется периодически со своим периодом Т), описывая в со¬

ответствующей плоскости топологическую окружность. В 277-

мерном фазовом пространстве (qp,pi) соответствующая траекто¬

рия лежит на произведении этих окружностей, т. е. на поверхно¬

сти некоторого 77-мерного тора. Если периоды Т* несоизмеримы,
то траектория заполняет этот тор всюду плотно. Соизмеримость
некоторых периодов приводит к распадению его на торы мень¬

шего числа измерений. В исключительном случае соизмеримо¬
сти всех периодов тг-мерный тор распадается на одномерные,

т. е. на окружности, и система имеет периодические движения.

При наличии кратного корня одна из координат qi может

оставаться постоянной, и тогда движение происходит на поверх¬
ности (п — 1)-мерного тора. В случае 1) этот (тг — 1)-мерный тор

является предельным в семействе 77-мерных торов, подобно то¬

му, как окружность в таком 77-мерном пространстве является

пределом надетых на нее двумерных торов. При небольшом из¬

менении начальных данных траектория по-прежнему будет оста¬

ваться в малой окрести тг-мерного тора. Поэтому этот тор можно

назвать устойчивым инвариантным многообразием.
В случае 2), в любой окрестности инвариантного (77 — 1)-

мерного тора существуют движения на него навивающиеся

(в этих движениях <?,(т) стремится к q® —

кратному корню

функции ФДд), и имеющие те же значения h и С. Траектории
же с близкими значениями параметров h и С остаются в окрест¬

ности инвариантного тора, вообще говоря, лишь конечное вре¬
мя. Такой инвариантный (п— 1)-мерный тор мы будем называть

НЕУСТОЙЧИВЫМ.
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Ввиду большого разнообразия типов движения целесооб¬

разно ввести специальные обозначения, в которых содержались

бы указания на их характер.

Пусть уравнение

Ф(q) =0, а ^ q ^ /3

имеет в промежутке [а,/3] лишь конечное число корней конеч¬

ной кратности. Символы U(q,e), U+(q,e), U~(q,e) обозначают

некоторую (двустороннюю, правую, левую) е-окрестности точ¬

ки q, исключая ее самоё, т. е.

U+(q,e) = (q,q + e), U~(q,e) = (q-e,q),
U(q, e) = {q- e, q) U (q,q + e).

Множество (<?;Ф(<7) > 0} при сделанных предположениях

распадается на конечное число промежутков (иногда вырожда¬

ющихся в точку). Для каждого из этих промежутков (обознача¬
емого одной буквой Е) мы будем употреблять следующие обо¬
значения.

1. Движение невозможно

О - Ф(д) < 0 на [а,/?];
O' — Е = {а}; Ф'(а) < 0;
О" - Е = {/?}; Ф'(/3) > 0.

2. Движения с постоянным q

1' — Е = {а}; Ф'(а) = 0; Ф(д) < 0, q £ U+(a,e)\
1"-Е = {/?}; Ф'(/?)=0; Ф(<?) < 0, ?6Г(Де);
2-E = {q0}-, Ф'^о) = 0; $(q)<0, q£U{qo,e);
3-E = {q0}; Ф'(«о) = 0; Ф(д) > 0, q£U(q0,e);
3'-E={q0}; Ф'(д0)=0; Ф(д) < 0, q £ U+{q0,e)\

Ф(д) > 0, q£U~(q0,£)\
3"-E = {q0y, Ф;Ы = 0: Ф(«)>0, q£U+(q0,ey,

$(q)<0, q £ U (qo,e)',
5'-£ = {/?}; Ф'(/3)=0; Ф(9)>0, q £ U~(J3,е);
5"-Е = {а}\ Ф'(а) = 0; Ф(д) > 0, q£U+(a,e).

3. Движения с переменным q

Для этой группы Ф(д) > 0 в некотором интервале (<?i, 92)-
Поведение Ф на концах этого интервала обозначается двузнач¬
ным числом, в котором левая цифра относится к левому концу,
т. е. к <7i, а правая

— к правому. Применительно к <71 цифры
обозначают следующее:
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1 — естественная граница (q\ = а, Ф(а) > 0);
2 — простая граница (qг > a, $(qi) = 0 ф <E>'(gi));
3 — кратная граница (51 > a, $(qi) = 0 = $'(?i));
4 — простая граница, совпадающая с естественной (qi = а,

ф(а) = 0 ф Ф'(а));
5 — кратная граница, совпадающая с естественной (q\ = а,

Ф (а) = 0 = Ф'(а)).
Тип 13 означает, например, что Ф(9) > 0 для а < q < q2 < (5,

Ф {q2) = Ф'(9г) = 0.

Типы 11, 12, 21, 22, в которых отсутствует вырождение
и которые поэтому наиболее распространены, мы будем обозна¬

чать отдельно буквами:
А = 11; Ф(q) > 0 на [а;/б];
В = 12; Ф(д) > 0 на [a; q2), Ф(92) = 0^ Ф'(92). 92 < б;
С = 21; Ф(д) > 0 на (91;/?], Ф(9а) = 0 ф Ф'Ы- а < 9ь
D = 22; Ф(9) > 0 на (91; 92), Ф(91) = Ф(9г) = 0,

^>/(9i) 7^0^ Ф'(92), a<qi<q2</3.
Таким образом, для каждой координаты q в отдельности воз¬

можны следующие 36 типов.

1. Невырожденные — О, А, В, С, D.
2. Однократно вырожденные — О', О", 2, 3, 13, 14, 23, 24,

31, 32, 41, 42.
3. Двукратно вырожденные —1', 1", 3', 3", 5', 5", 15, 25,

33, 34, 43, 44, 51, 52.
4. Многократно вырожденные — 35, 45, 53, 54, 55.
Линией кратных корней и особыми прямыми из § 2 плос¬

кость (h, С) разбивается на некоторое число областей, внутри
которых располагаются невырожденные типы. На самой линии

кратных корней и на особых прямых находятся однократно вы¬

рожденные, а в точках их пересечения
—

двукратно вырожден¬
ные типы. При некоторых специальных значениях параметров

вырождение может быть многократным.
На рис. 4 показано, какой характер имеет линия уровня

функции L(p\q) в большинстве типов. Читатель без труда по¬

строит типичные линии уровня и для остальных случаев.

Далее мы ограничиваемся только случаем обобщенной за¬

дачи двух неподвижных центров.
Оба уравнения Ф(£) =0 и Ф(р) = 0, которые определяют

характер движения в этой задаче, принадлежат к рассмотрен¬

ному выше типу. Нанеся на плоскости (h,C) описанные в §§ 2

и 4 линии, мы разобьем ее на ряд областей. Характер изменения
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£ и 77 для каждой из этих областей мы будем указывать дробью,
числитель которой относится к изменению £, а знаменатель —

к изменению ту. Например, тип D/D означает, что £ изменяет¬

ся от £1 до £2, V
— от T]i до 772, причем все границы простые

и не совпадают с естественными. Согласно тому, что было ска¬

зано в начале этого параграфа, обе координаты меняются в этом

случае периодически относительно т.

При совместном рассмотрении переменных £ и 77 мы полу¬
чаем 362 теоретически возможных типов. Практически в рас¬

сматриваемой задаче их, конечно, много меньше.

Если при каких-нибудь значениях h и С множества,

где Ф(£) ^ 0 и Ф(?у) > 0, состоят из промежутков разных ви¬

дов, то мы будем указывать их все последовательно в порядке

возрастания соответствующей переменной. Так, например, обо-

13 j_ 3 _1_ 32
значение — показывает, что Ф(£) > 0 в промежутках

23 4- 3

[£ъ£г) и (£2,£з]> причем £1
— естественная граница измене¬

ния £, £2 — кратный корень функции Ф(£), £з — простой ее ко¬

рень, не совпадающий с естественной границей. В то же время

Ф(ту) > 0 в интервале (771,772), границы ту* не совпадают с есте¬

ственными, 771
—

простая, а 772
—

кратная. Этому обозначению

соответствуют следующие возможные типы изменения £ и ту.
Тип 32/23. При изменении т от —оо до +оо координата £

сначала монотонно возрастает от £2 до £3, затем убывает в об¬

ратном направлении. В то же время координата 77 сначала моно¬

тонно убывает от щ до 771 затем возрастает от щ до щ. Моменты

изменения направления в каждом случае зависят от начальных

условий. На границе области, занятой движениями этого типа,

лежат движения типов

3/23: £ = £2, ту изменяется, как описано выше;

32/3: ту
=

ту2, £ изменяется, как описано выше.

Все эти движения стремятся асимптотически к движению ти¬

па 3/3, в котором £ = £2, 77
=

772. Кроме того, здесь существу¬
ют еще движения типов 13/23 и 13/3', в которых £ изменяет¬

ся между £1 и £2 и характер которых определяется свойствами

естественной границы £г.
Аналогично восстанавливаются по шифру и свойства дру¬

гих типов движения. Особо отметим то обстоятельство, что при¬

менительно к переменной 77 правая естественная граница рав¬
на +оо. В этом случае мы будем сохранять те же обозначения,
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но они уже будут указывать нам на характер поведения Ф(77)
при 17 —> +оо, а следовательно, и на характер движения части¬

цы при уходе ее в бесконечность. Цифра 1 обозначает в этом

случае максимальный из возможных порядков роста в бесконеч¬

ности, что бывает при h > 0 и соответствует орбитам гиперболи¬
ческого типа, где скорость частицы на бесконечности остается

конечной. Цифра 4 указывает на однократное вырождение, ко¬

гда один из корней уравнения Ф = 0 уходит в бесконечность.

Это происходит только на прямой h = 0 и соответствует орби¬
там параболического типа. Вырождения более высокого порядка
обозначаются цифрой 5.

§ 6. Взаимное расположение кривых кратных
корней в вещественном пространственном

случае

Мы уже видели, что в пространственном вещественном

случае характер движения определяется корнями уравнений

Ф(£) = —hcos2 £ — р2 ctg2 £ + 2mcos£ + С = 0 (6.1)

и

Ф(т?) = hch2 г]
— р2 cth2 77 + 2Мch?? — С = 0. (6.2)

Согласно (4.1), (4.5), (4.10), параметрические уравнения кривой

кратных корней для уравнения (6.1), которую мы для краткости

будем называть просто «кривая Ьф», имеют следующий вид:

h:
т ^

cos £ sin4 £
’

} (6.3)
С = —т cos ^ — р2 ctg4

Согласно (4.17), ее наклон

dC 2t л
— =C°S i<l

и меняется вдоль кривой монотонно. Кривая Ьф состоит из двух
ветвей (рис. 1, /) в случае т ф 0. Нижняя ее ветвь соответ¬

ствует интервалу 0 < £ <
-j. При переходе £ через кривая

уходит в бесконечность, имея прямую С = 0 своей асимптотой.
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На верхней ветви имеется точка возврата, соответствующая на¬

личию у уравнения (6.1) трехкратного корня. Согласно (4.15)
(где i = 1), координаты этой точки определяются соотношения¬

ми:

Фиксируем теперь в уравнениях (6.3) £ е (О, и просле¬

дим за соответствующей точкой кривой Ьф. Из (6.3) вид¬

но, что с ростом р2 она движется влево по прямой с накло¬

ном cos4 £, это меньше наклона кривой Ьф в точке А$, равного

cos2£. Так как нижняя ветвь Ьф вогнута вниз, заключаем, что

точка А^(р2) лежит выше кривой Ьф{р2), если р\ > р\. Поэтому
нижняя ветвь Ьф с ростом р2 монотонно поднимается и ветви,

соответствующие различным р2, не пересекаются.

Картина значительно упрощается, если т = 0 (рис. 3).
В этом случае кривая Ьф состоит из прямой С = 0 и дуги

параболы (напомним, что здесь и = h и v = С)

(см. (4.18)). Точка разветвления имеет координаты (—р2,0).
Аналогичными свойствами обладает и кривая кратных кор¬

ней уравнения (6.2), которую мы коротко будем называть «кри¬
вая Ьф». Ее уравнениями, согласно (4.2), (4.6) и (4.10), будут

тонно. Вид кривой Ьф существенно зависит от знака М (рис. 1,
2,3 и рис. 3, 2). Рассмотрим эти случаи отдельно, каждый раз
обращая внимание на взаимное расположение кривых Ьф и Ьф.
На рис. 5-11 по оси абсцисс откладывается h, по оси орди¬

нат — С.

h = —m
у

+ /?3 + {01 + 1)3/з < —2т/?3 = -р2,

С = т (/З2 + 1) -/?3 --у >0;

2т/?3 = р2.

(6.4)

С = h + 2pV—h — р2; — оо < h < —р2

ch 77 sh4 г]' >

С = М ch г/
— р2 cth4 р.

(6.5)

jy* о

Вдоль кривой (см. (4.17)) -у1 = ch г? > 1, и меняется она моно-
ah
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а) М > 0 (рис. 5-7).

Кривая Ьф состоит из одной ветви, целиком лежащей в об¬

ласти h < 0. Так как ее наклон больше единицы, а наклон Ьф —

меньше, то Ьф пересекается с нижней ветвью Ьф ровно в одной
точке, а с верхней — в двух, одной или вовсе не пересекается,
в зависимости от расположения особой точки (6.4) относитель¬

но Ьф.

Рис. 5. Разбиение плоскости (h, С) на множества, соответствующие
движениям разных типов.

Тип движения указан его шифром. В заштрихованной зоне находятся значения

(h,C), для которых движение невозможно; а — массы положительны и различ¬

ны: М > т > 0 и |р| > ро; или массы разных знаков, но положительная больше

отрицательной: т. М > 0; б — равные положительные массы: М > ш = 0,

|р| > ро- Типы движении те же, что и на основном рисунке

С увеличением р2 кривая Ьф монотонно опускается вниз,

причем кривые, соответствующие различным значениям р2,
не пересекаются. Это утверждение доказывается точно так же,

как аналогичное утверждение для нижней ветви Ьф. В то же

время, согласно (4.16), точка возврата (6.4) с ростом р2 движет¬

ся влево во 2-м квадранте по кривой с положительным накло¬

ном, не превосходящим единицы. Поэтому существует не более

одного значения р2, при котором он лежит на Ьф. Если такое
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6

23+3'
2

Рис. 6. Массы положительны и различны: М > т > 0.

а) Ро > |р| > 0, б) |р| = ро- Указаны лишь типы движений,

отсутствующие на рис. 5

Рис. 7. Массы положительны и равны: М > т = 0.

а) ро > |р| > 0; б) |р| = ро- (Случай |р| > р0 см. на рис. 5)

значение существует, то при р2 > р$ вся верхняя ветвь Ьф
лежит левее Ьф (рис. 5), а при р2 < р§ пересекается с ней

в двух точках (рис. 6 и 7). Согласно (6.4) для координат точки
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возврата имеем

НС = -
= —m2 - у/2р4т4.

О

(6-6)С другой стороны, на Дф, согласно (6.5),

> -М2. (6.7)

Поэтому если т > М, то точка (6.4) не может лежать на Дф
и значения ро, о котором шла речь выше, не существует.

Далее, из (6.4) видно, что при р2 —> 0 точка возврата стре¬
мится к точке (—m, т), лежащей ниже прямой С = h + М +

+ т, если М > т ^ 0. Что же касается Дф, то из (6.5) на¬

ходим, что в области С > 0 на ней выполняется неравенство

М ch г] > р2 cth4 г/, откуда

Поэтому при малых риМ>т^0в области С > 0 кривая Дф
лежит выше прямой С—h = М+тп, а значит, и выше точки (6.4).
В то же время при больших р2, согласно (6.6) и (6.7), кривая Дф

лежит ниже гиперболы hC = —М2, а точка (6.4) — выше этой

гиперболы и, значит, выше Дф. Таким образом, для 0 < m < М

критическое значение ро существует.

Кривая Дф вырождается в этом случае в дугу параболы

и, следовательно,

б) М = 0 (рис. 8, а и 9).

С = h — 2pV^-h — р2, —оо < h < О



384 В. М. Алексеев

Рис. 8. а — равные массы противоположных знаков: М = 0 < т и \р\ > ро.

б — равные отрицательные массы: М ^ т= 0 (типы движений те же, что и на

основном рисунке), в — массы отрицательны и различны: М ^ —т < 0 или

массы развых знаков, но отрицательная превосходит положительную по вели¬

чине: -т < А/ < 0 и |р| > ро

Рис. 9. Равные массы противоположных знаков: М = 0 < т.

а) О < |р| < р0; б) |р| = ро
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Рис. 10. Массы разных знаков, причем отрицательная превосходит по¬

ложительную: —т < М < 0.

a) pi < |р| < р0; б) |р| = ро

(см. (4.19)). В точке (0, —р2) она сливается с прямой h — 0, со¬

ответствующей переходу одного из корней уравнения (6.2) через

бесконечность.

Взаимное расположение Ьф и Ьф определяется положе¬

нием этой точки относительно нижней ветви Ьф. Из уравне¬
ний (6.3) находим, что Ьф проходит через (0, -р2) только при

р2 = т- с ростом р2 нижняя ветвь Ьф монотонно подни¬

мается, а точка (0, —р2) опускается. Поэтому при р2 > т

о 2 ^ 4^/3 л

картина соответствует рис. о, а, а при р^ < —т —

рис. У.

в) М < 0 (рис. 8, б, в, 10, 11).

В этом случае на кривой Ьф имеется точка возврата с ко¬

ординатами ((4.15), г = 2, е = —1, а = \М\)

h = \М\ ((/J2 + l)%-/?3_^,
С = —|М| ({р2 + ф + /?3 + ^0 .

(6.8)
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Рис. 11. Массы разных знаков, причем отрицательная превосходит по¬

ложительную: —т < М < 0.

а) 0 < |р| < pi; б) |р| = pi

Расположение "£ф и Ьф определяется положением этой точки

относительно нижней ветви Ьф. В § 4 отмечалось, что кри¬

вые Ьф и Ьф являются различными ветвями одной и той же

кривой (4.10), соответствующими, однако, различным значени¬

ям параметра а. Там же было указано, что эта кривая (при
фиксированном а) симметрична относительно прямой h = С.

Поэтому легко проверить, что кривая, симметричная Ьф
относительно С = h, совпадет с верхней ветвью кривой Ьф, ес¬

ли для этой последней взять т = \М\. Точно так же кривая,

симметричная нижней ветви Ьф, совпадет с кривой Ьф, для ко¬

торой М = т ^ 0. Тем самым все рассуждения из пункта а)
перенесутся на рассматриваемый случай, если произвести сим¬

метрию относительно биссектрисы С = h и заменить т —> |М|
и М —> т. В частности, если \М\ ^ т или т. > \М\, но р2 > р%,
то вся кривая Ьф лежит ниже кривой Ьф, т. е., как легко про¬

верить, лежит в области, где Ф(£) < 0 при всех £, и, следова¬

тельно, движение невозможно. С принципиальной стороны этот

случай ничем не отличается от рассмотренного выше случая

т > М — 0 (рис. 8, а, б). Если же т > \М\ и 0 < р2 < р$,
то точка возврата (6.8) лежит выше нижней ветви Ьф.

Рассмотрим точки пересечения кривых Ьф и Ьф с осью

h = 0. Первая из них вместе с нижней ветвью Ьф монотон¬
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но поднимается с ростом р2. Из (6.3) легко находим, что она

стремится к (0, —2т) при р —> 0.

С другой стороны, приравнивая нулю первое из выраже¬
ний (6.5), находим, что р удовлетворяет уравнению

ch3 т?
— 2сЪг] + 1/ ch 77 = р1/\М\, (6.9)

а для ординаты соответствующей точки пересечения Ьф с h — 0

С = M(chp + ch3 р). (6.10)

Левая часть (6.9) монотонно возрастает при р > 0, поэтому
и определяемое из этого уравнения р монотонно растет с ро¬
стом р2. Из (6.10) немедленно находим, что точка пересечения

Ьф с h = 0 монотонно опускается от (0,2М) до бесконечности.

Следовательно, если —m < М < 0, то для 0 < р2 < р\ кри¬
вая Ьф пересекает h = 0 выше Ьф (рис. 11), а при р\ <р2 < р%
положение обратное (рис. 10).

§ 7. Возможные типы движений в вещественной

пространственной задаче двух неподвижных

центров

Кривые Ьф и Ьф, изученные в предыдущем параграфе, вме¬

сте с прямой h = 0 разбивают плоскость (Л,, С) на конечное чис¬

ло областей. В каждой из этих областей расположение корней

уравнений (6.1) и (6.2) качественно не меняется. Подбирая для

каждой области удобные для исследования значения парамет¬

ров, мы можем тем самым определить качественный характер

расположения корней для всей этой области.

Само определение расположения корней может быть прове¬

дено либо на основе теоремы Штурма о корнях многочленов,

либо, как это и было сделано автором, на основе простых гео¬

метрических соображений, а именно уравнение (4.9) приводится
к виду

uq2 + 2aq -v= Р,— . (7.1)
q2 + £

Левая часть (при фиксированных и, a, v) имеет своим графи¬
ком параболу, правая (при фиксированных р2, е) — хорошо из¬

вестную кривую третьего порядка. Корни уравнения (7.1) соот¬

ветствуют точкам пересечения двух кривых. Для специальным

образом подобранных значений параметров (что, как отмечено
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выше, вполне достаточно для полного исследования) количество

и расположение точек пересечения легко определяются.

Детали исследования мы опускаем и только указываем на

рис. 5-11 расположение и кратности корней, и вид областей

Ф^ОиФ^Ос помощью классификации, данной в § 5.
Области движения, соответствующие всем встречающимся

в рассматриваемой задаче случаям, представлены схематически

на рис. 12. (Точнее говоря, на этом рисунке представлены не са¬

ми области, а их сечения плоскостью XOZ, и для получения
этих областей надо вращать рисунок около оси OZ.)

Рис. 12. Возможные типы движений в пространственном вещественном

случае.
На рисунке представлены сечения множеств, заполненных движениями с фикси¬

рованными значениями интегралов h, С и р, плоскостью XOZ (if = 0). Жирные

дуги без стрелок соответствуют движениям по устойчивым инвариантным эл¬

липсоидам или гиперболоидам, жирные дуги со стрелками и пунктирные дуги
—

по неустойчивым. Точки 2/2, 2/3, 3/2, 3'/2 соответствуют круговым орбитам

Типы движений можно разделить на две большие группы.

А. Ограниченные сверху движения

Так мы условно назовем движения, в которых координа¬
та г], а следовательно, и х2 + у2 + z2 ограничены сверху. Сюда
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относятся движения типов D/D, D/2, 2/D, 2/2, (23 + 3')/D,
(23 + 3 + 32)/D, (23 + 30/2, (23 + 3 + 32)/2, D/23, D/3, 2/2з!
2/3, 2/3", D/3".

Эти движения встречаются большей частью в случае h < О,
и основным среди них является тип D/D. Согласно § 5, ко¬

ординаты г/ и £ меняются здесь периодически относительно т,

каждая со своим периодом. В то же время угол ip монотонно воз¬

растает. Рассматриваемая система не является лиувиллевой от¬

носительно всех трех переменных £, ту, ip, но так как три первых

интеграла
—

энергии, моментов и один из лиувиллевых
— нахо¬

дятся в инволюции, то из результатов В. И. Арнольда (1963) вы¬

текает, что и здесь область фазового пространства, занятая дви¬

жениями типа D/D, расслаивается на трехмерные торы, на каж¬

дом из которых движение условно периодично с тремя, вообще

говоря, независимыми частотами. Проекция такого трехмерно¬
го тора из шестимерного фазового пространства в координатное

пространство (х,т/,z) является кольцеобразной областью, огра¬

ниченной двумя софокусными эллипсоидами п = гц и т] = 772,

и двумя гиперболоидами £ = £1 и £ = £2- Если частоты несо¬

измеримы, то траектория частицы заполняет эту область всюду

плотно. В случае когда все частоты соизмеримы, движение пе¬

риодично. В промежуточном случае соизмеримости двух из трех

частот шестимерный тор расслаивается на двумерные.

При наличии вырождения корни щ и 772, а следовательно,

и соответствующие эллипсоиды, или корни £1, £2 и соответ¬

ствующие гиперболоиды могут сливаться. Первый из этих слу¬
чаев соответствует движениям типов D/2, D/3, D/3", второй —

2/D, 3/D, З'/D. В фазовом пространстве движение происходит
по двумерному тору, проекцией которого в координатное про¬

странство является кольцо, высекаемое в первом случае на эл¬

липсоиде 77
= 771 = 772 двумя гиперболоидами £ = £1 и £ = £2.

а во втором на гиперболоиде £ = £1 = £2 — двумя эллипсои¬

дами г) = г]\ и ?7 = 772. Это кольцо заполняется траекториями,

каждая из которых либо всюду полна (несоизмеримые часто¬

ты), либо замкнута и соответствует периодическому движению

(соизмеримые частоты).
В соответствии со сказанным в § 5 мы должны различать

два случая: устойчивых инвариантных колец и неустойчивых.
При достаточно малом возмущении начальных данных движе¬

ния типов 2/D и D/2 превращаются в движения типа D/D,
не выходящие за пределы узкой кольцеобразной области, полу-
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ценной «раздуванием» инвариантного кольца. В противополож¬
ность этому движения типов £>/3, £>/3", 3/£>, 3'/£> такого ро¬

да устойчивостью не обладают и сопровождаются движениями

(с теми же значениями интегралов h, С и р), асимптотически

навивающимися на инвариантные кольца.

Например, движение типа 3'/£> сопровождается движением

23/Д в котором 77 периодически изменяется между гр и 772,
а £ монотонно убывает при —00 < t < t\ и возрастает при

ti < i < +00. В момент t = t\ траектория касается гиперболоида
£ = Сз < 6 = £2. а при f -» ±00 £ -> & = £2-

Случай 3/£> отличается от 3'/£> тем, что здесь на инвари¬

антное кольцо {£ = £1 = < т] < 772} могут с двух сто¬

рон навиваться асимптотические движения типов 23/£> и 32/£>.
Кроме того, скорость приближения к инвариантному кольцу бу¬
дет в этом случае (23 + 3 + 32/£>) больше, чем в случае 23 +

+ 3'/.D. Эта скорость определяется кратностью корня £ = £ь
которая равна двум в случае (23 + 3 + 32)/£> и трем в случае

(23 + 3')/Д
Движения типов D/3 и £>/3" заполняют инвариантное

кольцо {£1 < £ < £2; т? = Vi = ’42}- Первое из них является

асимптотически предельным для движения типа £>/23. В этом

последнем частица сначала уходит внутрь эллипсоида 77 = щ,
касается в некоторый момент эллипсоида 77

= 773 <771 = 772, а за¬

тем снова приближается к эллипсоиду 77 = 771 =772, асимптоти¬

чески навиваясь на инвариантное кольцо. С другой стороны, это

инвариантное кольцо является также асимптотически предель¬
ным для траектории типа £>/31, навивающимся на него одним

концом и уходящим другим концом в бесконечность (см. ниже).
Движение типа £>/3" является предельным только для траекто¬

рий типа £>/31.
При двойном вырождении сливаются как корни £1 и £2> так

и корни 771 и 772 (типы 2/2, 2/3, 3/2, 2/3", 3'/2). В этих случаях

движение происходит по окружности £ = = £2, >7 = Vi = Щ-

Здесь также различаются устойчивый случай (2/2) и неустой¬
чивые (все остальные). Эти последние являются в свою оче¬

редь асимптотически предельными для движений типов 2/23,
23/2, 32/2. Траектории типов 23/2 и 32/2 остаются на эллип¬

соиде 77
= 771 = 772 и навиваются на окружность £ = £1, 77 = 771

обоими концами, траектория типа 2/23 лежит на гиперболои¬
де £ = £1 = £2- Движение типа 3/2 является предельным как

для типа 23/2, так и для типа 32/2, а 3'/2 — только для 23/2.
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Движения типов 2/3 и 2/3" являются предельными для неогра¬
ниченных движений 2/31 (см. ниже), которые в другую сторону

уходят в бесконечность. При этом, в отличие от движения ти¬

па 2/3", движение типа 2/3 является асимптотически предель¬
ным и для ограниченного движения 2/23.

Б. Неограниченные движения

Эти движения в рассматриваемой задаче принадлежат ти¬

пам D/C, £>/24, £>/25, £>/31, 2/С, 2/24, 2/25, 2/31. Все они

встречаются только при h > 0. Координата £ либо остается

постоянной (шифр 2 в числителе), и в этом случае траекто¬

рия остается на фиксированном гиперболоиде £ = £ъ либо £
меняется между и £2 периодически относительно т (но не

относительно t).
На большом расстоянии от притягивающих центров движе¬

ние частицы может принадлежать к одному из трех типов:

а) гиперболическое движение (h > 0, шифры С и 31 в зна¬

менателе). Из (3.8), (3.9) и (4.2) находим в этом случае, что при

т] —► оо т стремится к конечному пределу, a t ~ Отсюда мы

yh

находим в свою очередь, что sjx2 + у2 + z2 ~ chr) ~ tVh, как

это и полагается в гиперболическом движении, £ —> £(тоо) =
вместе с т, а из (3.11) заключаем, что и р стремится к конечно¬

му пределу роо. Траектория асимптотически близка к гиперболе
£ = *ъОО > Р = Роо 5

б) параболическое движение (h = 0, М > 0, шифр 24 в зна¬

менателе). И в этом случае при г/ —> оо т стремится к конечному

пределу, но \]х2 + у2 + z2 ~ ch?7 ~ ^3 > чт0 соответству¬

ет асимптотике параболического кеплеровского движения;

в) вырожденный случай (h = 0, М = 0, шифр 25 в знамена-

Ti

теле). При т] —> оо т ~
- —> оо. Поэтому координата £

sj-p1 - С
периодически по т совершает при удалении частицы в бесконеч¬

ность бесконечное число колебаний между £1 и £2. а частица

соответственно колеблется от одного гиперболоида к другому.

Вместе с тем \Jx2 + у2 + z2 ~ ch77 ~ t ^ \J\(—р2 — С). Из этой

асимптотики и (3.11) видно, что и угол р неограниченно возрас¬

тает, а поэтому траектория бесконечно много раз оборачивается
около оси OZ.
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Комбинируя эти три возможности с постоянным или пере¬
менным £, получаем б из 8 упомянутых выше случаев. В каждом

из них частица прилетает из бесконечности, касается эллипсо¬

ида т)
= 7)\ и улетает обратно.

Кроме того, существует два типа движений другого сорта.

Движение типа D/31 в одну сторону асимптотически близ¬

ко к гиперболическому, а в другую асимптотически навивается

на инвариантное кольцо на эллипсоиде с движением типа D/3
или D/3".

Движение типа 2/31 устроено так же, но происходит на ин¬

вариантном гиперболоиде £ = В одну сторону оно гипербо¬
лично, а в другую

— навивается на движение по окружности

типа 2/3 или 2/3".

§ 8. Взаимное расположение кривых кратных
корней в комплексном пространственном

случае

Мы переходим теперь к изучению комплексного случая.
В §§ 3 и 4 было установлено, что качественный анализ при

этом сводится к изучению расположения корней уравнений

Ф(£) = h cos2£ — p2ctg2£ — 2mcos£ + С = 0 (8.1)

и

Ф(г?) = hsh2 р
— р2 th2 т] + 2Mshr] — С = 0. (8.2)

Рассмотрим сначала уравнение (8.1). Если произвести в нем

замену h —> —h и £ —> 7г
— £, то мы получим уравнение (6.1).

Поэтому кривая Ьф кратных корней уравнения (8.1) получа¬
ется из кривой Ьф вещественного случая зеркальным отраже¬

нием в оси h = 0. Повторять выкладки нет необходимости,
и мы отметим лишь, что Ьф состоит из двух ветвей — ниж¬

ней, соответствующей кратному корню £ € ("f;7r)’ и веРхней>

где £ е ^0; . На нижней ветви С < 0; верхняя имеет точку

возврата и целиком расположена правее прямой h = р2. Обе

ветви имеют во всех точках отрицательный наклон, не превос¬

ходящий, однако, по модулю единицы. Если р\ > р2, то ниж¬

няя ветвь Ьф, отвечающая р2 — р2, не пересекается с такой

же ветвью, соответствующей р2 = р2, и лежит целиком выше
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нее. Наконец, через точку (0, —р2) кривая Ьф проходит лишь

2 4-ч/3
при pz = —— то.

Сложнее обстоит дело с кривой Ьф кратных корней урав¬
нения (8.2). Все встречавшиеся до сих пор кривые являлись

различными ветвями одной и той же кривой (4.10), е = — 1

(рис. 1). Кривая Ьф для (8.2) описывается теми же формула¬
ми (4.10), но с г = +1 (рис. 2). Согласно (4.4), (4.8) и (4.10), ее

параметрические уравнения имеют вид

М р2
~

К 4 '

sh?7 ch р

С = М sh т?
— р2 th4 р.

(8.3)

Эта кривая симметрична относительно прямой С = —h, и, как

и в вещественном случае, необходимо рассматривать отдельно

случаи М > 0, М = 0, М < 0. Как и выше, на рис. 13-23 и 25

по оси абсцисс откладывается величина h, по оси ординат
—

величина С.

а) М > 0 (рис. 13-20).

В зависимости от того, будет ли величина (3 = \ тргт боль-
у ZM

ше или меньше единицы, на кривой Ьф будут две или не будет
ни одной точки возврата; в случае /3 = 1 на Ьф имеется про¬
стая точка, соответствующая четырехкратному корню уравне¬

ния (8.2). Координаты точек возврата находим из (4.15) и (4.8):

hi = -М

Ci = M

3/?

3/3

-/33 + (-1)Ч/32-1)/’

/з3 - (-1)Ч/з2 -1)3/2 i = 1, 2.

(8.4)

Кроме кривой (8.3), при анализе расположения корней урав¬
нения (8.2) существенную роль играют также прямые С = 0

и h = 0. Они являются линиями перехода корня через есте¬

ственные границы: первая через т] = 0, вторая — через р = +оо,
а также асимптотами (см. (4.11) и (4.12)) кривой (8.3) при р —> 0

и р
—> +оо соответственно.
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Рис. 13. Разбиение плоскости (h,C) на множества, соответствую¬
щие движениям различных типов в случае комплексно сопряженных

масс, расположенных в комплексно сопряженных точках, при условии

О < р2 < 2М, т > О

Рис. 14. Разбиение плоскости (h,C) на множества, соответствующие

движениям различных типов в случае вещественных масс, располо¬
женных в комплексно сопряженных точках, при условии 0 < р2 < 2М,

т = О
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Если р2 < 2М, то (3 < 1 и точки возврата на Ьф отсут¬
ствуют. Расположение кривых Ьф и Ьф указано в этом случае
на рис. 13 (т > 0) и 14 (тп = 0).

При р2 > 2М на Ьф появляются особые точки (8.4). Для
точки (hi, Ci) имеем

dh

Tfi
= M -| + з/з2 + зда2-!)1'* > 0 при /3 > 1.

Поэтому с ростом р2 (а следовательно, и (3) эта точка моно¬

тонно движется вправо и лежит на прямой h = 0 ровно при
одном значении параметра р2. (Из (8.4) легко обнаруживаем,
что это происходит при р2 = М. В силу симметрии вторая

особая точка находится при этом на прямой С = 0). Картина,

соответствующая интервалу 2М < р2 < -Щ= М, и предельный
3\/3

случай р2 = представлены на рис. 15 и 16.
ЗуЗ

При р2 > М кривая Ьф пересекает ось h = 0 в двух
Зл/З

точках, которые находятся из соотношений

-2 МV

ch4 г/ shry’
С = М sh г/

— р2 th4 г/.

(8.5)

Непосредственным дифференцированием (с учетом зависимо¬

сти 77 от р2 в силу первого из этих соотношений) убеждаемся,
что при изменении р2

dC

d(p2)
Mch77(l-3sh rj)

М ch3 77(3 sh2 77
— 1)

sh2 77

= — th 77 < 0.

Поэтому точки пересечения Ьф с h = 0 монотонно опускаются.

При р2 < 4М обе точки лежат выше начала координат (рис. 17

и 18, а), а при р2 > 4М одна из них лежит ниже (рис. 19, 20

и 18, в).
При увеличении р2 точка (/г2,Сг) монотонно опускается

в нижней полуплоскости по кривой, наклон которой, соглас¬

но (4.16), меньше —1. Вспоминая сказанное выше относительно
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Рис. 15. Комплексные массы в комплексно сопряженных точках.

ч , 9 , 16М ? 16М _ „

а) 2М < pz < —; о) р = —; т > 0.

Зл/З Зл/З
Отмечены лишь типы, отсутствующие на рис. 13

Рис. 16. Вещественные массы в комплексно сопряженных точках.

л\ on /г ^ 2 ^ 16iW 2 16-A/f п

а) 2М < рг < —; о) ; m = 0.

Зл/З Зл/З
Отмечены лишь типы, отсутствующие на рис. 14



§8. Взаимное расположение кривых кратных корней 397

Рис. 17. Комплексные массы в комплексно сопряженных точках.

а) ~Щ= М < р2 < р2 < 4М; б) р2 = р2; в) р2 < р2 < 4М; т > 0.

Зл/З
Указаны изменения по сравнению с рис. 13 и 15

нижней ветви Ьф, приходим к выводу, что при 0 < |р| < ро

точка (/i2,C2) лежит выше нее (рис. 19), а при |р| > ро
— ниже

(рис. 20). При этом точка пересечения кривой Ьф с осью h = О

может лежать как выше, так и ниже точки пересечения с ней

кривой Ьф (рис. 20, б).

б) М = 0 (рис. 21).

Кривая Ьф вырождается в этом случае в дугу параболы

С = —h + 2pVh — р2, 0 < h ^ р2

(см. 4.20). При выяснении совместного расположения кри¬
вых Ьф и Ьф необходимо помнить, что, как это уже отме-

г 2 ^ 4\/3
чалось выше, нижняя ветвь Ьф лежит при pz < —— тп ни¬

же (рис. 21, а), а при р2 > п —

выше точки (0, —р2)
(рис. 21, в), являющейся точкой разветвления Ьф.

Мы опускаем тривиальный случай М = т = 0, когда обе

притягивающие массы равны нулю.
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Рис. 18. Вещественные массы в комплексно сопряженных точках.

а)
^

М = р% < р2 < AM; б) р2 = 4М; s) р2 > 4М; т = 0.

Зл/З
Указаны изменения по сравнению с рис. 14 и 16

Рис. 19. Комплексные массы в комплексно сопряженных точках.

а) AM < р2 < рд, б) р2 = 4А/, в) р2 = рд\ т > 0.

Указаны изменения по сравнению с рис. 13, 15, 17
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Рис. 20. Комплексные массы в комплексно сопряженных точках.

а) шах[4М,рд] < р2 < р2, б) тах[4А/,р2] < р2 < р2, в) р2 = р2; т > 0.

Указаны изменения по сравнению с рис. 13, 15, 17 и 19

D+D 23+3+32
С

Рис. 21. Чисто мнимые массы в комплексно сопряженных точках:

М = 0.

, „ , , . 4х/3 л , 4л/3 , 4V3
а) 0 < рг < п т, б) рг =

п

-
га, в) рг > —г— га.
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Рис. 22. Комплексные массы с отрицательной вещественной ча¬

стью (преобладание отталкивания) в комплексно сопряженных точках:

т > 0 > М

в) М < 0 (рис. 22 и 23).

Непосредственно из (8.3) убеждаемся, что вся кривая Ьф
лежит в 4-й четверти, а наклон ее, согласно (4.8) и (4.17), ра-

НС1 2
вен = sh 7? и поэтому, оставаясь положительным, меняется

dri
монотонно от О до 00.

Кривая имеет своими асимптотами оси координат, и ее об¬

щий вид таков, как на рис. 22 и 23. С каждой ветвью кривой Ьф
кривая Ьф пересекается ровно в одной точке. Если тп = 0, то обе

точки сливаются в одну (рис. 23).

§ 9. Возможные типы движений
в пространственном комплексном случае

Как и в вещественном случае (§ 7), мы опускаем дета¬

ли определения расположения корней для каждой из областей,
на которые разбивают плоскость (h,C) линии Ьф и Ьф и оси

координат. Результаты представлены на рис. 13-23 с помощью

классификации § 5. Чтобы не загромождать рисунки, в ряде

случаев мы указываем лишь изменения по сравнению с преды¬

дущими. Области возможных движений (точнее, как и ранее,
их сечения плоскостью XOZ) показаны на рис. 24, 26 и 27.
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Рис. 23. Отрицательные массы в комплексно сопряженных точках:

т = 0 > М

А. Движения, не достигающие диска rj
= 0

Из выражения (8.2) видно, что функция Ф(?7) отрицатель¬
на в некотором полуинтервале (0,т?о) при С > 0. Поэтому все

движения с положительным значением интеграла С происходят
в области г/ ^ 77о, т. е. вне эллипсоида

х2 + у2
+

z2
= 1

ch2 770 sh2 770

Кроме того, подобные движения возможны в некоторых случаях

и в области С < 0 (соответствующие точки лежат внутри петли

кривой Аф, см. рис. 17, 19-23).

Здесь можно повторить все рассуждения из §§ 5 и 7.

Угол <р меняется монотонно, а £ и г/ меняются также монотон¬

но, но лишь до тех пор, пока не дойдут до одного из простых

корней уравнений (8.1) и (8.2) соответственно. Когда это слу¬

чится, направление их изменения становится обратным. Между
двумя простыми корнями координаты £ и т] меняются периоди¬
чески (относительно приведенного времени), к кратным корням

приближаются асимптотически.

А1. Ограниченные движения

Это движения, где в знаменателе шифра содержится бук¬
ва D, а также их вырождения (D/D, 2/D, D/2, 2/2, D/3, -D/3',
D/3", D/23, D/32 (рис. 24); 2/3, 2/3', 2/32 (рис. 26 и 27)).
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Рис. 24. Возможные типы движений в пространственном комплекс¬

ном случае.
На рисунке представлены сечения множеств, заполненных движениями с одина¬

ковыми значениями интегралов h, С и р, плоскостью XOZ (ip = 0). Случай А.

Движения, не достигающие диска г/ = 0. Обозначения те же, что на рис. 12

Основным движением этой группы является движение ти¬

па D/D, вполне аналогичное по своим свойствам движению это¬

го типа в вещественном случае. Оно имеет три, вообще говоря,
независимые частоты, соответствующие вращению около OZ,
изменению rj между эллипсоидами t)

= i)i и tj = t)2 и измене¬

нию £ между гиперболоидами £ = £i и £ = £2- В случае неза¬

висимости частот траектория всюду плотно заполняет кольцо

между указанными эллипсоидами и гиперболоидами.
При однократном вырождении два эллипсоида (типы D/2,

D/3, D/3', D/3") или два гиперболоида (тип 2/D) сливаются.

Соответствующие движения, как и в вещественном случае, ха¬

рактеризуются двумя частотами и в случае их несоизмеримости

траектории в координатном пространстве всюду плотно запол¬

няют инвариантное кольцо на эллипсоиде или на гиперболоиде
соответственно, а в случае соизмеримости движение периодич¬

но. Цифре 2 соответствуют устойчивые, в смысле §§ 5 и 7,

инвариантные кольца, цифре 3 — неустойчивые.
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Движения типа D/3 являются с двух сторон асимптоти¬

чески предельными для ограниченных движений типов D/23
и D/32 или для рассматриваемых ниже в пп. А2 и Б1 движе¬

ний типов D/31, D/ЗА, D/13 и D/43 в различных комбинациях

(см. рис. 26 и 27). В отличие от этого движения D/У и D/У
являются асимптотически предельными лишь с одной стороны:

D/У — с внутренней для типов £>/23 (или для Dj43 и £>/13);
D/У — с внешней для типов D/32 (или D/31, £>/34). На траек¬

тории типа Dj23 угол tp монотонно возрастает, £ меняется пери¬
одически по т между и ^2. а т] монотонно убывает на (—оо,т0)
от 771 до г/2, в момент т = то траектория касается эллипсоида

г) = 7/2, а затем г/ начинает возрастать; lim ?/(т) = 771. Траек-
т—»±оо

тория обоими концами навивается на кольцо {£1 < £ < £2;^ =
= 771; 0 < </? < 27т}.

Аналогичными свойствами обладают движения типа D/32,
только здесь 772 > г]\ и траектория навивается на инвариантное
кольцо снаружи.

В движении типа D/43 частица достигает диска т/
= 0,

поэтому формально оно не принадлежит к рассматриваемым

в этом пункте. Однако, как мы увидим ниже, пересечь в этом

случае диск /7
= 0 частица не может, а только один раз касает¬

ся, поэтому движение типа Dj43 принципиально не отличается

от типа D/23, только здесь 772
= 0.

При двукратном вырождении гиперболоиды £ = £1 и £ = £2
сливаются. Движение £>/2 превращается при этом в устойчивое
движение по окружности типа 2/2.

Движения £>/3 и D/У вырождаются в неустойчивые дви¬

жения по окружностям 2/3 и 2/3', являющиеся асимптотически

предельными для траекторий, лежащих на гиперболоиде £ =

= £i и принадлежащих в различных комбинациях типам 2/43
или 2/13 с внутренней стороны и 2/32 или 2/31, 2/34 — с внеш¬

ней. Из них к движениям, рассматриваемым здесь, относится

только 2/32. В этом движении £ = £1 постоянно, 7? монотон¬

но возрастает, ?/ монотонно возрастает от 771 до 772 на (—оо,т]
и убывает на [то,+оо). Траектория обоими концами навивается

на окружность £ = £1, V — Vi-

Аналогичными свойствами обладает траектория типа 2/43,
только для нее 772

= 0 < 771. Хотя такая траектория и достигает

диска т] = 0, но, как и в случае D/43, она пересечь его не может

и только касается. Типы 2/31 и 2/34 рассмотрены ниже в п. А2.
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А2. Неограниченные движения

Сюда относятся движения, знаменатели шифров которых
содержат букву С, и их вырождения (Л/С, 2/С, (23 + 3+ 32)/С,
(23 + 3')/С, 0/31, 0/24, 2/24 (рис. 24), 2/31, 2/34 (рис. 27)).

Основным движением является в этой группе тип О/С. Как

и в вещественном случае, частица прилетает из бесконечности,
монотонно вращаясь вокруг оси 0Z и совершая периодическое

(относительно приведенного времени) колебание между двумя

гиперболоидами £ = £i и £ = £2. Коснувшись эллипсоида г/ =

= т]х, она начинает удаляться от начала координат и снова ухо¬

дит в бесконечность. Асимптотически ее орбита близка на бес¬

конечности к гиперболе.
Если г) = г/1 является кратным корнем (тип Л/31), то тра¬

ектория частицы, прилетающей из бесконечности, навивается

на инвариантное кольцо, отсекаемое от эллипсоида т]
= гц ги¬

перболоидами £ = £i и £ = £2. В силу симметрии направления
времени существуют также траектории, в которых этот процесс

происходит в обратном направлении. Само инвариантное коль¬

цо на эллипсоиде заполнено при этом траекториями типа Л/3
или Л/3", рассмотренными выше. Корень ц = гц может быть

двукратным (Л/3), и тогда движения на инвариантном коль¬

це являются асимптотическими предельными также для одно¬

го из движений типов Л/23, Л/13 или Л/43, или трехкрат¬
ным (Л/3"), и тогда траектории, навивающиеся на кольцо из¬

нутри, отсутствуют.
Так же как и в вещественном случае, при h = 0 гиперболи¬

ческое на бесконечности движение сменяется параболическим,
а типы Л/С и Л/31 — типами Л/24 и Л/34.

Все эти случаи имеют своих вырожденных аналогов, для

которых £1 = £2 и соответствующие гиперболоиды сливаются.

Типы Л/С, Л/31, Л/24, Л/34 превращаются при этом в ти¬

пы 2/С, 2/31, 2/24, 2/34 соответственно.

Кроме таких устойчивых движений, по инвариантному ги¬

перболоиду существуют неустойчивые случаи 3/Си 3'/С. Са¬

ми по себе они ничем не отличаются от движения типа 2/С,
но являются с одной или двух сторон соответственно асимпто¬

тическими предельными для движений 23/С и 32/С, имеющих

те же значения h, р и С.

Б. Движения, достигающие диска 77 = О

При изучении движений такого рода необходимо соблюдать

осторожность ввиду разрыва потенциала (3.4). В самом деле,
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на верхней стороне диска х2 + z2 < 1, 2 = 0 (7? = 0), согласно

формулам преобразования координат (3.1), а с ниж¬

ней стороны диска к тем же точкам примыкают координатные

линии, где ^ £ < тт. Поэтому на траектории, пересекающей

диск г} = 0, происходит скачок £ —> 7Г
— £. Значения потенциаль¬

ной энергии (3.4) на верхней и нижней сторонах диска равны
соответственно m/|cos£| и —m/|cos£|. Таким образом, имеется

«потенциальная ступенька», которую частица беспрепятствен¬
но проходит сверху вниз, но для прохождения которой снизу

вверх она должна обладать импульсом с достаточно большой

нормальной составляющей pv. Если pv достаточно велико, то ча¬

стица проходит «над ступенькой», т. е. пересекает диск г\ = 0.

При этом тангенциальная составляющая импульса не меняется,

а нормальная составляющая меняется так, что выполняется за¬

кон сохранения энергии. Если же р^ недостаточно для прохож¬
дения ступеньки, то частица отражается от диска по принципу

«угол падения равен углу отражения», и р7, скачком меняет свое

значение на противоположное.
Согласно (3.7), вне диска имеют место тождества (лиувил-

левы интегралы):

р2 = Ф(£) = hcos2 £ -р2 ctg2£ - 2mcos£ + С, (9.1)

p2 = Ф(т?) = /1 sh2 р
- р2 th2 77 + 2Мshр - С. (9.2)

При переходе через диск р^ не меняется, а поэтому должна

измениться величина С:

С\г=о+ = C\z=o- +4m|c°s£|. (9.3)

Вместе с ней меняется и р^:

|^|2=0 = -С, (9.4)

\PvLo+ = \Pv\z=о- - 4ml cos£l- (9'5)

Еще раз мы убеждаемся в том, что переход диска 77 = 0

сверху вниз возможен всегда, а переход снизу вверх при £ = £о
только, когда

\С\ > Am\ cos£0|. (9.6)

Здесь
С < 0, | < £0 < тт. (9.7)
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В дополнение к этим неравенствам необходимо, очевидно, чтобы

ф(£о) = h cos2 £о - 2т cos £0
- Р% ctg2 & + С > 0. (9.8)

Таким образом, при заданных значениях параметров А, С и pv
переход через диск rj = 0 возможен только в том случае, если

можно найти значение £о> при котором выполняются все нера¬

венства (9.6)-(9.8).
Поскольку в полуплоскости С < 0 функция Ф(£) при £ —►

и 7г становится отрицательной, то переход корня уравнения

Ф(£) = 0 через значения -Т и тг невозможен. Поэтому изменить¬

ся число корней в интервале (тг;7Г) может только в результате

перехода через линию кратных корней Ьф, притом только через

нижнюю ее ветвь, ибо верхняя ветвь, как отмечалось в § 8, со¬

ответствует кратным корням в интервале (OSy)- Следователь¬

но, для С < 0 уравнение Ф = 0 может иметь в интервале

не более двух корней. Далее, из (9.8) видно, что если Ф(£) > 0

в некотором промежутке Д С Для каких-то Со и ho, то

это неравенство сохранится и при том же Со и h > hQ. Следо¬

вательно, при фиксированном С и увеличивающемся h (что со¬

ответствует на рис. 25 движению вправо по горизонтали) после

появления в интервале пары корней (т. е. пересечения

нижней ветви кривой Ьф) больший из них с ростом h увеличи¬

вается, а меньший — уменьшается. Для возможности совмест¬

ного выполнения неравенств (9.6)-(9.8) этот меньший корень

должен находиться в интервале arccos Поэтому если

при пересечении Ьф кратный корень появляется в этом интерва¬

ле, то при том же С и всех больших h неравенствам (9.6)-(9.8)
можно удовлетворить одновременно. Если же кратный корень

появляется вне интервала arccos , то необходимо еще

увеличить h до тех пор, пока меньший корень уравнения Ф(£) =

= 0 на (f ;тг) не дойдет до значения arccos^-. Это случится

при
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Если кривая (9.9) имеет с нижней ветвью кривой Ьф общую

(И. тоточку, соответствующую кратному корню £ = е

для соответствующих значений h и С уравнение Ф(£) = 0 име

ет в интервале ^;7rj корни: arccos^ и двойной корень

Мы видели выше, что общее число корней с учетом их крат¬
ности на этом интервале не больше двух, следовательно, =

С1
= arccos^. Таким образом, кривая (9.9) и нижняя ветвь Ьф

имеют только одну общую точку. Учитывая направление их во¬

гнутости, мы заключаем, что они в этой точке касаются. Вид
области возможных пересечений диска г]

= 0 показан на рис. 25.

Рис. 25. Область возможных переходов через потенциальную ступень¬

ку (штриховка вида 1)

Если значения интегралов h и С лежат в этой области и ча¬

стица в своем движении достигает диска ц
= 0 в такой точке,

где выполняются неравенства (9.6)-(9.8), то она этот диск пере¬

секает, и величина С скачком меняется согласно (9.3). Если же

одно из этих условий не выполняется, то частица отражается
от диска и значения h и С остаются прежними. Возможность

подобных изменений величины интегралов движения осложняет

исследование, так как тип движения может при этом меняться.

Подробное исследование здесь выходит за рамки настоящей

статьи.
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Б1. Ограниченные движения (рис. 26)

Шифры этих движений имеют вид: D/В, 2/В, D/13, 2/13,
Л/42, 2/42, .D/43, 2/43, D/V, D/b", 2/5". Основным среди них

является тип D/В. Как правило, он встречается при h < 0,
С < 0. Так как, согласно (9.1), при этом Ф(£) < 0 в области

cos£ ^ 0, то движения происходят только в области, где <

£ < 7г, т. е. где г < 0.

Далее, из соотношений (8.3) видно, что при М ^ 0 кри¬
вая целиком лежит в области h ^ р2. С другой стороны, из

рис. 26 видно, что все точки области возможных переходов че¬

рез потенциальную ступеньку лежат правей самой левой точки

кривой (9.9). Но на этой последней

h = р
— ( 16р2т28т2

С \16т2-С2
-Р =

8то2
- [2тт] = р +

-щ-
+ р

С

16т2 — С2
>р-

Поэтому при М ^ 0 точки плоскости (h,C), соответствующие
движениям рассматриваемых типов, попасть в область, где воз¬

можно пересечение диска г/
= 0, не могут.

Рис. 26. Возможные типы движений в пространственном комплексном

случае. Б1. Ограниченные движения, достигающие диска т] = 0
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Напротив, если М < 0, то при р2 —» 0 кривая (8.3) стремит¬
ся к гиперболе hC = —М2. Проделав в (6.3) указанные выше

замены h —> —h и £ —> 7г
— £, получаем
2

h = ———|—, С = т cos £ — р2 ctg4 £.
cos £ sin £

Фиксировав /г > 0 и не забывая, что cos£ < 0 на нижней вет¬

ви Ьф, мы найдем из первого равенства, что р2 > Дsin4 ^ и по¬

этому sin£ —> 0, а £ —> ж при р2 —> 0. Из этого же равенства

р2
получаем теперь, что при р2 -* 0 — > h + т, а из второго

sin £

равенства, что С —> —h - 2m. Таким образом, при р2 —► 0 ниж¬

няя ветвь кривой I/ф в области h > 0 вырождается в прямую
С = —h — 2m. Точка пересечения Ьф и Ьф имеет в пределе абс¬

циссу h = т + \/т2 + М2 > 2т. В то же время точка касания

линий Ьф и (9.9) соответствует наличию у уравнения Ф = 0

корня = arccos^. При р2 —> 0 значения £ на дуге нижней

ветви Ьф, лежащей в области h > 0, стремятся к ж. Поэтому
в этой точке С —> —4т. и h + С —► —2т, h —> 2т. Поэтому при
малых р она лежит на кривой Ьф левее точки пересечения Ьф
с Ьф. Эта последняя, а вместе с ней и лежащие в любой ее

окрестности точки с движениями типов D/В, 2/В, £>/13, 2/13,
оказываются в зоне возможных переходов. Таким образом, для

движений этих типов переход принципиально возможен. Необ¬

ходимость выполнения неравенства (9.8) показывает, однако,

что он осуществится, только если частица попадет в опреде¬

ленный участок диска. В противном случае частица отражается

от диска и продолжает движение в области г < 0. В основном

случае несоизмеримости частот траектория типа D/В заполняет

кольцо {£i ^ ^ 0 ^ г] < 771; 0 ^ р < 27г} всюду плотно и по¬

тому рано или поздно попадет в «зону разрешенных переходов»
и пересечет диск т] = 0. При этом константа С может толь¬

ко уменьшиться по абсолютной величине и поэтому тип D/B
у движения сохранится. На соответствующей траектории после

пересечения диска p{t) будет возрастать до некоторой величи¬

ны pi (корня функции Ф(??)), затем убывать до нуля, и, так как

переход диска сверху вниз возможен всегда, частица вернется

в область z < 0. Какое значение при этом получит константа С

и какой в связи с этим тип движения получит частица, зависит

от места пересечения ею диска.
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Траектория типа D/13 одним концом навивается на инва¬

риантное кольцо на эллипсоиде, заполненное траекториями ти¬

па D/3 или D/3', а при движении в другую сторону
—

достигает

диска г/
= 0. Если при этом она попадает в «зону разрешенных

переходов», то переходит в область г > 0, превращаясь в тра¬

екторию типа D/В, так как константа при пересечении диска

может только уменьшиться. Дальнейшая ее судьба аналогична

случаю D/B.
Аналогичными свойствами обладают и движения типов 2/13

и 2/В. Поскольку для них £ = const, то также возможны два

случая в зависимости от того, выполняется ли для этого £ нера¬
венство (9.8) или нет. После пересечения диска движение при¬

обретает тип D/В. Если же пересечение невозможно, то траек¬

тория отражается, сохраняя свой тип.

Рис. 27. Возможные типы движений в пространственном комплексном

случае. Б2. Неограниченные движения, достигающие диска г/ = 0

Остальные движения этой группы: D/42, £>/43, 2/42, 2/43,
D/1', D/b", 2/5, аналогичны движениям типов D/D, £>/23,
2/£>, 2/23, D/2, D/3", 2/3", соответственно рассмотренным

в п. А1. Дело в том, что при шифрах 42 и 43 в знамена¬

теле т) — 0 является простой границей, а поэтому в момент

достижения диска р, = 0 и пересечь диск частица не может.
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Следовательно, тип 0/42 принципиально не отличается от типа

О/О и т. п. При М — О, С — 0, 0 < h < р2 возможно движе¬

ние типа 0/1'. Частица «прижата» к потенциальной ступеньке
и не может от нее оторваться, совершая движение в кольце

{6 < £ < V = 0; 0 < ip < 27г}.
Если же h > р2, то р

= 0 также является кратным кор¬
нем уравнения ф = 0, но в окрестности нуля ф > 0 и со¬

ответствующее движение имеет тип -0/(5" + 51). Пока точка

(h, 0) не дошла до точки пересечения оси С = 0 с верхней вет¬

вью Ьф, то неравенство Ф > 0 выполняется только в интервале

(-|,£i) С (-|,тг). Кольцо < £ < £ь?7 = 0,0 < < 2тг| за¬

полнено траекториями типа 0/5", которые сами по себе не отли¬

чаются от траекторий 0/1', но в отличие от последних являют¬

ся асимптотически предельными для неограниченного движения

типа 0/51 (см. ниже).
В точке пересечения Ьф и прямой С = 0 добавляется дви¬

жение по окружности £ = £2» V = 0 типа 2/5", лежащей с «верх¬
ней» стороны. Оно является асимптотически предельным для

движения 2/51 по инвариантному гиперболоиду £ = £2-
После пересечения кривой Ьф, внутри верхней ее ветви,

неравенство Ф > 0 выполняется в двух интервалах, один из ко¬

торых соответствует верхней, а другой — нижней стороне диска.

В обоих случаях движение принадлежит типу 0/5".

Б2. Неограниченные движения (рис. 27)

Их шифры: D/A, 2/А, (23 + 3 + 32)/41, £>/41, 2/41, £>/14,
2/14, 0/15, 2/15, D/51, 2/51, 0/44, 2/44.

Из них типы (23 + 3 + 32)/41, 0/41, 0/44, 0/51, 2/41,
2/44, 2/51 принципиально ничем не отличаются соответственно

от типов (23 + 3 + 32)/С, D/C, 0/24, 0/31, 2/С, 2/24, 2/31,
рассмотренных в п. А2, только нижняя граница изменения г/

равна для них нулю.
В движениях всех остальных типов (D/А, 0/14, 0/15,

2/А, 2/14, 2/15) частица прилетает из бесконечности, монотон¬

но вращаясь около оси 0Z и колеблясь между двумя гипер¬

болоидами £ = £1 и £ = £2. Если в числителе шифра стоит

буква О, то £j ф £2, если цифра 2 — то £1 = £2. На бесконечно¬
сти движение гиперболично (А в знаменателе), параболично (14
в знаменателе) или имеет асимптотику х1 + у2 + z2 = 0(t/2)
(15 в знаменателе).
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Движения с шифрами 14 и 15 в знаменателе бывают толь¬

ко в случае h = 0, т. е. вне области возможных переходов диска

г/
= 0. Поэтому, достигнув этого диска, частица отражается

и улетает обратно в бесконечность. В координатном простран¬
стве эти движения располагаются в области z < 0. В противном

случае частица обязательно прошла бы через потенциальную

ступеньку сверху вниз и равенство h = 0 для нее сохрани¬

лось бы, а в силу симметрии знака времени существовало бы

и движение (также с h = 0), где этот процесс происходил бы

в обратном направлении, что, как мы видели, невозможно.

Для движений типов D/А и 2/А могут представиться два

случая. При достижении диска г/ = 0 частица, двигающаяся

снизу вверх, может попасть в зону разрешенных переходов и пе¬

рейти в область z > 0 или может не попасть в эту зону и,

отразившись от диска, уйдет в бесконечность.

Если частица пересечет диск, то константа С уменьшится,
и какой тип при этом получит движение — зависит от места

пересечения.
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О творческом наследии

Владимира Григорьевича Демина
(1929-1996)*

Год назад ушел из жизни Владимир Григорьевич Демин,
профессор кафедры теоретической механики механико-матема¬

тического факультета МГУ, крупный ученый, уникальный педа¬

гог, человек высокого интеллекта, неистощимой энергии, боль¬

шого обаяния.

В. Г. Демин учился на мехмате МГУ с 1946 по 1951 г., за¬

тем работал в ЦНИИмаш, в Горьковском университете, в Ново-

зыбковском пединституте (Брянская область). Потом были го¬

ды учебы в аспирантуре ГАИШ на кафедре небесной механики

и гравиметрии, работа в УДН им. П.Лумумбы. С 1965 г. и до

последних своих дней В. Г. Демин работал на механико-матема¬

тическом факультете МГУ. В 1961 г. защищена кандидатская

диссертация, в 1969 г. — докторская; в 1971 г. получена Госу¬
дарственная премия (совместно с Е. П. Аксеновым, Е. А. Гребе-
никовым, Г. Н. Дубошиным и М. Д. Кисликом) «за цикл работ
1958-1968 гг. по современным проблемам и методам небесной

механики».

Круг профессионального общения Владимира Григорьевича
был необычайно широк и не ограничивался Московским универ¬
ситетом и Москвой. Он был хорошо известен во многих науч¬

ных центрах бывших республик Советского Союза, не перечесть
всех адресов, где не просто знали, но постоянно сотрудничали

с В. Г. Деминым. Поражала его огромная эрудиция, интеллекту¬
альная и душевная щедрость. К нему тянулись ученики, толь¬

ко кандидатов наук среди них много больше ста — в России,
на Украине, в Молдавии, Грузии, Армении, Азербайджане, Ка¬

захстане, Узбекистане, в Германии, Греции, Египте, Израиле,
Кувейте, Индии, Китае, Вьетнаме.

‘Печатается по Вестник Моск. ун-та. Серия 1, Математика. Механика.

1997. №4. С. 66-69 (Исправления // Там же. 1998. №4. С. 73. В данном тексте

исправления учтены.)
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Творческий вклад В. Г. Демин внес и в организацию нау¬
ки, и в совершенствование системы образования, и в разработку
учебных программ, и в подготовку учебников и различных учеб¬
ных пособий (в том числе фильмов), ну и, конечно, в решение
множества прикладных задач техники.

В последние годы Владимир Григорьевич интенсивно ра¬
ботает: он один из инициаторов создания Академии космонав¬

тики им. К. Э. Циолковского, в которой его избирают академи-

ком-секретарем, организатор двух симпозиумов по классической

и прикладной небесной механике в Великих Луках, участник

международной научной конференции в Канаде. Кроме того, он

читает лекции и дает консультации в Санкт-Петербурге, Улья¬

новске, Великих Луках, соглашается на предложение прочитать

курс лекций в одной из арабских стран, продолжая выполнять

все свои обязанности в МГУ, не щадя собственного здоровья.
Список трудов В. Г. Демина содержит более ста двадцати

названий. Особое место в нем занимают несколько монографий,
учебников, научно-популярных книг. Пожалуй, именно в этих

работах сосредоточилось то из его наследия, что еще долго бу¬
дут вспоминать и цитировать. В. Г. Демин писал легким, емким

языком, демонстрируя безукоризненный вкус в выборе материа¬
ла и формы его подачи.

Самая известная из книг В. Г. Демина — это монография
«Движение искусственного спутника в нецентральном поле тя¬

готения» (М.: Наука, 1968). Она вышла в серии «Механика

космического полета» и включила в себя большинство наиболее

важных результатов, полученных В. Г. Деминым к моменту ее

написания. Книга со столь «прикладным» названием начинает¬

ся с изложения основ аналитической механики! В этом нашла

выражение научная индивидуальность автора (в 1965 г. он был

приглашен на кафедру теоретической механики мехмата МГУ

ее заведующим Д. Е. Охоцимским именно как ведущий специа¬

лист в области, связанной с применением в небесной механике

общих методов аналитической динамики).
Выдерживая индивидуальный стиль, в свои научные иссле¬

дования В. Г. Демин вплетает богатейший набор фундаменталь¬
ных идей и методов. Видимо, именно поэтому с первых страниц
книги определяется общеметодологическая основа помещенного

в ней материала
—

теория возмущений интегрируемых гамиль¬

тоновых систем, а в первых главах читатель знакомится с общей

теорией периодических решений Пуанкаре (метод малого па¬

раметра), теоремой Уиттекера о существовании периодических
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орбит, методами Пуанкаре - Адамара качественного исследова¬

ния орбит с использованием «топографического семейства кри¬
вых», вторым методом Ляпунова и методом Четаева, главными

результатами теории КАМ. Тот, кто знает, какие области были

популярными в теоретической механике за последние тридцать

лет, причем совсем не только среди учеников В. Г. Демина, за¬

метит — он очень правильно почувствовал перспективу и был

в этом отношении среди первых.
В 1966 г. В. Г. Демин предложил наиболее общую форму

уравнений движения с характеристической функцией — функ¬
цией смешанного типа Лагранжа - Гамильтона - Рауса, с воз¬

можным привлечением не только обычных обобщенных импуль¬
сов, но и так называемых импульсов высших порядков. При
этом многие известные варианты таких уравнений получаются
как частный случай, и, кроме того, возникают характеристи¬
ческие функции, ранее неизвестные. Материал об этом также

вошел в первую главу книги.

Ядро книги — обобщенная задача двух неподвижных цен¬

тров, материал, ставший современной классикой, за который
В. Г. Демин с соавторами вскоре после выхода книги в свет по¬

лучит Государственную премию. На языке гамильтоновой ме¬

ханики — это одна из немногих известных интегрируемых за¬

дач о движении точки в гравитационном поле. Именно уси¬
лиями В. Г. Демина и его коллег она стала самым эффектив¬
ным средством для построения спутниковых орбит, называемых

в небесной механике промежуточными, а в гамильтоновой —

невозмущенными. Речь идет о задаче двух «мнимых» неподвиж¬

ных центров
— задаче о движении точки в гравитационном по¬

ле двух неподвижных комплексно-сопряженных масс, имеющих

комплексно-сопряженную пару одноименных координат. Задача

интегрируется в сжатых сфероидальных координатах и может

служить хорошим приближением для задачи о движении в поле

произвольной сжатой планеты. Хорошим — в следующем смыс¬

ле. Гравитационный потенциал осесимметричной планеты мож¬

но представить в виде функционального ряда, в котором каж¬

дое очередное слагаемое имеет порядок малости, равный соот¬

ветствующей степени обратного расстояния до центра планеты.

Так вот, задача двух мнимых центров первые три слагаемых да¬

ет точно, а четвертое
—

хорошо приближает. Именно эта задача

была открыта Е. П. Аксеновым, Е. А. Гребениковым, В. Г. Деми¬

ным (первая публикация относится к 1961 г.). До них пред¬
лагались другие интегрируемые задачи в качестве основы для
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теории орбит в поле тяготения планеты. Оказалось, что многие

из них являются частными либо предельными вариантами пред¬
ложенной задачи, другие же требуют более сложных формул
при обращении квадратур.

Начиная со своей кандидатской диссертации В. Г. Демин

(по восходящей к Пуанкаре традиции) интересовался перио¬

дическими решениями задач динамики. Разнообразные методы

искусственного введения малого параметра позволили В. Г. Де¬
мину установить существование новых классов периодических

решений в задачах о движении спутников планет. В книге пред¬

ставлены различные методы построения и исследования устой¬
чивости периодических решений. Попутно он дает компактное,

требующее минимума математического аппарата изложение тео¬

рии возмущения гамильтоновых систем, интегрируемых мето¬

дом разделения переменных по Лиувиллю-Штеккелю. Кстати,
самому В. Г. Демину принадлежит очень удачное формальное
обобщение этого метода. Оно позволяет заметить интегрируе¬

мость в «еще не очень хороших» обобщенных координатах и не

дожидаться преобразования к форме, где произойдет разделение
переменных чисто по Лиувиллю.

Различным аспектам проблемы устойчивости спутнико¬
вых движений посвящена целая глава книги. Здесь, в част¬

ности, используется теорема А. Н. Колмогорова о сохранении

условно-периодических движений, ее обобщения В. И. Арноль¬
дом и Ю. Мозером. Особенно В. Г. Демина привлекло явление

устойчивости движений для большинства возмущенных началь¬

ных условий, имеющее место в системах с тремя и больше сте¬

пенями свободы.

Периодическим движениям посвящена еще одна научная

книга В. Г. Демина, написанная совместно с В. П. Евтеевым:

«Эллиптическая задача трех тел» (Душанбе, 1988). Она являет¬

ся дополнением к существующим монографиям, посвященным

периодическим решениям в увязке с методами осреднения в эл¬

липтической задаче трех тел. На аналогиях с небесной механи¬

кой построена совместная с Л. И. Конкиной книга «Новые мето¬

ды в динамике твердого тела». В первую очередь имеется в ви¬

ду формальная аналогия с круговой ограниченной задачей трех
тел, возникающая на основе оригинальных замен переменных,

предложенных Г. В. Колосовым в начале века. Обобщая, можно

сказать, что В. Г. Демин предложил удобный алгоритм постро¬
ения решений квазилиувиллевых систем, позволивший постро¬
ить периодические решения в динамике спутников и в динами¬
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ке твердого тела. Разумеется, это направление было продолжено

в работах многих его учеников.
Большой труд вложил В. Г. Демин в создание «Справочного

руководства по небесной механике и астродинамике» (М.: Нау¬
ка, 1971, 1976) — настольной книги сотен ученых и инженеров.
Он редактировал первое и был соавтором существенно перера¬
ботанного и дополненного второго издания этой книги.

Научно-популярные труды были опубликованы В. Г. Деми¬
ным в трех различных формах: в виде отдельных книг, в виде

статей в научно-популярных журналах или сборниках и в виде

сценариев для учебных фильмов. Большая часть научно-попу¬

лярных книг и статей увидела свет в 60-70-е годы — годы все¬

общего воодушевления, связанного с освоением космоса. Рабо¬

ты В. Г. Демина из этой области, без сомнения, можно отнести

к наиболее квалифицированным и в то же время увлекатель¬
ным.

Так, написанная совместно с Е. А. Гребениковым брошюра
«Межпланетные полеты» (М.: Наука, 1965) — это очень доступ¬

ное введение в динамику космического полета — дисциплину,
по которой на механико-математическом факультете читается

спецкурс для студентов. В этой книге содержатся и основные

сведения о Солнечной системе, и элементарная теория кепле-

ровского движения, и простейшие сведения из теории возмуще¬

ний кеплеровских траекторий небесных тел. Законы реактивно¬
го движения, проблемы оптимизации перелетов и обеспечения

безопасности человека в космическом пространстве, множество

расчетов и числовых данных, относящихся к конкретным траек¬

ториям, перспективы проникновения человека в космос, просто

факты и информация к размышлению, пробуждают интерес и не

отпугивают заумностью. Книга с пользой может быть прочитана
и в настоящее время.

Самой известной научно-популярной работой Владимира
Григорьевича является выдержавшая не одно издание и пере¬

веденная на несколько языков книга «Судьба Солнечной систе¬

мы» (М.: Наука, 1969 г.; 1975 г.; на японском языке — 1971 г.;
на польском — 1972 г.; на молдавском

— 1976 г.). Изложить

существовавшее на момент написания книги представление на¬

уки о происхождении, основных законах развития и перспекти¬
вах эволюции Солнечной системы было целью автора. Книга,

уникальная по подбору материала, способна удовлетворить чи¬

тателей самых разных уровней квалификации. Начинается она

с краткого, но очень емкого описания драматичной истории аст¬
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рономии и небесной механики. Небесная механика представлена
как область, которую удостоили своим вниманием величайшие

умы всех эпох и в которой зародилось не одно новое направле¬
ние математической науки, физики, философии, а многие раз¬
витые в недрах абстрактной математики идеи и методы нашли

свое эффективное применение.
Читатель знакомится с основными математическими мо¬

делями, использовавшимися для описания движения небесных

тел, начиная от системы Птоломея и кончая задачами о по¬

ступательно-вращательном движении системы тел, среди кото¬

рых есть и деформируемые, и изменяющие массу. Он вводит¬

ся в круг различных понятий устойчивости движения, узнает

о всевозможных факторах, теоретически способных разрушить

наблюдаемое ныне состояние Солнечной системы.

Очень увлекательно написана глава о малых телах Солнеч¬

ной системы. В ней много места уделено связанным с ними ка¬

тастрофам. Анализируются известные из истории факты, оцени¬

вается вероятность различных столкновений, описываются про¬

гнозы их последствий. Подобные темы затрагиваются и в главе

о движении спутников планет, дающей представление об основ¬

ных механизмах, влияющих на эволюцию их орбит, и о наи¬

более сильно проявляющихся тенденциях этой эволюции, обу¬
словленных приливными эффектами и действием других планет.

Последняя глава, посвященная эволюции фигур и орбит боль¬
ших планет, наиболее «математическая». Здесь читатель узна¬
ет о таинственных резонансных явлениях, наблюдаемых в Сол¬

нечной системе, о связанных с ними теоретических проблемах.
Очень остроумно, на элементарных, доступных всем аналогиях

В. Г. Демин умудряется на страницах этой главы растолковать
не только главные результаты теории КАМ об условно-пери¬
одических движениях, но и основные математические методы,

с помощью которых эти результаты получены, в частности ме¬

тод касательных Ньютона, позволивший преодолеть «сопротив¬
ление» малых знаменателей.

Редкая способность Владимира Григорьевича — понятно

и доходчиво рассказывать о непростых вещах —

пригодилась

ему в работе над сценариями для нескольких учебных и на¬

учно-популярных фильмов. Вот названия некоторых из них:

«Механика как наука» (Центрнаучфильм, 1982), «Основные за¬

дачи динамики» (Центрнаучфильм, 1985), «Способы задания

движения» (Центрнаучфильм, 1986), «Силы инерции» (Союз-

вузфильм, 1986). В этих работах открылась новая грань попу¬
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ляризаторского дара В. Г. Демина. Он не просто стремится дать

правильную в научном смысле информацию, но делает это изыс¬

канно, пробуждая интуицию и воображение зрителя, демонстри¬

руя прекрасный художественный вкус.

Перу В. Г. Демина принадлежит и несколько печатных

учебников и учебных пособий. Назовем некоторые из них: «Аст¬

рономия» (в соавторстве, М.: Просвещение, 1983; Мир, 1986, на

французском языке), «Математический анализ» (в соавторстве,
1965), «Сборник задач по небесной механике и космодинами¬

ке» (в соавторстве, М.: Наука, 1972). О последней книге стоит

сказать отдельно. Это уникальное издание. В нем подобраны
задачи самого различного уровня: от просто учебных или де¬

монстрирующих интересные небесномеханические эффекты до

прикладных, требующих покопаться в различных справочниках
и настолько непростых, что некоторые из них вполне могли бы

быть сформулированы как темы для курсовых студенческих ра¬
бот.

Разнообразна тематика научно-популярных и методических

статей, опубликованных В. Г. Деминым: «Два принципа постро¬
ения кинематики в университетском курсе механики» (Сб. на¬

учно-методических статей. «Высшая школа», 1975. Вып. 5), «За¬

дача двух тел переменной массы» (Земля и Вселенная. 1977.

№ 1), «Педагогическая деятельность И. В. Мещерского» (в соав¬

торстве, История и методология естественных наук. 1982. Вып.

29), «Фридрих Бессель. К 200-летию со дня рождения» (Земля
и Вселенная. 1984. №4)... Приведенные названия публикаций
дополняют наше представление о широте творческих интересов

их автора.

Владимир Григорьевич всегда говорил, что творческие успе¬

хи невозможны без черновой, кропотливой работы и самодисци¬

плины. В то же время он неизменно демонстрировал сам и вся¬

чески поощрял в своих учениках стремление к оригинально¬

сти, способность к яркому, выпуклому изложению своих мыс¬

лей. Истинно творческая личность, притягательный, широкой

души человек, Владимир Григорьевич Демин оставил много¬

гранное творческое наследие, положил начало важным направ¬

лениям в науке и многим продолжающимся и поныне делам.

Я. В. Татаринов, В. А. Прошкин
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