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Предисловие

Книга приурочена к 100-летию открытия К. Э. Циолковским

в 1914 г. в работе «Исследование мировых пространств реактивны¬
ми приборами» (Дополнение к I и II частям труда того же названия.

Калуга. 1914) его знаменитой формулы для скорости ракеты, поло¬

жившей наряду с теоретическими разработками И. В. Мещерского
начало научно-технической революции в космосе, а также к 90-

летию выхода работы Вальтера Хомана (В. Гомана) «Достижимость
небесных тел // Исследования проблемы космонавтики». (Homann,
Walter. Die Erreichbarkeit der Himmelskoerper // Untersuchungen ueber

das Raumfahrtproblem. Muenchen, Berlin. 1925.)
Содержание сборника составляет подробный разбор задач по

динамике материальной точки в поле центральных сил, в основ¬

ном — в поле силы ньютонова тяготения, с базовым применением

к механике орбитального космического полета. Вкратце затронуты

прикладные вопросы механики точки переменной массы в плане

основных законов реактивного движения. Приводятся также не¬

сколько задач о движении под действием нецентральных сил и сил

негравитационного происхождения. Многие задачи заимствованы

из рекомендуемых в списке литературы задачников и монографий,

ряд задач составлен авторами заново. Все задачи отредактированы

коллективом авторов применительно к подаче приведенных теоре¬

тических сведений, многие снабжены новыми рисунками и табли¬

цами.

В основу книги положен материал общего курса лекций по

теоретической механике для студентов-астрономов математико¬

механического факультета Санкт-Петербургского государственно¬
го университета, посвященных, главным образом, математическому

аппарату решения задач кинематики и динамики, среди которых

задачи по механике орбитального полета занимают одно из ведущих

мест в смысле применения аналитической геометрии и математиче¬

ского анализа.

Предлагаемый сборник представляет собой расширенный и пе¬

реработанный вариант учебного пособия: Е. Н. Поляхова. «Сборник
задач по динамике точки в поле центральных сил». JI. Изд-во Jle-

нингр. ун-та. 1974., переизданного в 2011 г. в издательстве URSS

под тем же названием, поскольку за такой промежуток времени

книга стала библиографической редкостью. Добавлены новые за¬
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дачи, некоторые прежние задачи и рисунки перередактированы с

учетом опыта преподавания. В начале каждого параграфа приводит¬

ся в сжатой форме основная теоретическая база теорем и формул.
Дается современная трактовка различных аспектов задачи двух тел

(двух притягивающихся по закону всемирного тяготения матери¬

альных точек), являющейся фундаментом классической небесной

механики, и, соответственно, механики орбитального космического

полета, в том числе механики гомановских касательных межорби-
тальных перелетов. Что касается названий этих траекторий, то мы

придерживаемся термина «гомановские перелеты», хотя в некото¬

рых задачах, в зависимости от их авторства, применяется название

«перелеты Гомана-Цандера». Не вдаваясь в вопросы исторических

приоритетов и правомерности названий, процитируем комментарий

редколлегии сборника трудов Ф. А. Цандера за 1988 г. (см. список

литературы) по поводу приведенных ученым расчетов касательных

перелетов к Марсу и к Венере: «Здесь Цандер дает результаты расче¬

тов гиперболических избытков скорости и в первом приближении —

полных скоростей, необходимых для полетов по гелиоцентрическим

траекториям, именуемым в литературе гомановскими по фамилии
В. Гомана, опубликовавшего в конце 1925 г. соответствующие рас¬

четы в упомянутой выше книге. Таким образом, более чем за год до

выхода в свет книги Гомана у Цандера имелась подготовленная к пе¬

чати статья, в которой излагались результаты расчетов упомянутых

траекторий. Применяемая здесь Цандером весьма важная формула
для полной скорости нашла впоследствии широкое применение в

расчетах по астродинамике».

Издание предлагаемого учебного пособия в форме сборника за¬

дач с решениями представляется целесообразным, так как методи¬

ческая подача материала хорошо зарекомендовала себя в вузовских

курсах, содержащих разделы по механике космического полета. Ма¬

териал был также успешно апробирован на общесоюзных курсах

повышения квалификации преподавателей математики, механики и

астрономии, для которых читались соответствующие спецкурсы в

Ленинградском, ныне Санкт-Петербургском государственном уни¬

верситете.

Обновлен список литературы: кроме источников, изданных до

1974 г., из которых в свое время заимствовался ряд задач для первого

издания книги, приведена дополнительно рекомендуемая литерату¬

ра. При составлении списка мы учли, что к настоящему времени
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существует множество монографий и вузовских пособий, как отече¬

ственных так и зарубежных, посвященных частично или полностью

космической тематике, но мы упоминаем лишь публикации, наи¬

более близкие к нашему задачнику по стилю изложения и по мето¬

дической трактовке материала. В том числе заслуживают внимания

методические пособия, разработанные на кафедре небесной меха¬

ники Санкт-Петербургского университета, в частности по курсам

теоретической механики, небесной механики и некоторым спец¬

курсам. Всего в списке 87 названий.

Сборник рекомендуется для студентов и аспирантов астрономи¬

ческих отделений по направлению подготовки 011501-астрономия,
астрономо-геодезических отделений и кафедр университетов, а так¬

же для специалистов в области небесной механики, теоретической

механики, теории космического полета и смежных дисциплин.

Авторы благодарят заведующего кафедрой небесной механики

математико-механического факультета Санкт-Петербургского Гос.

Университета, заслуженного деятеля науки РФ и заслуженного ра¬

ботника Высшей Школы РФ К. В. Холшевникова за поддержку темы

и внимательное прочтение текста книги. Отдельную благодарность

авторы выражают рецензентам за конструктивные замечания, во

многом послужившие к улучшению книги.



Глава 1. Центральные силы.

Сила тяготения и её динамические

характеристики

В механике центральной силой называется сила F, линия дей¬
ствия которой, проходит через точку, называемую центром силы

(центр притяжения). Центральная сила может быть выражена фор¬

мулой

F = F • г°, (1.1)

где г° — орт радиального направления, соединяющего центр силы

с точкой её приложения.

Центральные силы подразделяют на силы притяжения (направ¬
ленные к центру) и силы отталкивания (направлены от центра).
Величина F при притяжении отрицательна, а при отталкивании

положительна. К числу наиболее распространённых в природе цен¬

тральных сил следует отнести прежде всего силу взаимного тяготе¬

ния, т. е. гравитационную силу притяжения, закон изменения кото¬

рой, сформулированный Ньютоном, известен как закон всемирного

тяготения.

Закон всемирного тяготения гласит, что массы то и М взаимно

притягиваются с силой, прямо пропорциональной каждой из этих

масс и обратно пропорциональной квадрату расстояния г между

ними:

= (1-2)
TZ

Коэффициент пропорциональности / = 6.673 ■ 10-8 см3/г • с2 =

6.673 • 1СГ11 Н • м2/кг2 называется универсальной (всемирной) по¬

стоянной тяготения.
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Из второго закона Ньютона следует, что массы и ускорения в

поле тяготения связаны соотношением

(1.3)
М Wm

V ;

В соответствии с формулой (1.3) различают две задачи динамики

точки в поле центральных сил тяготения:

1. о движении точки малой массы т в поле тяготения точки

большой массы М (то М), когда соотношение масс таково,

что ускорением Wm под действием тяготения массы то можно

пренебречь и поэтому считать массу М неподвижной (ограни¬
ченная задача двух тел, или задача о движении «непритягива¬

ющей, т. е. пассивно гравитирующей» точки в поле тяготения

притягивающей точки);

2. о движении точки массой т в поле тяготения точки массой

М (то < М), когда ускорением Wm пренебречь нельзя (зада¬
ча двух тел, или задача о движении одной «притягивающей»
точки в поле притяжения другой).

К задачам первого типа относятся все задачи о движении искус¬

ственных спутников и космических аппаратов в центральном поле

тяготения планет или Солнца, т. е. по динамике космического полё¬

та. Решение их и составляет основное содержание сборника. Задачи

второго типа рассматриваются лишь в порядке исключения.

Если это специально не оговорено, мы не будем различать поня¬

тия гравитирующей материальной точки и гравитирующего тела: в

класса указанных задач будем считать материальные тела, разме¬

рами которых нельзя пренебречь, однородными шарами, а тяготе¬

ние однородного шара, как известно, равно тяготению материаль¬

ной точки, совпадающей с центром шара, в которой сосредоточена
вся масса этого шара.

Задача 1.1. Составить уравнение ограниченной задачи двух тел,

т. е. уравнение движения точки массой то в поле центральной силы

тяготения неподвижной точечной массы М {тп «С М).
Решение

Поместим в точку массой М начало инерциальной системы ко¬

ординат х, у, 2. Положение точки массой то будем характеризовать
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радиус-вектором г = г-г0. На массу m действует центральная сила,

которая в соответствии с формулами (1.1) и (1.2) имеет вид

F = F • r°, F = -^, (1.4)

а уравнение движения точки под действием этой силы

d2г fmM n d2v fmM
171

Jt2
=

Д~Г ’ И™

mdt2
=

^~~Г-
Сократив обе части равенства на ттг и обозначив р = fM, получим

окончательно 9
dr nr

л
.

Jt2
+
Д

=0- ( -5)

Уравнение (1.5) называется векторным уравнением движения для

ограниченной задачи двух тел, из которого следует, что движе¬

ние (ускорение) точки зависит только от гравитирующей точеч¬

ной массы М, сосредоточенной в начале координат. Коэффициент
р = fM, называемый гравитационным параметром центрального

тела, характеризует интенсивность гравитационного поля, создава¬

емого массой М.

Векторное уравнение (1.5) эквивалентно трём уравнениям, вы¬

раженным в координатной форме:

d2x рх „ d2y ру „
d2z pz „

.

SF
+ ^r-». ^ +

5?
+ Д=°- ^

Задача 1.2. Вывести формулу работы центральной силы тяготе¬

ния неподвижной массы М при перемещении точки массой тп в

поле этой силы.

Решение

Для вывода формулы элементарной работы силы тяготения вос¬

пользуемся выражением для силы (1.4):

5А = F • dr = — ^-щ(г • dr) = — ^—rdr. (1-6)

Проинтегрировав (1.6), получим выражение работы силы тяготе¬

ния при перемещении точечной массы т, находящейся на поверх¬

ности воображаемой сферы радиуса щ, в новое положение на по¬

верхности сферы радиуса г?:

Г-2

= ртп(--—\ (1.6')
/ pm , pm

А = - / — dr =
г2 г
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Если точка массы то приближается к массе М (т. е. г2 < Г\), то

работа силы тяготения положительна. Если точка то удаляется от

точки М (т. е. г, < Г2), работа силы тяготения отрицательна.

Задача 1.3. Показать, что сила тяготения является потенциальной

силой и определить вид потенциальной функции.

Решение

Функция координат U(x,y,z), дифференциал которой равен

элементарной работе, называется потенциальной, или силовой

функцией, а сила и силовое поле, для которых такая функция су¬

ществует, называются потенциальными.

На основании формулы (1.6) заключаем, что

dU = SA = F ■ dr = dr.
V

Следовательно, потенциальная функция существует и имеет вид

U (х, y,z) = — I ^ dr =^+С.
J гг г

Постоянную С можно определить из соотношения

С= lim U = Uoo, (1.7)
Г—»оо

т. е. С есть значение потенциальной функции на бесконечности, и

его можно положить равным нулю: С = Uoo = 0. Зафиксировав
таким образом произвольную постоянную, получим выражение

и=Ш. (1.7')
г

Это выражение будем называть потенциалом силы тяготения (по¬
тенциалом обычно называют потенциальную функцию с фиксиро¬
ванной произвольной постоянной).

Множество поверхностей уровня потенциала при разных значе¬

ниях г есть множество концентрических сфер, общий центр кото¬

рых совпадает с центром притяжения, где сосредоточена масса М.

Равенства (1.7) и (1.7') позволяют записать

^=U-U00=A00tr, (1.7")
Г

так что значение гравитационного потенциала на данной поверх¬

ности уровня, т. е. на поверхности сферы данного радиуса, равно
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величине работы силы тяготения (разности потенциалов) при пе¬

ремещении точечной массы тп из бесконечности на эту поверхность

уровня. Сила тяготения выражается при этом через потенциал:

F = grad/7; F = dU/dr = —pm/r2.

Задача 1.4. Показать, что гравитационный потенциал однородно¬

го шара массой М равен потенциалу точечной массы, равной массе

шара и расположенной в его центре.

Решение

Зная выражение гравитационного потенциала точечной массы

и = {—,
г

можно вычислить потенциал для точечной массы тп, притягивае¬

мой однородным шаром массы М радиуса R и находящейся вне

шара (г > R).
Выделим элементарный объём шара dr и запишем его в сфе¬

рической системе координат (р,в,р) (рис. 1), связанной с фикси¬
рованным направлением на точечную массу тп, расположенную на

удалении г от центра шара. Легко видеть, что объем

dr = dp pdO psmOdp,

так что потенциал dU для точки тп, отстоящей на расстояние Д от

элемента dr, равен

,rr fmdM fmndr
dU =

—т—
=

—;—.
Д Д

где v — плотность шара и Д = \Jг2 + р2 — 2гр cos в. Проинтегриро¬
вав по р от 0 до R, по в от 0 до тт и по цз от 0 до 2л, для всего шара

получим

U = fmv

R 77 2l7

f f f p2dpsm0d9dip
J J J Jr2 + р2 — 2rp cos (
о о о

v

R 77

О , [ [ р2dp Sin
= Znjmis

J J ЦЦ + р^^грсозв
О 0

v
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Рис. 1

Положив и = и(9) = Д2, имеем du = 2rр sin 9d9. Поэтому

J
р sin 9d9 1

J
du

2у/й

1 , . , ,2p
= -(*• + p) - к - P\ =

—

•

г г

Следовательно,

U =

Но масса однородного шара М = 4ttR3is/3. Поэтому гравитацион¬

ный потенциал однородного шара массой М для точки т, находя¬

щейся на расстоянии г от центра,

U =
fmM

(1.8)

т. е. равен потенциалу точечной массы М, сосредоточенной в цен¬
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тре шара. При этом сила гравитационного притяжения шара также

равна центральной силе притяжения точечной массы:

Заметим, что полученный результат справедлив не только для од¬

нородного шара, но и для шара со сферическим распределением

плотности, т. е. если плотность шара меняется от его поверхности

к его центру, но в каждом бесконечно узком сферическом слое она

постоянна. В этом случае

На основании вышесказанного можно заключить, что два шара

(с однородным или сферическим распределением плотности) при¬

тягиваются как соответствующие материальные точки. Это важ¬

ное свойство гравитационного потенциала позволяет в рамках рас¬

сматриваемых в сборнике задач принимать планеты и Солнце за

точечные массы, полагая, что распределение плотности этих тел с

достаточной степенью точности можно считать сферическим.

Задача 1.5. Искусственный спутник (ИСЗ) массой тп движется

равномерно по круговой орбите на высоте Н под действием притя¬

жения Земли. Записать закон действия силы как функции угловой
и линейной скорости движения. Определить, сколько оборотов в

сутки делает вокруг Земли «нулевой» ИСЗ (т. е. движущийся вдоль

поверхности сферической Земли по «стелющейся» на нулевой вы¬

соте орбите).
Решение

При равномерном движении по окружности ускорение W точки

состоит только из радиальной компоненты,

Здесь R+ —

радиус Земли, со
—

угловая скорость движения ИСЗ.

Тогда в соответствии с уравнением движения запишем

R

о

W = Wr = -u2(R& + H).

F = Fr = —mco2(R^ + Н), (1.9)



16 Глава 1

или

(1.9')

где угловая ш и линейная V скорости связаны соотношением

Формулы (1.9), (1.9') характеризуют искомый закон действия силы.

Известно, что «нулевой» ИСЗ (г = Rдвижется с линейной

скоростью V = 7.9 км/с (первая космическая скорость). Найдём
его угловую скорость:

Таким образом, реальные ИСЗ не могут облетать Землю более, чем

17.1 раз за сутки.

В дальнейшем первую космическую скорость будем обозна¬
чать Vi.

Задача 1.6. ИСЗ массой т движется равномерно по круговой ор¬

бите на высоте Н под действием притяжения Земли. Зная, что при¬

тяжение спутника Землёй происходит по закону Ньютона, выразить

силу тяготения через ускорение силы тяжести на поверхности Зем¬

ли и на высоте Н.

Решение

Для рассматриваемого случая сила тяготения (1.4) имеет вид

\F\ = + Я)2. Известно, что на поверхности Земли

(Н = 0) сила тяготения численно равна весу тела, |F| = Р = тд

(Землю считаем неподвижной, вследствие чего пренебрегаем сила¬

ми инерции). Отсюда fmM^/(R^ + Н)2 = тд, или

Сила тяготения F выражается при этом через ускорение силы тя¬

жести д:

V = oj{R6 + H).

fM6=9Rl- (1.10)

(1.11)
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Заметим также, что из (1.10) вытекает формула для вычисления

силы тяжести на земной поверхности:

s=^r- (1-11')
к6

На высоте Н > 0 ускорение силы тяжести меньше за счёт большей

удалённости от центра Земли:

fM6
9н

(Щ + ну

С помощью (1.11'), получаем

9Н = 9
(R6 + H)2'

Задача 1.7. На какую высоту нужно запустить круговой ИСЗ, об¬

ращающийся в плоскости экватора, чтобы он всё время находился

над одним и тем же пунктом Земли (R^ = 6370 км).
Решение

Для выполнения указанного условия «геостационарности» необ¬

ходимо, чтобы угловая скорость движения ИСЗ по орбите, равня¬

лась угловой скорости вращения Земли, то есть период обращения
ИСЗ Pg был бы равен 24 часа. Такой ИСЗ также называется су¬

точным спутником. Угловая скорость вращения Земли

2тт 2тг

Рj
“

24 • 3600сoj6
= — = = 7 • 10“5 --1

Воспользуемся формулой (1.9), которую в данном случае следует

записать как |Р| = mw|(Pj + Я), и формулой (1.11), позволяющей

выразить силу тяготения через ускорение силы тяжести д. Прирав¬
няв выражения, получим формулу высоты орбиты ИСЗ:

Я =

\
^ R±

“I
6‘

Учитывая, что д
= 9.81 м/с2, получаем Я и 35800 км.

2 Захи 28
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Задача 1.8. Определить стартовую скорость, необходимую для

вертикального подъёма тяжелой точки массой т с поверхности

Земли на высоту Н в поле тяготения Земли.

Решение

При подъёме точки с поверхности Земли на заданную высоту Н

происходит изменение кинетической энергии, равное работе силы

тяготения Земли (см. задачу 1.2). В данном случае имеем

mV2 mV2
fmMg

1 1

R± + H R-t

fmM^H
Д6(Д6 + Я)-

На высоте H конечная скорость равна нулю (остановка), так что

начальная скорость

V0
2

R6(R6+H)’

или, после замены дб = /Л^б на согласно (1.10),

V0 = l2gR6H
R±+H'

(1.12)

Рассмотрим два предельных случая:

1. для Н < (малые высоты, формула Галилея)

Vn =

\

2дН
1 + £~R6

у/^Я,

2. для Н —» оо (отрыв от поля тяготения Земли, вторая косми¬

ческая скорость Vjj)

lim Vn = lim
H —>-oo

9

Д
= ]/29r6 = n-19 (км/с).

1 + -2
1 ^

я

Задача 1.9. Определить скорость точки массой т при её сопри¬

косновении с поверхностью Земли, если эту точку отпустить на вы¬

соте Н без начальной скорости.
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Решение

Задача является обратной к задаче 1.8. В этом случае происхо¬

дит изменение кинетической энергии:

Можно видеть, что значение скорости приземления, найденное по

формуле (1.12'), совпадает с вычисленной по формуле (1.12) стар¬

товой скоростью, необходимой для достижения высоты Н.

Для Н <С имеем V = л/2~дН, а при Н —» оо получаем

V = Vjj = у/2gR.fr к 11.19 км/с. Такой скоростью могут обладать,

например, метеориты, падающие на Землю «из бесконечности» по

геоцентрической параболе.

Задача 1.10. Определить стартовую скорость, которую следует
сообщить но вертикали вверх точке, чтобы она удалилась от по¬

верхности Земли на расстояние Н = Rg = 6370 км.

Решение

Будем учитывать только силу притяжения Земли, отвлекаясь

от факта её вращения вокруг своей оси — ускорение силы тяжести

на поверхности Земли д = 9.81 м/с2.
Подставляя в формулу (1.12) значение Н = i?g, находим

Если Vq = 0, то скорость приземления



Глава 2. Законы Кеплера

Законы Кеплера о движении планет формулируются обычно

следующим образом:

1. Каждая планета движется по эллипсу, в одном из фокусов
которого находится Солнце.

2. Площадь сектора, описываемого радиус-вектором планеты,

меняется пропорционально времени.

3. Квадраты периодов обращения планет относятся как кубы
больших полуосей их орбит.

Задача 2Л. Показать, что координаты планеты, движущейся во¬

круг Солнца по законам Кеплера, могут быть выражены в функции
времени.

Решение

Обратимся сначала к первому закону Кеплера и рассмотрим

эллипс (рис. 2), описываемый точкой М (планета), центр которого

С примем за начало координат. За ось Сх примем направление

большой полуоси Стт = а, проходящей через фокус S, в котором

находится Солнце, за ось Су примем направление малой полуоси

СВ = Ь.

Уравнение эллипса в этой системе координат,

^ + ^ = 1> (2-1)
az bz

заменим параметрическим уравнением, выбрав параметр следую¬

щим образом. Из точки М{х,у), изображающей положение плане¬

ты, опустим перпендикуляр на ось абсцисс. Продолжив этот пер¬

пендикуляр вверх до пересечения с окружностью, диаметром ко¬

торой служит большая ось эллипса атт, получим точку М'. Зада-
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Рис. 2

ние каждой из точек М и М' однозначно определяет другую. Но

положение точки М' можно характеризовать углом Е при центре

эллипса, отсчитываемым от большой полуоси Стт до линии СМ' в

направлении движения планеты. Очевидно, уравнение (2.1) экви¬

валентно параметрическому уравнению эллипса

x = acosE. y = as'mE, (2-1')

где х = CN на рис. 2, а у получаем из подстановки х в (2.1). Отноше¬
ние расстояния между фокусами эллипса к величине его большой

оси, определяющее форму эллипса, называется его эксцентрисите¬

том, е = CS/C-n < 1. Очевидно, СВ = Ъ = а\/1 — е2 и CS = ае.

Введём теперь при фокусе S систему орбитальных прямоуголь¬

ных координат S£r], оси которой параллельны осям системы Сху.
Тогда

f = CN — CS = a cos Е —

ае,

/ (2.2)
г] = NM = а\/1 — е2 sin Е.

Через гир обозначим полярные орбитальные координаты, соответ¬

ствующие координатам £ и г/. Угол <р, отсчитываемый от радиус-
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вектора Sit, направленного в перигелий тт, называется истинной

аномалией планеты. Поскольку

£ = rcos</?, г] = г sin</?, (2-3)

то, сравнивая (2.2) и (2.3), получаем формулы

г cos р = a(cos Е — е), г sin р = ay/1 — е2 sin Е, (2-4)

служащие для вычисления полярных орбитальных координат г, р

по заданной эксцентрической аномалии Е. Отсюда находим

г = а(1 — ecos Е). (2.5)

Вычитая из (2.5) первое равенство (2.4), а затем складывая их,

получаем

r(l — cos</?) = а( 1 + е)(1 — cos Е),

r( 1 + cos</?) = a( 1 — е)(1 + cos Е),

или, что то же,

г Ч> г~! \
Е

уг sin - = V12)1 + e)sm-,

y/r cos ^ = y/a(l — e) cos ^-
(2.6)

причем при извлечении корня знак определяется однозначно, так

как углы р> и Е расположены всегда в одном и том же квадранте

(Е = 180° соответствует р — 180°). Из (2.6) вытекает также

"=1 =^4 <2J>

Таким образом, для вычисления г, р> по величине Е можно вместо

(2.4) использовать формулы (2.6) либо выражения (2.5) и (2.7).
Заметим, что в результате исключения Е из равенств (2.4) и

(2.5) получим уравнение эллипса в полярных координатах г, р:

(2.8)
1 + е cos р

’

где р
= а(1 — е2) = Ьу/\ — е2 — фокальный параметр эллипса, т.е.

ордината точки, для которой р = 90°. Уравнение (2.8) является
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также общим уравнением конических сечений (при е = 1 оно пред¬

ставляет параболу, а при е > 1 — ветвь гиперболы, вогнутую по

отношению к фокусу S).
Остаётся показать, что угол Е может быть выражен в функции

времени. Для этого обратимся ко второму закону Кеплера. Если

через tv и t = Ьм обозначить моменты времени, в которые планета

находится в перигелии л и в произвольной точке М эллипса, а через

Т —

период обращения планеты вокруг Солнца, то на основании

второго закона Кеплера

-2т = ^2, (2.9)
яab 1

где -nab — площадь эллипса, a Q —

площадь фокального сектора

SirM (см. рис. 2), причем

Q = пл.NMir — пл. ANMS. (2-10)

Для вычисления площади криволинейной трапеции NMтт вос¬

пользуемся соотношением двух криволинейных (эллиптической и

круговой) трапеций:
пл .NMir b

iiji.NM'iT а

Площадь круговой трапеции NM'ix (половина площади кругового

сегмента М'лМ") может быть определена по известной формуле
кругового сегмента с раствором 2Е:

1 а2
пл.NM'it = - •

“^■(2-Е1
— sin2Е),

откуда с учетом (2.11) находим:

пл. NMя = — (Е — sin Е cos Е).

Легко также видеть, что площадь треугольника NMS, входящая в

(2.10) может быть определена с помощью (2.3) и (2.4):

пл. ANMS = т]м(—£м)/2 = — -г2 sin <р cos <р,

где знак «минус» передам соответствует знаку «минус» в формуле
(2.10). Теперь с помощью соотношений (2.4) получаем

пл. ANМS = — -a6sin E{cos Е — Е)
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и определяем площадь фокального сектора

Q = ^ab(E — esin Е).

Из пропорции (2.9) следует:

Е — е sin Е = М, (2.12)

где обозначено М = n(t — tД, п = 2л/Т.
Уравнение (2.12) называется уравнением Кеплера. Величину п,

представляющую собой среднюю скорость изменения угла Е, то

есть среднюю угловую скорость планеты, называют средним дви¬

жением планеты, величину М называют средней аномалией.

Уравнение Кеплера полностью решает задачу об определении

угла Е в функции времени. Таким образом, что координаты пла¬

неты, движущейся вокруг Солнца по законам Кеплера, допускают

представление в функции времени.

Задача 2.2. Пользуясь формулой (2.5), т.е. г = а(1 — ecosЕ), вы¬

вести формулы для афелийного ra и перигелийного гп расстояний
от Солнца и для эксцентриситета орбиты (см. рис.2).
Решение

Для перигелия л и афелия а угол Е (эксцентрическая анома¬

лия) равен соответственно 0° и 180°, так что

Отсюда эксцентриситет и отношение расстояний (наибольшего и

наименьшего)

Из (2.13) следует, что среднее арифметическое расстояние планеты

от Солнца равно большой полуоси орбиты: гср = 1/2(7^ + ra) = a.

Формулы (2.13), (2.14) можно получить и из выражения (2.8).

Задача 2.3. Большая полуось орбиты Земли равна 1а. е.=

= 149.6 ■ 106 км, эксцентриситет орбиты Земли равен е = 0.01678.

Вычислить наибольшее ra и наименьшее гп расстояния между Зем¬

лёй и Солнцем. Вычислить наибольшее и наименьшее расстояния

между Марсом и Солнцем (а^ = 227.9 • 106км, е^ = 0.0935).

г ос
~

г-к 7V
_

1-е

Гос + Гтг
’

ra 1+е

1 — е

(2.14)
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Решение

Из формул (2.13) применительно к Земле имеем

7V
= 149.6 ■ 106(1 - 0.01678) = 147.1 • 106(км),

rQ = 149.6 • 106(1 + 0.01678) = 152.1 • 106(км).

Вычисляя то же для Марса, получаем

гж = 227.9 • 106(1 - 0.0935) = 206.6 • 106(км),
ra = 227.9 • 106(1 + 0.0935) = 249.3 • 106(км).

Задача 2.4. Спутник движется вокруг планеты радиуса R по эл¬

липтической орбите, эксцентриситет которой е. Найти большую по¬

луось орбиты а, если отношение высот перицентра и апоцентра

Hn/Ha = 7 < 1 известно.

Решение

Для эллиптической орбиты из (2.13) находим

2а ~ тп -|- та = Н-к -I- На -I- 2R =

= На( 1 + HJHa) + 2R= (ra - R)( 1 + 7) + 2R.

Ho ra = a( 1+e), так что 2a — 2R = a(l +e)(l + 7) — P(1 + 7). Отсюда
получаем и искомый ответ, и предельное значение для е = 0 (7 = 1):

Г,
1 “7 Г яа(1 + 7) + 2R

а = R ; г, пт а = = R + Н.
1 — 7

— е(1 + 7) е—2

Задача 2.5. Определить среднее значение радиус-вектора по вре¬

мени [r]t, если а — большая полуось орбиты, е — её эксцентриситет.

Рассмотреть значения [г] при усреднении по другим переменным.

Решение

Под средним по времени значением радиус-вектора точки, дви¬

жущейся по эллиптической орбите, понимается величина

где Т
—

период обращения. Воспользуемся формулами эллиптиче¬

ского движения (2.5) и (2.12), полученными в задаче 2.1, и выпол¬
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ним замену переменной интегрирования, перейдя от времени t к

эксцентрической аномалии Е по формулам

1 — е cos Е
dE —

е cos Е dE = ndt = dM, dt = dE.
n

Перепишем формулу усреднения в переменной Е, учитывая, что за

период обращения этот угол меняется от 0 до 2л:

2тг

Wt = - ecos Е)2 dE =

П°

= /(1 ~ 2е cos Е + е2 cos2 Е) dE =

о „

1 / 1 2 ^ ^

— — f Е — 2esinE +-е2Е + ^-sin2E
2л a ( 1

Учитывая, что период обращения Т = 2л/п, окончательно получаем

И* = О (l + \е2) •

Такой же результат получится, если выполнить усреднение г по

средней аномалии М, являющейся в формулах эллиптического дви¬

жения аналогом времени. Период её изменения равен 2л. Вычисля¬

ем с помощью (2.5) и (2.12):

2тг 2тт

=

2тг JrdM=^TT ~~ ecosE)2 dE = a + \е2
о о

В то же время усреднение по эксцентрической аномалии Е даёт

иной результат:

2тт 2тг

[г]д = J rdE = J (I — ecos Е) dE = ~(Е — esinE)
о о

2тт

а,

т.е. получаем среднюю удалённость от Солнца. Усреднение по Е

приводит к «потере эллиптичности», которая проявляется в про¬

цессе интегрирования по t и М при наличии эксцентриситета:

[r]t = Им- Итак, тср = Ив = а (см- задачу 2.2).
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Для орбиты Земли гср = [г]в =

ag
= 149.6 ■ 106 км (астроно¬

мическая единица), [r]t = a(l + е2/2) = 1.0001408 а.е. В пределах

точности, необходимой для решения задач данного сборника, раз¬

ностью этих усредненных величин можно пренебречь.
Усреднение по полярному углу р (истинная аномалия,

см. рис. 2) сводится к вычислению интеграла

2тг

[r}v = ^Jrdp.
о

Этот интеграл легко берётся с помощью подстановки (2.7) т. е.

р 1 + е Е

te2=\l—etS2'
откуда, дифференцируя, имеем

е _2 Е
cos — dE.

1-е 2

Заменяя tg ^ его значением из подстановки, получаем

2 р
1 + е 2 Е_ 1 + е sin2 f

1 + tg'
- = 1 + tg

— = 1
2 1 - e

6
2 1 - e cos2 f

’

что позволяет выразить dp через dE как

11 + e dE
dp

- cos2 У + sin2 f
Используя формулы

El El
cos2 — = -(1 + cos.E), Sin2 — = -(1-cosE),

находим

dv = /in = ЕЕЕЩ = tp^dE,
1 — e 1 — e cos E 1 — e cos E r

так что окончательно

2тг

L = — I dE — a\J 1 — e2 = b.
2tv

■ J dE = a\f\
о

Итак, найдено, что усредненное по истинной аномалии р значение

радиуса-вектора г равно малой полуоси орбиты Ь.



Глава 3. Интеграл площадей

Теорема об изменении момента К (момента количества движе¬

ния) точки массой то, движущейся под действием центральной си¬

лы F, имеет вид:

Отсюда следует закон сохранения момента скорости при движении

под действием центральных сил, именуемый обычно интегралом

площадей:

где векторная константа с — вектор площадей, |с| = с
— постоянная

площадей.

Для определения геометрического смысла с введём вектор Д<т,

модуль которого равен площади фокального сектора ДОММ'

(рис. 3):

Ж
_

d{г х rnV)
dt dt

= г х F = 0.

г х V = с, (3.1)

V

Рис. 3
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Поделив обе части на At и устремив At к нулю, получим диффе¬
ренциальную формулу

где dcг есть вектор, модуль которого равен элементарной площа¬

ди, заметаемой радиус-вектором г за время dt. Сопоставление (3.2)
с (3.1) позволяет записать

Величина da/dt называется секториальной скоростью, которая рав¬
на скорости изменения площади а, заметаемой радиус-вектором г.

(Размерность равна длина2/время.)
Вектор секториальной скорости перпендикулярен плоскости, со¬

держащей векторы г и V, т. е. плоскости орбиты (см. рис.З). Из ин¬

теграла площадей следует, что при движении точки под действием
любой центральных сил секториальная скорость постоянна по вели¬

чине и направлению так же, как и вектор площадей с. Разумеется,
это справедливо и для сил тяготения.

Задача 3.1. Показать, что выполнение интеграла площадей (3.1)
необходимо и достаточно для того, чтобы движение происходило в

одной плоскости, проходящей через центр силы.

Решение

Поместим в притягивающий центр О прямоугольную систему
осей xyz. Поскольку с = (cx,cy,cz), векторное произведение (3.1)
можно записать в виде системы трёх скалярных равенств:

Умножая эти равенства соответственно на т, у и z и складывая,

приходим к скалярному произведению

Итак получили уравнение плоскости, проходящей через начало ко¬

ординат (т. е. через центр силы) и перпендикулярной к вектору с.

Для центральной силы тяготения Солнца данный результат
означает, что движение планеты происходит в неизменной плоско¬

сти, проходящей через начало координат. Этот факт находит своё

отражение в первом законе Кеплера (см. гл. 2).

(3.2)

Сх =yz
-

zy, Су
= ZX - xz, cz = ху

-

ух. (3.1')

ХСх + уСу + ZCz = с • г = 0. (3.3)
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Задача 3.2. Пользуясь векторной формулой секториальной скоро¬

сти (3.2), найти закон изменения площади <т, заметаемой радиус-

вектором, со временем.

Решение

Из равенств (3.2) и (3.2') следует скалярное равенство

da 1

dt 2С

Интегрируя, получаем закон линейного изменения площади

a = ^ct + a0, (3.2")

записанный для произвольной центральной силы. Для силы тяго¬

тения он соответствует второму закону Кеплера (см. гл. 2). Таким

образом, закон площадей, справедливый для любой центральной

силы, является более общим, нежели второй закон Кеплера.

Задача 3.3. Найти связь секториальной скорости da/dt и посто¬

янной площадей эллиптического движения точки с периодом ее об¬

ращения. Определить значения тех же величин для Земли, считая

орбиту Земли круговой.
Решение

При движении точки по эллипсу с полуосями а и b = а\/1 — е2

её радиус-вектор заметает полную площадь эллипса nab за один

период обращения Т, так что из (3.2") имеем для произвольной

центральной силы

nab = -сТ.
2

При этом определяем константы

2nab da nab

с=^г- Tt=^T- (3-4)

В частности, это имеет место при движении точки по эллипсу под

действием силы тяготения, когда гравитирующий центр находится

в фокусе эллипса. Принимая орбиту Земли круговой, находим по

(3.4):

da
_

3.142(149.6 • 106)2 1 nQ

dt 365.25
= 1.93 • 10 (км /сут) = 0.0086 (а.е. /сут).
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Рис. 4

Задача 3.4. С помощью интеграла площадей найти соотношение

между скоростями планеты в перигелии и афелии (рис. 4).
Решение

Векторное равенство г х V = с удовлетворяется в любой точке

орбиты, в том числе и для перигелия я и афелия а:

rxV = r,x = ra х VQ = с,

причём модуль постоянной площадей определяется по формуле

с = rV sin/3 > 0, (3.5)

где /3 = Z(r,V) —

угол между векторами г и V в произвольной
точке М (см рис. 4). Величина с всегда положительна, так как угол

/3 не превышает 180°. В апсидах векторы г и V ортогональны, то

есть sin/3 = 1, так что справедливы соотношения

с = rvVv = rQVQ; ^ , (3.6)
Уа

которое означает, что скорость точки в апсидах обратно пропорци¬

ональна расстоянию до них от фокуса эллипса S (т. е. от Солнца).
В перигелии тт скорость планеты будет наибольшей, а в афелии а

—

наименьшей.
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Примечание: Распространяя полученные формулы на случай
движения по произвольному коническому сечению и учитывая ор¬

тогональность г и V в перицентре, запишем для параболы и гипер¬

болы. — С.

Для произвольного конического сечения справедлива формула

sinZ г, V = — = —
.

rv rV

Задача 3.5. Если космический аппарат (КА) на высоте 230 км над

поверхностью Земли приобретёт скорость 10 км/с, перпендикуляр¬

ную вектору земного притяжения, то апогей его орбиты окажется

на расстоянии 370 тыс. км от центра Земли, т. е. вблизи орбиты Лу¬

ны, радиус которой « 384 тыс. км. Вычислить скорость КА в апогее.

Решение

Используя пропорцию (3.6) и приняв средний радиус Земли ша¬

ра R^ = 6370 км, получаем

Va = vj— = 10
230 + 6370

= о.18 (км/с).
га 370000 + 6370

v '

Задача 3.6. Два малых небесных тела движутся в Солнечной си¬

стеме по одному и тому же гелиоцентрическому эллипсу. Вблизи

перигелия 7г расстояние между ними, измеряемое хордой эллипса

M\Mi, равняется L (рис. 5). Определить линейное расстояние меж¬

ду телами в афелии а, считая гп и га известными.

Решение

Обозначим через М[ и М2 симметричные относительно афелия
положения указанных в условии задачи малых тел.

Пусть расстояние между телами настолько мало, что дугу эл¬

липса между ними можно приближённо заменить хордой. В силу

интеграла площадей треугольники SM[M2 и SM1M2 с общей вер¬
шиной в фокусе S имеют одинаковую площадь, то есть

\м[М'2га = \ьгw,
откуда

М[М2 =L—.
ТОс
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Рис. 5

Так как гv < ra, то вблизи афелия тела окажутся ближе друг к

другу, чем вблизи перигелия. При симметричном положении отно¬

сительно афелия дистанция между телами окажется минимальной

из всех возможных.

Задача 3.7. Записать в полярных координатах уравнение движе¬

ния точки под действием центральной силы и получить первый

интеграл уравнений движения в скалярной форме. Показать, что

полученный интеграл является интегралом площадей.

Решение

Уравнение движения точки под действием центральной силы

F = Fr в полярных координатах г и у? представляет собой систему

двух уравнений
—

в проекции на радиальное и на трансверсальное

направления:

пп(г — гф2) = Fr, — щ{г2ф) = Fv = 0. (3.7)
г at

Из второго уравнения сразу получаем, интегрируя: г2ф — const.

Чтобы показать тождественность полученного выражения интегра¬

лу площадей (3.1), докажем, что его скалярная константа инте¬

грирования есть постоянная площадей с = |с|. Обращаясь снова к

рис. 3, получаем для площади ОММ', заметаемой радиус-вектором

г за время dt:

1 о

пл. ОММ = d.a = -г dip,
2 ^

3 Заказ 2*
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откуда приходим к записи скалярного интеграла площадей (3.2') в

полярных координатах:

Легко убедиться, что этот интеграл, выражающий неизменную ско¬

рость изменения площади, может быть легко получен из векторного

интеграла (3.1) с помощью разложения скорости в полярных коор¬

динатах на радиальную и трансверсальную составляющие: vT
= г,

vv
= тф. Действительно

г х v = г х (vr + vv) = rr° х (rr° + гф<р°) = г2ф(r° х ip°) = г2фс° = с,

где г°, <р° — единичные орты полярных координатных осей, с0 —

единичный орт вектора площадей с (см. рис. 3).

Задача 3.8. Пользуясь записью интеграла площадей в полярных

координатах (3.8), вывести формулы для радиальной. VT и транс-

версальной Vv проекций скорости V точки при её движении по

коническому сечению (см. рис. 4). Записать уравнение годографа

вектора орбитальной скорости.

Решение

Для движения точки по коническому сечению (2.8), где р
— фо¬

кальный параметр,

(3.8)

Р

1 + е cos ip

задача, состоит в определении величин

dr dr dp
dt dip dt

' Vv = гф = r~^, V=y!v? + v*./

Производную dr/dip получаем из уравнения конического сечения,

а производную ф = с/г2 — из интеграла площадей (3.8). Находим



Интеграл площадей 35

Из (3.9) вытекают формулы эллиптического движения для скоро¬

стей в апсидах (т. е. в перицентре и в апоцентре):

v„ = v^ = 0) = - (1 + е),
Р

с (ЗЛО)
14 = ^=180°) = -(1-е).

Р

Зная соотношение радиусов-векторов и скоростей в апсидах

(3.6), получаем пропорции

£ = - =

гл- <ЗЛ1>
V(X Ттг 1 6

Подставляя в (3.10) выражение р = a( 1 — е2) и значение постоян¬

ной площадей с = = raVQ из (3.6), снова получаем известные

выражения (см. задачу 2.2):

1 /1 . \ га
~

гтт
гп = а{ 1-е), га = а( 1 + е). е= .

Га + Гп

Как известно, годографом скорости точки на любой траектории

называется геометрическое место точек концов векторов скоростей,

после того, как они все параллельным переносом смещены в начало

координат. Рассмотрим годограф скорости на эллиптической орби¬
те, для чего введем прямоугольную систему координат Сху в плос¬

кости орбиты с началом в притягивающем центре, т. е. в фокусе С

(рис. 6):

х = г cos ip,

у
= г sin ip.

Продифференцировав, запишем проекции скорости в системе Сху:

х = г cos (р
— гф sin р,

у = г s'mp + гф соя р,

где г и гф — радиальная и трансверсальпая скорости в полярных

координатах, определяемые по формулам (3.9), в которых с
—

по¬

стоянная площадей, р — фокальный параметр. Подставляя (3.9),
находим:

х = —cp~l s'mp.
у = —cp~l (е + cos ip).
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Рис. 6

Заметим, что эти же формулы легко получить, вычисляя скорости

в полярных координатах непосредственным дифференцированием
уравнения эллипса г = р( 1 + ecos</>)-1.

Процедуру параллельного переноса векторов скоростей в фокус
эллипса С опишем уравнениями «в отрезках», когда длина каждо¬

го вектора скорости интерпретируется как отрезок, исходящий из

С, т. е. Х\
= х, у1 = у. Решая уравнения совместно с учетом по¬

лученных выше правых частей, исключаем функцию времени ip и

приходим к неявному уравнению окружности

х\ + {У\ ~ ср~1е)2 = (ср-1)2.

Итак, мы получили окружность (см. рис. 6) радиусом R = ср~1,
центр С' которой лежит на оси у и смещен вверх от большой

полуоси (т. е. в положительном по у направлении) на величину

cp~le = Re. На этой окружности расположены концы векторов

орбитальной скорости, которые создают веер этих перенесенных

векторов, начинающийся от вертикального вектора СВ, соответ¬

ствующего максимальной скорости V,,. Наименьшая скорость Va

представлена вектором СВ (|СВ \ < \СВ\). Горизонтальные век¬

тора CD и CD (\СD\ = \СD \) соответствуют орбитальным скоро¬

стям в точках М и М', лежащих на концах малой полуоси эллипса:

|С£>| = |VA,|, \CD'\ = \VM'\.
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Задача 3.9. Точка М массой m движется вокруг неподвижного

центра О под действием центральной силы, зависящей только от

расстояния ОМ = г. Зная, что скорость точки изменяется по зако¬

ну V = q/r, где q
—

постоянная, найти величину силы F и траек¬

торию движения точки.

Решение

Для определения действующей силы F = Fг° воспользуемся

первой из формул (3.7), Fr = m(r — гф2), в которую следует под¬

ставить значения ускорений г и гф2. Эти величины определим из

интеграла площадей г2ф = с и через формулу разложения скоро¬

сти в полярных координатах, т. е. V2 = г2+г2ф2 = (q/r)2. Запишем
вспомогательные соотношения

с .2 с2 ,2 q2-c2 .. c2-q2
Г(Р =фз'

г =

—^—'
г= “• (ЗЛ2)

Подставляя их в формулу для центральной силы, получим ее вели¬

чину

F = Fr = rn

2 2 2 1
с -

q с

Отсюда видно, что действующая сила является силой притяжения

обратно пропорциональной кубу расстояния до точки. Это не нью¬

тоновская сила гравитации. Легко убедиться с помощью (3.12), что

трансверсальная проекция силы равна нулю:

Fv = тп(гф + 2гф) = О,

где гф = —2сг/г2, 2гф = 2сг/г2.
Траекторию точки под действием силы F найдём, исключая вре¬

мя с помощью соотношений

т dr т2
—= dt, —dp = dt, (3.12')

с

которые следуют непосредственно из (3.12). Теперь

dr \Jq2 - с2
— = — d<p.
г с

Интегрируя обе части последнего равенства, получаем спираль

,/а2 _ с2
In г = р + С (С = In г0).
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Таким образом, множеством возможных траекторий в центральном

поле, обратно пропорциональному кубу расстояния, оказывается

семейство логарифмических спиралей

г = гоеА|ф Л = ^/ц2/с2 — 1 = const > О,

где с — постоянная площадей. Движение возможно при q > с. При¬
тяжение слишком быстро убывает с расстоянием (~ г-3), чтобы

удержать материальную точку на замкнутой эллиптической ор¬
бите.

Задача 3.10. Точка движется по логарифмической спирали по за¬

кону r(t) = г$екг, f = u>t, где к < и> — постоянные. Записать все

кинематические характеристики (скорости, ускорения, радиус кри¬

визны спирали) в системе полярных координат (г°,<£>°) и в плос¬

ком варианте естественного трехгранника (т°,п°). Доказать, что

все эти величины и действующая сила линейно пропорциональны

расстоянию г.

Решение

Если из параметрической записи исключить время t = f/to,
получим неявное уравнение спирали r{f) = гоек,р/ш (рис. 7). Это

уравнение совпадает по форме с уравнением спирали из задачи 3.9,
однако здесь наложено условие равномерности вращения радиуса-

вектора f = u>t, что вносит в решение существенные изменения.

На рис. 7 изображены орты радиального и трансверсального

направлений г°, <р° и орты касательного и нормального направ¬

лений т° и п°. При вычислении кинематических характеристик

имеем в виду, что скорость v = vt° всегда направлена по каса¬

тельной т°, а в полярных координатах она имеет составляющие

vr
= г = rokekt = кг, = гф = иг, v = \/к2 + и>2г.

Ускорение W в полярных координатах имеет проекции:

Wr = г — гф2 = (к2 — ui2)r < О,

Wv = гф + 2гф = 2кыг > О,

|W| = W = (к2 +ui2)r.

Отсюда очевидно, что действующая сила, вызывающая спираль¬

ное движение, линейно пропорциональна расстоянию г и не только

не является гравитационной силой, но и не является центральной

силой, поскольку обладает ненулевой трансверсальной составляю¬

щей W^.
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' W
\

vv п

\ п°

Рис. 7

Касательное ускорение Wr = = к\/к2 + ui2r > 0, а нормаль¬

ное ускорение следует определить по геометрической разности пол¬

ного и касательного ускорений, поскольку радиус кривизны неизве¬

стен: Wn = \/W2 — W2 = w\/k2 + и2г > 0. Остается найти радиус

кривизны спирали:

Р =
v (к2 + ui2)r2 \/к2 + ui2

Wn uj^/k2 + u2r
г.

w

Итак, все кинематические величины (скорости, ускорения, ра¬

диус кривизны) возрастают линейно пропорциональны г. На рас¬

прямляющейся спирали имеем ускорения

Wr = Wrr° = (к2 - oj2)rr°, = Wv<p° = 2kwr<p°,

Wr = Wtt° = k\/k2 + ы2гт°, Wra = oj^/k2 + oj2rn°.

Два параллелограмма этих ускорений изображены на рис. 7 схема¬

тически для чисел к = 2, из = 3. С удалением от асимптотического

центра С ускорение W возрастает по величине и поворачивается

против часовой стрелки. Это происходит потому, что из всех уско¬

рений быстрее всего возрастает нормальное, Wra, что показано в

правой части рис. 7.



Глава 4. Формулы Бине

для центральных сил

Формула скорости. Пусть точка движется под действием цен¬

тральной силы. Известно, что в полярных координатах, скорость

точки выражается формулой

V2 = V2 + V2 ={ —r
^ \ dt

dp \ ■ 2 . 2-2

Л I =r +rv'

Преобразуя выражения для Vr и Vv с помощью интеграла площадей

г2р = с, имеем

dr dip с dr
'
г

— Г"~ — г7 ч

dip dt dip
V = г— = -

v dt г

'

Введём новую переменную и = 1/г — инверсию радиус-вектора.

Тогда
du 1 dr

,,
du

= cu.

Таким образом, для квадрата скорости точки, движущейся в поле

центральной силы получили дифференциальное уравнение первого

порядка:

V = с2
du

,
— 1 +гТ
dp,

(4.1)

Эту формулу обычно называют первой формулой Бине.

Формула ускорения. Записав теорему об изменении кинети¬

ческой энергии точки, движущейся под действием центральной си¬

лы Fr, и разделив обе части равенства на dp, получим:

т d{V2)
2 dp

- Т? —
~

r

dp’
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Заменим теперь V2 выражением (4.1):

me2 d

2 dip

Воспользовавшись тем, что

dr 2 du 1 du

dip dip u2 dp
’

получаем

откуда находим ускорение

Wr
Fr

m
(4.2)

Это дифференциальное уравнение второго порядка называют вто¬

рой формулой Бине. Ускорение при этом состоит только из ради¬

альной составляющей:

Задача 4.1. С помощью формул Бине найти закон действия цен¬

тральной силы, при котором точка движется по окружности ради¬

уса г = R. Определить зависимость силы от скорости.

Решение

Из второй формулы Бине (4.2) следует выражение для силы

постоянной по величине. Из первой формулы Бине (4.1) находим

W = Wrr° = — г°, Wv = 0. (4.3)
га

о о //1C

Fr = —си = ——= const

так что
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Рис. 8

Таким образом, движение точки по окружности происходит под

действием постоянной по величине силы притяжения Fr со скоро¬

стью V, также постоянной по величине (направления силы и ско¬

рости меняются). Такая сила называется центростремительной.

Задача 4.2. Центральная сила вызывает движение точки по лога¬

рифмической спирали г — ГоеХ(р (Л = ctga), где a — Zr, V = const

(рис. 8). Найти закон действия сил с помощью формул Бине.

Решение

Из уравнения спирали запишем формулы:

и=-е~х^ ^ = _Ле-А*
= -\и,

Г0 dp Г0

Л
= У = АЧ

dpz г0

подставляя которые во вторую формулу Бине (4.2) получим силу

2 з/\2 1 \ тс2{ctg2a + l)
Fr = -тс иЛ{\ + l) = - < 0.

Итак, Fr —

сила притяжения, направленная к асимптотической

точке спирали О, являющейся динамическим силовым центром.

Эта сила пропорциональна г-3 и относится к силам того же ти¬
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па, что и рассмотренная в задаче 3.9. Подобные силы встречаются,

например, в теории движения микрочастиц.

Скорость движения точки, определяемая первой формулой
Бине (4.1), изменяется обратно пропорционально расстоянию точки

от центра О:

возрастая при приближении к центру О и убывая по мере удаления

от него (направление скорости может быть любым).
По заданным г и V можно определить постоянную площадей

rV
с = — = = rV sin a = const. (4.4)

Vctg2 ОС + 1

Это же соотношение следует непосредственно из векторного инте¬

грала площадей, так как a = const:

с = [г х V| = rV sin Z(r, V) = rV sin a = const.

Задача 4.3. С помощью формул Бине найти точный закон дей¬

ствия центральной силы, направленный в фокус эллипса, исполь¬

зуя уравнение эллипса в полярных координатах г = р/(1 + ecosip),
где фокальный параметр р = а(1 — е2) (прямая задача динамики

для силы тяготения).
Решение

Известно, что если точка движется по законам Кеплера, то сила,

вызывающая это движение, является центральной и направлена в

фокус эллипса. С помощью уравнения эллипса находим:

l + ecos<p du е d2u е

u= ,
— = --sm<p, -r-2=—cosp,

p dp p dp* p

подставляя которые во вторую формулу Бине (4.2), получим закон

действия силы
2 2 2

mczuz mcz
Fr = =

г
• 4.5

р pr*

Как видно, Fr ~ г-2. Знак «минус» подтверждает, что определяю¬

щая движение точки сила является силой притяжения. Константу
с2р~1 обычно обозначают символом д, так что

!Л ^
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Значение коэффициента пропорциональности д легко определить

из выражения р = а( 1 — е2) и формулы (3.4) эллиптической секто-

риальной скорости, в которой b = ayl — е2:

Размерность д [длина3/время2].
Пользуясь третьим законом Кеплера (см. гл. 2), можем устано¬

вить физический смысл постоянной д. Действительно, отношение

а3/Т2 постоянно не только для одного тела на орбите с заданными

а и Т, но и для всех тел, движущихся в поле данного центрального

тела. Значит, постоянная д характеризует интенсивность гравита¬

ционного поля, в которое погружены движущиеся тела.

Постоянную д называют гравитационным параметром цен¬

трального тела. Каждое тело имеет свой гравитационный пара¬

метр, не зависящий от гравитационных параметров других тел.

Связь гравитационного параметра с универсальной постоянной тя¬

готения / будет определена ниже, в задаче 4.6.

Задача 4.4. Определить ускорение точки, движущейся по зако¬

ну всемирного тяготения, в моменты прохождения перицентра я и

апоцентра а.

Решение

На основе закона действия силы тяготения (4.5), установленного
в задаче 4.3, имеем для ускорения в перицентре и апоцентре

Нор = а(1 —е2), tv = а(1 —е), га = а( 1 + е), так что, учитывая (4.6):

с

Г
= —

Р

4ir2a2b2 Атта3
(4.6)

рТ2 Т2
= const.

—

Т2(1+е)2 ’

4-тг
2
а

Задача 4.5. На основе закона действия центральной силы (4.5')
вывести закон всемирного тяготения и определить понятие универ¬

сальной гравитационной постоянной.
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Решение

Рассмотрим два тела, например Солнце и Землю, с массами М0
и Mg, соответственно. Каждое из этих двух тел имеет свой грави¬

тационный параметр (д0 и ^g). Сила притяжения Солнцем Земли

равна

(4'7)

Но Земля также притягивает Солнце, сила этого притяжения равна

(4.Г,

Но действие равно противодействию, так что F0 = Fg, откуда сле¬

дует Д0М5 = д5М0, т.е. Pq/Mq =

р&.
То же можно записать для любой пары небесных тел, так что

Mi М2 Мз Мп , 0,
"1ГГ

=

~ГГ
=

TF"
= ' • ' = • • • = const . (4.8)

Mi М2 М3 М„

Итак, отношение гравитационного параметра любого небесного те¬

ла к его массе есть величина постоянная. Эту постоянную называют

универсальной постоянной тяготения, или постоянной всемирного

тяготения. Обозначая её символом /, можем записать для любого

небесного тела:

Р\
— fМ±, р2 — fМ2,..., р — fМ. (4.9)

Подставляя (4.9) в формулу (4.5') запишем силу притяжения телом

массой М тела массы m

fMm
F=-—■

Значение постоянной тяготения впервые было определено Кавенди¬

шем в 1798 г. в результате наземного опыта, современное значение

этой константы в системе СИ / = 6.672 • 10-11 м3/(кгс2).
Задача 4.6. Зная, что масса Солнца Mq = 1.97-1033 г, масса Земли

равна Mg = 6 • 1027 г, масса Луны = Mg/81.3, определить

гравитационные параметры этих небесных тел.
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Решение

Вычисляем по формуле (4.9):

д© = 1.97 • Ю30 • 6.673 • 1СГ11 • 10-9 = 1327 • 108 (км3/с2),

д5
= 6.0 • 1024 - 6.673 • 1СГ11 • 10“9 = 398600 (км3/с2),
= 398600/81.3 = 4900 (км3/с2).

Задача 4.7. Зная радиус небесного тела R и ускорение силы тяже¬

сти д на его поверхности, выразить через д гравитационный пара¬

метр д небесного тела и вычислить его для Земли (R^ = 6370 км,

д^
= 9.81 м/с2).

Решение

Сравнив выражение д = /М с формулой (1.10) из задачи 1.6,

получим

д=<Ц?2. (4.10)

Эта соотношение позволяет определить гравитационный параметр
любого небесного тела по его радиусу R и ускорению силы тяжести

на поверхности д. Например, по заданным выше R^, д^ получаем
значение гравитационного параметра Земли д^

= 398600км3/с2,
уже вычисленное ранее в задаче 4.6.

Задача 4.8. Определить гравитационный параметр д и ускорение

силы тяжести д на поверхности небесных тел, если известны их

массы и радиусы в долях массы и радиуса Земли. Исходные данные

приведены в табл. 4.1.

Таблица 4.1

м/мь R/R6 м/м6 R/R6
Луна 0.0123 0.273 Церера 0.000147 0.0717

Марс 0.107 0.535 Юпитер 314 10.95

Фобос 0.179 • 10“8 0.00173 Каллисто 0.018 0.377

Венера 0.814 0.958
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Решение

Из формул (4.9) и (4.10) следует, что

о2 м м ( r\~2
V = fM=gR, 3 =

36щ,
3 = 36щ^)

Производя вычисления, приходим к результатам, которые пред¬

ставлены в табл. 4.2.

Таблица 4.2

р км3/с2 9 м/с2 р км3/с2 9 м/с2

Луна 4903 1.62 Церера 58.59 0.281

Марс 42650 3.67 Юпитер 12516-104 25.7

Фобос 0.00071 0.0059 Каллисто 7175 1.24

Венера 324460 8.70

Задача 4.9. Приняв, что центральная сила есть F — —ртп/г2, опре¬

делить траекторию точки для произвольных начальных условий с

помощью второй формулы Бине (4.2) (задача Ньютона, или обрат¬
ная задача динамики для силы тяготения).
Решение

Известно, что вторая формула Бине (4.2) в сочетании с законом

площадей (4.4) даёт систему дифференциальных уравнений второ¬
го порядка, из которой, зная F = Fr(r,p,f,p,t) можно определить

закон движения точки под действием центральной силы. В случае,

когда Fr не зависит явно от времени (сила гравитации относится

именно к таким силам), вторая формула Бине приводит к неодно¬

родному уравнению второго порядка для колебательного контура

d2u Fr р

dp2 mc2u2 с2 ’

решение которого следует искать в виде гармоники

u = tL у д cos(p + е), (4-11)
с2

где А и е
—

постоянные интегрирования. Возвращаясь от инвер¬
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сии и к радиусу-вектору г = 1/и, получаем формулу конического

сечения

>■ = 4^ ■ («2)
1 + С0${.Г + £)

которую следует сравнить с его традиционной записью

г = -
. (4.12')

1 + е cos р

Сравнение с формулой (4.6) (см. задачу 4.3) показывает, что в чис¬

лителе имеем фокальный параметр орбиты р = с2/ р. Если кон¬

станту с2А/р положить равной эксцентриситету е, то константа е

определит начальную фазу отсчёта полярного угла ip при фоку¬
се конического сечения. При е = 0 отсчёт tp (истинная аномалия)
начинается от перицентра (от большой полуоси).

Итак, траектория точки, движущейся под действием силы гра¬

витации при произвольных начальных условиях есть коническое

сечение (эллипс, парабола или гипербола).

Задача 4.10. С помощью уравнения конического сечения (4.12') и

первой формулы Бине (4.1) установить связь эксцентриситета орби¬
ты е с начальными кинематическими характеристиками движения

ro,V0.
Решение

Переходя в уравнении конического сечения (4.12') к переменной
и = г-1, запишем

1 + е cos du е
.

и= , ecosp = up—1, —=—smip. (4.13)
р dp р

Выразим du/dp с помощью первой формулы Бине (4.1) для началь¬

ного момента движения:

е
.

_

/du\
_

V2

р8Ш(р0 [dp) о
Ус2

Заменив р его значением из (4.6), получим

с2 V2
esinipo = ±— \

~ ul, (4.14)
Ц V cz
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где знаки соответствуют положительным и отрицательным значе¬

ниям sin<po при ipо £ [0,7г) и tpo £ [тг, 2тг).
Из второго равенства в (4.13) следует

(знак cos <ро регулируется величиной числителя).
Возводя (4.14) и (4.15) в квадрат и складывая, получаем иско¬

мую формулу связи эксцентриситета е с щ
= l/ro, Vq:

Как следует из (4.16), эксцентриситет не зависит явно от поляр¬

ного угла <ро (начальное значение истинной аномалии), однако при

заданной постоянной площадей с связь угла <ро с Vo и ro
= 1 /

выражается формулой, сразу вытекающей из (4.14) и (4.15):

Правило выбора знака здесь такое же, как в (4.14).
Заметим, что постоянная площадей с = ^/др конических сече¬

ний:

ecos^o
= (4.15)

(4.16)

для эллипса с = у/да( 1 — е2),

для параболы с = дгж,

для гиперболы с = \/да(е2 — 1).



Глава 5. Энергетический баланс

и скорость движения

по космической траектории

При рассмотрении задач о движении искусственных небесных

тел или космических аппаратов необходимо иметь в виду, что фор¬
ма и ориентация траекторий (конических сечений), определяемая

эксцентриситетом е и радиус-вектором перицентра гп зависят ис¬

ключительно от положения го и скорости Vo в начальный момент

времени. В задаче 4.10 была получена формула связи е с Vo и

т'о
= 1/щ, которую можно переписать в виде:

Исследование энергетического смысла (5.1) и, в частности, энерге¬

тического смысла выражения, стоящего в скобках, позволяет уста¬

новить зависимость характера движения от начальных условий.

Задача 5.1. Точка массой rri притягивается к неподвижному цен¬

тру по закону всемирного тяготения. Записать интеграл энергии

Т — U = h = const в явном виде.

Решение

Запишем интеграл энергии в дифференциальной форме dT =

(5.1)

= dU. т. с.

откуда, интегрируя, находим

rnV'2 fnri■v
П'" , ,

= II = const.
2 г

(5.2)
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Формулу (5.2) принято называть интегралом энергии, для силы тя¬

готения, h —

постоянная энергии. Выражение (5.2) означает, что

при движении материальной точки под действием силы тяготения

её полная энергия (кинетическая L потенциальная) не меняется.

Можем также записать

где h удвоенная полная энергия единичной массы (часто именно

эту величину называют постоянной энергии).
Поскольку интеграл энергии выполняется для любой точки ор¬

биты, то и в начальный момент

V,? - ^ = h = const. (5.2")
го

Таким образом, заменяя скобку в (5.1) ее значением (5.2"), получим
эксцентриситет

Задача 5.2. На основе формул (5.2") и (5.3) вывести формулы
начальных скоростей запуска, необходимых для выхода на эллип¬

тическую, параболическую и гиперболическую орбиты.
Решение

Задавая в формуле (5.3) значения эксцентриситета, отвечающие

различным видам конических сечений, с помощью (5.2") получим

значения скоростей, обеспечивающих такое движение.

Положив в (5.1) с = 0 (движение по окружности), находим

где с = yjjcp из (4.6). Поскольку па круговой орбите р = /д. находим

т. е. так называемую местную круговую скорость.

Если с = 1 (движение по параболе), из (5.1) сразу следует

г m

(5.3)

Vo = \/2/t/r0.
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т. е. так называемая местная параболическая скорость.

Термины «местная круговая» и «местная параболическая» ско¬

рости означают теоретические (эталонные) значения этих скоро¬

стей для любого заданного г. Реальная скорость точки может не

совпадать с этими значениями.

Опираясь на (5.1), легко проанализировать возможные вариан¬

ты движения (вырожденные случаи соударения с центральным те¬

лом мы не рассматриваем). Результаты собраны в табл. 5.1.

Таблица 5.1

Окружность e = 0 h = —ц2/с2 < 0 P л/Ф — Рм.кр
Эллипс 0 < e < 1 h < 0 P < yj2^/r
Парабола e = 1 ОII V = g/2/x/r = PM.nap

Гипербола e > 1 h > 0 p > V2+/r

В частном случае запуска космического объекта с поверхности

Земли (г = Rg = 6370 км) местная круговая и местная параболи¬
ческая скорости называются первой (облетной) и второй космиче¬

скими скоростями. Так как /xg
= 398600км3/с2, (см. задачу 4.6),

Vi = 7.91км/с, V2 = л/2Уг = 11.19 км/с. (5-4)

Для вычисления Pi, V2 можно использовать и другие форму¬
лы. Сравнивая (1.10) и (4.9), заключаем, что

/xg
= /Mg = gR^

(см. задачу 4.7), откуда

V1 = ^F6, V2 = ^R~6. (5.5)

Комбинируя выражения из табл. 5.1 и (5.5), составим формулы для

запуска космического объекта на высоте Н над поверхностью Зем¬

ли:

Км.кр
R6 + H \

jR1_
Rx + H

I 2+6
_

R6 + H \
2°Ч
Rx + H

= VU

= V21

Rx

Rx + H'

(5.6)
Rx

Rx+H
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Можем также переписать (5.1) с помощью таблицы 5.1 и формулы
(5.2") как

е=^1 + ^(V2-VM2.nap). (5.7)

Задача 5.3. Запущенный в 1959 г. в СССР КА Луна-3 имел на рас¬

стоянии 320000 км от центра Земли скорость 2.31 км/с. Определить
форму траектории. Какую скорость имел КА на высоте 230 км над

поверхностью Земли?

Решение

По условию задачи определим постоянную энергии:

^-^ =,зГ-^ = 2.84(к„Ус*»0,

откуда следует, что КА двигался по отношению к Земле по гипер¬

боле. Вычислим скорость на высоте Н = 230 км, пользуясь найден¬

ным значением h:

V~^h+ -

V2-84 +
2

6600°° - 11Л2(км/с)-

Для сравнения подсчитаем местную параболическую скорость на

этой высоте:

VM.nap = J = 10-99 (км/с).

Незначительная разница между реальной скоростью движения и

местной параболической скоростью позволяет заключить, что тра¬

ектория почти не отличалась от параболической.

Задача 5.4. Определить первую и вторую космические скорости

для Луны, Марса, Юпитера, спутника Сатурна Титана, для асте¬

роида Церера, для Солнца. Значения гравитационных параметров

и радиусы указанных небесных тел приведены в табл. 5.2.

Решение

Первую и вторую космические скорости, V\ и У2 (км/с), вычис¬

ляем по формуле (5.6). Полученные значения занесены в табл. 5.3.
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Таблица 5.2

Объект ц, км3/с2 R, км Объект ц, км3/с2 R, км

Луна 4903 1740 Титан 9094 2575

Марс 42650 3407 Церера 58.39 457

Юпитер 1.25 ■ 108 69900 Солнце 1.327-1011 696000

Венера 324460 6100

Таблица 5.3

Объект ц и2 Объект ц и2

Луна 1.68 2.37 Титан 1.88 2.66

Марс 3.54 4.99 Церера 0.36 0.51

Юпитер 42.30 59.64 Солнце 436.6 617.5

Венера 7.17 10.15

Вычислим ещё местную круговую и местную параболическую
скорости для Венеры над её атмосферой, зная, что высота атмо¬

сферы 200 км. Получаем

К..КР = \J qiqq^206 = 7'1? (КМ/С)’ Ум'пар = 10-15 (км/с)-

Задача 5.5. Орбиту Луны можно в первом приближении считать

круговой радиусом г = 384400 км и 60.4i?g. Определить местные

круговую и параболическую геоцентрические скорости на таком

удалении от Земли.

Решение

Из формул (5.6) имеем

К,кр = Ц у
= 7.91/V604 = 1.02 (км/с),

Ум.пар = У2Ум.кр = 1.44 (км/с).
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Задача 5.6. Определить местную круговую и местную параболиче¬
скую гелиоцентрические скорости точки, движущейся вокруг Солн¬

ца по круговой орбите Земли (г = a — 149.6 • 106 км).
Решение

Скорость теоретического (виртуального) кругового спутника

Солнца можем вычислить по формуле (5.6), подставив гравитаци¬

онный параметр Солнца pq = 1327 • 108 км3/с2 и расстояние от его

центра г:

149.6.10»
j2M8(“/c)'

Kd.nap = V2VM.Kp =42.11 (км/с).

Задача 5.7. Зная радиус-вектор точки при её движении по эл¬

липсу вокруг гравитирующего центра, г = pro/(l + ecostp) =

а(1 — ecosE)r°, где г° — орт радиального направления, Е ~ экс¬

центрическая аномалия,
— истинная аномалия, найти выражение

для вектора орбитальной скорости в орбитальной и инерциальной
системах координат.

Решение 1 (для орбитальной системы координат)
Орбитальной системой координатных осей называется любая

система осей, одна из плоскостей которой совпадает с плоскостью

орбиты. В рассматриваемом случае в качестве плоской орбиталь¬
ной системы можно использовать подвижную, вращающуюся вме¬

сте с объектом систему полярных осей r°, ip° (рис. 9 а), тем более,
что компоненты орбитальной скорости V в радиальном и трансвер-

сальном направлениях уже определены (см. задачу 3.8).Используя
формулы (3.9), т. е.

с с

Vr = -е sin <р, Vu, = -(1 + ecostp), c=Jup,
P P

запишем выражение орбитальной скорости в полярных координа¬

тах

V = Vr + V„, = \ f— [r°esin<p + (1 + ecos<p)<£>°l . (5.8)
у p

Решение 2 (для инерциальной системы координат).
Инерциальной, неподвижной, системой координатных осей

можно считать ту же пару полярных осей r°, tp°, но с нача¬
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Рис. 9

лом отсчёта, помещённым в неподвижную для данной задачи точ¬

ку. В качестве такой точки удобно выбрать перицентр орбиты п

(рис. 9 а, б).
Запишем формулы преобразования при переходе от подвижной

системы г°, <р° к неподвижной системе г°,

г° = r° cos ip + <р°ж sin ip,

ip° = -r° sin ip + <р°ж cos ip.

Здесь ip (угол ttSM) — истинная аномалия точки M, т. е. начала

подвижной системы осей (см. рис. 9). Подставив преобразования в
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полученную выше формулу (5.8), находим орбитальную скорость в

инердиальной (неподвижной) системе:

V =
,
- |esin<p(r° cos ip + sin ip) +

V P

+ (1 + ecos^)(-r° sin<y5 + cos<p)] =

= [-r“ sinip+(e + cos ] .

Для перехода к эксцентрической аномалии Е (показана стрелкой на

рис. 9 а) воспользуемся соотношениями эллиптического движения

(2.4), (2.5), откуда

sm ip

■ + cos ip =

у/1 — e2 sin E

1 — e cos E

(1 — e2) cos E

cos ip

cos E — e

1 — e cos E
’

1 — e cos E

Таким образом, имеем разложение вектора скорости по ортам:

о л/1 — е2 sin Е 0(1 —e2)cos Е
-Г~— — +

1 — е cos Е

Гр л/1 — е2

1 — е cos Е

—r° sin Е + (р° \/1 — е2 cos Е
у р 1 — е cos Е

Учитывая, что р
= а(1 — е2), имеем окончательно

Ip 1
V =

a 1 — е cos Е
-r° sin Е + tp° у/1-е2 cos Е

V = IVI фнп2Е + (1 -e2)cos2E h+eCosE
1 — е cos Е а У 1 — е cos Е

Для частных случаев перицентра (Еп = 0°) и апоцентра (Еа =

= 180°)

(5.9)

Заметим, что последние формулы можно получить непосред¬

ственно из соотношений (3.10) (см. следующую задачу).



58 Глава 5

Задача 5.8. Вывести формулы связи величин скоростей в апсидах,

14 и 14, постоянной энергии h и полной орбитальной скорости V с

большой полуосью а эллиптической орбиты.
Решение

В задаче 3.8 на основании интеграла площадей были найдены

скорости 14 = с(1 + е)/р, 14 = с(1 — е)/р, а в задаче 4.3 была

установлена постоянная площадей с = y/JTp. Отсюда

Vn= [^(1 +е), Va= f^(l-e). (5.9')
VP VP

Так как фокальный параметр р = а(1 — е2), снова приходим к (5.9):

= уп = Л I1-*
в у 1-е

“

У а \ 1 + е'

так что соотношение между скоростями в апсидах таково:

Сг Тщах 1 Т С

va Knin 1 - е
’

т. е. снова получили формулу (3.11). Здесь

Уг — у а(\-е) ^ + е — ^кр. тг\/1 + е,

= \/а(н-е) ^ _ е = ^КР- “
— е-

(5.10)

(5.11)

Чем сильнее вытянут эллипс орбиты (чем ближе величина е к 1),
тем разность скоростей в перицентре и в апоцентре значительнее.

В задаче 5.1 показано, что постоянная энергии определяется как

удвоенная полная энергия единичной массы:

= у2 _

V
= ^2 _

2м
(5Л2)

г гп

Пользуясь пропорцией (5.10) и учитывая, что tv = а(1 — е), полу¬

чаем

Я=£1±£_ 2* _£
а 1 — е а(1 — е) а

Из (5.12) вытекает следующая формула связи между V и а:
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которую принято называть интегралом энергии эллиптического

движения.

Задача 5.9. Выразить скорость в произвольной точке эллиптиче¬

ской орбиты через эксцентрическую аномалию Е.

Решение

Подставим в интеграл энергии (5.14) формулу радиус-вектора,

выраженного через эксцентрическую аномалию (см. задачу 2.1),
т. е. г = а(1 — ecos Е). В результате получим

у = |; - i | = ,/=,/— = ,/^ЕЕ|Е|.
Эта же формула была выведена в задаче 5.7 другим способом.

Задача 5.10. Определить полную орбитальную энергию точки,

движущейся под действием силы тяготения, в функции большой

полуоси эллиптической орбиты а.

Решение

Запишем уравнение энергетического баланса точки массы тп в

гравитационном поле:

(,15)

Подставив в (5.15) вместо h её значение (5.13), получим

Л = -^ (5.15')
2а

^ '

Итак, полная энергия точки, движущейся по эллиптический орбите
(и, вообще, по коническому сечению) не зависит от радиус-вектора.

В перицентре, где г минимален, потенциальная энергия (—pm/г),
также минимальна, а кинетическая энергия mV2/2 и орбитальная

скорость V — максимальны (ввиду постоянства полной энергии). В
апоцентре потенциальная энергия максимальна (но меньше нуля),
а кинетическая энергия и орбитальная скорость минимальны.

Если два спутника движутся по круговым орбитам, то большей

потенциальной энергией и большей полной энергией (см. (5.15'))
обладает расположенный дальше от планеты, то есть круговая ско¬

рость более удалённого спутника меньше.
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Задача 5.11. С помощью интеграла энергии составить таблицу
энергетического баланса для шести характерных точек эллипса .

Решение

Характерными точками эллипса называют следующие шесть то¬

чек (см. рис. 9, а): точки пересечения эллипса с его большой осью,

т. е. перицентр тт [тр = Е = 0°) и апоцентр а (тр = Е = 180°), точки

А (р> = 90°) и А! (тр = 270°), радиус-вектор которых равен фокаль¬
ному параметру эллипса,

га = гА> = Р = а(1 - е2) = а(1 - еcos Еа,а'),

откуда эксцентрическая аномалия Еа = Еа> = arccos(e), и, нако¬

нец, точки пересечения эллипса с его малой осью, В (Е = 90°) и В'

(Е = 270°), радиус-вектор которых равен большой полуоси а, т. е.

гв
=

ГВ'
= а, а истиная аномалия трв = arccos(—е) = тт

— arccos(e),
трв’ = arccos(e) — тт.

Из энергетических соотношений (5.14), (5.15) и (5.15') для ше¬

сти характерных точек эллипса определим величины Т = m^ =

= (f — ^)> U = h = и занесём их в таблицу 5.4, распо¬

лагая точки по ходу орбитального движения. Итак, энергетика А!,
В' соответствует А и В.

Таблица 5.4

Точка V Е г Т/jim Ujjim h/iim
тт 0° 0° а(1 — е) 1+е

2а(1 —е)

i

a(l-e)
__L

2а

А 90° arccos е а(1 — е2) 1+е2
2а(1 —е2)

1

а.(1 — е2)
1
2а

В тт — arccos е 90° а
1

2а

1

a
1_
2a

a 180° 180° а(1 + е)
1 —е

2а(1+ е)

1

а(1+е)
1

2а

В' arccos е — тт 270° а как для В

А' 270° 27Г — arccos е а(1 — е2) как для А

Задача 5.12. Доказать, что при прохождении спутника, движу¬

щегося по эллиптической орбите, через конец её малой полуоси В

(см. рис 9, б), скорость его равна по величине местной круговой

скорости, Ум.кр..
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Решение

Радиус-вектор точки В, лежащей на конце малой полуоси эл¬

липса, равен большой полуоси а (рис. 9а и табл. 5.4), так что ор¬

битальная скорость в этой точке, вычисленная по формуле (5.14),

а это совпадает с местной круговой скоростью в точке В.

На рис. 9 б изображены эллиптическая и круговая орбиты, про¬

ходящие через точку В. Радиус круговой орбиты равен гв = а. Эти

орбиты обладают одинаковыми постоянными энергии h = —р/а.
Итак Vb = Им.кр; а векторы и VM кр образуют равнобедренный
треугольник с углом -у на рис 96. Этот результат можно получить

непосредственно из равенства кинетических энергий этих орбит в

точке В, так как значения потенциала тяготения в этой точке так¬

же одинаковы. Всё вышесказанное справедливо и для точки В'.

Задача 5.13. Найти на эллиптической орбите точки, скорость дви¬

жения в которых, равна среднему геометрическому скоростей в пе¬

рицентре и апоцентре; равна среднему арифметическому этих ско¬

ростей; равна среднему среднеквадратичному этих скоростей.

Решение

В задачах 5.7 и 5.8 были найдены величины скоростей в апсидах,

В задаче 5.12 было показано, что эта круговая скорость достигается

при прохождении спутника через конец В малой оси его орбиты,
где гв = а (см. рис 9 6). Следовательно, искомые точки В и В'

лежат на концах малой полуоси (Е = 90° и Е = 270°).
Вычисляя среднее арифметическое скоростей в апсидах, полу¬

чаем из (5.9)

Vb - у/р{2/гв - 1/а) = \fpfa,

Среднее геометрическое этих скоростей равно

Vi = ^/vЖ = \J~pfa.

= ILp = ^
(i + e) + (i-s)

= Дф.
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Подставляя V2 в интеграл энергии (5.14), находим, что радиус-

вектор точки, обладающей такой скоростью равен

Исходя из уравнения эллипса, г = р/( 1 + ecosi/з), определяем ис¬

тинные аномалии этих точек

Найдём точки орбиты, скорость в которых равна среднеквадра¬

тичному скоростей в апсидах:

Это же значение скорости можно получить из интеграла энергии

откуда следует, что гз
= р, а значения истинной аномалии ip3 = 90°,

270° соответствуют точкам Л и Л' на концах фокального параметра

(см. рис. 9а и 96).

Задача 5.14. При прохождении спутника, движущегося по эллип¬

тической орбите, через конец её малой полуоси В (см. рис. 9 Ь),
его скорость Уд равна по абсолютной величине местной круговой

скорости Ум.кр.! так что векторы Vg и VMKp. образуют равнобед¬
ренный треугольник с углом 7 при вершине В (см. задачу 5.12).
Определить величину относительной скорости AV = VMKp. — Vg
и выразить её через эксцентриситет орбиты.
Решение

Вектор относительной скорости AV является замыкающей рав¬

нобедренного треугольника, так что

где Ум.кр. = Vg, a A(VM.Kp.,Vg) = 7, cos7 = cos(pB - Ев) =

cos(<рв — 90°) = sin <p g.

В задаче 5.11 было установлено, что истинная аномалия конца

г2
= 2р/(2 — е2).

(/32 = ±тг Т arccos(e/2).

V3 = y/(V* + VI) 12 = у/д(1 + е2)/р.

(5.14)

(АУ)2 = Ум2кр + У| - 2Ум.кр Уд cosZ(VM.Kp.,Vg),

малой полуоси </зд = 7г
—

arccose, так что sini/зд = \/1 — е2. Под¬
ставляя это выражение в формулу скорости, имеем

(АУ)2 = 2Ум2кр. (l - у/1^7) ,
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откуда производя разложение в ряд, получаем приближённую фор¬
мулу относительной скорости:

/о
ЛИ« Ум.кр.е(1 + е2/8).

Задача 5.15. На расстоянии г от центра планеты её спутник имеет

скорость V. Местная параболическая скорость в этой точке Нм.Пар.-
Определить большую полуось эллиптической орбиты спутника.

Решение

Интеграл энергии (5.12) можно выразить через местную пара¬

болическую скорость следующим образом:

h = V2- — = V2-V2а V

г
м.пар. ’

где h = —p/a, так что

Р

V2 -V2'
м.пар.

Если гравитационный параметр р планеты неизвестен, то его мож¬

но определить по известным г и Пм.Пар.: Р = Кппар.г/2-
Задача 5.16. При прохождении через перицентр 7г спутник пла¬

неты имеет скорость Vn. В перицентре местная круговая скорость

Ki.kp.- Определить эксцентриситет эллиптической орбиты.
Решение

Записав интеграл энергии (5.14) и используя значение радиус-

вектора гп = а(1 — е) в перицентре, имеем

Отсюда

т* пт т*
"

е = V2/V2 - 1С
7Г / M.KD.

-*-•
:.кр.

Поскольку для эллиптической орбиты 0 < е < 1, то

V2 г-

1 ^ Тг2 ^ Т. е. Пм.кр. < < Пм.Кр. v2 = l^M.nap.
м.кр.

Таким образом, для определения эксцентриситета достаточно рас¬
полагать значениями Vv и Рм.кр,-



64 Глава 5

Полученную выше формулу для эксцентриситета можно выве¬

сти непосредственно из выражения (5.3), пользуясь (5.2') и приняв

О < е < 1:

4i+?4i+^(^)=
V2 \2 ( V2

1-т^2— =±1-
~

V2 \ V2
м.кр. / \ м.кр.

Поскольку 14 > Пм кр., выражение
в скобках отрицательно, так что

следует выбрать знак «минус».

При прохождении спутника через апоцентр имеем аналогично

при гa
= а(1 + е):

2 2ц д 2ц ц(1+е) 2
ос

„ Л ^ ^ ‘м.крЛ1
Try cl Tr* Try

откуда

так что

е = 1 - V2/V2° Х
Ct i

м.кр.

и2
о < -=f— <1, Т.е. О < Va < VM.Kp..

м.кр.

Задача 5.17. Наибольшее расстояние «Спутника-3» от поверхно¬

сти Земли было Н = 1880 км, а наименьшее h = 230 км (рис. 10).
Определить скорости ИСЗ в апогее, Va, и в перигее, 14.

Решение

Из рис. 10 очевидно, 2а = 2Д^ + Н + h, откуда большая полуось

орбиты

a = R6 + (Я + К)/2 = 6370 + (1880 + 230)/2 = 7425 км.

Эксцентриситет можно найти по формуле (2.14)

е
_

гд
-

Уд
_

(Д$ + Я) - (д5 + h)
_

н -h

ra + гл (Д6 + Н) + (д6 + h) 2а

которая дает

1880 - 230
6 ~~

2 • 7425
~
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Л

Рис. 10

и скорости в апсидах по (5.9) и (5.10):

Гр 1-е /398600 /1 - 0.11
„

.
,

.

V° =

ViVrr;
=

V^7425“VTTinT
= (к“/с)>

V, = V„i±£ = 6.56-ill =8.18 (км/с).
1 — 6 и.оУ

Таким образом, скорость в перигее на 25% больше, чем в апогее.

Задача 5.18. Вычислить скорости ИСЗ, орбита которого имеет

большой эксцентриситет, в перигее 14 и апогее 14, если наиболь¬

шее и наименьшее расстояние от поверхности Земли соответственно

Н = 42450 км и ft = 252 км.

Решение

Вычисляем а и е как в задаче 5.17

a = R6 + (Я + h)/2 = 6370 + (42450 + 252)/2 = 27721 (км),
Н -h 42450 - 252

2a 2•27721

после чего определяем скорости в апогее и перигее:

0.76,

/М1 - е /398600 1 - 0.76
, ^

14 =
\ = \ = 1.40 (км/с),
V a 1 + е V 27721 1.76

V ' '

У, = 1^ = 1.40.^ = 10.27 (км/с).
1 — е (J.24
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При столь значительном эксцентриситете скорость в перигее более

чем в семь раз превосходит скорость в апогее и близка к местной

параболической:

VW = Г— = » Ю.97 (км/с).

Задача 5.19. Найти наибольшую и наименьшую скорости движе¬

ния Земли вокруг Солнца и сравнить их со средней гелиоцентри¬
ческой скоростью Земли.

Решение

В задаче 2.3 были вычислены ra
= 152.1 • 10б км, афелийпое

(наибольшее), и rv
= 147.1 • 106 км перигелийное (наименьшее) рас¬

стояния Земли от Солнца и их среднее арифметическое — боль¬

шая полуось земной орбиты a = 149.6 • 106 км. В задаче 2.5 бы¬

ло определено среднее интегральное значение гелиоцентрического

расстояния Земли, [тф. Пользуясь полученными значениями, мож¬

но вычислить искомые скорости. Так, наибольшего и наименьшего

значения орбитальная скорость Земли достигает соответственно в

перигелии и в афелии:

Кг =

= ,/1327 ■ 108
1

147.1 ■ 106 149.6 - 106
т = 30.28 (км/с).

(5.16)

= ,/1327 • 108
1

152.1 - 106 149.6 - 106
= 27.53 (км/с).

Эти же скорости можно найти и но формулам задачи 3.4. Среднее
арифметическое найденных скоростей:
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Определим теперь, что следует понимать под средним интеграль¬

ным значением скорости. В задаче 2.5 было показано, что усредне¬

ние можно производить по времени t, средней М, эксцентрической

Е или истинной ц> аномалиям, причём результаты интегрирования

могут различаться. Рассмотрим сначала усреднение по времени,

приняв что Т — период обращения Земли вокруг Солнца. Выберем
в качестве переменной интегрирования эксцентрическую аномалию

Е и воспользуемся выражением скорости V через Е из задачи 5.9.

Итак,

n = ±Jvd,.wV = MJl±'^
т a V 1 — с cos Е

Из уравнения Кеплера (см. задачу 2.5) имеем:

Е — е sin Е = М = n(t — ta) =>

dE — е cos Е d,E = ndt = dM => dt = (1 — e cos E) dE/n,

так что получаем эллиптический интеграл второго рода:

27Г

1

vT

1

nT

О

е2 cos2 Е dE =

2тт

О

е2 cos2 Е е4 cos4 Е
1 ^ ^ +

„
е2Е е2 sin 2Е 3е1Е

Е 1 ь
4 8 64

dE =

2п

3

пТУ а \ 4 64

Так как Т = 2тг/п, находим среднее интегральное значение

Легко показать, что тот же результат будет получен, если вы¬

полнять усреднение по средней аномалии М, являющейся в эллип¬
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тическом движении аналогом времени. Действительно, поскольку

dM = ndt = (1 — ecosE)dE, снова получаем интеграл из [V]t]:

2-7Г 2-7Г

[V]M = 2- ( V dM = 2-\ — f \/l — е2 cos2 EdE.
2тт J 2тт у a J

о о

Однако усреднение по эксцентрической аномалии Е приводит к

иному результату:

Mi
2тт

VdE= —
2л V a

2тг

1 + е cos Е

1 — е cos Е
dE =

2тт V а

1 + е cos Е + -е2 cos2 Е + • • • ) dE =

= л/— ( l + 7eZ + "

а V 4

Проводя усреднение по истинной аномалии ip пользуемся преобра¬
зованием (см. задачу 2.5)

dip = -y/l — е2 dE.
г

Вычисляем:

1 Гр Г /l + е cos Е л/1 — е2 dE

— е cos £ 1 — е cos £

\/Г^
2тт

2тг

j ( 1 + 2е cosi? + ^е2 cos2 Е + • • • ) dE =

V а 2

1
5е"

1 +
Х

+

Таким образом, дать точное определение средней скорости на

орбите затруднительно. Однако, учитывая малость эксцентрисите¬

та земной орбиты (eg = 0.01678), можно с достаточной степенью
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точности принять за среднюю скорость Земли первый член полу¬

ченных выше разложений, т. е. sjpq/ci. Иными словами, в качестве

средней скорости Земли (или другой планеты), движущейся по ор¬

бите с малым эксцентриситетом, можно принять скорость равно¬

мерного движения по окружности радиуса а. Заметим, что реаль¬

ная скорость у/д©Ja, достигается при прохождении Земли через

конец В малой оси её орбиты (см. рис. 9 а, рис. 96), что было уста¬
новлено в задачах 5.12, 5.13. Эта скорость равна круговой гелио¬

центрической скорости на среднем расстоянии Земли от Солнца

Гер. = [г\е = а-

Среднюю скорость можно определить также, как гелиоцентри¬

ческую круговую скорость точки на расстоянии [г]* = [г]л/ (см.
задачу 2.5):

так что при малых е по-прежнему можно пользоваться определе¬

нием средней скорости, приведённым выше.

Итак, условившись называть средней скоростью Земли величи-

ну [И] = /Д(7)/а, заметим, что она не совпадает со средним ариф¬
метическим скоростей в апсидах. Для вывода формул связи [И] с

V„ и Va воспользуемся интегралом энергии

[И]2 = ^-V2 = ^-V2 (5.17)
Ог Га

и соотношениями (5.16) для скоростей, в которых заменим величи¬

ну р@/а на [V]2. Теперь из (5.16) и (5.17) получим

v2 = д 2а - ту

d Т77

у2 /f 2a
—

та
“

а га

Отсюда при малых е получаем упрощенные формулы

К2«[И]2(1 + 2е), Иа2«[И]2(1-2е),

К«№ + е), Иа«[И](1-е), (5.19)

[У]и К(1-е)и Иа(1 + е).

ETz. = гтп21 + е

ату
М

1 -е’

ИТл. =

1 — е

a ra 1 + е

(5.18)
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Рис. 11

Задача 5.20. КА стартует к Луне с круговой околоземной орби¬
ты, расположенной на высоте h = 230 км над поверхностью Земли,
двигаясь по переходному эллипсу (рис. 11). Определить стартовую

скорость и элементы переходной орбиты, чтобы КА попал в Лу¬
ну в её апогее, двигаясь по эллипсу, касательному к орбите Луны.
Найти то же для случая попадания в Луну в её перигее. Вычис¬

лить необходимые стартовые импульсы. (Большая полуось орбиты
Луны ci(j = 384400 км, эксцентриситет её орбиты = 0.055).
Решение

Найдём апогейное и перигейное расстояния Луны от Земли:

ra,<l
= (1 -Ь e(j ) = 405500 км, т^д

= сд (1 — ) = 363300 км.

Для попадания в Луну в её апогее КА должен двигаться по эл¬

липсу I, апогейное расстояние га которого равно апогейному рас¬

стоянию Луны, и перигейное расстояние гп которого равно радиусу

круговой орбиты старта, то есть

га
= = 405500 км, 7V = Rg + h = 6370 + 230 = 6600 км.

Отсюда находим большую полуось переходной орбиты I и её экс¬

центриситет:

сц = {гк +га)/2 = (6600 + 405500)/2 = 206050 (км),
е/ = (га - г^)/(гж + га) = 398900/412100 = 0.968.



Энергетический баланс и скорость движения 71

Таким образом переходная орбита сильноэллиптическая (почти па¬

рабола). Найдём стартовую скорость КА на околоземной орбите
для выхода на орбиту I в точке А, пользуясь интегралом энергии:

V = у//х5(2/т-7Г — 1/а7)) = ^/398600(2/6600 - 1/206050) = 10.90 (км/с).

Для попадания в Луну в её перигее п^ КА должен двигать¬

ся по эллипсу II, апогейное расстояние которого ra равно пери-

гейному расстоянию Луны, и перигейное расстояние гп которого

по-прежнему равно радиусу круговой орбиты старта, то есть

гa
=

гпд
= 363300 км, rn = + h = 6600 км.

Большая полуось переходной орбиты II и её эксцентриситет:

an = (rv + rQ)/2 = (6600 + 363300)/2 = 184950 (км),

е// = {га — rv)/(rv + га) = 356700/369900 = 0.964.

Стартовая скорость КА для выхода на орбиту II в точке В:

v = yW2/r7r “ V»//) =

= ^398600(2/6600 - 1/184950) = 10.89 (км/с).

Итак, стартовая скорость на переходной орбите II несколько мень¬

ше, чем в случае I, но тем не менее весьма близка к местной пара¬

болической:

Им.пар. = = 10-99 (км/с).

Сравнение скоростей выхода на орбиты I и II с местной круговой

скоростью на орбите старта (Укр.,7г = \]ёШю = (км/с)) Дает

импульсы

щ = 10.90 - 7.80 = 3.10 (км/с),

ил = 10.89 — 7.80 = 3.09 (км/с),

т. е. 11ц < ui-

Задача 5.21. Два небесных тела, имеющие различные массы rrii и

Ш2, движутся в одном направлении вокруг притягивающего центра

по компланарным орбитам, одна из которых круговая радиуса го,

а другая
— эллиптическая с радиусами-векторами перицентра 7г и
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апоцентра а: Го и кго (к > 1), соответственно (рис. 12). Полагая,
что тела, сталкиваясь неупруго, соединяются друг с другом в точ¬

ке соприкосновения орбит я и дальнейшее движение продолжают

вместе, найти радиус-вектор апоцентра их новой орбиты.
Решение

Поскольку большая полуось круговой орбиты I есть а\
= Го,

а большая полуось эллиптической орбиты II а2 = гц(к + 1)/2, то

скорости обоих тел в точке касания их орбит в перицентре я перед

соединением таковы (к > 1):

При соединении тел происходит изменение скорости. Скорость Уз
нового объекта является средним взвешенным скоростей У) и У2,
поскольку происходит сложение количеств движения двух тел.

Итак,

что при mi = m2 дает У3 = |Ум.кр.(1 + у/2к/(к + 1)), т. е. среднее

арифметическое скоростей У) и У2.
Большая полуось новой орбиты III, лежащей между орбитами I

и II определяется из интеграла энергии

к + 1> Ум кр'

Относительная скорость тел в момент соединения равна

ДУ = V2-Vi = Ум.кр

mi У) + т2У2
_

(mi/m2) + yj2k/(k + 1)
mi+m2

MKp
(mi/m2) + l

откуда

a3 =
2 У32

-l

= r0 2 -
yj2k/(k + 1) + mi/m2

1 + mi/m2
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Зная, что 2аз = г0 + газ, находим

газ
= 2о3 - г0.

Если тела после такой «встречи» разрушатся на множество облом¬

ков, то каждый из них будет продолжать движение по своей инди¬

видуальной орбите в соответствии с приобретённой им в результате

столкновения скоростью.

В качестве примера возьмем для орбиты II к = 8, т. е. 7>
= го,

га2
= 8го, и примем, что массы одинаковы (mi = m2). Относитель¬

ная скорость встречи в перицентре

Итак, для орбиты II (см. рис. 12) получаем скорость в перигее и

эксцентриситет:

При стыковке объектов происходит изменение скорости: при оди¬

наковых массах скорость нового спутника будет теперь средним

арифметическим скоростей Vi и V2, т. е.

При этом, как легко проверить, удовлетворяется условие V) < V3 <

< V2, причем левое неравенство очевидно, а второе следует из оцен¬

ки разности V2 — V3 >0.

Большую полуось новой орбиты III найдем из интеграла энергии

аз
= Цго- Радиус апогея конечной орбиты находим из формулы

2а3 = г0 + га3, откуда га3 = ||г0.
Предположим теперь, что при прежнем соотношении га2 = 8го

масса одного из тел значительно превосходит массу другого. На¬

пример mi = 8777.2. Тогда

Птг,2 = 1 + АП = VM.KP - = 0.778.
9

РДз = ц(^ — Т-), в котором скорость 1ф з определена выше. Теперь
ГЛ „ — 36

пг, _ Рл ггТТЛ ТГ- ПТТЛЛЛГГ Ы/МТОТТТГ/ЛТТ ЛГ»^Т1ГР1.Т ттплглттттт тт—t /4л/ЛГЧХ /fЧ 7"ГТ t т

Газ = 557г0 « 1.167-0,
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^2,3

V2

V3

V

Рис. 12

т. е. в этом случае перицентр тт орбиты II останется прежним, но

апоцентр аз существенно опустится, т. е. ra3 < га2 < 8гд. Если

наоборот положить m2
= 8mi, получаем

т. е. апоцентр опустится, но не столь значительно как в предыдущем

случае (именно эта орбита изображена на рис. 12). Поскольку по

условию задачи ra2
= кг0 — 8г0, заключаем снова, что ra3 < га2.

Если к < 1, тела встречаются не в перицентре, а в апоцентре.

Задача 5.22. Вывести формулу связи угла а = Z(r, V) с истинной

аномалией <р для параболической орбиты (рис. 13).
Решение

Воспользуемся соотношениями параболического движения г =

р/( 1 + cos <д>), V = yj2p/r. Кроме того, для всякого конического

сечения в силу интеграла площадей справедливо sin а = c/rV, с =

= у/1ч>, откуда

2з§-г0 к 5.26г0,

sin а =
у/др(1 + cos <р)^/р 1 + COS ip а.

^
= ± cos —.

2Р\/2д(1Т”сю£Й/?) 2
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В перицентре <р = 0, а = 7г/2. По мере удаления от перицентра угол

<р возрастает, а угол a < л/2 убывает, так что

гп \ V li \
sin а = cos(^

— ct) = cos —, a — -(л
—

ip).

Этот результат справедлив только для параболических орбит.

Задача 5.23. Установить динамический смысл интеграла энергии

h = V2 — 2р/т = const

для параболического (h = 0) и гиперболического (h > 0) движений.

Решение

Перепишем интеграл энергии (5.2') в виде V2 = h + 2p/r, откуда

lim V2 = V= lim (h + 2p/r) = h = const,
r—> oo r—>oo

так что постоянную h (удвоенную полную энергию единичной мае-
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сы) можно интерпретировать как квадрат скорости «на бесконеч¬

ности». При этом интеграл энергии примет вид:

h = V^ = V2- Им2пар.,У00 = Л= y/v* - Им2пар, (5.20)

где Поо называется избытком гиперболической скорости.

При параболическом движении h = ИД = 0 означает, что ис¬

тинное значение скорости совпадает со значением местной парабо¬
лической скорости в данной точке орбиты, а «на бесконечности»

происходит остановка. При гиперболическом движении h > 0 в

каждой точке орбиты скорость превышает значение местной пара¬

болической скорости с учетом величины гиперболического избытка

Поо > 0 из (5.20). Разница между V и V/o будет стремиться к нулю

«на бесконечности», а движение по гиперболе будет приближаться
к равномерному прямолинейному движению со скоростью V/*, по

асимптоте, причем скорость избыток скорости = const являет¬

ся наименьшей возможной скоростью на гиперболе.

Задача 5.24. Определить, с какой скоростью войдёт метеорит в

земную атмосферу, если его скорость «на бесконечности» =

= 10.0 км/с.
Решение

Из интеграла энергии (5.20) определим постоянную энергии

h = ИД = 100 км2/с2. Таким образом, траекторией метеорита

будет гипербола. Для определения теоретического значения мест¬

ной параболической скорости при входе в атмосферу примем, что

вход происходит на высоте 200 км, так что Им.пар = 11-0 км/с.
Отсюда гиперболическая скорость входа в атмосферу составляет

v = s]vtI + KLap = л/ЙТ « 14.9 (км/с).

Задача 5.25. Зная, что для гиперболы е > 1, a < 0, а формулы
эллиптического движения преобразуются в формулы гиперболиче¬
ского движения путём замены а на — |а|, записать формулы скоро¬

сти движения точки V и постоянной энергии h для движения по

той ветви гиперболы, фокусом которой является притягивающий
центр С (рис. 14).
Решение

Используя формулы эллиптического движения (5.13) и (5.14):

V2 = д(2/г — 1/а), h = —д/а
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Рис. 14

и заменяя в них а на — |а|, получаем для гиперболы

V2 = p(2/r + 1/Н), h = p/\a\,

откуда вытекают формулы (см. также задачу 5.23):

h

±_
V2

’
V + 1.

(5.21)

(5.21')

Считая разность РД = V2 — V2
пар ограниченной величиной, полу¬

чаем на гиперболе lim V = V.= const.

Задача 5.26. Для КА, находящегося на расстоянии 500 000 км от

центра Земли, теоретическое значение скорости «на бесконечности»

Роо = 4.0 км/с. Определить текущую скорость Р и большую полу¬

ось [а| гиперболической орбиты.
Решение

Постоянная энергии h = РД = 16 км2/с2. Большую полуось

гиперболы, по которой происходит движение, находим из интеграла
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энергии h = /\а\, так что а = лО = 398600/16 = 24900 (км).
Текущее значение гиперболической скорости

V=y/v* + Ум2пар,

где V/Lap =

~Г
= 25000009 ~ L26 км/с’ так что имеем V ~

~ 4.19 км/с.

Задача 5.27. Установить формулу связи наименьшего V/o и наи¬

большего к значений скорости гиперболического движения (см.
рис. 14).
Решение

С помощью формул задач 5.23 и 5.25 имеем

v£> = V* - 2/x/tv, ц = с2/р = У2г2/рж,

откуда получаем V/o = Кг\/1 — 2г*./р. Зная, что на гиперболе
Гл-/р = 1/(е + 1), находим искомое соотношение между наименьшей

Vqo и наибольшей 1ф скоростями:

= (5.22)

Задача 5.28. К планете с гравитационным параметром /.( «из бес¬

конечности» по асимптоте левой ветви планетоцентрической гипер¬
болы приближается КА со скоростью V/o (см. рис. 14). Известно

планетоцентрическое расстояние перицентра гж. Определить, на ка¬

кой угол повернётся вектор планетоцентрической скорости после

прохождения КА через перицентр л и его ухода на вторую асимп¬

тоту гиперболы.
Решение

Так как для гиперболы СВ = Ал, то АО = СО = |а| + гж, так

что

\
Ж° И 1

(К ОСЛcos Л = —— = 2—; =
-гг-г, (5.23)АО |о| + rn 1 + гж/\а\

где по (5.21') \а\ = ц/V^. Окончательно, 2Л = 2 arccos(l+
+ГтгК»//-4)-1- При этом угол поворота вектора скорости составляет

7
= 180° - 2Л.
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Если известно не tv, а прицельное расстояние КА от планеты

СВ (расстояние от планеты до асимптоты гиперболы), то, обозна¬

чив СВ = Ал = d, выразим угол 7 = 180° — 2А через

d V2 d
2А = 2 arctg -j—г = 2 arctg

00

(5-24)
M м

и избыток гиперболической скорости V^.

Задача 5.29. Пусть КА выходит на околоземную орбиту на вы¬

соте tv = 230 км с гиперболической стартовой скоростью Vn =

= 12.0 км/с. Орбита КА расположена в плоскости орбиты Луны.
Сближение КА с Луной (см. точку С на рис. 14) в периселении

7г составляет 6300 км. Определить углы 2А и 7 из задачи 5.28 по

начальным данным и найти элементы селеноцентрической гипер¬
болы.

Решение

Из (5.21) находим

V2 = Mj(2/tv - 1/|а|) =Ф М = 17170 км

е = тv/M + 1 = (6600/17170) + 1 = 1.384 > 1.

Селеноцентрическую скорость «на бесконечности» определим по

формуле Voo = \/h = ^Jp^/\a\, либо по формуле по формуле (5.22),

т. е. Voo = Vwy/(e — 1)/(е + 1). Вычисляем скорость на асимптоте

гиперболы Voo = 4.82 км/с.
Поскольку направление асимптоты селеноцентрической гипер¬

болы совпадает в пределе с направлением селеноцентрического

радиуса-вектора КА, можно принять, что его абсолютная геоцен¬

трическая скорость Voo перпендикулярна к переносной геоцентри¬
ческой круговой скорости Луны , которая, как было найдено

в задаче 5.5, составляет 1.02 км/с. Следовательно, относительная

селеноцентрическая скорость КА в соответствии с теоремой сложе¬

ния скоростей, равна

УооЛ = у/VI + V2 = у/(4.82)2 + (1.02)2 = 4.92 (км/с).

Мы снова используем рис. 14, помещая Луну в фокус С и под¬

разумевая под скоростью Voo найденную выше селеноцентриче¬
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скую скорость ^ . Зная, что гравитационный параметр Луны

^
= 4900 км3/с2, для углов 2Л и у получаем по (5.23) и (5.24):

/ 6300 • (4 92)2 \
~~1

2Л = 2 arccos f 1 Н
4go(j j

= 2 arccos(0.033) и 176°,

7 = 180° - 2Л и 4°.

При этом параметры селеноцентрической гиперболы (индекс d ) та¬

ковы:

\Ч I = Md /Кл = 4900/(4.92)2 = 203 (км),

е<1
= (г„л /|tt(j |) + 1 = (6300/203) + 1 = 30.5.

Селеноцентрическая гиперболическая скорость КА в периселении

равна

Кл = УооЛ \/тгЛГ7 =

4'92у Iff = 5'08 (км/с)-

По заданной скорости V„ = 12.0 км/с, и двум полученным скоро¬

стям Voo = 4.82 км/с, V/o ^
= 4.92 км/с можно определить воз¬

можный для данной задачи минимальный угол 2А, соответствую¬

щий случаю касания гиперболы поверхности Луны (rw =

1740 км):

/ Д<г И2 , \
_1

2Ат;п = 2arccos 1 Н —— 1 = 2arccos(O.lll) и 167°.

V К )
Полученный угол соответствует максимальному углу поворота гео¬

центрического радиус-вектора 7 ~ 13°.

Легко видеть, что при d = R значения углов 2А и 7 из (5.24)
лежат в пределах

/ \
— 1

2arccos I 1 + ^ ) < 2А < 180°,

0 < 7 < 180° - 2А,

где R
—

радиус небесного тела. Это значит, что даже после касания

траектория не перестанет быть гиперболой.



Глава 6. Время движения

по космической траектории

Период Т обращения спутника вокруг притягивающего центра

связан с гравитационным параметром центра и большой полуосью

орбиты а соотношением д = 4тг2а3/Т2 по третьему закону Кеплера.
Связь между периодами обращений двух спутников вокруг одного

и того же притягивающего центра выражается третьим законом

Кеплера
Т2 а3̂

Гб 1)
Т2 а3' [ЬЛ)

В общем случае время перемещения по отрезку конического се¬

чения под действием притяжения может быть найдено из интеграла

площадей г2ф = с по (3.8).

Задача 6Л. Вывести формулу для вычисления периода обращения
«нулевого» спутника То (г = R^) и формулу периода произвольного

спутника Т, выраженного через период «нулевого» спутника.

Решение

Из (6.1) следует (Т/Т0)2 = (a/Tg)3, то есть

T = T0(a/R6)3/2. (6.2)

Вычислим То по формуле равномерного кругового движения со

скоростью Vi (первая космическая)

^
2nR6 2тт ■ 6370

ои ,_/ п = — = = 84.4 мин ,0

V/ 7.91-60
v ;

так что

Т = 84.4(а/6370)3/2 МИН. (6.3)
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Задача 6.2. Высота перигея спутника Нп = 230 км, высота апогея

На = 950 км. Каков период обращения спутника?

Решение

Из (6.2) можем записать

Т = ТП
2 + Нп + На

2Ж

3/2

84.4

/ 3 н„ + на

4 R*

1+4
3 230 + 950

6370
= 96.13 (мин).

Задача 6.3. Найти период Т обращения спутника и его среднее

движение п = 2тт/Т, если известна большая полуось а и гравитаци¬

онный параметр д притягивающего центра.

Решение

При движении точки по эллипсу с полуосями а и 6 её радиус-

вектор заметает одну и ту же площадь за равные промежутки вре¬

мени, а полный оборот совершает за время Т = 2ттаЬ/с, где с —

постоянная площадей, ттаЬ — площадь эллипса. Подставляя вместо

с её значение с = удр из (4.6), получаем по (3.4)

Т =

2ттаЬ

УДР уfib2/с

При этом среднее движение

2л

п = — = Уде

2ттаЬ 27га3/2

у/Ц

-3/2

(6.4)

(6.5)

Определим с помощью формулы (6.4) радиус круговой орбиты
24-часового ИСЗ:

*• - ■= ГТ<^Г2 = ™ <“>•

Высота орбиты над поверхностью Земли составляет 35800 км.

Задача 6.4. Показать, что период Т обращения ИСЗ зависит от

величины начальной скорости и не зависит от её направления.
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Решение

На основании (6.4) можно заключить, что Т однозначно опре¬

деляется величиной большой полуоси орбиты а, которая связана с

модулем начальной скорости Vo интегралом энергии (5.14)

\Т'0 a

так что период Т действительно никак не связан с направлением

Vo. Это означает, что если в некоторой точке пространства выпол¬

нен старт С эллиптической скоростью Км.кр < И) < Ki.nap: ТО при

любых направлениях стартового импульса ИСЗ выходит на орби¬
ты с одинаковыми большими полуосями и одинаковыми периодами.

Однако такие орбиты будут иметь разный эксцентриситет.

Задача 6.5. Найти зависимость между периодами обращения пла¬

нет вокруг Солнца Тп и большими полуосями их эллиптических

траекторий an (дать математическое обоснование третьего закона

Кеплера).
Решение

Для обоснования третьего закона Кеплера воспользуемся из¬

вестным соотношением, которое для гелиоцентрического движения

имеет вид

MQ
=

а3

4тг2 Т2'

где постоянная /tq
= 1327-108 км3/с2 — гравитационный параметр

Солнца. Так как для всех гелиоцентрических орбит выполняется

условие

<4
_

<4
_ _<4_ц©

Т2 Г2 Т2 4тг2’
( ’

получаем третий закон Кеплера

Т2 с3 Т2 о3
= ц ш = (6.6')Т2 а3 Т2 а3 v '

Аналогичные соотношения можно записать и для геоцентриче¬

ских орбит, селеноцентрических орбит и пр. (д^ = 398600км3/с.2.
ДЗ

= 4900км3/с.2).

Задача 6.6. Перигелий орбиты первого искусственного спутника

Солнца был удалён от него на расстояние R^ = 146.4 • 106 км, афе¬
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лий — на расстояние Ra = 197.2 • 10б км. Определить период этой

искусственной планеты.

Решение

Большая полуось орбиты искусственной планеты (ИП):

a = (Ra + R.*)/2 = 171.8 • 106 км.

Период находим из (6.5), сравнивая эту полуось с полуосью ор¬

биты Земли:

Тип = Т5(а/а5)3/2 = 365.25у/(Ш.8/149.5)3 = 449.27 сут.

Этот же период можно найти с помощью (6.4):

Ф71 8 • Ю6)3

ГИ1^2^=6-28У\327.10* =449-27^

Задача 6.7. Пользуясь интегралом площадей (3.8) и уравнением

конического сечения (2.8), составить общую формулу времени дви¬

жения по коническому сечению в функции истинной аномалии (по¬
лярного угла) р.

Решение

Пользуясь интегралом площадей г2ф = с и уравнением кониче¬

ского сечения г = р/( 1 + ecos^), получаем

^
г2 dp р2 dp

с (1 + ecos<p)2

Но с = y/JIp (см. задачу 4.3), так что р2/с = p3^2/^/Ji. Выполняя

интегрирование от 0 до р (от перицентра до произвольной точки),
получаем:

, . р3/2 1 dr
T = t-tn = —— / — щ. (6.7)

Уд J (1 + есояр)А
о

Задача 6.8. По формуле (6.7) и соотношениям эллиптического дви¬

жения, вывести уравнение Кеплера для эллиптической траектории,

связывающее время движения т с величиной эксцентрической ано¬

малии Е.



Время движения по космической траектории 85

Решение

Используем традиционную подстановку (2.7):

<р /1 + е Е

t6i
=

Vr^tg2- <68>

Подставляя р = а(1 — е ) в (6.7), находим время:

аЗ/2(1_е2)3/2 J d
т = -

у/Jl J (l + ecosy?)2
(6.9)

Дифференцируя подстановку (6.8), находим sec2 ^dip =

= y^^sec2 §dE, а из соотношения sec2 ^ = 1 + tg2 ^ =

= 1 + tg2 j, получаем дифференциал

, j 1 + e dE
dtp =

1 - e cos2 y + sin2 у
’

где cos2 Ц = i(l + cosE), sin2 -f = ^(1 — cosE). Окончательно

/1 + e (1 — e)dE Vl—e^dE
dw =

\
= .

V 1 — e 1 — e cos E 1 — e cos E

Подынтегральную функцию из (6.9) также можно выразить через

Е, пользуясь соотношениями эллиптического движения из зада¬

чи 2.1:

г = а(1 — е cos Е), г cos р
= a(cos Е — е),

откуда

1-е2
1 + е cos ip = —.

1 — е cos Е

Окончательно

a3/,2( 1-е2)3/2 fl—ecosE а3/2
.

о

Применив формулу среднего движения (6.5), получим уравнение

Кеплера
Е — е sin Е = n[t — tn) = М,
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которое может быть решено относительно Е при известном t. мето¬

дом итераций.
Можно получить уравнение Кеплера и для гиперболической

траектории, используя аналог эксцентрической аномалии Н = i,E,

принимающий вещественные значения, и гиперболические тригоно¬

метрические функции. Соответствующие формулы при е > 1 име¬

ют вид:

г = |а|(е ch Н — 1), г cos уз = |а|(е — ch Н), (6-11)
cshH — Н = n(t — tn) = — tn).

Задача 6.9. КА совершает полёт к Луне по геоцентрической тра¬

ектории, касательной к лунной орбите в её апогее (см. рис. 11).
Определить время перелёта. То же сделать для перелёта в точку

лунного перигея 7. Заданные геоцентрические расстояния лун¬
ных апсид:

= 405500 км, Rn (j
= 363300 км.

Решение I

В задаче 5.20 были определены большие полуоси переходных

орбит I и II: я/ = 206000 км и ajj
= 185000 км.

Запишем третий закон Кеплера (6.5) для геоцентрического дви¬

жения

aj
_

а3п 398600
in4—

ТI Tf, 4л2 4(3.14)2 с2
’

откуда полные периоды обращений по орбитам I и II

т, = = =

V l.oii • ю4 V l.on • ю4

= 9.30 ■ 105 с = 10.76 сут = 10 сут 18.2 ч,

Ти = \/ а"
= .А1-85'105)3" = фб.26 ■ 10п =

V l.on • ю4 V i.oii • ю4

= 7.91 ■ 10° с = 9.16 сут = 9 сут 3.8 ч.

Искомые полупериоды составляют соответственно ту
= 5.38 сут =

5 сут 9.2 ч, тц = 4.58 сут = 4 сут 13.9 ч.
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Решение II

Величины Ti и Т2 можно получить непосредственно из уравне¬

ния Кеплера (6.10), подставив значение Е = 180°.

3/2 3/2 „ . . 3/2
а/ 7га, 3.14а/ ,/2

т,
= -^—(E-esinE) =

;

J
.. = 4.98-10“3а// j = 1,2.

V398600 3

Большие полуоси переходных орбит I и II на рис. 9 были найдены

в задаче 5.20: а\ = 206000 км, = 185000 км. С ними находим

т1
= 4.98 ■ 10“3 • 9.40 • 107 = 4.66 • 105 с = 5 сут 9.2 ч.

т2
= 4.98 • 10“3 • 7.98 • 107 = 3.97 • 105 с = 4 сут 13.9 ч.

Задача 6.10. (Задача Ф. А. Цандера) КА, движущийся по орби¬
те Земли, получает касательный импульс скорости, выводящий его

на переходную гелиоцентрическую орбиту, касательную к орбите
Венеры (рис. 15). Определить время перелёта до орбиты Венеры.
Найти времена перелётов по такой же схеме до орбиты Марса, до

орбиты Юпитера. С помощью интеграла энергии определить им¬

пульсы, необходимые для перехода на указанные орбиты. Орбиты
планет примем круговыми

г^
= 1 а.е. = 150 • 106 км, r<j

= 0.723 а.е. = 108 • 106 км,

= 1.52 а.е. = 228 • 106 км, = 5.20 а.е.

Решение

При перелёте к Венере точка старта А является афелием пе¬

реходного эллипса, а точка прибытия В —

перигелием, так как в

точках касания вектор орбитальной скорости перпендикулярен к

радиусу круговой орбиты. Большая полуось переходного эллипса к

орбите Венеры

ai = (г5 + г$)/2 = 0.860 а.е. = 129 • 106 км.

Зная продолжительность земного года Тj = 365.3 сут и пользуясь

третьим законом Кеплера, вычисляем продолжительность перелё¬

та, равную половине орбитального периода

: ^^(0.860)3/2 = 146.1 (сут).
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Va

u2

D

Рис. 15

При перелёте к внешним планетам точка старта С на орбите Земли
является перигелием, а точка прибытия D — афелием, т. е. старто¬

вый импульс скорости является разгонным. Вычисляем для Марса

и Юпитера соответственно:

а2 = (rg + г^)/2 = 1.26 а.е. = 189-106 км, аз = (rg+rTt.)/2 = 3.10a.e.,

т&
= 1.26)3/2 = 258.3 (сут),

т% = ^Р(З.Ю)3/2 = 997 (сут).

Задачу об определении скоростей выхода КА на переходные ор¬

биты к Марсу и Венере с выходом на их орбиты будем решать с

помощью интеграла энергии в точках старта и прибытия. Анало¬
гичная задача будет решена в гл. 8 (задача 8.5) по другим, специ¬
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ально «импульсным» формулам. Итак, для круговых орбит планет

мы располагаем величинами:

rg
= 149.6 • 106 км, гу

= 108 • 10е км, г^
= 228 • 10е км,

р©
= 1327 • 108 км3/с2, Икр 5

= 29.78 км/с,

УкР.9
= \]^0>/г9 = 35'05 км/с’ ^кр.о”

= \J^C)/rd = 24-13 км/с-

Для переходных касательных эллипсов найдено выше:

к Венере (АВ) — щ = 129 • 10е км, т = 146 сут,

к Марсу (CD) — а,2 = 189 • 10е км, т = 258 сут.

Запишем интеграл энергии в точках А и В, т. е. в афелии (га =

rg) и перигелии (tv = гу) переходного эллипса к орбите Венеры:

Va(A) =

у VO (Jr ~
~ 27-27км/с,

(в) = \/'‘0(4“4)=37'78км/с'К

Легко убедиться, что найденные величины удовлетворяют интегра¬

лу площадей Varg = 14ту на эллипсе АВ.

Для определения импульсов в точках А и В, необходимых для

выхода на переходный эллипс, иДЛ), и выхода на круговую орбиту
Венеры, 42(B), сравним эллиптические скорости с круговыми:

Щ(А) = Va(A) - 1Д = 27.27 - 29.78 = -2.51км/с,

u2(B) = Vy- 14(5) = 35.05 - 37.78 = -2.73 км/с.

Итак, оба импульса отрицательны (см. рис. 15), причем Дг] < ДД
Аналогично имеем для перелета к Марсу по эллипсу CD (rn =

= &J ;
V а
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что удовлетворяет интегралу площадей (3.6) на дуге CD\ =

Сравнение эллиптических скоростей с круговыми дает импуль¬

сы для перелета к орбите Марса:

Итак, оба импульса положительны, и2 < и\.

Задача 6.11. КА движется по геоцентрической траектории, пере¬

секающей орбиту Луны (рис. 16). Выход на орбиту перелёта про¬

исходит в перигее я на высоте Н = 230 км при горизонтальной
начальной скорости Vn = 10.95 км/с. Считая, что Луна движется

по круговой орбите радиуса R^ — 384400 км, определить время

полёта до орбиты Луны.
Решение

Сравнение начальной горизонтальной скорости запуска с мест¬

ной параболической скоростью в точке старта я на геоцентриче¬

ском расстоянии Гл- = Отт = + Н, составляющей Км пар
=

у^ц^/ббОО = 10.99 км/с, показывает, что перелёт происходит по

сильно вытянутому эллипсу I (К < К,.Пар). Определим большую
полуось переходной орбиты I из интеграла энергии (5.16):

откуда по заданным Vn и Н = получаем a = Стт = 450000 км. Экс¬

центриситет орбиты I находим по формуле перигейного расстояния

гж = а(1 — е), откуда е = 1 — r^/a = 1 — 6600/450000 = 0.985. Таким

образом, КА совершает перелёт по сильно вытянутой эллиптиче¬

ской орбите, фокус которой находится в центре О, а центр которой
С лежит за орбитой Луны.

Время движения по дуге лА (от перигея до точки пересече¬

ния с орбитой Луны) находим из уравнения Кеплера (6.10). Экс¬

центрическую аномалию Е точки А определим из равенства га
=

R(l (1 — ecos Е) = 384400 км, откуда

Ul(C) = V7r(C)-V6 = 32.73 - 29.78 = 2.95 км/с,

u2(D) = - Va(D) = 24.13 — 21.47 = 2.66км/с.
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Рис. 16

„
а-гА 450000 - 384400

„ ,

cosЕ = =

,

■

л г.™

1 = 0.148, sin£ = 0.989,
ае 450000 • 0.989

Е = 1.422 = 81°29'.

Подставляя эти значения в уравнение (6.10), вычисляем

(450000')3/2
та = -—^=4^(1.422—0.985-0.989) = 2.14-10 с = 59.4 час = 2.46 сут.

V398600

Повторное пересечение эллипса I с орбитой Луны произойдет в точ¬

ке В (см. рис. 16), для которой из (6.10) найдем аналогично:

cos Е = 0.148, sin Е = -0.989, Е = 278° 24',

тв = 11.47 ■ 105; с = 318.6 час = 13.31 сут.

Задача 6.12. Решить задачу 6.11, предполагая, что начальная ско¬

рость равна V-n — 12.00 км/с.
Решение

Поскольку теперь > V^.nap (см. задачу 6.11), заключаем, что

траекторией КА является гипербола II (см. рис. 16). Записав ин¬

теграл энергии для гиперболы (5.21), т. е. V% = р^(2/г7Г + 1/]а|),
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получаем |а| = 17170 = 2.7R^. По перигейному расстоянию гп =

|а|(е — 1) находим эксцентриситет

7\г 6600
е = f- + 1 = —- + 1 = 1.384.

|а| 17170

Уравнение Кеплера для гиперболы II принимает вид:

rD = |а|(есЬЯ — 1), т = ./-^-(eshЯ — Я).
V

Из первого соотношения получаем для точки D пересечения гипер¬

болы II с орбитой Луны

есЬЯ =

384400
+ 1 = 23.40, ch Я = = 16.91,

17170 1.384

shH = л/ch2 Я — 1 — 16.88, eshH = 23.36,

Я = 3.52 = 201°41/,

после чего из уравнения Кеплера находим

td = \г17о!^3 (23-36 - 3.52) = 3.56 • 103 • 19.84 = 7.06 с = 19.6 ч.

V 398600
v '

Задача 6.13. Вывести приближённую формулу времени полёта по

эллиптической траектории в функции истинной аномалии (поляр¬
ного угла) <£> при малых эксцентриситетах.

Решение

Воспользуемся формулой (6.9), выведенной в задаче 6.8 для эл¬

липтических траекторий:

а3/2(1 _ е2)3/2 ^ ^

у/Ц J (l + ecos<p)2
о

Разложив подынтегральную функцию в ряд по степеням эксцен¬

триситета е и ограничившись первой степенью е, получим:

_

аЭ/2(1 _е2)Э/2 J аЗ/2С a '

/ (1 — 2ecoscp) dip = —— (ip — 2esincp). (6.12)
v M J vM
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Так как по (6.5) среднее движение п = 2л/Т = y/Jla 3/2, находим

соотношение между временем полета т и полным периодом Т:

Т
т =—(<£ — 2е sin </?). (6.13)

2л

Задача 6.14. КА, выведенный на околоземную орбиту, имеет вы¬

соту перигея Hv = 180 км и высоту апогея На = 340 км. Задан
момент прохождения перигея tn = 9ч ООмин. На следующем витке

требуется включить тормозной двигатель в момент, когда истинная

аномалия р
= 270°. Определить большую полуось орбиты корабля

а, эксцентриситет орбиты е, период обращения Т, момент включе¬

ния тормозного двигателя t*.

Решение

Находим расстояния:

а = Rg + (Н.w + На)/2 = 6630 км,

tv = Rg + Hn = 6550 км.

Поскольку tv = а(1 — е), находим эксцентриситет

в = 1 - ^ = 1 - |||2 = 0.012.
а 6630

Период обращения Т получим, используя период обращения «ну¬
левого» спутника (6.2) и (6.3):

/ а \3/2
Т = 84.4 • ( ) = 89.5 мин.

\6370/

Считая, что эксцентриситет достаточно мал, используем прибли¬
жённую формулу времени полёта (6.13). Таким образом, находим

время т = t* —t„ полёта от перигея до точки включения тормозного

двигателя:

Т 89 5
= — (</? — 2esin</?) = ——(Зл/2 + 0.024) = 67.5 (мин).

270° 2л 270° 2л

Момент начала торможения t* = tn + т = 9 ч 00 мин + 67.5 мин =

10 ч 7.5 мин.

Задача 6.15. По интегральной формуле (6.7) для времени полёта и

по соотношениям параболического движения вывести формулу для
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времени полёта по параболе от перицентра тт до точки с заданными

полярными координатами г, р.

Решение

Для параболы е = 1, так что (6.7) может быть переписана в

упрощённом виде:

-{ip) = V— 1 ^ = ^~ /
Jp J (1 + cos<p)2 4Jp J

dip

yfji J (1 + cos <p)2 4y/Ji J cos4 Щ
о о

Воспользовавшись соотношением 1/cos2(<p/2) = 1 + tg2(<p/2), полу¬

чаем

tg(v?/2)

тМ = Ьп / (1 + ts2f,<i(tgf, = VStgf(1 + 5tg2!)'
0

Легко выразить т также в функции г, для чего воспользуемся

уравнением параболы

г =
Р

=
Р

1 + cos ip 2 Mi).

откуда tg ^ — 1 и 1+| tg2 f + 1^ • Окончательно

получаем для заданной точки

т(г) = £!1 ЛТД (L + Л = (614)
Зу/рУ р \р J зуд

Фокальный параметр р можно заменить его значением для парабо¬
лы р

= 2гп, так что

=
У2(г - г.)(г + 2г„)

Зу/м

Задача 6.16. КА на высоте 77 = 230 км над поверхностью Зем¬

ли получает горизонтальную местную параболическую скорость.

Определить время полёта на расстояние, равное среднему радиусу

орбиты Луны.
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Решение

Воспользуемся формулой (6.14'), полагая г = = 384400 км,

rn = R± + Н = 6600 км:

т =
^(384400-^600X384400+ 13200)

= 1Ю ^ с = _

3V398600

Напомним, что местная параболическая скорость на данной высоте

Н составляет 10.99 км/с (см. задачу 5.20).
Сравнение полученного выше промежутка времени движения

по параболе 50.6 часа с аналогичными значениями для эллипса,

59.4 часа (см. задачу 6.11) и для гиперболы 19.6 часа (см. зада¬

чу 6.12) показывает, что для параболы решение оказывается самым

простым, так как не требует применения интеграла энергии.

Задача 6.17. Объект движется по эллиптической орбите. Срав¬
нить продолжительности его пребывания вблизи и вдали от притя¬

гивающего центра.

Решение

Воспользуемся уравнением Кеплера

n(t — to) = Е — esin Е,

где п — среднее движение, Е
—

эксцентрическая аномалия.

Примем, что в пределах (0, тт/2) мы имеем зону «вблизи» центра

Fi (рис. 17), а в пределах (тт/2,тт) имеем зону «вдали» от F\. Со¬

ответственно, длительность пребывания в каждой зоне в верхней

полуплоскости (половина общей длительности):

Ti = (7г/2 - е)/п, т2 = (л/2 + е)/п,

откуда следует

к —
т2
_

^ + 2е

т\ 7Г — 2е

То же можно получить, сравнивая площади Si и S2 эллиптических

секторов при тяжелом фокусе F\:

■nab eab
„

ттаЪ eab
= — s> = - + -’

Как видно, отношение к не зависит от большой полуоси эллипса а,
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Рис. 17

но существенно зависит от эксцентриситета е: чем сильнее вытяну¬

та орбита, тем больше величина к, находящаяся в пределах

7Г + 2
1 < к <

—— « 4.5039.
7Г — 2

Здесь к = 1 соответствует окружности е = 0 и одинаковым проме¬

жуткам времени движения. Правый предел соответствует прямо¬

линейному движению по линии FjF2 = 2а при е = 1.

Частному значению к = 2 соответствует эксцентриситет е =

= я/б, а значению к = 3 соответствует е = я/4.



Глава 7. Условия существования

эллиптическйх орбит

Среди эллиптических траекторий, основным- условием суще¬

ствования которых является ограничение скорости

К,кр < v < Ум.пар, (7.1)

будем различать облётные и баллистические.

Чтобы тело, запущенное с поверхности Земли (го = -Rg), опи¬

сало вокруг неё замкнутую эллиптическую кривую (0 < е < 1),
необходимо выполнение условия облёта

г>г0=Щ- (7.2)

Из (7.2) следует, что точка старта может быть только перигеем

эллиптической орбиты, то есть стартовая скорость может быть на¬

правлена только по касательной к поверхности Земли. Случай «ну¬
левого» спутника, когда г = го

= R^, V = Vi, е = 0 тоже относится

к разряду облётных траекторий, но мы его не рассматриваем.

При запуске с высоты Н начальное значение г равняется R^ +H,
но условие облёта (7.2) не изменяется. При этом стартовая точка

необязательно будет перигеем, а стартовая скорость необязательно

направлена горизонтально.
Эллиптические траектории, частично проходящие «внутри Зем¬

ли» (г < R^), называются баллистическими. Движение по ним воз¬

можно лишь по дуге, расположенной вне Земли.

Задача 7.1. Показать, что для осуществления облёта, кроме вы¬

полнения условий (7.1) и (7.2), необходимо, чтобы точка старта,

расположенная на поверхности Земли, являлась перигеем орбиты,
а скорость в этой точке была бы направлена горизонтально.

7 Закю 28
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Рис. 18

Решение

Указанное условие непосредственно вытекает из условия (7.2),
так как, если стартовая точка находится на поверхности Земли, то

для облётной траектории, касающейся Земли в точке старта, эта

точка ничем, кроме перигея быть не может. Поскольку орбитальная
скорость в перигее и апогее перпендикулярна к радиус-вектору, то

скорость на старте в данном случае должна быть горизонтальной.

Однако это можно доказать более строго. Действительно, усло¬
вию облёта (7.2) соответствует уравнение конического сечения

р/(1 + ecos<p) > р/(1 + ecos<po)- При изменении от 0 до л это

условие означает, что <р > <ро- Последнее возможно лишь при <ро
= О

(точка старта совпадает с перигеем).
Покажем теперь, что при совпадении точки старта с перигеем

ад
= ±7т/2, /?о = 0,7г, где ао = Z(ro,v0) и /30 = тт/2 — а0

— наклон

стартовой скорости к местному горизонту (рис. 18). Воспользуемся
формулами (4.14) и (4.15), записанными для 0 < < л с примене¬

нием инверсии и — г~1:
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Зная, что = gR| (см. задачу 4.7) и с = |R^ х v0| = R^vо sinn(

(см. задачу 3.4), запишем

R^Vо Sin Go I v£ Г" Sin2 G0 Ctg Q:0

gR* у Rlyl sin2 g0 Rl gR&
, (7.3)

RIvq sin Go 1)q sin2 Go
есо5И =_ 1 = ___L

При <po = 0 уравнения (7.3) сводятся к следующим выражениям:

9 Vn sin2 Go
sin G0ctgG0 = 0, e= - 1. (i.J)

9r6

Для одновременного выполнения условий (7.4) необходимо, что¬

бы ctg Go = 0, так как sin Go не может обращаться в нуль в силу

того, что 0 < е < 1. Следовательно, Go = ±7г/2, /Зо = 0,7Г, а это

означает, что запуск горизонтальный.
Таким образом, для осуществления облёта при старте с поверх¬

ности Земли необходимо выполнение одновременно трёх условий:

7Г

Кл.кр Но < пар, <ро = 0, Go = /?о = 0,7Г. (/.о)

Если Go ф ±7г/2, то при любой начальной скорости тело, брошен¬
ное с поверхности Земли, не выйдет на облётную траекторию, т. е.

может иметь место только баллистическая траектория. При запус¬

ке тела с высоты Н над поверхностью Земли выполнение условий

(7.5) по-прежнему гарантирует облёт, однако они не являются те¬

перь обязательными. Это значит, что выход на орбиту может быть

осуществлён в произвольной точке, не являющейся ни перигеем, ни

апогеем. Последнее предполагает нарушение условия горизонталь¬
ности стартовой скорости.

Задача 7.2. ИСЗ выходит на эллиптическую орбиту на высоте Я.

причём стартовая скорость Vq направлена горизонтально. Для то¬

го, чтобы спутник мог длительное время существовать, не сгорая

в атмосфере, он не должен подходить к поверхности ближе, чем

на расстояние h (h < Н). Какова должна быть величина скорост и

запуска ) Vq |, чтобы условие было обеспечено?
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Решение I

Из условия задачи следует, что если скорость направлена го¬

ризонтально, то точка старта может быть только апогеем, то есть

гmax
= ra — R&+H, поскольку спутник может достигать и меньшей

высоты h. Итак, должно быть выполнено R6 + h'

Запишем формулу скорости запуска Vq = Иа, аналогичную

(5.18):

V2 =
Мб гл = 2^6 =

2М5 ту
=

01

a ra гa 2a + Я + Я + ту

=
2^6 Л

_

R6 + H ^
R& + Н у + Н + ту J

Оценим выражение в скобках, исходя из ограничений rn > R£ + /г,

R^ Н T-п > + Н + h:

R6 + H
. R6 + H

Rfo + H + Гтт + 7V

Следовательно

у2 >
2^6 (

Y
R6+H

“ -

R6 + H у 2+ Я + rv

И

т/ >
/ Д6 +Д

“ -

У 2R6 + H + h R6 + H'

Задача всегда имеет решение, так как подкоренное выражение все¬

гда положительно.

Решение II

Задача имеет и более простое решение. Запишем интеграл энер¬
гии для апогея и перигея по (5.2")

Иа2 - 2М6/(Д6 + Я) = V? - 2М5/(Д6 + Л,),

откуда получим

Иа2 = V? - 2м6(Н - h)/ [(R6 + H)(R6 + h)} .
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R6+N

теграла площадей (3.6), получаем

(R6 + Н) [(Д5 + НУ - (R6 + НУ]
2p6(H-h)(R6 + h)

{R& + h) 1

ЩТн)
'

2R6 + H + h
'

Это и есть скорость Vo = Va, необходимая для того, чтобы высота

перигея в точности равнялась Н. Для того, чтобы высота перигея

не была меньше заданного значения Н, необходимо

т.е. снова пришли к формуле (7.6).
Задача всегда имеет решение, так как подкоренное выражение

положительно.

Задача 7.3. Ракета запускается под произвольным углом од к вер¬

тикали на поверхности Земли. Найти минимальную начальную ско¬

рость запуска Vq, необходимую для того, чтобы максимальное уда¬

ление ракеты от центра Земли ra равнялось заданному расстоя¬

нию d. Определить большую полуось а и эксцентриситет е соот¬

ветствующей эллиптической орбиты в функции угла од = Zro,Vo

(рис. 19).
Решение

Траектория не может стать облётной, так как при запуске с по¬

верхности Земли облёт осуществим только при од
= ±90° (см. за¬

дачу 7.1). В нашем случае движение происходит по надземной дуге
АаВ баллистической траектории, тогда как дуга BitА находится

«внутри Земли» (см. рис. 19), там же оказывается и перигей тт.

Запишем интеграл энергии (5.2") для точки старта А и апогея

а баллистической траектории:

В то же время из интеграла площадей (3.5) имеем

Vo = VQ > \ 2p.fr ■

(R& + i

{R6 + H)
'

2R6 + H + h
’ (7.7)
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Va

Рис. 19

гак что

Я*
va = —f V0 sin a0.

a

Подставляя скорость Va в интеграл энергии, получаем

И? 1 - Rhin>a0)=2Ms<Р

гак что искомая скорость запуска

Vb =
2^6 d(d~R6)

\ Rfr(d2 — Я| sin с*о)
(7.8)

Большую полуось баллистической траектории определим из инте¬

грала энергии (5.17) Р02 = ~ iV Находим

d2 — Я| sin2 с*о

2^б ~ Vq r6 2(d - Я5 sin2 q0)
^6R6 (7.8')



Условия существования эллиптических орбит 103

Эксцентриситет найдём по апогейному расстоянию, d = а(1 + е):

При ар = ±90° точка старта А становиться перигеем. Теперь, как

частный случай, формулы (7.8) и (7.8') для облётной траектории

дают:

Задача 7.4. Материальная точка, движущаяся по закону всемир¬

ного тяготения, в начальный момент находится в положении Мо
на расстоянии го

= Rg + Н от центра Земли и имеет скорость Vo

(см. рис. 19). Угол между вектором скорости и линией местного

горизонта равен а полярный угол точки Мо (истинная анома¬

лия) равен сро- Определить эксцентриситет эллиптической орбиты
и установить зависимость между углами /Зо и <^о- Можно ли по

данной информации установить, является траектория облётной или

эллиптической?

Решение

Для нахождения эксцентриситета применим формулу (5.3)

где постоянные площадей с и энергии h по (3.5) и (5.2") имеют вид:

е -

d - a 2d(d - Щ sin2 a0)
a d2 — sin2 a0

(7.9)

с = r0Vosin(ro, V0) = r0V0cos/30, h = Vq2 —, (7.9')

так что по заданным величинам го, /Зо и У) можно однозначно опре¬

делить константы с, h и е.

Для установления зависимости между углами /?о и <^о восполь-
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зуемся соотношениями (7.3), вытекающими из того, что вектор ско¬

рости направлен по касательной к эллипсу:

е sin <ро =
rgFp2 cos2 /30 / Vg

^
Vq2 cos2 /Зр tg /Зр

Зя^2 у ro^o2 cos2 Ро то Зяго

ro^o2 cos2 Ро 1
cos2 /30

е cos t/?o
=

о 1 = — 1,
9нго 9нго

где дн
—

ускорение силы тяжести на высоте Н.

Поделив первое уравнение на второе, получим

Vq cos2 /30 tg Po tg Po
tg <Po =

~

Vq cos2 Po - gHr0 1 - ^fo(Vr02 cos2 /30)_1
’

Преобразовав знаменатель дроби с помощью соотношений

Vq cos2 Pq = ^, , gHr0 = = ^ =
—, (7.10)

Tq
°

Р
р

г0 рг0

найдём

, tg Ро .

1 1
\

<*•*■ = (7Л1)

где фокальный параметр р = а(1 — е2) =
—,

а с ним и большую

полуось а можно считать известными.

По данным задачи можно сразу установить, является ли траек¬

тория облётной или баллистической. Для этого достаточно найти

перигейное расстояние гмин = гп = a( 1 — е) и сравнить его с ради¬

усом Земли.

Задача 7.5. В какой точке эллиптической орбиты угол /3 наклона

траектории к местному горизонту (плоскость, перпендикулярная к

радиус-вектору) наибольший (см. рис. 19)?
Решение

Применим формулу из задачи 7.4. Формула (7.11) даёт зависи¬

мость между истинной аномалией ip текущей точки М орбиты и

углом Р между касательной и горизонтом. С помощью уравнения

эллипса и формулы (7.11) имеем

о , ч esintp
tgР = (1 - г p)tgip= — .

1 + е cos <р
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Вычисляем

dp_
dip

1 —е2 — ecos р

1 +
esin^> (1 + ecos р)2'

1 + е cos р

Приравнивая производную к нулю при е ф 0 получим cos</> = —е.

Этому соответствует величина радиус-вектора г = а(1 — е2)/(1 +
е cos р) = а и две точки, являющиеся концами малой оси эллипса.

Условие cosp = —е, г = а было уже найдено в задаче 5.11 для

точек В и В', лежащих на концах малой полуоси, где Е = ±л/2
(см. рис. 9).

Задача 7.6. В момент отделения КА от последней ступени ракеты-
носителя он находился в точке Mq (см. рис. 19) на высоте Н —

= 200 км над поверхностью Земли, имея начальную скорость Vo =
= 8.50 км/с, причём вектор скорости составлял с линией горизонта

угол /?о = 10° 00'. Вычислить постоянную площадей с, постоянную

энергии /г, эксцентриситет е, большую полуось а, перигейное и апо-

гейное расстояния гг и ra.

Определить по полученным данным, является траектория об¬

лётной или баллистической.

Решение

Для вычислений применим формулы из задачи 7.4. Находим

постоянную площадей

с = г0 Vq cos (3q - (Д§ + Я)Vq cos/?0 =

= (6370 + 200) ■ 8.50 • 0.985 = 55000 (км2/с)
и постоянную энергии:

2•398600

Эксцентриситет находим по формуле (7.9),

/
2

= 0.263.

Фокальный параметр р согласно (7.10) равен

550002
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Полярный угол точки Мо определяем по (7.11):

0.176
i oin _ со0оо/

-

Т^Гр
-

1 - 6570/7590
" L310j - 52 38 ’

причём проверку ро произведем по (4.17) при щ
„-1.

cVvo - c2/rl 55000^8.502 - 550002/65702
_

tg<A3_ Г2

^

-

550002/6570 - 398600
~

'

71г0

Большую полуось теперь вычисляем по р и е:

р 7590 . .

а=Т^
= Г^№=8150(“>’

а перигейное и апогейное расстояния находим по а и е:

tv
= <z(l-e) = 8150- (1 - 0.263) = 6000 (км),

тQ = а(1 + е) = 8150- (1 + 0.263) = 10300 (км).

Поскольку полученное значение tv оказывается меньше R^, тра¬

ектория баллистическая. При заданных начальных условиях облёт

невозможен.

Задача 7.7. КА на расстоянии го > R^ от центра Земли получает

некоторую начальную скорость Vo, направленную под углом к

горизонту (см. рис. 19). Какова должна быть эта скорость, чтобы

радиус-вектор перигея равнялся бы заданной величине tv?

Решение
Как следует из условий задачи, точка старта А не является ни

перигеем, ни апогеем орбиты. Запишем интеграл площадей для точ¬

ки старта А и для перигея ж по аналогии с задачей 7.6:

с = |г х V| = то Vo cos Ро = 7V14.

Отсюда скорость в перигее

„
_

г-0 V0 cos-/Зо
V 7г

От

Для этих же двух точек А ил запишем интеграл энергии:

vo ~ 2Мб/го = V*2 - 2p6/rv.
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Таким образом,

и

2р6(г0 -ту)
(7.12)

ГоГк[(г0/гж)2 cos2 Ро - 1]'

Для того, чтобы задача имела решение, т. е. при гт > Rg, Vo > 0,
необходимо выполнение неравенства (ту/ту) cos/3q > 1, откуда

Итак, по заданным /Зо, Vq и ту можно определить, достигается

ли требуемое перигейное расстояние ту. Формулы (7.12), (7.13)
позволяют исследовать и облётные (ту > R^), и баллистические

(tv < Rfr) траектории.

При рассмотрении облётных траекторий удобно использовать

высоты старта Н и перигея hn. В этом случае (7.12) принимает

вид:

откуда в частном случае горизонтального запуска (/Зо — 0) из (7.14)
получаем формулу (7.6).

Задача 7.8. При каких начальных условиях траектория КА, запу¬

щенного на высоте Н от поверхности планеты радиуса R, не пере¬

сечёт её поверхности?
Решение

Задача является частным случае предыдущей при tv = R. Вос¬

пользуемся формулой (7.14) при R£ = Д, hn = 0. Получим гранич¬

ное значение скорости, обеспечивающее облёт,

COS ро > —.

го
(7.13)

V0 = /(R6 + H)(R6 + К)l(R6 + H)*/(R6 + К)2 cos2 /Зо - 1]

2p6(H-hn)
, (7.14)

(.R + H) [(R + H)2 cos2 (3q - R2}

2pRH
(7.14')
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так что при Vo > Ргр получаем облётную траекторию (при Vo = Ргр
происходит касание).

Это условие можно выразить через местную параболическую и

местную круговую скорости на высоте старта Н:

RH / 2RH
Vo > VM.nap.

(R + Hy cos2 0Q _ R2 V^p-у (д + Щ2 cos2 (30-R2'

(7.14")
ГДС 1ф Kp_ ; 1ф .пар. \/2^М.Кр.‘

Рассмотрим теперь условия, налагаемые на угол /?о вектора ско¬

рости Vo с местным горизонтом (или на угол «о
= 90° — Ро —

с местной вертикалью, см. рис 19). Очевидно, что задача опре¬

деления скорости имеет решение, если выполняется неравенство

(R + Н)2 cos2 Ро — R2 > 0 в знаменателе формулы (7.14'), откуда

(R + Н) cos Ро > R или

R
cos Ро = sin «о > . (7.15)

it ~r Jti

С геометрической точки зрения это условие означает, что век¬

тор скорости Vo: должен быть направлен вне конуса, описанного

касательной MqA вокруг планеты и имеющего вершину в точке

старта Мо (рис. 20). Здесь угол полураствора конуса в = 180° — «о

является функцией высоты Н точки старта Мэ над поверхностью
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планеты. Действительно, из прямоугольного треугольника MqCA

имеем:

СА = R = (R+H) sin(180° —aoj = (R+H) sinaoj = (R+H) cos Ад ■

(7.16)
Следовательно, если вектор скорости Vqj направлен по образую¬
щей конуса, то задача решения не имеет. Для любого вектора V0.2,
направленного вне этого конуса из соотношения сторон АМоСВ
видно, что катет

СВ = (R + Н) sin qo2 = {R + H) cos /?о2

больше радиуса планеты R, так что условие (7.15) выполнено.

Условие (7.15) тождественно условию (7.13).



Глава 8. Переход с орбиты
на орбиту

Если к материальной, точке, обладающей орбитальной скоро¬
стью V, приложить дополнительный импульс скорости и, она при¬

обретёт скорость V + и и перейдёт на новую орбиту. Радиальный
импульс будем связывать с положительным направлением единич¬

ного радиус-вектора Го и считать, что и = иго, причём импульс

и положительный, если и > 0 и отрицательный, если и < 0. Каса¬

тельный импульс будем связывать с положительным направлением

касательной к орбите т° (направление в сторону движения), пола¬

гая что и = ит° (правило выбора знака то же). В случае касатель¬

ного импульса векторное сложение скоростей заменяется алгебра¬
ическим.

Задача 8.1. ИСЗ движется по круговой орбите радиуса го с кру¬

говой скоростью VKp. Определить радиальный импульс скорости и,

в результате которого ИСЗ перейдёт на эллиптическую орбиту с

заданным перигейным расстоянием ту.

Решение

Рассмотрим положительный и отрицательный импульсы. В обо¬

их случаях прилагаемый импульс перпендикулярен к VKp, так что

результирующая скорость V = ^jУк2р + и2 > Икр (рис. 21 и 22). Сле¬

довательно, в обоих случаях приращение скорости положительно,
и ИСЗ переходит на эллиптическую орбиту с большой полуосью
а > го- Ориентация линии апсид целиком зависит от направления
и.

Для определения скорости в перигее ж новой орбиты запишем
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векторный (3.1) и скалярный (3.5) интегралы площадей для двух
точек этой орбиты — перигея и точки старта Му.

Гтг X Vjr = r0 X V, ТтУъ - r0V sina0.

Из геометрии векторов следует, что sin с*о = , откуда

К = Укр- (8.1)

К этому же соотношению .можно придти* считая, что точка старта

принадлежит одновременно обеим орбитам, следовательно посто¬

янные площадей этих орбит одинаковы: с. = r„ х = го х V =

Го х VKp, с = rnVn = гоУкр. Запишем интегралы площадей для

рассматриваемых двух точек:

/2 fro\2_ 2^5 ^5
Vi = УЛ I —

,

(8.2)
2
_ т/2 , „2 _ _ ^6V' = V'p + u' =

fJ' НЬ

где а — большая полуось новой орбиты. Исключая из первого

уравнения, находим импульс:
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Поскольку Ук2р = /ij/ro, то

и2 = ^6_^6+ = ^.(^_2+ —
Го Гп г2 г,г Vr0 гп

Таким образом,

Итак, радиальный импульс

[го\
\lrj ±Vu.«p.« ( Jzr -

\hr ) (8-4)

r-n
TKp ( ? - 1 ) . (8.40

где Ккр — начальная круговая скорость ИСЗ (см. рис. 21, 22). По¬

скольку выражение в скобках положительно (го > tv), то и знак в

(8.40 перед ним соответствует знаку импульса и.

Таким образом, заданное расстояние в перигее г^ может быть

достигнуто при обоих направлениях радиального импульса. Ориен¬
тация новой эллиптической орбиты при этом различна. Очевидно,
что в предельном случае при импульсе |и| = Икр образуются пара¬

болы Аи В с взаимно противоположным направлением фокальных
осей: V = yVK2p + и2 = y/2VKp = Vnap.

Отметим, что согласно (8.3) длина большой полуоси новой ор¬

биты не зависит от направления импульса (при фиксированном его

значении). Обе новые орбиты имеют одинаковые полуоси и эксцен¬

триситеты, хотя ориентация орбит различна.

Задача 8.2. ИСЗ движется по круговой околоземной орбите ра¬
диуса го с периодом Т. После приложения радиального импульса

скорости и он переходит на эллиптическую орбиту. Найти период

обращения Т\ по эллиптической орбите.
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Решение
Выше в задаче 8.1 было показано, что большая полуось а новой

орбиты не зависит от направления импульса, т. е. от знака и. Из

второй формулы (8.2) находим полуось

а =
го

- Г0и2 1 - Г0и2/Р£
’

откуда, пользуясь третьим законом Кеплера (6.6'), получаем

% = = (1 - r0tx2//xe)-3,
1 го

так что новый период

Тг = Т( 1 - r0u2/M6)-3/2.
Исключив Го/р из (8.6) и учитывая, что

2 _М_ (27ГГ0 У

(8.5)

(8.6)

Vz = — =

КР

Го { т
'

устанавливаем формулу связи периода Т) с величиной радиального

импульса и:

Ti = Т

’

/ иТ \2'
-3/2 "

3 / иТ \2’

\2тгг0)
» Т +

2 \27гг0/
> Т. (8.7)

Таким образом, независимо от знака радиального импульса и ИСЗ

всегда переходит на орбиту с большим периодом (Т) > Т, см.

рис. 21, 22).

Задача 8.3. Сохраняя условия задачи 8.2 определить, как измене¬

ние радиального импульса скорости и влияет на ориентацию фо¬
кальной оси эллипса относительно фиксированного направления на

точку старта Мо, т.е. установить связь величины и с истинной ано¬

малией <р (полярным углом) точки старта.

Решение

Как следует из геометрических соотношений (см. рис. 21 и 22),
изменение направления импульса и влияет на направление V, а

следовательно, и на изменение угла ад
= arctgu/KKp. В задаче 7.4

8 Зш) 28
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была установлена формула (7-11) связи угла <ро с углом /Зо = 7г/2 ■

ад (наклон к горизонту):

tg/Зо ctga0 и

tg То =
~ ~

1-го/р 1-го/р КР(1 -г0/р)'

Фокальный параметр эллиптической орбиты, как легко видеть, ра¬

вен радиусу го первоначальной круговой орбиты. Действительно,
поскольку р = с2 /fi^, а постоянная площадей с, как указывалось в

задаче 8.1, одинакова круговой и эллиптической орбит и равна

с = r0VKp = r0V sina0 = ro\Jv2v + и2 sina0,

где

Kp VKP
sin ад

=
—

y

y42P + «2

Итак,

г2 И2
2 / 0 кр

Р = С рх
= = Г0.

V6

Это значение параметра р можно было бы получить сразу по фор¬
муле р = а(1 — е2) применительно к круговой орбите а = Го, е = 0.

Значение параметра р = го
= а(1 — е2) сохраняется и для всего се¬

мейства эллиптических траекторий, соответствующего множеству

значений |ы| < VKp. В этом случае элементы а и е каждого эллипса

различны.

Итак, считая р известным, получаем tg ipо —» оо, т. е. не зави¬

сит от и, а следовательно, и от И, и при этом имеет фиксированное
значение щ

= 90° или <ро
= 270°. Первое значение <ро (см. рис. 21)

соответствует и > 0, а второе и < 0 (см. рис. 22). Это значит, что

перигей любой эллиптической орбиты, соответствующий радиаль¬

ному импульсу с определённым знаком, находится на фиксирован¬
ном угловом расстоянии от Мц. При перемене знака и направление

центр Земли-перигей меняется на противоположное. Направления
фокальных осей орбит совпадают при этом для и с любым знаком.
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Изменение элементов семейства орбит можно определить по

формулам (8.5) для а и из соотношения р = а(1 — е2) для е:

Отсюда видно, что а и е не зависят от знака и. Увеличение |и| озна¬

чает увеличение а н е. В результате происходит снижение перигея,

что очевидно из формулы

\ г° Л Н \ го
т- = а(! - е) = Г Г2 ( 1 -

у~ ! = у
< Г°-

V VKp ) v«p

Приведенные выше формулы для а и е в частных случаях и = О

и |ц| = УКр. соответствуют либо окружности (а = го, е = 0), либо

параболе (а —> оо, е —> 1).
Предельным случаем эллиптических траекторий (кроме случая

первоначальной окружности) служат две параболы А и В (см.
рис. 21, 22), образующиеся при |и| = Пкр, так что V = V^pV^ = УПар-
Перигейные расстояния обеих парабол одинаковы, г„ = р/2 = го/2.
Таким образом, перемещаясь в диапазоне радиальных импульсов

М < ^Kpj наблюдаем постепенную эволюцию траекторий от па¬

раболы А к параболе В, т. е. через последовательность орбит А-

эллипс-окружность-эллипс-В.

Задача 8.4. ИСЗ движется по эллиптической орбите I (рис. 23) с

заданными,г„ и ra
- перигейным и апогейным расстояниями. Опре¬

делить величину и касательного импульса скорости в перигее 7г, при

котором высота апогея изменится на заданную величину Н.

Решение

Высоту апогея можно увеличить только положительным каса¬

тельным импульсом и = ит° (и > 0), где т° — единичный вектор,
касательный к орбите. Орбитальная скорость в перигее V„ при этом

возрастает до V = V„ + u, но перигей исходной орбиты остается пе¬

ригеем и для новой орбиты II. Алгебраическое сложение скоростей

следует из суммы коллинеарных векторов V = VT + и.

8*
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Рис. 23

При этом большая полуось орбиты I, т. е. а\
= ^(tv + ra), уве¬

личивается до значения <12 = +ra + Н) вследствие увеличения

орбитальной скорости. Из интегралов энергии, записанных по схе¬

ме (5.14) для общего перигея орбит I и II, находим перигейную и

результирующую скорости:

a 1

2/х 2/хг„

V =
2/х _Д

0-2

Гп

/2/х

Пг +ra 7 7Г Га )

2/х
V Гп rn + rQ + Н

Отсюда касательный импульс

12/x(ra + Н)

г„(га + Я)'

> 0. (8.9)

При уменьшении высоты апогея на величину Н (см. орби¬
ту III) величина корректирующего касательного импульса и в пе¬

ригее должен быть отрицательной (гх < 0). Поскольку и направлен

против Vw, то результирующая скорость в перигее уменьшается,

V = VK + u<V.В этом случае касательный импульс будет

и = (8.90
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что вытекает из замены Н на —Н в (8.9). При этом перигеи орбит
I и III совпадают, а большая полуось aj убывает до значения аз

=

l(r7г + ra
— Н) < ai. Заметим, что множителем в (8.9) и (8.9')

является местная параболическая скорость в перигее у/2р/у.
Задача 8.5. (Задача Ф. А. Цандера) КА движется по орбите Земли

(го = 1а.е. = 150 • 106;км) с гелиоцентрической круговой скоростью

VKp = 29.78км/с. Какой касательный импульс скорости должен по¬

лучить этот КА, чтобы его новая орбита коснулась в афелии круго¬

вой орбиты Марса (щ = 228-106 км)? Вычислить это же для случая

полёта к Венере (г2 = 108 • 106 км) (см. рис. 15 к задаче 6.10).
Решение I

Воспользуемся формулой (8.9) из задачи 8.4, в которой р = pq
и sf2p(y)/r = ч/2Ккр = Кпар = 42.1 км/с. Кроме того, rn = ra = г0.

Если осуществляется полёт к Марсу, то Н = г\
— г > 0, так что

касательный импульс будет положительным (и > 0): Вычисляем

и = 42.11(=42.11 ( - 4= ) = 2.95 (км/с).
\У г + п ,/$) \У 378 уД)

1 У

Если осуществляется полёт к Венере, то Н = Г2
— г < 0, то каса¬

тельный импульс будет отрицательным [и < 0). Вычисляем

и = 42.11 = 42.11 (л/Щ - = -2.53 (км/с).
W г + Г2 уД) [У 258 у/2)

v

После касания орбиты Марса или Венеры КА будет продолжать

двигаться по эллиптической траектории, возвращаясь в точку при¬

ложения импульса. Переход на орбиту Марса или Венеры возможен

лишь при создании в точке касания орбиты планеты дополнитель¬

ного импульса.

Решение II

Решим эту же задачу иначе. Запишем ряд общих формул, харак¬

теризующих переход КА с одной эллиптической орбиты на другую.

Интеграл энергии в силу (5.14) имеет вид

(| - 4) = Ц?р Ц - £) . (8.10)

где Ккр = у/pq/t — круговая гелиоцентрическая скорость на рас¬

стоянии г от Солнца.
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Итак, КА, движущийся первоначально со скоростью Vq, приоб¬
ретает скорость V в результате приложения касательного импульса

и. При этом V = Vq + и, где и любого знака:

u = V-V0 = VKpy/2-г/а - По- (8.11)

где а — большая полуось новой орбиты. В частности, если перво¬

начальная орбита была круговой радиуса гц, то Vo = Икр, и соот¬

ветствующий импульс

и = VKp(\/2 - г/а - 1), VKp = /г0. (8.11')

Аналогично, если скорость V принять равной скорости КА до при¬
ложения импульса, в результате которого он приобретает заданную
конечную скорость VKOH = V + и, то

и = Ккон - V = VKOIl - VKp^/2^rJa, (8-12)

где а — большая полуось первоначальной орбиты. Для конечной

круговой орбиты при Ккон = VKp имеем

и = Ккр(1 - у/2 - г/а), Ккр = yjn®/r. (8.12')

Для Марса по (8.11') получим при г = го = 150 • 106 км:

а = i (150 + 228)106 = 189 • 106 км.

г/а = 150/189 = 0.794,

и = 29.78(^2 - 0.794 - 1) = 2.95 (км/с).

Для Венеры по (8.12'):

а = ^ (150 + 108) 106 = 129 • 10б км,

г/а = 150/129 = 0.860,

и = 29.78(1 - л/2 - 0.860) = -2.53 (км/с).

Решение III

Расширенный вариант решения задачи Ф. А. Цандера с перехо¬

дами КА на круговые орбиты Марса или Венеры был дан ранее в

задаче 6.10 с помощью интеграла энергии.
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Задача 8.6. ИСЗ движется по круговой орбите радиуса г, совер¬

шая один оборот за время Т. Приложением касательного импульса

скорости и он переводится на эллиптическую орбиту. Определить
период обращения по эллиптической орбите 7\ при любом знаке и.

Решение

Выведем формулу периода обращения для касательного им¬

пульса любого направления. На основании третьего закона Кепле¬

ра Т2/Т2 = а3/г3 и, выражая отношение г/а из интеграла энергии

(8.10), т. е. V2 = Кк2р(2 — г/а), можем записать

Т2/Т2 = (2 - V2/V2p)~3.

Для касательного импульса имеем: V2 = (Нкр + и)2, где и любого

знака, а Ккр = 27тг/Т, так что

Т, =Т i
иТ /„TV

7ГГ \27ГГ /

-3/2

Т 1
3 иТ 3 / иТ у
2 7гг 2 \27гг )

. (8.13)

Формулу (8.13) уместно сравнить с (8.7) для радиального импульса,

когда независимо от знака и всегда Т) > Т. В случае касательного

импульса Т\ > Т только при и > 0 (уход на внешнюю орбиту), а

при и < 0 получим Т) < Т (уход на внутреннюю орбиту).
Вычислим время перелёта до орбиты Марса или Венеры. В за¬

дачах 6.10 и 8.5 было найдено, что для перелёта к Марсу с орби¬
ты Земли потребуется положительный касательный импульс и =

2.95 км/с, а к Венере — отрицательный импульс и = —2.53 км/с.
Принимая для орбиты Земли Т = 365.3 сут = 3.15 • 107 с и

г = 150 • 106 км, вычисляем по (8.13) полные периоды

Д = 365.3 1
2.95 • 3.15 ■ 107 2.95-3.15- 10'

3.14 - 1.5 - 10® 4 V 3.14 • 1.5 • 108

= 365.3 • (1 - 0.197 - 0.010)“3/2 = 517.3(сут)

-3/2

(увеличение периода).
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Рис. 24

21 -3/2

= 365.3 • (1 + 0.168 - 0.007)-3'2 = 291.6(сут)

(уменьшение периода).

Таким образом, полёт к орбите Марса продолжается т\ = |Т) =

= 258.6 сут, а к Венере — Т2 = 5Т2 = 145.8 сут.

Эти же значения были получены в задаче 6.10 другим спосо¬

бом. Расхождение в первом знаке после запятой получается за счет

применения приближенной формулы.

Задача 8.7. КА, движущийся по круговой геоцентрической орбите,
должен стартовать с неё, получив касательный импульс скорости,
чтобы выйти на гиперболическую орбиту с заданной скоростью

(рис. 24). При каком радиусе г начальной круговой орбиты необхо¬

димый импульс будет наименьшим?

Решение

Выход на гиперболическую орбиту осуществим только в резуль¬

тате приложения положительного касательного импульса, когда

значение круговой скорости аппарата возрастает до значения ги¬

перболической скорости, V = VKp + и > Упар = л/2УКр- Из инте¬

грала энергии (5.20) для гиперболического движения V2 — Уп2ар =

Т2 = 365.3 1 +
2.53-3.15- 107

3.14- 1.5- 108

2.53 • 3.15 • 107

3.14- 1.5- 108
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= V2 - 2VK2p = V£> = h следует (Ккр + u)2 - 2VK2p = V£, так что им¬

пульс и = у/2Ук2р + V£ - Укр. Поскольку Ф 0, то

du
условие — =0, соответствующее искомому минимуму импульса

ar
имеет вид:

—

- ( 2^кР
_

Л dVкР
_ п

<b~\JW‘f + Vl } dr
-

■

Оно может быть выполнено лишь при
= 2Ук2р = Уп2ар = т. е.

когда избыток гиперболической скорости равен параболической

скорости. Это соответствует импульсу и = Укр, гиперболической
скорости V = 2Укр и радиус-вектору г = 2д/УД = 2p/h.

Задача 8.8. (Задача Г. Оберта о полете к астероиду) Переход по ка¬

сательному эллипсу с одной круговой орбиты I радиусом Г\ на фи¬
нальную круговую компланарную орбиту F радиусом Гг > г\ осу¬

ществляется двумя положительными импульсами скорости. Пер¬

вый выводит КА на переходную эллиптическую орбиту Т, а второй
оставляет КА на новой круговой орбите F (рис. 25, а). Определить
общее приращение скорости и = щ +112 при компланарном переходе

с орбиты на орбиту и найти, при каком отношении гд/гг отношение

и/Кф,1 будет максимальным.

Решение 1

I. Первоначальная скорость КА в точке старта А с орбиты I

Кг — Ккрд -j- 1L\, Кгр.1 — л/р-1Т\ .

Большая полуось переходной орбиты Г составляет a = (тд + гг)/2,
так что из интеграла энергии находим скорость выхода на Г:

V \Г1 a/ V Г1 Г1 + г2

Итак, для выхода на Т требуется сообщить КА положительный

стартовый импульс
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Рис. 25

При приложении импульса U2 в апогее В переходной орбиты Т
КА приобретает скорость ПКр,2 = \/г/г2 = Va + v,2- Но из интеграла

энергии для апогея переходной орбиты

к, = W/M - -

2ц ri

,
.

„ ,

: Птг— < Пкр,2,
ЧГ'2 T'i + Г2) V Г2 7-1 + г2 г2

так что для выхода на орбиту F требуется второй импульс

Ц
^■2 Ркр/2 Ра \ \

г2

2ц
Г2 П + 1'2

> 0.

Таким образом, суммарное приращение скорости и = щ + U2

соотносится с I на F РКр,1 по формуле

U1 + U2 2г?
+

2г2

Ркр,1 V г2 У г20'1 + Ы У Гг+г2

Вводя обозначение R = гг/гд > 1 запишем

- 1 > 0.

Ккр,1

1 > 0. (8.14)
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Сатурн

Рис. 26

Искомый максимум этой величины находим из производной

d / u \ 1 / 2R \1/2
~dR V~ R2 \l + R) +

Д- 1 /2R \“1/2 1
+

Д(1 + Д)2 \1 + RJ
~

2Д3/2
~ °’

откуда следует кубическое уравнение

Д3 - 15Д2 - 9Д - 1 = О,

имеющее действительный корень Дтах = г-2/7'1 = 15.58176. При

R > Rma.x величина u/VKPti убывает.
График этой величины в зависимости от Д приведён на рис. 26.

Из него следует, что энергетические затраты, необходимые, напри¬

мер, для достижения орбиты Плутона, примерно равны затратам

для достижения орбиты Юпитера, а затраты для достижения Са¬

турна и Урана почти одинаковы. Затраты на достижение орбит всех

больших планет существенно больше, чем для достижения Марса.
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Решение II

Для определения щ, и2 можно воспользоваться формулами
(8.9) и (8.9') или (8.11'), (8.12'). Получаем, заменяя r2/ri на R

- Kp.i (у, , й
1 | ! и2 - КР,2 I у 1 _|_ R

1

что снова приводит к (8.14), но в виде

и
_

(щ + ц2)у/гТ
Ркр,1 у/Т^

(8.14')

Эта формула справедлива при любом R, в том числе и при R < 1.

В этом случае и < 0. При R > 1, как в рассмотренном выше случае,

всегда и > 0.

Задача 8.9. (Задача Ф. А. Цандера) По формулам задачи 8.8 вы¬

числить суммарный импульс скорости, необходимый для перехо¬

да по касательному эллипсу с орбиты Земли на орбиту Марса,
тд = 150 • 106 км, г2 = 228 • 106 км, V/рд = 29.78 км/с.
Решение

Вычислив R = ^ = HI = 1.52, используем формулу (8.14'):

2 • 1.52 / 1 \ /1
1 -
™

+ \
~ 1 = 0.187.

КРд V 2.52 V 1-52) V 1.52

Таким образом, и = 5.57 км/с. При старте с орбиты Земли
в точке А (см. рис. 24 а) КА получает положительный импульс

и\ = 2.95 км/с (см. задачи 6.10 и 8.5), достаточный для достиже¬
ния орбиты Марса по траектории Т, касательной к орбите Марса
в своем афелии В. Эллиптический переход Т характеризуется сле¬

дующими скоростями:

Точка А : = ПКр,1 + ui = 32.73 км/с,

Точка В : Уа = vj— = vj— = V^R~l =32.73/1.52 = 21.53 км/с.
ra r2

Второй положительный импульс и2 = 5.57—2.95 = 2.62 (км/с) <

их, сообщаемый КА в афелии переходной орбиты В, выводит его

на круговую орбиту Марса F, Пкр,2 = Va + и2 = 21.53 + 2.62 =
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= 24.15 (км/с). Легко проверить, что результирующая скорость и

есть круговая скорость на орбите Марса:

1327 • 108
^ =

V 7Г
=

V
”2415 км/с-

Задача 8.10. Определить общее приращение скорости при пере¬

ходе по эллипсу Гомана с начальной круговой орбиты I радиу¬

сом г1 на финальную круговую орбиту F с меньшим радиусом г2

(рис. 25, б).
Решение

В точке А, которая после приложения отрицательного импульса

щ станет апоцентром переходного эллипса Т с большой полуосью

а = (гц + г2)/2, имеем скорости:

\ ;— ' ^кр.ь
V Т-1 ТД + г2

У ri r1+r2 у п

При повторном приложении отрицательного импульса и2 в пери¬

центре В

—' Г1
— V — ъ V

.

— *
a *кр,2->

г2 Гг + Г2 г2

" ,/———— < о.
г2 V г2 Гг + г2

Таким образом, снова получаем формулу (8.14'):

Ркрд ^кр,1 V 1 + я V Я/ У я

где Я = г2/гг < 1.
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Задача 8.11. (Задача Ф. А. Цандера) Вычислить суммарный им¬

пульс скорости и = Ui + щ, необходимый для перехода КА по ка¬

сательному эллипсу с орбиты Земли на круговую орбиту Венеры.

(Црд = 29.78 км/с, ri = 1 а.е. = 150 • 106 км, г2 = 108 • 106 км)

Решение

Воспользуемся результатами задач 6.10, 8.5 и 8.10. Находим R =

^ = 0.720. Подставив в (8.14'), получим

и /1.440 / 1 \ 1
,

“

V 1.720 V
“

0.720) +
^0720

~~

’

а суммарный отрицательный импульс

и = щ + U2 =
—0.176КкР)1 = —0.176 • 29.78 = —5.24 км/с.

Распределение импульсов происходит следующим образом (см.
рис 25, б). При старте в точке А с орбиты Земли КА получает отри¬

цательный импульс их = —2.53 км/с (см. задачу 8.5) достаточный
для того, чтобы достичь орбиты Венеры F по касательному пере¬

ходному эллипсу Т. Итак в точке А имеем

Va = ^кр,1 + «1 = 27.25; км/с.

В перигелии В (в момент касания орбиты Венеры F, см.

рис. 246) скорость КА равна

Цг = Va— = = 27.25^ = 37.77 (км/с).
7V г2 108

Второй отрицательный импульс сообщается КА в перигелии В:

и2 = и —

щ = —5.24 + 2.53 = —2.71 км/с, выводя его на ор¬

биту Венеры. Скорость КА при этом становится равной круго¬

вой гелиоцентрической скорости на расстоянии Венеры от Солн¬

ца: VKPt2 = Цг + U2 = 37.77 — 2.71 = 35.06 км/с. Легко проверить

круговую скорость на орбите Венеры: Ккр>2 = у др- = -' 13274°.8
108-Ю6

—

= л/1229 = 35.06 км/с.
Итак, получили величины касательных импульсов |u2| > |iii|,

т. е. у Венеры надо «подтормаживать» сильнее, чем на старте у

Земли.
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кр,1

Ul

А

Рис. 27

Задача 8.12. Используя результаты задачи 8.8, определить общее

приращение скорости для предельного случая перехода на «беско¬

нечно далекую» финальную круговую орбиту гг 7Д (рис. 27).
Решение

Находим предел отношения (8.14') при R = г^/г^ —» оо, т. е.

lim
К—»оо V*кр,1

= lim
К—»оо

2R / 1 \ 1

1 + r\ r)
+
Vr

= V2-1.

Таким образом, общее приращение скорости КА при удалении от

Земли стремится к пределу

U = Ul +U2 = (\/2 — 1)Кр,1 = Ктар — Кр,1 ~ 0.41Ккр11 > О,

причем импульс и\ > 0 приложен в А, импульс U2 >0
— в В, где

u2 < ui (см- также рис. 25 к задаче 8.9). С точки зрения затрат

энергии переход равнозначен уходу «в бесконечность» с начальной

круговой орбиты I по параболе Р, перицентр которой находится в

точке А приложения единственного импульса и. Решая обратную
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Рис. 28

задачу
— о возвращении «из бесконечности» на начальную орбиту

I, которая эквивалентна задаче об уходе точки «в бесконечность» с

финальной орбиты F, получаем формулу суммарного отрицатель¬
ного импульса

и = Ui + и2 = (\/2 — 1)РКР)2 = —0.41V^Pi2 < 0.

Задача 8.13. Определить суммарное приращение скорости, необ¬

ходимое для перехода КА с круговой орбиты радиуса 7Д на финаль¬
ную круговую орбиту F радиуса гг по трёхимпульсной биэллипти-
ческой траектории (рис. 28). После приложения первого, положи¬

тельного импульса иг > 0 в точке А движение происходит сначала

по эллипсу Т\ до точки В, где сообщается второй положительный

импульс U2 (см. условие задачи 8.8), а затем по эллипсу Тг до точки

С, где КА получает третий, отрицательный импульс из, выводящий
на финальную орбиту F.

Решение

Для определения импульсов щ, щ, из воспользуемся последо¬

вательно формулами (8.11'), (8.11), и (8.12'):
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-^-ъ =Л
Г2+ГВ V Г1

так как по теореме площадей

гВ \V П ) гв V Г1 Q V 1 +

Окончательно, для суммарного импульса имеем:

(it! + u2 + u3)y/n
_ I Щ 1+

Kcp.i у/Ц V 1 +1

2* / 2 1 20
(8Л5)

1/0(0 +я) yo(i + Q) Дг уяд + я)'

Легко видеть, что из формулы (8.15) при R = Q (г2 = гв) как

частный случай следуют формулы (8.14) и (8.14').

Задача 8.14. Определить кинетическую энергию, необходимую
для поворота плоскости круговой орбиты КА, движущегося по ней

со скоростью Vi = УКр = у/р/r, на некоторый угол г < 90° (рис. 29).
Решение

Пусть КА движется по круговой орбите со скоростью Vi и

в некоторый момент времени в точке М получает приращение ско¬

рости AVi. Результирующая скорость V2 по условию задачи долж¬

на быть перпендикулярной к радиус-вектору г. Следовательно, ис¬

комое приращение скорости AVi должно быть перпендикулярно

плоскости орбиты и радиус-вектору г.

|V2| = |V1 + AV1|>|V1|,

то точка М приложения импульса станет перицентром новой эллип¬

тической орбиты. При этом плоскость новой орбиты будет накло¬

нена к плоскости первоначальной орбиты под углом г = Z(Vi, V2).
Однако, новая орбита должна по условию задачи остаться круго¬

вой. Поскольку из векторного треугольника по теореме косинусов

|AVi| = y/v? + Vi -2V1V2cosi,

9 3axai2R
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то для сохранения на новой орбите круговой скорости |Vi| = | V21
необходимо сообщить аппарату импульс

ДУх = 2 Ух sin (8.16)

Здесь наклон г плоскости новой орбиты к плоскости первоначаль¬

ной орбиты произволен.

В предельном случае (при г = 90° и Ух = Уг) требуемый импульс

составляет

ДУх = Ухл/2 = (8-17)

и оказывается равным местной параболической скорости. Вектор¬
ный равнобедренный треугольник на рис. 29 при точке М с сторо¬

нами Vi и V2 становится прямоугольным. Плоскость новой орбиты

будет перпендикулярна начальной. Кинетическая энергия, необхо¬

димая для поворота плоскости круговой орбиты на 90° составляет

т(ДУх)2/2, причем она равна энергии, необходимой для обеспече¬

ния параболической скорости у/2JjJr в точке М приложения каса¬

тельного импульса скорости, т. е. для перевода КА с круговой орби¬
ты на параболическую, но лежащую в первоначальной плоскости.
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Проведём расчёт. Пусть КА движется вокруг Солнца по орбите
Земли с круговой гелиоцентрической скоростью V) = 29.78 км, с.

Из (8.16) следует, что для поворота плоскости орбиты КА на 10°,

необходим импульс

AVX = 2Vi sin5° = 2 • 29.789 • 0.0872 = 5.19 (км/с),

а для выхода на полярную гелиоцентрическую орбиту (г = 90°) ему

понадобится импульс ДЦ = Viy/2 = 42.11 км/с.

Задача 8.15. КА покидает орбиту Земли по гелиоцентрической

гиперболе АВ (рис. 30). Какой импульс скорости следует придать
КА в точке В на удалении г от Солнца, чтобы перевести его на

круговую гелиоцентрическую орбиту радиуса г > 1а.е.

Решение

Стартовая гиперболическая скорость VCT достигается на орбите
Земли в точке А путем приложения положительного касательного

импульса ui, т. е. VCT. = Vj + ui. К моменту удаления на расстоя¬

ние г от Солнца гиперболическая скорость КА убывает и составля¬

ет V в соответствии с интегралом энергии. Новый вектор скорости

Vi в точке В должен быть перпендикулярен радиус-вектору г и

равен местной круговой скорости, V\ = у/р/г. Пусть a = Z(r.V).
Воспользуемся соотношениями гиперболического движения из за¬

дач 5.23, 5.25, 6.8 и 6.12:

где с — постоянная площадей. Положив Н = 0 (перицентр), выво¬

дим

г = a(echH — 1),

р ^2р р ech.H-t-1

а| г |а| е ch Н — 1

(8.18)

(8.19)

Из интеграла площадей имеем

sin а = c/(rV),

с = yjp\a\{e2 - 1).

Таким образом,

sin а =
у/р\а\(е2 - 1) у/е2 — 1

9*
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Рис. 30

В перицентре А угол a = 7г/2, но по мере удаления КА по гипер¬

боле от перицентра (Н —> оо, г —> оо) угол а убывает до нуля

(асимптота).
Искомый корректирующий импульс скорости, переводящий КА

в точке В с гелиоцентрической гиперболы на гелиоцентрическую

окружность, находим по теореме косинусов для векторного тре¬

угольника Vi = V + иг:

и\ = V2 + V? т 2VV: cos(7r/2 - а),

откуда тормозящий импульс

и% = - +Ат 2^УН(е2-1). (8.20)
г [а| rJ//

Знак «минус» соответствует прямому движению по целевой гелио¬

центрической окружности по стрелке на рис. 30, а «плюс»
— об¬

ратному.
На рис. 30 геометрия обратного выхода изображена справа от

точки В, а прямого
— слева. Параллелограммы скоростей не яв-
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Рис. 31

ляются симметричными, так как гипербола отклоняется от г, а ве¬

личины импульса иг справа и слева разные: для обратного выхода

импульс иг больше щ.

Предположим, от земной орбиты (например, из треугольной
точки либрации) к орбите Марса отправляется КА по гелиоцен¬

трической гиперболе АВ. Большая полуось гиперболы и стартовая

скорость, как видно из (8.19) и формул задачи 6.12:

|о| = rg/(e - 1), VCT = Vjv'e + 1.

Полагая = 1 а.е., Vj = 29.78 км/с, примем эксцентриситет ги¬

перболы е = 1.1. Тогда полуось гиперболы a = 10 а.е., а стартовый

импульс в точке А на орбите Земли равен щ = VCT — Vj = 13.38км/с.
Тормозной импульс в точке В на орбите Марса, вычисленный по

формуле (8.3) (прямое движение), равен U2 = 21.63 км/с.

Задача 8.16. Определить суммарный импульс скорости и = щ +

U2, «поднимающий» ИСЗ с круговой орбиты высотой Hi = 250 км

на высоту Н2 = 400 км, и определить интервал времени между

приложением корректирующих импульсов (рис. 31).
Решение

Первый импульс Ui переводит ИСЗ с круговой орбиты радиу¬
са тд на эллиптическую орбиту, которая в своем апогее а касается
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круговой орбиты радиуса г2 (г2 > п), а перигей тт совпадает с точ¬

кой приложения импульса Ui (точка первой коррекции). Большая

полуось переходной эллиптической орбиты равна a = (ri + r2)/2.
Пользуясь формулами задачи 8.4, найдем требуемый корректи¬

рующий импульс щ с помощью (8.9) при г\ = r„ — Rg + Hi,
г2
=

ra
= R.£ + Я2.

/ 2M6 Д6 + Я2 I Мб
41

V Д6 + ^ 2Д6 + Я! + Я2 V Д6 + Hi

I 2 ■ 398600 6370 + 400 / 398600 . ..

= 1/ \ = 43.34 (м/с).
V 6370+ 250 12740 + 250 + 400 V 6370 + 250

V '

Второй импульс и2, приложенный в апогее (точка второй коррек¬

ции) переводит ИСЗ с переходной эллиптической орбиты на круго¬

вую орбиту радиуса г2. Величина этого импульса

_ / 2^6 / 2^6 +
2

У R6 + H2 У R6 + H2 2R6 + Н1+Н2

398600 / 2-398600 6370 + 250
чп

. .

= 43.10 (м/с).
6370 + 400 V 6370 + 400 12740 + 250 + 400

Суммарное приращение скорости составит щ + и2 = 86.44 м/с,
112 < Ul-

Период обращения «нулевого» спутника по (6.3)

3/2

2^ =
2.3.142.(6370)^

= 5060 с = 84 j мин

^/Щ л/398600

С помощью Го находим по третьему закону Кеплера (6.2) периоды

начальной и конечной орбит

Ti=T0(l+Hi/R6)V2 =

= 5060 • (1 + 250/12740)3/2 = 5361 с = 92.4 МИН,

т2 = т0(1+я2/д6)3/2 =
= 5060 • (1 + 400/12740)3/2 = 5544 с = 95.5 МИН.
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Рис. 32

Интервал времени между приложением первого и второго коррек¬

тирующих импульсов

At = Т0(1 + (Нх + Я2)/2Д5)3/2/2 =
5060 • (1 + 650/12740)3/2/2 = 2726 с = 45 .4 мин.

Задача 8.17. Искусственный спутник Луны (ИСЛ) переводится

двумя импульсами скорости (в апоселении а и периселении я) с

высокой круговой орбиты высотой Н\ = 100 км над поверхностью

Луны на низкую круговую орбиту высотой Я2 = 15 км. Определить
величины корректирующих импульсов снижения ИСЛ и интервал

времени между их приложением (рис. 32).
Решение

Используем формулы задачи 8.10. Большая полуось переход¬

ной эллиптической орбиты равна а = (г\ + г2)/2, где г2 < щ,

ту = i?(j + Hi, r2 = i?(j + Я2. Первый импульс скорости щ бу¬
дет отрицательным:

и 1 =
2/T(j + Я2 I

7?(| + Hi 2i?(j + Hi + Я2 у + Я;

1740 + 100 3480 + 15 + 100 V 1740 + 100

2-4900 1740 + 15 / 4900
ч

-19.41 (м/с).

Второй импульс и2, приложенный в периселении я (точка второй
коррекции) переводит ИСЛ с переходной эллиптической орбиты на
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круговую орбиту радиуса т2 < г\. Величина этого импульса тоже

отрицательна:

И
и2 =

'

1 2/1(1 R(l + Hi

+ to 2R(l + Hi + H2

/ 2-4900 1740 + 100

R& + н2

4900

1740+ 15 V 1740+ 15 3480+ 100+ 15
-19.64 (м/с),

т. е. \и2\ > |ui|.
Период обращения «нулевого» спутника Луны вычислим по

формулам задачи 8.16:

2тгД3/2 2 • 3.142 • (1740)3/2
Т0 = ;— = 6515 с = 110 мин.

у/1Ч \/4900

(Заметим, что он больше периода обращения «нулевого спутника»

Земли, см. задачу 8.16.) Отсюда находим периоды начальной и ко¬

нечной окололунных орбит

Ti =^(1+#!/^ )3/2 =

= 6515 • (1 + 100/1740)3/2 = 6889 с = 114.8 МИН.

Т2 = T0(1+H2/R<l )3/2 =

= 6515 • (1 + 115/3480)3/2 = 6599 с = 110 МИН.

Интервал времени между приложением первого и второго коррек¬

тирующих импульсов равен полупериоду движения по эллипсу пе¬

рехода

Д* = Т0(1+(Я! + H2)/2/R(£ )3/2/2 =

= 6515 ■ (1 + 115/3480)3/2/2 = 3240 с = 57 мин.

Найдём скорости движения ИСЛ по исходной высокой круговой

орбите (Н\ = 100 км) и по «стелющейся» над поверхностью Луны

(.Н2 = 15 км) орбите:

1/1 = \/дДж =

V шоТюо = 163 (км/с)’

1/2 = УдТТя;= /Штй =167 (км/с)-
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Рис. 33

Итак, после двух отрицательных импульсов щ и иг, снижающих

орбиту (|гхгJ > |ui[), скорость ИСЛ увеличится.

Задача 8.18. КА исследует галилеевы спутники Юпитера
(рис. 33), последовательно снижаясь с орбиты Каллисто (орбита I)
на орбиту Ганимеда (орбита II), далее на орбиту Европы (орби¬
та III), и окончательно на орбиту Ио (орбита IV). Определить
необходимые импульсы скорости для трех межорбитальных пере¬

летов. Вычислить круговые скорости на орбитах четырех галилее¬

вых спутников и скорости в апсидах трех переходных орбит. Срав¬
нить (в процентном отношении) величины тормозящих импульсов с

местными круговыми скоростями. Радиусы орбит спутников Юпи¬

тера: Каллисто 1883000 км; Ганимед 1070000 км; Европа 670900 км;

Ио 421600 км.

Решение

Задача аналогична задаче 8.10. Гравитационный параметр
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Юпитера представим через гравитационный параметр Земли

398600 км3/с2, умноженный на отношение масс планет 317.9, т. е.

^ = ц6М%/М6 = 398600 • 317.9 = 1267 • 105 км3/с2.

Все импульсы окажутся отрицательными. При обозначении гася¬

щих импульсов мы использовали индекс (1) для выхода на траек¬

торию перехода, а индекс (2) для прибытия на требуемую орбиту.
Рассмотрим стартовый импульс скорости г+д для перехода КА

по дуге АВ гомановского эллипса (пунктир на рис. 33) с орбиты
Каллисто (I) на орбиту Ганимеда (II) по формулам задачи 8.10:

СТарГ .. 1^\ г2 „ /2^ Г2
ИЗ А %1\А — \ *кр/

—

\ \
—

П П + r2 V П Гг + r2 V Гг

2 • 1267 • 105 1070000 /1267 • 105
Л , /N

\ = —1.22 (км/с).
1883000 1883000+1070000 V 1883000

^ 7

Второй тормозящий импульс скорости м2В на орбите II, приложен¬
ный в перицентре пг эллипса перехода (точка В), выводит КА на

круговую орбиту II Ганимеда,

прибытие п 2 П
в В : u2B

= VKp!!-J ■ ■ = J 4/

V r2 Гг +Г2 у г2 у г2 Гг + r2

1267 • 105 /2 • 1267 • 105 1883000
_ in( ,

1070000 V 1070000 1883000+ 1070000
'

причем {\u2B\ > |щл|).
Перелёт от Ганимеда (II) к Европе (III) по дуге ВС обеспечива¬

ют тормозящие импульсы скорости:

C.TaPD: „. _ /2^А гз
_ /2^А гз

_

ИЗ В 1L\в — \ мер//
—

\ \
V Г2 г2+г3

Н

f Г2 Г2 + Г3 V г2

/2-1267-Ю5 670900 /1267- 105
, 00

.

= \ \ = —1.33 (км/с).
V 1070000 1070000+670900 V 107900

^ '
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прибытие I 2р% Г2 Гр\ &
в С: U2c = VkPiii-\

— =

\ \
— =

у Гз Г2 + Г3 у г3 у г3 г2 + Г3

/1267-105 /2-1267- 105 1070000
,

~

V 670900
~~

V 670900 1070000+ 670900
“_1'49 ^км/с^’

причем |ы2с| > |wis|.
Гомановский переход от Европы (III) на круговую орбиту Ио

(IV) по дуге CD обеспечивают импульсы

старт: г4 /2щд г4
изб U\c = \ УкрШ~

г3 Г3 + Г4 у Г3 Г3 + Г4 у г3

2 - 1267•105 421600 /1267•105 1_

670900 670900 + 421600 V 670900
(км/с).

прибытие г3 г3
в D : U2d

= VkpIV—\
Г4 г3 + г4 у г4 у г4 г3 + г4

1267 • 105 /2 • 1267 • 105 670900
ос ,

421600 V 421600 670900 + 421600
(км/с)>

где \u2d\ > \щс\- Заметим, что по мере приближения к Юпите¬

ру соответствующие импульсы увеличиваются по модулю, что обу¬
словлено возрастанием местной круговой скорости.

Если, например, выполняется пролётный манёвр от Каллисто

(I) из Л с касанием орбиты Ганимеда (II) в В, а затем сразу на

орбиту Европы (III) в точку С, то потребуются только три импульса

в точках А, В, С

Uia = —1.22 км/с, ив = U2B+U1B = —2.74 км/с, и2с = —1-49 км/с.

Общие энергетические затраты на снижение составят 5.45 км/с.
В случае, например, гомановского перехода от Каллисто (I)

непосредственно на круговую орбиту Европы (III), т. е. из точки

А в точку С', потребуются два тормозящих импульса
—

в А и в С' \

старт: 2pq^ г3
_ /2ЩД г3 /++ _

из А : Wi.4 4 / • VKpi — 4 / •

\
—

w
гi ri + г3 у гi ri + г3 у гi

2 - 1267 -105 670900 /1267•105 „ ,
. .

\ = —2.26 (км/с).
1883000 1883000 + 670900 V 1883000

v ’
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прибытие ^
—

в С : U2C
= VKp[[[-i :

У rZ 7Д + Г3

/1267- 105 /2 • 1267- 105 1883000
п

= \ \ = —2.95 (км/с),
V 670900 V 670900 1883000 + 670900

v ' h

т. е. энергетические затраты |uia| + \и2с | = 5.21 км/с будут меньше

нежели затраты с промежуточным импульсом в В (см. выше). На

рис. 33 изображена точка прибытия С' на орбите III, но не изоб¬

ражены ни импульсы, ни траектория АС'. Итак, такие большие

импульсы требуют значительного расхода химического топлива.

В заключение дадим детальное описание рисунка 33 с точки

зрения требуемого сравнения полученных скоростей с местными

круговыми скоростями спутников Юпитера.
Движение КА начинается с круговой орбиты Каллисто (орби¬

та I) в точке А, которая является апоцентром (от) переходной эл¬

липтической орбиты (пунктирная дуга АВ). Первый тормозящий
стартовый касательный импульс щд приложен в точке А, второй
тормозящий, игв

—

на орбите Ганимеда (орбита II) в точке В,

которая является перицентром (яд) дуги АВ. Эти отрицательные

импульсы найдены выше: u\tA = —1-22 км/с, и2)д = —1-41 км/с.
Итак, КА покидает точку А на орбите Каллисто со скоростью

Их,л K<p,i + K<p,i-
Дальнейшее снижение КА начинает в точке В, которая теперь

служит апоцентром (а2) Для перелета к орбите Европы (II) по дуге

ВС. Для этого скорость прибытия КА в точку В должна быть

снижена до значения круговой скорости 1кР>ц на орбите II: Ккрд1 =

Кг,в + и2,в < Кг,в, так как и2)в < 0. С этой скоростью КА может

остаться на круговой орбите II (Ганимед).

Движение КА с орбиты II на орбиту III (Европа) начинается из

точки В, рассматриваемой как а2
—

апоцентр дуги ВС. Круговая
скорость К<р,п на орбите Ганимеда снижается путем приложения

касательного тормозящего импульса идя, после чего КА выходит

на дугу ВС со скоростью Ку,в = К<р,п + Щ,в < Кф,п- Если нет

необходимости оставаться по орбите Ганимеда, а требуется сразу

перейти к орбите Европы, то скорость Кх,в можно найти как:

К*,В = Кг,В + U2,B + Щ,в < Кг,В-

Значения тормозящих импульсов найдены выше.
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Движение по дуге ВС приводит нас на орбиту III (Европа), при¬

чем прибытие в точку С (перицентр яг дуги ВС) происходит со

скоростью, большей круговой: Кг,с > К<р.ш- В точке С мы либо

снижаем скорость прибытия КА до круговой, К<р,пь с помощью

импульса и2,с, либо прилагаем стартовый импульс выводя¬

щий КА на дугу CD. Выше мы нашли оба импульса на дуге ВС:

uitB = —1-33 км/с, U2,c = —1-49 км/с. Итак, либо КА остается на

орбите III (Европа) с круговой скоростью

либо уходит на дугу CD к орбите IV (Ио). Если этап движения

по орбите Европы (III) не планируется, вычислим сразу скорость в

апоцентре с*з в точке С для перехода в D:

Снижение КА заканчивается в точке D, т. е. в перицентре яз дуги

CD. КА прибывает в точку D со скоростью Кг,в > Ккр,iv- Погасить

эту скорость можно с помощью тормозящего импульса Щг.в- Выше

нашли: u\tc = —1-67 км/с, U2,d = —1-88 км/с.
Рассмотрим теперь соотношение импульсов u\tA, ..., U2,d с кру¬

говыми скоростями галилеевых спутников и с эллиптическими ско¬

ростями КА в апсидах на дугах (04711), (о^яд), (оз^з)-

Точка А (старт, начало дуги АВ):

VKp.III = Кг,с + У-2,с < К-,с,

К»,С = Кг,С + V-2,С + ,С < Кг,с

Каллисто (I): Кср,1

ui'A = —1.22 км/с, 15%отКкрь

К,а = Ккр1 + и1уА
= 6.98 км/с < Икрд.

Точка В (конец дуги АВ):

Ганимед (II): Kcp.ii

�U2,b = -1.41 (км/с), 13%отКфЬ

Ккр.и = Кг,в + у-2,в, Кг,в = 12.29 (км/'

— 1.41 (км/с), 13% от КфЬ

Кг,в + у-2,в, Кг,в = 12.29 (км/с) > Кр.п-
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Точка В (начало дуги ВС):

Ганимед (II): Ккр,п = л/дг1 = 10.88 км/с,кр,П
—

у Т2

uitB = -1.33 (км/с), 12 % от Укрп,

К*,в = Кр,п + гл,в
= 9.55 (км/с) < Ккр,ц,

К*,в = (К,в + и2,в) + Щ'В
=

= (12.29 - 1.41) - 1.33 = 9.55 (км/с) < V^.B,

Iui,b| > |ui,a|

Точка С (конец дуги ВС):

Европа (III): ТКр,ш = = 13.74 (км/с),

U2,c = -1.49 (км/с), 11% от УКрш,

К<р,Ш = Кг,с + и2,с,

Кг,с = 15.23 (км/с) > Ккр,пь

1^2,с| > \и2,в\

Точка С (начало дуги CD):

Европа (III): Кф,ш = = 13.74 (км/с),

Щ'С = -1.67 (км/с), 12% от Ккрш,

Va,c = КР,ш + Щ,с
= 12.07 (км/с) < Ккр,ш,

Кt,с = (Кг,с + и2,с) + ui,c
= (15.23 —1.49) —1.67=

= 12.07 (км/с) < К.с,

\ui,c\ > 1^1,в|

Точка D (конец дуги CD):

_ [Г\Ио (IV): KKp,iv = VtT = 17-34 (км/с),

и2,о = -1.88 (км/с), 11%отКкр1У,

KKp,iv = Кг,в + u2tD, Кг,в = 19.22 (км/с) > KKp,iv,

1^2,в| > 1^2,с|-
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Задача 8.19. КА движется по круговой геоцентрической орбите
на высоте Н. С него запущен зонд с помощью положительного ка¬

сательного импульса скорости и. Определить траекторию зонда в

подвижной системе координат Оху, с началом в КА, оси которой
остаются параллельными неподвижной орбитальной системе коор¬

динат С^р.
Решение

В геоцентрической системе координат зонд будет перемещаться

по эллипсу, перигей которого касается круговой орбиты КА в точке

запуска, а высота апогея зависит от величины стартового импульса

скорости и (см. задачи 8.4-8.6 и рис. 23).
Запишем интеграл энергии зонда, запущенного импульсом и, в

точке старта (щ = Rg + Н, см. задачу 6.10 о касательном импульсе

и рис. 15 к ней):

v; = (щ + =

н(_ 1) = к (2._ 5й±£).
Отсюда определяем большую полуось геоцентрического эллипса

0=
R* + H

2 — (1 + u/VKp)2
'

Эксцентриситет определяем по перигейному расстоянию гп =

— а(1 — е) точки старта. Таким образом,

R++H
е = 1 - = (1 + u/VKр)2 - 1.

Определим фокальный параметр орбиты запущенного зонда

p = a( 1 - е2) = (Rs +Н)( 1 + u/VKр)2.

Период геоцентрического кругового облёта для КА равен

T = 2ir(R6+H)/VKp,

а период орбиты запущенного с КА зонда:

Тх = Т [2 - (1 + и/Укр)Т3/2 ■
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Итак, движение запущенного зонда осуществляется по геоцентри¬

ческому эллипсу, в фокус которого (центр Земли С) помещена плос¬

кая прямоугольная система координат C£rj:

£ = a(cos Е — е) = a ^ ekCk{M) —

I

Lfc=o

= a\J1 — е2 sin Е = ay/1 — е2 ekSk{M).
к=о

Здесь традиционное разложение координат по степеням эксцентри¬

ситета функции средней аномалии, М = 2жt/T, имеют вид

Со{М)

С2{М)

С'з(М)

С4(М)

cos(Af), Сг(М) = i(cos2М - 1),

(3 cos 3М — 3 cos М),

(42 cos 4М — 4 • 22 cos 2М),

22 • 2!

1

23 • 3!
1

24 - 4!
(53 cos ЬМ — 5 • З3 cos ЗМ + 10 cos М),

S0(M)

S2(M)

53(Af)

54(М)

sin(M), Si(M) = - sin2M,

1

22 • 3!
1

23 • 4!

1

24 -5!

(З2 sin ЗМ — 3 sin М),

(43 sin 4М — 4 • 23 sin 2М),

(54sin5M — 5 • З4 sin3M + 10 sin М),

Перемещение зонда относительно запустившего его КА происходит

по кривой x(t), y{t), где координаты х и у подвижной системы Оху
дают отклонение зонда от КА:

x(t) = W) ~ (R6 + н) cos(2trt/T0),

y(t) = r/(t) - {R,£ + H)sin{2nt/T0).
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Рис. 34

Выразим координаты x(t), y{t) как функции эксцентрической ано¬

малии Е, используя известные выражения

х(Е) = a(cos Е — е) — (R^ + Н) cos((E — esm E)T2/Ti),

у(Е) = ay/1 — е2 sin Е — (Rg + H) sin((E — esin E)T2/T{).

Пусть H = 230 km, u = 0.5 км/с. Тогда R^ + H = 6600 (km),
e = 0.1328, a = 7611 km, T0 = 110.13 мин.

На рис. 34 слева представлена эволюция местоположения запу¬

щенного зонда (х, у) относительно КА. Справа представлена эволю¬

ция расстояния между зондом и КА, т. е. г = у/х1 + у2, в функции
t (в долях То) на интервале времени 15То.

Если периоды Т и То рационально соизмеримы, то есть Т : То =

то : п., то через каждые тпТ расстояние между КА и зондом бу¬
дет обращаться в 0. Максимальное расстояние между объектами

равно 2а.

Запущенный по ходу орбитального движения зонд переходит на

орбиту, лежащую вне круговой орбиты КА. Относительное дви¬

жение зонда воспринимается наблюдателем на КА как движение

вверх с отставанием от КА, поскольку зонд имеет меньшую угло¬

вую скорость.

Задача 8.20. КА стартует от Земли для перелета в одну из кол-

линеарных точек либрации системы Солнце-Земля Ь\, Аг- Опреде-

10 luii 28
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I

Рис. 35

лить гелиоцентрические импульсы скорости, необходимые для пе¬

релетов.

Решение

Известно, что для системы Солнце-Земля коллинеарные точ¬

ки либрации определяются следующими расстояниями: точка либ¬

рации Li расположена между Землей и Солнцем на расстоянии

0.01 а.е. от Земли и 0.99 а.е. от Солнца, точка Ьг расположена «за

Землей» на расстоянии 0.01 а.е. от Земли и 1.01 а.е. от Солнца.

Коллинеарные точки либрации Земли L\, L2 движутся вокруг

Солнца вместе с Землей, оставаясь на линии, соединяющей Землю

и Солнце, и отстоят от Земли примерно на одинаковое расстоя¬

ние. L1, 1/2 являются точками равновесия (неустойчивого) в систе¬

ме Солнце-Земля.
Полет к L1

Продолжительность трехимпульсного перелета от Земли к Ь\
составит один земной год, а сам перелет состоит из трех этапов:

1. Положительный касательный импульс скорости ui переводит

КА, движущийся первоначально по орбите Земли с круговой

скоростью Vg (рис. 35) на внешний гомановский эллипс I,
большая полуось которого

oi — (2ag + А)/2 — (1 + А/2) (а.е.). (8.21)
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Расстояния КА в апсидах эллипса I:

г„ = Стт = ag, га — Са = + Д,

чему соответствует период

Ti = T6af/2 = (1 + Д/2)3/2 (лет).

Здесь Д — расстояние афелия эллипса I от орбиты Земли.

2. В афелии а эллипса I отрицательный касательный имЦульс

U2 переводит КА на гомановский эллипс II, пересекающий
орбиту Земли. Вычислим его большую полуось с учетом того,

что расстояние от Земли до Li, как известно, приближенно
составляет

d = а6[3(1 + М6/М0)]-1/3 «0.01 (а.е.) = 1500 000 (км).

где Mg = 6 • 1027 г, Mq = 2 • 1033 г — массы Земли и Солнца.
Расстояния КА в апсидах эллипса II:

Г* = rLl - ag
- d, rQ = ag + Д.

Итак, большая полуось эллипса II равна

а2 = ((ag + Д) + (ag - d))/2 = (0.995 + Д/2) (а.е.). (8.22)

Период эллиптической орбиты II

Т2 = Tga3/2 = (0.995 + Д/2)3/2 (лет).

Расстояние Д в этих формулах неизвестно, его надо опреде¬

лить.

3. Для того, чтобы в перигелии орбиты II КА попал в Li, необ¬

ходимо выполнение условия

Ti/2 + T2/2 = 1,

что дает уравнение для неизвестного расстояния Д:

(1 + Д/2)3/2 + (0.995 + Д/2)3/2 = 2, (8.23)
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откуда находим

Д = 0.0050 (а.е.) = 750000 (км).

При таком Д КА в перигелии орбиты II окажется в точке

либрации Ь\. Для «зависания» КА в этой точке потребуется
еще один отрицательный импульс скорости U3.

С учетом трех описанных этапов займемся вычислением им¬

пульсов ui, U2, щ. Эксцентриситеты эллипсов перехода I и II:

(1 + Д/2)(1-е1) = 1

Д
ei

(1 — d/2 + Д/2)(1 + е2) 1 +Д

62

2 +Д

d + Д

0.00249,

0.00752.
2-d + A

Для вычисления требуемых импульсов используем выражения для

скоростей в апсидах (5.9) и (5.11):

и 1

и2

Ц0 1 + ei

ai 1 — ei

29.78(\/1 + 0.00249 - 1) = 0.037 (км/с),

иа,г-п
Ц0 1

а-2

■

е2

1 + е2

Ц0
_

1 - ei

ai 1+ei

= V±
((2 + Д)(1 — e2)(l — ei) l-ei

(2 — d + Д)(1 + e2) у/1 + ei

5

-0.075 (км/с),

т/ /м© 1 + e2
u3 = Щг,// = Vj -

\
— •

z
=

0 u
a2 1 - e2

= V± 1 -
' (2 + Д)(1 + e2)(l — ei)

(2 — d + Д)(1 — e2)
= —0.262 (км/с).

Итак, общие энергетические затраты на перелет в Li и зависания

в ней (см. рис. 35) характеризуются суммарным импульсом

и = |ui| + \и21 + |«з| = 0.374 (км/с),
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где iii < Ы < М-

Полет к L-2

Для перелёта во вторую точку либрации L2 (рис.35, б) уравне¬

ния, аналогичные (8.21)—(8.23) дают:

Эллипс I: ra = aj, rn = ag
— Д,

Эллипс II: гж = aj
— Д, ra = ag + d,

an + -(d - Д),

где d = 0.005 а.е. — расстояние от точки L2 до Земли. Условие

Д/2 + Т2/2 = 1 дает для Д

(1 - Д/2)3/2 + (1.005 - Д/2)3/2 = 2,

определяющее длительность трехэтапного перелёта (один год), дает

расстояние

Д = 0.0050 (а.е.) = 750000 км,

превышающее найденное выше аналогичное расстояние для пере¬

лета к L\. Соответственно импульсы U\,U2, U3 для перелета в точку

1/2 и зависания КА в ней изменятся по величинам и направлениям.

Точка старта на орбите Земли в данном случае является афелием
а. Эллипс I — внутренний, эллипс II — пересекающийся с орбитой
Земли. Вычисляем эксцентриситеты

(1 - Д/2)(1 + ei) = 1

=4- ех = —= 0.00251,
2 - Д

(1 + d/2 — Д/2)(1 — е2) = 1-Д

=> ез — ; г-
= 0.00748.

2 + d — А

Вычисляем импульсы скорости в апсидах орбит I и II:

VI = uaJ = -V& = V6y/Y^Ti -v6 =

у
ai 1 + ei

0 0 0

= 29.78(л/1 — 0.00251 - 1) = -0.037 (км/с),
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U2 = U„J-H —

Mq 1 + 62
_

/М0 1 + ei

a2 1 — e2 V a,i 1 - e\

= 0.0074 (км/с)

из = uaji = Vj - /M©
1 - e2

d2 1 + e2

(2 — A)(l — e2)(l + e\)
(2 + d — Д)(1 + e2)

= 0.259 (км/с).

Общие энергетические затраты на перелет в точку L2 и зависания

в ней оказываются меньше, чем для Ь\ и составляют:

где снова |iii| < |а2| < и3.

Мы ограничились рассмотрением касательных перелетов в Ь\
и L2, хотя известно, что переход в коллинеарные точки либрации
может быть осуществлен по специальной укороченной схеме.

Итак, биэллиптический трехимпульсный касательный перелет к

точкам либрации L\ или L2 имеет свободный параметр Д, подбирая
который, можно не просто выйти на целевую орбиту, но оказаться

там в нужный момент, например, для сближения с другим КА.

В Ь\ работает солнечная обсерватория SOHO, в L2 — косми¬

ческие телескопы Гершель, Планк, Гайа. Точка L2 расположена в

пределах полутени Земли (постоянное кольцевое затмение Солнца),
что создает условия для астрономических наблюдений.

Задача 8.21. КА стартует от Земли для перелёта в треугольную

точку либрации L4 (Ь$) системы Земля-Солнце. Определить каса¬

тельные импульсы, необходимые для перелёта (рис. 36).
Решение

Как известно, равновесные устойчивые треугольные точки либ¬

рации Z/4, Z/5 расположены на круговой орбите Земли, отстоят от

Земли на ±60° и перемещаются вокруг Солнца с той же скоростью,

что и Земля:

и = |iti| + |u2| + |u3| = 0.370 (км/с),

Уи = Уи =УЬ = Кр.
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Рис. 36

Необходимым условием перелета является требование, чтобы точка

либрации оказалась на линии апсид переходного эллипса в момент

его касания орбиты Земли.

Перелет в L5
Попасть в окрестность L5 можно по внешнему гелиоцентриче¬

скому эллипсу I, который в перигелии касается орбиты Земли и

период движения по которому равен

Т5 = 1 + 60°/360° = 7/6 года > Т&

По истечение времени Т5 КА придет в свой перигелий -к\ одновре¬

менно с L$, тогда как Земля опередит на 60° за время 1/6 года.

Зная период Т5, определим большую полуось переходного эллипса I

по третьему закону Кеплера в форме (6.6')

а5 = а6(Т5/Т6)2/3 = (7/6)2/3 = 1.108 (а.е.),

и эксцентриситет

е5 = (а5 - а6)/а5 = (1.108 - 1.0)/1.108 = 0.0977.

Скорость старта КА из на внешний эллипс I VKl, равную скоро¬

сти прибытия КА снова в перигелий определим по (5.11)

Vni = V5 = V6VT+~^ = 29.78V1 + 0.988 = 31.21 (км/с) > Vj.
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Это же значение V$ можно получить из интеграла энергии (5.12).
Таким образом, стартовый положительный импульс скорости КА в

тт 1 составляет (см. рис. 36 а)

u5 = V5-V6 = 31.21 - 29.78 = 1.42 (км/с)

и равен по величине отрицательному гасящему импульсу и$ в мо¬

мент прибытия КА в Z/5, т.е. щ
=

Перелет в L4
Попасть в окрестность точки Ь4 можно по гелиоцентрическому

эллипсу II, лежащему внутри орбиты Земли, афелий од которого

образуется в точке старта и период движения по которому равен

Т4 = 1 — 60°/360° =5/6 года < Tg.

По истечении времени Т4 КА придет в свой афелий ссг одновремен¬

но с Ь4, тогда как Земля еще будет отставать от од на 60° и догонит

свое исходное положение только через 1/6 года.

Зная период Т4, определим большую полуось эллипса II:

а4 = а6(Т4/Т6)2/3 = (5/6)2/3 = 0.886 (а.е.),

по которой определим его эксцентриситет

е4
= (а5 - а4)/а4 = (1 - 0.886)/0.886 = 0.1292

и гелиоцентрическую скорость прибытия КА в афелий ссг эллип¬

са II формуле (5.11):

v4 = Па2 = = 29.78%/1 — 0.1292 = 27.80 (км/с) < Vg,

равную скорости старта КА из этого афелия. Таким образом, стар¬

товый отрицательный (тормозящий) касательный импульс скоро¬

сти выхода на эллипс II:

W4,ct.
= V4 — Vg = —1.99 (км/с).

Он равен по величине положительному импульсу и4 в момент при¬

бытия КА в Ь4 (см. рис. 36 б)), т. е. и4
= —и4гСТ. Итак в обоих слу¬

чаях, чтобы КА остался в соответствующей точке либрации нужно

прилагать импульс, равный стартовому по величине, но с обратным
знаком. При этом импульсы для попадания в L4 и в L5 \и4\ > |us|.



Переход с орбиты на орбиту 153

Рис. 37

Задача 8.22. КА стартует с гелиоцентрической орбиты Земли для

перелёта к орбите Марса. Определить стартовый импульс скорости,

достаточный для того, чтобы перелёт осуществился за требуемое
время т — 30 суток (рис. 37).
Решение

Минимальный положительный стартовый импульс и =

2.95 км/с соответствует касательному перелёту по эллипсу Гомана-

Цандера к круговой орбите Марса (см. задачи 6.10, 8.5 и 8.11). На
рис. 37 этот эллиптический перелет показан дугой па. Продолжи¬
тельность такого перелёта, составляет т = 257.6 сут в одну сто¬

рону. Перелёт за меньшее время может быть осуществлён за счёт

большего стартового импульса.

Определим теперь продолжительность перелёта к Марсу по про¬

летной гелиоцентрической параболе. В перигелии Vп = Км.пар =

42.11 км/с, т. е. стартовый импульс равен ипар. = 12.33 км/с. Вое-
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пользуемся формулой (6.14') для времени полета т{г) по параболе
при tv = 149.6 • 106 км, г^

= 228.0 ■ 106 км:

т(г) = - Г6)(г + 2гп) =

=
—,

1

л/2(228 • 10е - 149.6 • 106)(228 ■ 10е + 2 ■ 149.6 • 10е) =
3\/1327 • 108

= 6042320 с = 69.93 сут.

Таким образом, продолжительность перелёта к Марсу по параболе
составляет около двух месяцев, что не удовлетворяет требованию
условия задачи.

Меньшая продолжительность перелёта может быть достигну¬

та только на гелиоцентрической гиперболе. Из интеграла энергии

(5.21) или (5.21') следует

Ы = ^
11

V2 -V2г
7г *м.пар

где Vn > Им.пар — стартовая гиперболическая гелиоцентрическая

скорость (см. вектор V*. на рис. 37). Эксцентриситет гелиоцентри¬

ческой гиперболы определится из соотношения е = rg/|a[ +1 (rg —
радиус земной орбиты) по аналогии с задачей 6.12. Для определе¬
ния времени перелёта по гиперболе до пересечения с орбитой Мар¬
са запишем уравнение Кеплера для гиперболического движения из

формул (6.11):

echff = r^/\a\ + 1, т = y/|a|3//j,Q(esh Н — Я),

где г^
—

радиус орбиты Марса.

Поскольку пролетная траектория является гиперболой, то для

выхода на круговую орбиту Марса в точке пересечения с ней надо

выполнить маневр поворота гиперболической скорости V по схеме

задачи 8.15 (см. левый параллелограм скоростей на гиперболе на

рис. 30).
На рис. 38 представлен график зависимости времени т(й) пере¬

лёта к Марсу от гелиоцентрической стартовой скорости 1ф. Продол¬
жительность в 30 дней достигается при скорости 1ф и 72 км/с. За-
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Рис. 38

метим, что небольшое увеличение импульса вблизи его минималь¬

ного значения по Гоману-Цандеру, т. е. 29.78 + 2.95 = 32.73 км (ле¬
вая сторона графика) приводит к значительному сокращению вре¬

мени перелёта, но дальнейшее его увеличение (абсцисса на рис. 38)
менее эффективно. Так, перелёт к Марсу за 5 дней может быть

осуществлён только при стартовой гелиоцентрической скорости
300 км/с.



Глава 9. Сфера действия.

Третья космическая скорость

Сфера действия есть условное понятие, применяемое для «раз¬

граничения» двух полей тяготения. Сферой действия меньшей гра¬

витирующей массы относительно большей называется воображае¬
мая поверхность, внутри которой целесообразно принимать мень¬

шую массу то в качестве центральной, а большую массу М
—

в ка¬

честве возмущающей.
На поверхности сферы действия соотношение ускорений таково:

отношение возмущающего ускорения от массы М к ускорению от

центральной массы то равно отношению возмущающего ускорения

от то (то < М) к ускорению от центральной массы М.

Если пренебречь возмущающими ускорениями, то сферу дей¬
ствия можно условно считать сферой равных нулевых ускорений,

разграничивающей два поля тяготения. Радиус сферы действия
определяется по формуле Лапласа:

р = Д(то/М)2/5, (9.1)

где Д
—

расстояние между массами. Сферу действия также назы¬

вают сферой Лапласа.

Найдём радиус сферы действия Земли относительно Солнца,
если то = TOg

= 6 • 1027 г, М = Mq = 1.97 • 1033 г, Д = 149.6 • 10б км.

Получаем

р = 149.6 • 10б(6 • 1027/1.97 • Ю33)2/5 и 929900 (км).

Аналогично можно определить, например, радиус сферы действия
Луны относительно Земли (р = 66000 км) или радиус сферы дей¬
ствия Солнца относительно центра Галактики (р = 9 • 1012 км).
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При решении задач настоящего сборника примем, что при опи¬

сании гелиоцентрического движения размерами сферы действия
можно пренебречь и считать, что точка на границе сферы действия
Земли обладает той же круговой гелиоцентрической скоростью, что

и Земля,

«'...б/о = \1ш£Н¥ = ТшЖ=2978 (ки/с)-

Если КА, выйдя на границу сферы действия Земли, обладает неко¬

торой остаточной геоцентрической скоростью VrP)KA/g, то его ре¬

зультирующая гелиоцентрическая скорость определяется по теоре¬

ме сложения скоростей:

VKA/0 = VKP/© + vrp ка/5. (9.2)

Направление скоростей связывают с орбитальным движением Зем¬

ли, которое принимают за положительное.

Сферу действия не надо путать со сферой влияния планеты,

которой называют планетоцентрическую сферу радиуса

р = 1.15Д(ш/М)1/3. (9.3)
Её также называют сферой Кислика, который показал, что она об¬

ладает рядом преимуществ при построении траекторий полёта ме¬

тодом сфер. Существует еще понятие сферы притяжения, которую

мы обсудим ниже в задаче 12.10.

Задача 9.1. Определить, с какой скоростью должен быть произ¬

ведён старт с поверхности Земли |VCT[, чтобы КА «остановился»

на границе сферы действия (Кгр>KA/g ~ 0). Сколько времени зай¬

мёт такой перелёт? Охарактеризовать дальнейшее движение КА

(рис 39).
Решение

Запишем интеграл энергии (5.2') на границе сферы действия и

в точке старта:

h, = V2 - = V2 +
- 2^- (9 4)ст

R6 гр.ка/5 р
>

откуда при Кгр_КА/£ и 0 и /> = 930000 км определим постоянную

энергии

h = = -2q3^°° = -0.857 (км2/с2) < 0,
р 930000

v / ; .
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Рис. 39

так что траектория геоцентрического выхода на границу сфе¬
ры действия является эллипсом (для параболического движения

(h = 0) невозможна остановка на конечном расстоянии). Скорость
геоцентрического старта по (9.4)

|РСТ|= ^h+j^ = ^h+V? = -v/0.857+(ll.19)2 = 11.15 (км/с)

близка к местной параболической скорости на поверхности Зем¬

ли, т. е. второй космической скорости Vi = 11.49 км/сек (см. зада¬

чу 5.2).
Время полёта до границы следует определять из уравнения

Кеплера. Сначала из интеграла энергии (5.14)

КС2Т = V* = д6(2/Щ - 1/а),

находим полуось эллиптической траектории

R6^6
_

6370 • 398600

2pj
- R6V^T 2 • 398600 - 6370 ■ (11.15)2

= 470200 (км).

Эксцентриситет эллипса е = 1 — г^/а = 1 — 6370/470200 = 0.986,
т. е. эллипс близок к параболе.
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Из формулы (2.5), т. е. г = а(1 — ecosЕ) = 930000 км, получаем

cos Е = -0.992, sin£ = 0.126, Е = 172°44' = 3.015, esin£ = 0.124,
так что уравнение Кеплера (6.10) принимает вид (см. задачу 6.8)

—(Е - esinЕ) =
(4-702- 1о5)3/!(3 015 _ о.124)

V398600
= 1.476 • 106 с = 410 час = 17.09 сут.

В рамках введённых предположений можно утверждать, что

КА, потерявший геоцентрическую скорость, «навсегда» останется

на границе сферы действия Земли и будет двигаться вместе со сфе¬
рой, т. е. с Землёй, вокруг Солнца с круговой скоростью 29.78 км/с.
В действительности, КА будет двигаться по орбите, близкой к ор¬

бите Земли, круговая скорость на которой будет определяться рас¬

стояниями 149.6 • 106 км ± 930000 км до Солнца.

Задача 9.2. КА стартует с поверхности Земли со второй космиче¬

ской скоростью V2 = 11.19 км/с и, двигаясь по'параболе, пересекает

сферу действия Земли. Определить, с какой остаточной параболи¬
ческой скоростью КА выйдет на границу сферы действия и сколь¬

ко времени будет продолжаться полёт от старта до границы сфе¬
ры действия. Охарактеризовать гелиоцентрическое движение после

выхода КА из сферы действия Земли (см. рис. 39). На направление

выхода КА из сферы действия никаких ограничений не налагается.

Решение

Определим остаточную параболическую геоцентрическую ско¬

рость на границе сферы действия по формуле (9.1) для заданных

начальных условий старта:

Ггр.ка/5 = К.„Ч, =^ = 0-927 I™/')-

Время полёта до границы сферы действия можно найти по формуле
(6.14) для параболического движения:

Т(Р) = (3\/^б) V2P~P (р + р)>
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из которой при р = 929900 км, и при фокальном параметре пара¬

болы р = 2Гтг — 2Rfo = 12740 км получаем

т = (3^398600) _1\/2 • 929900 - 12740(929900 + 12740) =

= 0.243 • 106 с = 67.6 ч = 2.81 сут.

Характер дальнейшего гелиоцентрического движения КА опре¬

деляется направлением остаточной скорости VrpKA/g, которое в

данной задаче не фиксировано. В любом случае из формулы сло¬

жения (9.2) следует либо увеличение гелиоцентрической скорости в

пределах 29.78 < Vka/q < 29.78+0.93 (км/с), либо её уменьшение в

пределах 29.78 — 0.93 < Vka/q < 29.78 (км/с). В первом случае КА

выходит на эллиптическую орбиту вокруг Солнца, большая полу¬

ось которой больше радиуса орбиты Земли, причём точка выхода из

сферы действия Земли становится перигелием орбиты КА, а афе¬
лий находится по другую сторону Солнца. При Vka/q = 30.72 км/с
плоскость орбиты КА совпадает с плоскостью орбиты Земли. Во

втором случае большая полуось орбиты КА меньше радиуса орбиты
Земли, а компланарной орбите соответствует Vka/q = 28.85 км/с.
Направление движения в обоих случаях совпадает с направлением

движения Земли (прямые орбиты).

Задача 9.3. (Обобщение задачи Ф. А. Цандера) С какой минималь¬

ной геоцентрической скоростью должен стартовать КА с поверхно¬

сти Земли, чтобы его гелиоцентрическая орбита в афелии коснулась

орбиты Марса? Решить ту же задачу, имея в виду полёт к Венере.
Решение

Задача о сложении гелиоцентрических скоростей на границе

сферы действия Земли и об определении траектории последующе¬
го гелиоцентрического движения КА идентична задаче о движе¬

нии КА под действием произвольного импульса и скорости, при¬

ложенного на первоначальной круговой гелиоцентрической орбите

(см. задачи 6.10, 8.5, 8.11, 8.22). В данной задаче роль импульса и

играет остаточная геоцентрическая скорость, Vrp ка/5> на гРаниДе

сферы действия.
В случае касания гелиоцентрической траекторией орбиты Мар¬

са минимальной стартовой скоростью является такая скорость VCT,
при которой направление остаточной скорости Vка/4 на границе

сферы действия Земли совпадает с направлением круговой скоро-
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сти Земли Vg. Следовательно за эту скорость можно принять по¬

ложительный касательный цандеровский импульс и = 2.95 км/с,
необходимый и достаточный для касательного перелета к орбите
Марса.

Записав интеграл энергии (9.4), определим постоянную энергии

геоцентрической траектории:

h= Kl ка/a-
— = (2.95)2—2^вв°=8.702—0.857=7.845 (км2/с2)>0,гр.КА/з
р

v >
929900

v / ; .

т. е. геоцентрической траекторией выхода на границу сферы дей¬
ствия является гипербола. Впрочем, это также следует из срав¬

нения величины остаточной скорости на границе сферы действия

Угр кд/а
= и = 2.95 км/с с найденной выше в задаче 9.2 местной

параболической скоростью на границе сферы действия, Им.пар =

0.927 км/с, так что цандеровский импульс и > Смпар.
Определим необходимую гиперболическую скорость старта с по¬

верхности Земли по (5.20):

|VCT| = \Jh + V.j2 = /7.845 + (11.19)2 = 11.53 (км/с),

что в силу (8.1) дает эллиптическую гелиоцентрическую скорость

полета к Марсу после выхода из сферы действия: = Ука/о =

29.78 + 2.95 = 32.73 км/с.
В случае полёта к Венере остаточная скорость на границе сферы

действия V/p.KA/a = и = —2.53 км/с, так что по интегралу энергии

(9.4) получим

h = Кр.кА/а- 2jf= (2-53)2- 6.401-0.857= 5.544 (км2/с2)> 0,

т. е. гиперболический избыток скорости \/1г положителен, и гео¬

центрическая траектория по-прежнему гипербола (см. задачу 5.23).
Сравнение скоростей снова показывает, что цандеровский импульс

М > К,.пар = 0.927 км/с. По (5.20) находим стартовую скорость:

|VCT| = \]h + V% = л/5.544 + (11.19)2 = 11.43 (км/с).

Итак гелиоцентрической траекторией к Венере тоже будет эллипс:

= Ука/0 = 29.78 — 2.53 = 27.25 км/с. В обоих случаях орбиты

11 Закал 2S
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межпланетных перелетов лежат в плоскости эклиптики, а движе¬

ния КА по ним совпадают с направлением орбитального движения

Земли (т. е. являются прямыми орбитами).

Задача 9.4. (Задача о третьей космической скорости) Какой долж¬

на быть минимальная геоцентрическая скорость запуска КА с по¬

верхности Земли, чтобы КА приобрёл гелиоцентрическую скорость,

достаточную для выхода из Солнечной системы по параболической
траектории (см. рис. 39)?
Решение

Параболическая гелиоцентрическая скорость на орбите Земли

составляет VM.пар/© = у2ц@/г£ = 42.11 км/с (см. задачу 5.6). Сле¬

довательно, для выхода из Солнечной системы по параболе необхо¬
димо и достаточно, чтобы направление остаточной скорости Vrp
на границе сферы действия Земли совпало с направлением орби¬
тальной скорости Земли, а величина остаточной скорости была бы

при этом по (9.2) равна

К-р.кА/б = Ki.nap/© — Ki.kp/q = 42.11 — 29.78 = 12.33 (км/с).

Вычислим постоянную энергии h по интегралу энергии (9.4) для

геоцентрической траектории выхода на границу сферы действия:

~h = V*
каМ

- — = (12-33)2 - -'^60° = 151-17 (км2/с2).rp.KA/o
р

V >
930000

Этому положительному значению h соответствует положительный

гиперболический избыток скорости y/h и гиперболическая старто¬

вая геоцентрическая скорость, которую обозначим И3 (см. рис. 39)
и определим по (5.20)

И3 = Кст = yJh + V.j2 = ^151.18+ (11.19)2 = 16.62 (км/с),

где V2 = 11.19 км/с — вторая космическая скорость на поверхно¬

сти Земли. Полученная минимальная скорость И3 называется тре¬

тьей космической скоростью. Значение соответствующего остаточ¬

ного импульса на границе сферы действия Земли является верх¬

ним пределом граничной скорости, при котором результирующая

гелиоцентрическая орбита будет эллипсом (т. е. при и = Игр,KA/g <
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< 12.33 км/с). Этот результат следует сравнить с результатом за¬

дачи 9.2.

Аналогично можно решить задачу о параболическом выходе из

Солнечной системы в сторону, обратную орбитальному движению

Земли. По теореме сложения скоростей (9.2):

К-р.кА/6 =

пар/о
- ^м.кр/о =-(42.11 + 29.78) =-71.89 (км/с),

VCT = 72.80 (км/с).

Таким же образом можно найти стартовую скорость, которая

могла бы обеспечить падение КА по «радиальной» траектории на

Солнце. Для этого на границе сферы действия Земли остаточная

скорость Кгр ка/6 Должна быть направлена против движения Зем¬

ли. Эту скорость мы рассматриваем как импульс, имеющий вели¬

чину и = —29.78 км/с. Стартовую скорость определим по теореме

сложения (9.2) и интегралу движения (9.4).

|VCT| = у ('и2 - + К22 = V/885.99 + (11.19)2 = 31,80 (км/с).

Продолжительность «падения» можно определить по третьему за¬

кону Кеплера. Для этого рассматриваем прямолинейное радиаль¬
ное движение как предельный случай движения по сильно вытя¬

нутому эллипсу с большой полуосью а = 150 • 106/2 = 75 • 106 км,

период движения по которому составляет 130 сут., так что время

движения до Солнца составит 65 сут.

Задача 9.5. Определить стартовую скорость, необходимую для вы¬

хода КА на круговую гелиоцентрическую орбиту, радиус которой

равен радиусу орбиты Земли и плоскость которой была бы перпен¬
дикулярна к плоскости эклиптики (рис. 40).
Решение

Задача может иметь два решения: о полёте к «северному полю¬

су» эклиптики (г = 90°) и о полёте к «южному полюсу» (г = 270°).
В обоих случаях движение происходит с круговой гелиоцентриче¬
ской скоростью Vj/q = Vka/© = 29.78 км/с, так что для равно¬

бедренного прямоугольного векторного треугольника скоростей на

границе сферы действия Земли имеет место формула для скоро-
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Рис. 40

сти КА, которая оказывается параболической гелиоцентрической
скоростью (см. задачу 8.4):

Vrp.KA/6
= 2V6/0Sin^ = V^J/O = ^м.пар/0 = 42.11 км/с.

Таким образом по (9.3), стартовая скорость КА на поверхности Зем¬

ли составляет

и ^p.KA/S + у22 = \/(42.11)2 + (11.19)2 = 43.57 км/с.

как для полёта к северному полюсу эклиптики, так и к южному.

На рис. 40 изображен полет к северному полюсу N эклиптики,

когда угол между остаточной граничной геоцентрической скоро¬
стью КА и скоростью Земли составляет 135°. Для полета к южному

полюсу он составляет 225°, а стартовая скорость остается прежней,
43.57 км/с. На рис. 40 параллелограмм скоростей построен парал¬
лельным переносом и условно изображен выше плоскости эклип¬

тики.

Задача 9.6. Космический корабль находится на круговой около¬

земной орбите на высоте Н = 230 км, откуда стартует для перелёта
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к орбите Марса, получив на стартовой орбите касательный импульс
и = 5 км/с. Определить продолжительность перелёта т.

Решение

Сравнение условий задачи с «точечными задачами» о перелете к

Марсу 8.5 и 9.3 показывает, что касание орбиты Марса не произой¬
дет, так как заданный импульс больше найденного там импульса

и = 2.95 км/с, необходимого и достаточного для касания. Круговая
геоцентрическая скорость на стартовой орбите

Ккр = + Я) = т/398600/6600 = 7.77 (км/с),

а местная параболическая скорость Кпар = %/2Ккр = 10.99 км/с.
Сравнивая её с величиной стартовой скорости Vcr = V0 = VKp + u =

7.77 + 5.0 = 12.77 км/с, убеждаемся, что полёт со стартовой ор¬
биты до границы сферы действия Земли происходит по гипербо¬
ле. Запишем для этой гиперболы интеграл энергии (5.21'), т. е.

V% = Ц^(2/гп + 1/|а|) и вычислим большую полуось по формулам
задачи 6.12:

|а| = д5/(К02 - Кпар) = 398600/(12.772 - 10.992) = 9425 (км).

Из соотношения для перигейного расстояния для гиперболы гп =

|а|(е — 1) определим ее эксцентриситет

е = rn/\a\ + 1 = 6600/9425 + 1 = 1.70.

Для определения времени перелёта до границы сферы действия

Земли т\ воспользуемся формулами гиперболического движения

(6.11) при г = р = 930 000 км:

г = |a|(ech# — 1),
esh Н - Н - y/^|a|3/2Ti,

откуда

г = р = |a|(e ch Н — 1) = 930000 км,

у (9.5)
П = y\a\3/p6{eshH

- Н).

Из первого соотношения (9.5) находим

есЪН = 930000/9425 + 1 = 99.67,

shH = v^ch2 Я - 1 = у/(99.67/1.70)2 - 1 = 58.62,

е sh Я = 99.65, Я = 5.29.
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Из второго соотношения (9.5) получаем время полета со стартовой

орбиты до выхода на границу сферы действия

П = \/94253/398600(99.65 - 5.29) = 1.368 • 105 с = 1.58 сут.

Найдём теперь остаточный гиперболический импульс скорости

на выходе из сферы действия Земли V^ ka/s- Именно он опреде¬

ляет дальнейшее гелиоцентрическое движение к орбите Марса. Из

интеграла энергии (9.4) на границе сферы действия Земли находим

граничную скорость

Kp.KA/s = MsCVH 2//>),

получаем

K-p.KA/s = л/398600(1/9425 + 2/930000) = 6.57 км/с.

Итак, гелиоцентрический полёт к Марсу начинается в перигелии

орбиты, касательной к орбите Земли, со скоростью V„ = ИКА/0 =

29.78 + 6.57 = 36.35 км/с. Эта скорость меньше местной гелиоцен¬

трической параболической скорости (42.12 км/с), так что гелиоцен¬

трическое движение к Марсу в данном случае будет происходить по

эллипсу. Однако, эта скорость больше, чем скорость необходимая в

перигелии для касания орбиты Марса в афелии (Vn — 32.73 км/с)
с касательным прибытием к орбите Марса (Va = 21.33 км/с),
что было найдено выше в задачах 8.5 и 9.3. Для последующего

перехода на орбиту Марса требуется еще импульс и = 2.6 км/с
(V/f = 21.33 км/с).

Возвращаясь к нашей траектории, запишем интеграл энергии

для этого пролетного эллипса Земля-Марс и определим его боль¬

шую полуось по (5.14):

а2 =ц0/(Ум2пар-У22) = 1327 ■ 108/(42.122 - 36.352) = 293 • 106 (км),

т. е. афелий эллипса расположится за орбитой Марса (г^ = 228 •

106 км). Вычислим эксцентриситет, е2 = 1 — гп/й2, полагая,

что радиус-вектор перигелия равен радиусу земной орбиты (tv =

1 а.е. = 149.6 • 106 км). Находим е2 = 0.490.

Воспользуемся соотношениями эллиптического движения (6.8)
и (6.9), имея в виду гелиоцентрический перелет от точки выхода на
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границу сферы действия Земли (перигелий) до точки пересечения

эллипса с орбитой Марса:

r^i = 02(1 - е2 cos Е),

ГТГ2 (9-6)
Т2 = уа2 /р<7)(Е- e2smE).

Из первого соотношения (9.6) находим эксцентрическую аномалию

Е точки этой пересечения

e2cos Е = 1-228 • 106/2.931 • 10® = 0.222,

sin Е = %/1 - cos 2Е = i/i - (0.222/0.490)2 = 0.891,

esinE =0.437, Е = 1.100 = 63.03°.

Тогда из второго соотношения (9.6) получаем время достижения

орбиты Марса по пролетному эллипсу, перигелий которого лежит

на границе сферы действия Земли:

т2
—

- /'i?\J(4/^q(e - е2sinЕ)

= а/(2.931 • 108)3/(1327 ■ 108)(1.100 - 0.437) =

= 9.131 • 106 с = 105.7 сут.

Полное время от стартовой орбиты до пересечения с орбитой Марса
составит

t = Ti + т2
= 1.6 + 105.7 = 107.3 (сут).

Задача 9.7. Определить радиусы сфер действия планет Солнечной

системы (относительно Солнца) и галилеевых спутников Юпитера
(относительно Юпитера).
Решение

Радиус сферы действия одного массивного тела относительно

другого вычисляется по формуле Лапласа (9.1):

р = Д(т/М)2/5.

Для вычисления радиусов сферы действия планет относительно

Солнца можно воспользоваться формулой сравнения с радиусом

сферы действия Земли рg:

р = р^атп2/ъ, (9.1')
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Таблица 9.1

Планета Большая

полуось в а.е.

Масса

в т6

Радиус сферы
действия в км

Меркурий 0.3871 0.055 112000

Венера 0.7233 0.815 616 000

Земля 1.0000 1.0000 929900

Марс 1.524 0.107 576000

Церера 2.767 0.000146 74 800

Паллада 2.771 0.0000533 50 000

Веста 2.362 0.0000566 44 000

Юпитер 5.203 317.9 48200000

Сатурн 9.575 95.2 54 700 000

Уран 19.296 14.5 52 000000

Нептун 30.251 17.1 87 000000

где a
— большая полуось орбиты планеты, выраженная в астро¬

номических единицах, т
— масса планеты, выраженная в массах

Земли mj. Учитывая, что pj
= 929900 км, составим табл. 9.1.

Вычислим также радиусы сфер действия галилеевых спутников

Юпитера Каллисто pi, Ганимеда р2, Европы рз, Ио р4 относительно

Юпитера по формуле (9.1) при А = (масса Юпитера =

317.9mj, mj = 6 • 1027 г):

/ 1 08 102® \
Л = 1883000 (зГЦПТГш^) =

р2 = Ю70000 (317 9.6.1027) = 24300 (км),

/ л qq 1 q25 \ 2/5

« = 670900 Urs.e.io*) =97оо<к“)-

/ о QO 1 п25
\ 2/^

= 421800 (з17.9- 6 -ИЯ7) = 7821 ^'



Глава 10. Обобщённый

третий закон Кеплера

В ограниченной задаче двух тел предполагается, что масса кос¬

мического объекта настолько мала, что притяжение им централь¬

ного тела не сказывается на движении последнего. Однако при вза¬

имодействии естественных небесных тел, массы их сопоставимы. В

результате оба тела совершают кеплеровы движения относительно

общего центра масс (барицентра) с равными периодами обращения.
В приведённых ниже задачах рассмотрены некоторые вопросы дви¬

жения «притягиваемой» массы т в случаях, когда её притягиваю¬

щим воздействием на массу М пренебречь нельзя.

Задача 10.1. Две свободные точки с массами т и М (т < М) дви¬

жутся под действием сил взаимного тяготения. Определить закон

движения массы т относительно массы М.

Решение

Рассмотрим движение точек т и М в абсолютной инерциальной
системе координат (рис. 41). Для радиус-векторов имеем

о -о +г
d2pm

-

d2pM
I
d2r

Pm Pm + ’

dt2 dt2
+

dt2
>

где г = Mm. В результате действия силы тяготения масса М стре¬

мится сдвинуться относительно начала координат в направлении г,

а масса т — в противоположном направлении. При этом уравнения

абсолютного движения обеих масс таковы:
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Рис. 41

Сокращая обе части равенств на соответствующую массу, получаем

*PK = fmT' £Рг*=_£МГ'
dt2 г3 dt2 г3

Уравнение движения массы т относительно массы М имеет вид:

d2г
=

d2pm
_

d2pM
=

/(M + m)
dt2 dt2 dt2 г3

ИЛИ

(юл')

g + /(M + m)i = 0. (10.1")

Сравнивая полученное уравнение (10.1") с уравнением абсолютно¬

го движения (1.5) для «непритягивающей» точки из ограниченной

задачи двух тел, заключаем, что в данном случае относительное

движение происходит по тем же законам, что и абсолютное, но с

гравитационным параметром р
= /(М + т). Иными словами, при¬

тягивающий спутник т движется вокруг центрального тела М так,

как двигался бы «непритягивающий» спутник вокруг тела с массой

М + т.

Из сказанного вытекает, что формулы, по которым в гл. 1-9

определялись различные кинематические и динамические харак¬

теристики движения (скорость, время движения, энергия и т.д.),
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можно применять для определения этих же характеристик движе¬

ния и в общей задаче двух тел. Но в этом случае в качестве гравита¬

ционного параметра следует принимать не р = fM, а р
= f(M+m).

Задача 10.2. Два однородных шара с радиусами Ri и i?2 и массами

mi, m2 начинают двигаться из состояния покоя под действием сил

взаимного притяжения. Определить, с какой относительной скоро¬

стью Vr столкнутся шары, если первоначальное расстояние между

их центрами равно L.

Решение

Рассматривается случай относительного прямолинейного дви¬

жения в общей задаче двух тел. Как указывалось в задаче 10.1, от¬

носительное движение в этом случае можно заменить абсолютным

движением одного (любого) шара в поле тяготения другого (непо¬
движного) с массой mi + m2. Полагая, что шары притягиваются,

как материальные точки будем считать, что происходит, например,

падение точки массой m2 на точку массой m1 + m2, причём это

падение происходит с высоты L до высоты Ri + R2.

Сила тяготения массы mi+m2, действующая на точку m2, равна

[—/(mi +m2)m2/r2] (положительное направление связано с радиус-

вектором m2, проведённым из mi + m2), а положительная рабо¬
та этой силы тяготения по перемещению массы m2 на указанном

участке составляет

+ m2)m2 (дГПгГ z)'
Теорема об изменении кинетической энергии массы m2 при её аб¬

солютном движении с начальной скоростью Vo = 0 имеет вид

m2V2 /1 1\
—'/(т1 + т2)”ЧиГТд-2~l)'

так что скорость массы m2

Гг = ^2/(т1+т2)(—(10.2)
Если в этой формуле принять m2 mi = Mg, Ri = i?g, R2 = О,
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то снова получим формулу абсолютной скорости падения точки на

поверхность Земли с высоты Н:

V= l"fV ( 1 О ПймрГ IZgRjH
V \яг Ч + н) Уяг(дб + Н) Ул5 + Я'

выведенную нами в задаче 1.9. На основании задач 1.8 и 1.9 можно

заключить, что эту же скорость V (в качестве начальной скоро¬

сти vo) должны иметь «разбегающиеся» шары, чтобы разойтись на

заданное расстояние L.

Задача 10.3. Две свободные точки, массы которых то и М, дви¬

жутся под действием сил взаимного тяготения. Определить движе¬

ние точек относительно их общего центра масс (барицентра) С (см.
рис. 41).
Решение

Положение барицентра С, лежащего на отрезке, соединяющем

массы т и М, определяется вектором

„ _ МРМ + тРт
с

М + т

Если через Тм = СМ и rm
= Cm обозначить векторы, опреде¬

ляющие положения Мит относительно С, то рм = рс + гм,

рт = рс + гт так что можно записать

(М + т)рс = М(рс + тм) + т(рс + рт),

откуда

Мтм + mrm = 0. (10.3)

Поскольку в рассматриваемом случае радиус-вектор массы ш, от¬

считываемый относительно массы М, имеет вид г = rm
—

тм, то

можно записать тм = гт
—

г, гт = тм + г. Последовательная под¬

становка этих выражений в (10.3) даёт

M(rm - г) + шгт = 0, Мтм + т(тм + г) = 0,

откуда

(М + m)rm = Mr, (М + т)гм = —тог,



Обобщённый третий закон Кеплера 173

Рис. 42

и

М +771 М + ТП

г = —г«
=

М m

Таким образом, орбиты, описываемые массами тп и М вокруг об¬

щего центра масс С, подобны между собой и подобны орбите, опи¬

сываемой одной массой вокруг другой.

Рассмотрим эллиптические орбиты двух тел с массами тп и М,
приведённые на рис. 42 а. Для конкретности примем М = 2т, что

может соответствовать, например, случаю двойной звезды. Оба те¬

ла описывают вокруг своего барицентра, как вокруг фокуса, подоб¬
ные эллипсы (с равными эксцентриситетами), оставаясь всё вре¬

мя на прямой, проходящей через барицентр, по разные стороны от

него.

Масса тп описывает эллипс вдвое больший, чем масса М. Это¬

му движению соответствует пропорция полуосей и масс O'-т/М —

ам/т. вытекающая из (10.3). Оценим то же явление с точки зрения

наблюдателя, находящегося на большей звезде М, для которого она

неподвижна. Взяв для каждого из моментов 1, 2, 3,..., 6 расстояния
тМ и отложив их в соответствующем направлении, изобразим схе¬

матическую орбиту звезды т относительно М (рис. 42 б). Очевид¬
но, что большая ось новой орбиты должна быть равна сумме осей

орбит обеих звёзд в их барицентрическом движении (рис. 42 а), так

(10.3')
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что подобие трёх орбит очевидно. В общем случае этому построе¬
нию соответствует отношение ат/М = ам/ш — (ат+ам)/(М+т).

Запишем уравнения движения относительно центра масс с учё¬
том направлений гм и гт:

d2rm г d2rM ,

~£Г
= -/«?• =

3
'

Подставив вместо г полученное ранее выражение (10.37), полу¬

чим

&Г771 /М3 гт d2rM
_

fm3 гм
ПП4'1

dt2 (М + т)2
’

dt2 (М + т)2
'

Каждое из этих двух уравнений имеет тот же вид, что и уравне¬

ние (10.1/), т. е. изучение относительного движения точек в обоих

случаях сводится к решению уравнения

^ + д^=0. (10.5)

Таким образом, движение относительно барицентра по эллипсам,

изображённым на рис. 42 а, происходит по тем же законам, что и

абсолютное движение с той лишь разницей, что следует принять

гравитационные параметры тел т и М:

Iм3 /™3
Мт_

(М + т)2’
т~

(М + т)2'
(10,6)

Движение массы т относительно массы М происходит по тому же

закону (10.5), но с гравитационным параметром ц
= f(M + т)

(см. (10.1")).

Задача 10.4. Какой вид примет зависимость между периодами об¬

ращений планет вокруг Солнца и большими полуосями их эллипти¬

ческих орбит, если учесть движение Солнца, вызванное притяже¬

нием соответствующей планеты? Дать математическую формули¬

ровку обобщенного третьего закона Кеплера. Рассмотреть случаи

движения тел относительно друг друга и относительно барицентра.
Решение

Как показано в задаче 10.1, относительное движение массы с

учётом взаимного притяжения происходит по тем же законам, что
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и абсолютное, но только гравитационный параметр должен быть

принят не р = fM, а /1
= /(М + т). Для абсолютного движения

соотношение между периодами Д и большими полуосями аг орбит
планет в силу (6.7) имеет вид

= Т' =21 ь <ю'7)

так что для относительного движения г-й планеты можем записать

аналогично

а? /(М + тщ) j а?
Т? 4тг2

’ г

у /(М + mi)
’ ( °‘8)

Сопоставляя планеты 1 и 2 между собой, имеем

a\/Tl М + mi

г2/ -‘г

или

а\/Т% М + 7712

О?
_

Ti 1 + 7771 /М
0,2 Т% 1 + 7772/м

(10.9)

(10.10)

Соотношения (10.8)—(10.10) носят название уточненного (или
обобщенного) третьего закона Кеплера в отличие от уравнений

(6.1)—(6.5) для абсолютного движения.

При барицентрическом движении в соответствии с уравнениями

движения (10.4)—(10.6) для движений малой тщ и большой Mq масс

можно записать соответственно

Т™, = 2я

Т =Мгл 2тг

атЛМ® + ТПЛ2
fM%о

(10.11)

0 V м© V fmi

На основании соотношений для подобных эллипсов ami/MQ =

oq/гп; (см. задачу 10.3, рис. 42) можно заключить, что периоды ба¬

рицентрических движений Tmi и равны между собой. Сведя

барицентрическое движение к движению массы rrii относительно
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Солнца М0, необходимо снова заменить параметры д0 и цтг па¬

раметром д
= /(Mq + mi), а полуоси ам0 и ami суммой полуосей

ai = aMq + CLmi, в результате чего опять получим период

Тг = 27Г, / ^ =2nJ——£ -. (10.12)
у (аМ0 + аггц) y/(M0+amJ

Из подобия эллипсов

ат. ам0 ^Mq + ^TTlt

Mq т; Mq + mj

вытекает

(ам0 + flmj3
^ ( дт, ^

3

^ f \2_(aM(D
Mq + TTli

Последнее позволяет утверждать, что период относительного дви¬

жения совпадает с периодами барицентрических движений:

Задача 10.5. Определить круговые геоцентрические скорости Лу¬
ны и КА (ш = 0), движущегося вокруг Земли по той же кру¬

говой орбите радиусом = 384400 (д^ = 398600 км3/с2, д^
=

= 4900 км3/с2).
Решение

Определим круговую скорость КА в рамках спутниковой задачи

двух тел:

Vka = у/д6/г = ^398600/384400 = 1.018 (км/с).

Для круговой скорости движения Луны следует принять формулу
общей задачи двух тел, то есть вместо гравитационного параметра

д^
= /М^ взять Д££

= /(Mj + M(j ) = д^ + дз . Итак, круговая

геоцентрическая скорость Луны

1^6+Н /398600 + 4900
, пОЕ , , ,

=

i—r~
=

V 384400
= 1 025 (КМ/С)-
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Значит, Луна движется быстрее КА.

Периоды обращения КА и Луны запишем по формулам (10.7) и

(10.8)
гз

Тка = 2л—, Та = 2л-

V-б V-6 +

т. е. периоды соотносятся следующим образом:

ТкА= »6+И
= = /1+ 1

>х ТКА > Tj .

у Ккд V 81.3

Например, в тот момент, когда Луна догоняя КА, приблизится к

нему на расстояние р^
= г(М^ /М^)2 = г(1/81.3)2/5 = 66200 км

(радиус сферы действия Луны относительно Земли), КА начнёт

свободное падение на Луну с начальной относительной скоростью

Vj - Vka = 1-025 - 1.018 = 0.007 км/с = 7 м/с.

Задача 10.6. КА движется по круговой орбите Луны =

= 384400 км, причём в начальный момент находится в точке, диа¬

метрально противоположной положению Луны. Как будет изме¬

няться взаимное положение Луны и КА?

Решение

Как было показано в задаче 10.5, Луна движется быстрее КА
и догоняет его. По истечении некоторого времени т Луна догонит

КА, и он упадёт на неё. Определим время т сближения КА с Луной
по формулам задачи 10.5, считая круговые движения Луны и КА

равномерными. Запишем относительную угловую скорость сближе¬

ния:

7 - Ю“3
-

^ка = (Vj - Vka)/H[ =

3g44QQ
= 1’82 ' 10~8

Очевидно, Луна догонит КА, когда угловое расстояние между ни¬

ми, первоначально составлявшее тг, достигнет величины 2л, т. е. че¬

рез

л 3.1416 - 108 о

т = = —— = 1.725 • 10 с и 6 лет.
-

^ка 1-82

и примерно через 900 оборотов КА.

Эту задачу можно решить с помощью обобщённого третьего за¬

кона Кеплера, выразив угловые скорости через периоды обращений

W(J
-

UKA = 2Л
, т

=

^ _ШКА
=

2(1 — Tj /Тка)
’

12 Закат 2К
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где

Гка \ Щ) { 2 М6) 2 М6

Используя формулу (10.8) из задачи 10.4, вычислим среднее значе¬

ние периода обращения Луны

Td = 2тгЛ : = 2тм/Г1 = 27-32 (СУТ)>
у -Ь /Xg V 398600 “Ь 4900

откуда получаем время сближения до падения КА на Луну.

т ~ Та -г^ = 27.32 • 81.3 = 2.23 • 103 сут « 6 лет.5
Md



Глава 11. Элементы динамики

тел переменной массы

Во многих практически важных ситуациях следует учитывать,

что движение тела в поле внешних сил меняется не мгновенно под

действием импульса скорости, а постепенно, за счёт реактивной си¬

лы, меняющей его массу (запуск многоступенчатой ракеты, движе¬
ние КА на активном участке траектории, движение стабилизируе¬
мого спутника и т. д.). Движение центра масс тела в этом случае

подчиняется уравнению Мещерского для точки переменной массы

Здесь m(t) — масса точки (тела), описываемая непрерывной диф¬

ференцируемой функцией времени, V —

скорость точки в выбран¬
ной инерциальной системе координат, F

— главный вектор внешних

сил, приложенных к телу, и
— абсолютная скорость отбрасываемых

(или присоединяющихся) частиц.

Величина

представляет собой реактивную силу (тягу), действующую на точ¬

ку. Для большого класса задач ракетодинамики допустимо пользо¬

ваться гипотезой Циолковского о постоянстве относительной ско¬

рости Vr = u — V истечения реактивной струи. Величина

(11.2)

т
Т

dt
(11.3)

представляет собой реактивное ускорение точки. Известно, что от¬

ношение п = W/g — перегрузка, обусловленная ускорением W, где
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д
—

ускорение силы тяжести у поверхности Земли. Иногда m(t)
записывают в виде m{t) = rriof(t). где mо

— начальное значение

массы, f(t) — функция времени, определяющая закон изменения

массы.

Если предположить, что движение точки прямолинейное с на¬

чальной скоростью Ио) а внешние силы отсутствуют, то интегри¬

рование уравнения Мещерского в виде (11.3) приводит сначала к

формуле
V = Vo + Vrln-^r, (11.4)

m(t)
а затем к формуле Циолковского

Ик = -Vr In (—) = Vr In (—) = Vr ln(l + Z), (11.5)
\m0 J \mKJ

где число Циолковского Z:

g
mo ПТ-к ^П-топл.

тпк тпк

Оно равно отношению массы топлива, то
—

тк к массе всей кон¬

струкции (без топлива) шц. Формула (11.5) определяет скорость

ракеты в момент выгорания топлива (рабочего тела), (тк — ко¬

нечная масса ракеты).
Для снижения стартовой массы К. Э. Циолковским была пред¬

ложена идея последовательного соединения ступеней ракеты. Ха¬

рактерными числами такой конструкции являются (рис. 43):
М — итоговая полезная масса, заключённая в n-й субракете,
Pi — масса г-й субракеты,
Qi — масса топлива г-й ступени.

Введём относительную массу г-й субракеты и числа Циолков¬
ского для г-й субракеты

А» = Рг/Рг+1 (г = 1,2,.. -,
тг
— 1),

Ап = Рп/М, (11.6)

Zi =

~р~7Г> (*=!. 2. •••.«)■
■l

г ЦГг

Относительная масса всей многоступенчатой ракеты равна

П

А = Р1/М = Ц\{.
i= 1
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Qi Q2

Si S2

Pi Z1 P'i Z2

Рис. 43

Рз Z3

Определим ещё так называемую конструктивную характеристи¬

ку г-й ступени

8. = 0±+Ь^ (i=1>2>...)n) (11.7)
Qi

(qi — масса г-й ступени без топлива — баки, несущая конструкция,

двигатели и др.) и число

гг
= 1 + Zi. (11.Г)

Каждая из трёх величин Г{, Лг, Sj может быть выражена через

две другие, именно

Aj 1 . Si 1 A{Si
Si = т Гч, А; = :—Г{ = -

•,

Аг-Пг' Si
-

Гг Ai + Si
— 1 (11.8)

(г = 1,2,..., гг).

Величину
71

Кар = ^2Vri 1ПП, (11.9)
г=1

где VTi — скорость истечения газов г-й ступени, называют суммар¬

ной характеристической скоростью. Если г* = г, Vri = VT, получаем

Кхар = VTnlnr, т.е.

r = l + Z=l + exp^) ,

и общую массу многоступенчатой ракеты
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Задача 11.1. Пилотируемый КА массой М = 45 т находится на

круговой селеноцентрической орбите на высоте 100 км над поверх¬

ностью Луны. Найти необходимое количество топлива тп (рабочего
тела) для «опускания» орбиты на высоту 15 км, если скорость от¬

торжения плазмы реактивным двигателем составляет Vr = 3 км/с.
Найти количество топлива, необходимого для «подъёма» кру¬

говой геоцентрической орбиты МКС (номинальная масса 250 т) с

высоты 350 км на высоту 400 км, если скорость реактивного оттор¬

жения плазмы составляет 2.5 км/с.
Решение

В задаче 8.17 было найдено, что указанный орбитальный пе¬

реход в окрестности Луны между заданными высотами потребует
двух отрицательных импульсов скорости, и = и\ + U2 = —19.41 —

19.64 = —39.05 м/с. По формуле (11.4), положив в ней и — V — Ко,
вычисляем:

m — М(1 — exp(u/Vr) = 45000(1 — ехр(—39.05/3000)) = 582 (кг).

Во втором случае (задача 8.16) и = Hi + = 43.34 + 43.10 =

= 86.44 м/с. Таким образом,

тп — М{1 — exp(u/Vr) = 250(1 — ехр(86.44/2500) = 8.5 (т).

Задача 11.2. Одноступенчатая ракета движется прямолинейно в

бессиловом поле под действием реактивной тяги. К моменту выго¬

рания топлива её скорость возрастает на 3800 м/с. Скорость исте¬

чения газов равна 2400 м/с. Определить число Циолковского Z.

Решение

Согласно (11.4) ДV = VT ln(l + Z), так что

Z = ехр(ДУ/Уг) - 1 = ехр(3800/2400) - 1 = 3.87.

Пусть, например, масса разгоняемого КА равна М = 1т, а кон¬

структивная характеристика разгонного блока s = 10. Тогда стар¬
товая масса всей конструкции

'’ = *'Д^Т<1 + 2) = ТS^=,S,(')'
«Сухая» масса разгонного блока составит

Р 8 ^4

9=7-М
= —-! = 754 (кг).
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Масса затраченного топлива

Q = Р — М —

q — 8540 - 1000 - 754 = 6.79 (т).

Задача 11.3. В условиях предыдущей задачи определить старто¬

вую массу Р двухступенчатой ракеты, если конструктивные харак¬

теристики ступеней одинаковы, si = S2 = s = 10.

Решение

При одинаковом отношении Vxap/Vr для одноступенчатой и

двухступенчатой ракет будут одинаковы и числа Циолковского из

(11.6), а именно, z\ = z^ — s/T+Z = \/4.87. Вычисляем

P = M(1 + Z)f ,S ~-1 ■ = 1-4.87 ( -9-7 = 6.5 (т).
\s-s/TTZJ V10-л/Ш)

Аналогичным образом, для трёхступенчатой ракеты

Р = 4.87 2.1 (т).
Vio-

v ;

Задача 11.4. Одноступенчатая и двухступенчатая ракеты имеют

одинаковую скорость истечения газов VT и достигают одной и той

же характеристической скорости Vxap в конце активного участка

траектории. Полагая, что обе ракеты имеют одинаковую конструк¬

тивную характеристику s = 4 и несут одинаковую полезную на¬

грузку М = 1т, определить по (11.10) стартовую массу Р\ двух¬

ступенчатой ракеты, если стартовая масса одноступенчатой ракеты

Р = 200 т.

Решение

Соотношение, записанное для одноступенчатой ракеты,

дает число Циолковского:
4 • 200

z = ^—гЧ- - 1 = 2.94, г = 1 + Z = 3.94.
200 + 4-1

Для двухступенчатой ракеты по условию задачи обозначим

1 + Z\ = 1 + Z2 = л/1 + Z. Отсюда полная масса двухступенчатой

ракеты

s — 1 \2 . _
/ 4-1 4 2

Pi=M(l + Z) /=г
= 1-3.94 7=) = 8.74 (т).

JX--s/TTzJ \4-у/зм;
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Если двухступенчатая ракета имеет более низкую конструктивную

характеристику, например, s = 3, получим (при той же величине

Z) стартовую массу

Задача 11.5. Определить итоговую характеристическую скорость

и начальную массу двухступенчатой ракеты с полезным грузом

М = 500 кг, если Z\ = 2.55, Z2 = 1.75, si = 6, S2 = 7,
Vir — 2200 м/с, V2r = 2400 м/с.
Решение

К:ар = Vrl ln(l + Z\) + Vr2 ln(l + Z^) =

=2200 • In3.55 + 2400 • In2.75 = 5215 (м/с).

Задача 11.6. Определить закон изменения массы ракеты m(t), со¬

вершающей восходящее вертикальное движение в однородном по¬

ле силы тяжести с постоянным ускорением а. Скорость истечения

газов Vr считать постоянной. Сопротивлением атмосферы прене¬

бречь.
Решение

Обратными задачами динамики точки переменной массы назы¬

вают такие, в которых по заданным внешним силам и кинематиче¬

ским характеристикам движения требуется определить закон изме¬

нения массы точки и программу ориентации вектора реактивного

ускорения. В случае восходящего вертикального движения уравне¬

ние Мещерского (11.1) приобретает вид

Учитывая, что dV/dt = a = const, VT = const, выполняем инте¬

грирование. Получаем

(1 + S2))

m{t)— = -m{t)g - —Vr.
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Задача 11.7. Определить закон изменения массы КА, движуще¬

гося в центральном ньютоновском поле, а также ориентацию каса¬

тельного вектора реактивного ускорения, при которых траектория

движения была бы архимедовой спиралью, задаваемой уравнением

г = р(р + ро, <р = wt + <ро, где ш и р постоянны. Скорость истечения

газов Vr считать постоянной.

Решение

Пусть центральная гравитационная сила F = — -4-г0, г = гг0

направлена к асимптотическому центру спирали, принимаемому за

начало полярных координат. Обозначим через /3 (/3 < 90°) пере¬

менный угол между радиусом-вектором КА и вектором реактив¬

ного ускорения W из (11.3), направленным по касательной. Ана¬

логичная геометрическая схема будет изображена ниже на рис. 47

в задаче 12.8 для логарифмической спирали. Напомним, что архи¬

медова спираль в отличие от логарифмической имеет постоянное

расстояние между витками.

Запишем уравнение движения КА в полярных координатах в

радиальной и трансверсальной проекциях с учетом уравнения тра¬

ектории:

Wr = Wcos/3 = ^-+г-гф2 =
-——-х -cu2(puit + р0),

г2 (put + ро)2

Wv=^Ws\nj3 = --y-(r2<p) = 2рш2.
г at

Отсюда получаем угол /3, т. е. программу ориентации вектора тяги,

и реактивное ускорение W:

2рш2 2рш2
w№

~

(ра,«+ро)* -и2(ри* + РоУ

™

При t = 0 имеем: tg/З = оо, т. е. в начальный момент реактивное

ускорение W касательно к стартовой круговой орбите радиуса ро-

Обозначая w2 = д/рд, где ш — угловая скорость КА на первона¬

чальной круговой орбите радиуса ро, получим ускорение
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Для малых t получим приближенно

Закон изменения массы находим, интегрируя скалярное уравне¬

ние Мещерского (11.2), т. е.

Оценим секундный расход топлива, исходя из этого выражения.

Принимая, что р
=

pg
= 398600км3/с2, ро = 6370 + 400 км,

р = 30 км, VT = 20 км/с (ионный двигатель), получим секундную

потерю массы

Чтобы поднять таким образом орбиту МКС массой 300 т с высоты

400 км до 430 км потребуется около 6 т топлива, что показывает

недостаточную эффективность данного гипотетического манёвра в

смысле расхода топлива.

Задача 11.8. Осуществляется мягкая посадка КА на поверхность

Луны с круговой селеноцентрической орбиты на высоте Д. Спус¬
каемому КА сообщается постоянное по модулю тормозящее каса¬

тельное ускорение W < 0. Скорость истечения газов Vr принимаем
постоянной.

.....

dt
'

что даёт экспоненциальный закон изменения массы

mW = -Vr-r-, при Vr = const,

Для малых t

m(t) = то 1 Н—=—t. + 0(t2).

За один орбитальный оборот будет израсходована масса

0.385-10 5mo = 2.1%T7io.
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Считая, что движение происходит в вертикальной плоскости в

однородном поле силы тяжести, определить число Циолковского Z
в функции Н. Каковы должны быть реактивная тяга Ф из (11.2) и

время работы двигателя при минимальном значении Z. Вычислить

указанные величины при Vr = 4 км/с.
Решение

На первоначальной круговой орбите имеем скорость

V0 = Vxp- ^
Ra +Н'

где pd
=

^ .

В проекции на естественные оси координат (касательную и нор¬

маль к орбите), уравнения движения в присутствии тормозящего

ускорения W имеют вид:

—^=п- созф {:n = W/g<i),
9<l dt

V dtp
—— = sm-0,
9([ dt

где ф > 90° — угол тормозящего ускорения с радиусом-вектором г,

п — перегрузка.

Поделив уравнения друг на друга и переходя к переменной р =

tg ф, получим
1 dV (n + 1)С2 -f (п — 1)
vlp

=

С(С2 +1)
‘

Интегрируя и полагая в начальный момент ((0) = (о, V(0) = Vo =

VKp, находим текущую скорость

ц^СГ^+С2)
Co^^l + Co2)'

Связь между р = tg ф и t найдётся после интегрирования уравнения

= 9§^с
dt V

^

с учётом выражения для V. Получаем время работы двигателя

, УЬСС"-1-#-1) ( 1
. С2-Со2

ffdCon_1(l + Co2) \п-1 п + 1
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Читателю предлагается самому определить число Циолковского Z,
реактивную тягу и значение времени t для заданной скорости ис¬

течения.

Задача 11.9. Вывести формулу второго закона Ньютона для точки

переменной массы в случае потери массы.

Решение

Для вывода мы применим классическую теорему импульсов,

приняв, что

1. масса тела M(t) есть непрерывная и дифференцируемая
функция времени,

2. отбрасываемая частица массой ДМ изменяет количество дви¬

жения Q точки (тела) переменной массы только в момент кон¬

такта (выброса).

Вводим обозначения:

I. Скорости: V — абсолютная скорость точки переменной массы

(или центра масс тела переменной массы), и — абсолютная ско¬

рость выброса частицы, VOTH = u — V — относительная скорость

выброса частицы, а ДV — приращение абсолютной скорости за счет

выброса.
II. Массы: M(t) —

текущая (исходная) масса точки на момент

выброса to, ДМ = — |ДМ| < 0 — масса выброшенной частицы,

M(t) + ДМ = M(t) — |ДМ| — конечная масса точки после выброса
(в момент контакта Ц).

С этими обозначениями запишем количество движения тела пе¬

ременной массы до контакта Q(t = to) и сразу после контакта

Q(t = ti), считая в последнем случае, что в момент t\ количество

движения «тело-частица» является суммой количества движения

тела, которое уже потеряло частицу и приобрело импульс скорости

ДV, и количества движения самой выброшенной частицы:

Q(t0) = M(t)V,

Q(ti) = (М + ДМ)(У + ДУ) + |ДМ|и =

= (М + ДМ) (V + ДV) - ДМи,

где M(t0) = M(t), V(t0) = V, М(Ц) = М + ДМ, V(Ц) = V + ДУ,

|ДМ| = -ДМ.
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Запишем теперь классическую теорему импульсов в общем ви¬

де Q(ti) - Q(t0) = FAt, где F — активная сила, и подставим в

нее найденные выше значения Q, отбросив члены второго порядка

ДМДУ:

FAt = (М + АМ)(у + AV) - AMu - MV = MAV - ДМ(и - V).

Поделив на At, переходя к пределу и используя обозначение VOT„ =

= u — V, убеждаемся, что мы пришли к классическому уравнению

Мещерского (см. формулу (11.1)):

,,dV „
dM.

,r. „
dM

,r

dt
~ +

dt
(U )_ +

dt
°™'

Остается записать второй закон Ньютона. Для этого применим

формулу дифференцирования произведения

d dM ,rdV
_(MV) = —V + M-,

в которой второе слагаемое справа, как легко видеть, подчиняет¬

ся уравнению Мещерского. Окончательно, второй закон Ньютона,

будучи представлен в виде производной от количества движения,

имеет вид:

j(MV) = ^V-dt dt

^
dM

-F + ^u-

Возвращаясь к уравнению Мещерского (11.2), напомним, что вто¬

рое слагаемое является реактивной силой, Ф = ^pVOTH, поэтому

уравнение можно записать кратко как М = F + Ф. Относитель¬

ная скорость VOTH, входящая в Ф, означает переменный или посто¬

янный (|VOTH1 = const) режим работы двигателя, определяющий
его мощность. Поскольку dM. < 0 в Ф, очевидно, что направление

Ф противоположно VOTH.

Задача 11.10. (Первая задача Циолковского) Базируясь на урав¬

нении Мещерского в формах (11.1)—(11.3), т. е. МdM = ^М\гот„ =

= Ф, исследовать движение точки переменной массы (скорость и

путь) вне поля сил тяготения, т. е. при F = 0b(11.1)h при постоян¬

ном режиме работы двигателя |VOTH| = VOTll = const. При решении

использовать функцию f(t) как закон изменения массы.
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Рис. 44

Решение

Вне поля сил движение точки по инерции будет прямолинейным
(рис. 44). Используя единичный вектор касательной в направлении

движения т°, спроецируем исходное векторное уравнение Мещер¬
ского на т°:

М^Т°=-^ИотНТ0 = Фт0,
at at

dV
откуда выведем величины касательного ускорения ^ и реактивной

силы Ф:

0L--V ф„ушу (то)
dt

~

°"M(t) it
'

it
11

Для интегрирования представим переменную массу M(t) как про¬

изведение Mof(t), где f(t) — некоторый закон изменения массы

/«) = !?. т. е.

f U) ~ <=
1 при 1 = °’м = м°’

1^1 при t > 0, М ф Mq.
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Итак, мы располагаем соотношением
d

= М0^—, которое,

будучи подставлено в (11.10) дает два уравнения

1 dM(t)
_

М0 df(t)
_

1 df(t)
_

dV
_ т/ df(t)

M(t) dt
~

M dt
~

f dt
'

После интегрирования получаем

dX = _v
dt

OTH

fdt
'

V = V0 - Vr In f(t) = n0 - Vr In ЦО- = Vb + К- In ■

M°

M0
'u ' "

“M(t)‘
(11'U)

Итак, с помощью функции изменения массы мы пришли к преж¬

нему результату: скорость не зависит от явной формы закона /(f)
изменения массы, а зависит только от начального и конечного зна¬

чений масс. Если записать массу ракеты в начале (Мо) и в конце

(Mi) активного участка как

.Мо = M{t = 0) = ^ИКОНСТр -I- Мтоплива,

М\ = МЦ = tKон) — ^ИКОНСТр = М(£),

то после подстановки в (11.11) снова приходим к формуле Циол¬
ковского

Мп
(11.12)ИКо„ = Иотн In = Иотн 1п(1 + Z),

где число Циолковского Z = JfT°ла- . Ниже приведены скорости
***

констр

Икон (км/с) в функции Z для И0тн = 2 км/с:

Z 0 0.1 1 10 102 103

Ц<ОН 0 0.2 1.4 5 9 15

104

19

Перейдем теперь к определению пути S, пройденного ракетой
при прямолинейном движении. По (11.11) имеем

dS
V =

dt
И0 - Иох„ In/(f),

откуда

S — So + V0t (11.13)Иот„ j In f(t)dt.
о

Этот закон показывает, что длина прямолинейного разгона ракеты
зависит от закона изменения массы. Рассмотрим два базовых зако¬

на /(f), считая, что реальные законы достаточно близки к ним или

к их комбинациям.
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I. Линейный закон

Пусть функция f(t) = М(t) /М$ = 1 — at > 0 — положительная

непрерывная дифференцируемая функция от t, где a = const > О,
at < 1. Соответственно, масса ракеты является положительной

убывающей функцией времени t:

M(t) = Mof(t) = Мо(1 — at),
dM(t)

_ _a^ _ const < q
dt

(11.14)
Введем положительную величину q = —dM(t)/dt = aMo = const >

> 0, которая характеризует неизменный расход топлива в единицу

времени и называется «секундным расходом». Это проясняет физи¬
ческий смысл константы а как коэффициента в линейном законе:

a = -^ = const > 0 — постоянный удельный расход топлива.

Теперь выразим через а динамические величины: 1) величину

реактивной тяги Ф, направленной по касательной т° (см. рис 44)
при VOTH = const:

ф = -^МШ.уотн = aMoVOTH = const > 0, (11.15)
dt

которая оказывается константой, 2) величину реактивного ускоре¬

ния

m
Ф aMoVOTli aVQтн . .

W =
-тттт ттл г

= Ф const, (11.16)
M(t) Мо(1 — at) 1 — at

которая оказывается переменной, поскольку в знаменателе сто¬

ит положительная убывающая функция t. Кроме того, числитель

(xVoth = const > 0, так что переменное реактивное ускорение со

временем увеличивается. Соответственно, уточняется понятие пе¬

регрузки в этом законе. Как известно, перегрузкой называется от¬

ношение п = Wgt'1 реактивного ускорения в данный момент t к

ускорению силы тяжести на поверхности Земли. В случае линейно¬

го закона перегрузка оказывается переменной (возрастающей) ве¬

личиной

п= ^отн ф const, (11-17)
д( 1 - at)

что делает линейный закон непригодным для полета космонавтов.
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Наконец, путь S из (11.13), пройденный ракетой, растет по ли¬

нейному закону:

t

S(t) = So + Vot — Vom Jln(l — at) dt =

о

= So + Vot + Нот„а_1 [(1 - at) ln(l - at) + at]. (11.18)

II. Показательный закон

Пусть функция изменения массы — экспонента: f(t) = e~at, a =
const > 0. Тогда масса ракеты M(t) оказывается положительной

убывающей функцией t:

M(t) = Moe~at,
dM(t)

_ _Q^oe-at _ _aM(t) ф const (11.19)
dt

(сравнить с (11.14)).
Введем положительную величину q(t) = — = aM(t) ф

Ф const, откуда следует, что секундный расход топлива возраста¬

ет (в отличие от случая I). Однако, физический смысл константы

а в экспоненте показывает неизменность удельного расхода топли¬

ва: a = q(t)/M(t) = const > 0, как и в случае I, хотя в случае I мы

имеем отношение двух констант, а в случае II — отношение двух

функций t.

Для динамических величин из случая I имеем:

Ф = -^Ц^-Voтн = aM(t)VOTU ф const, (11.20)
at

тяга Ф убывает как M(t) (сравнить с (11.15). Реактивное ускорение
оказывается постоянным:

W = Ф(t)/M(t) = aVOTn = const, (11-21)

а с ним и перегрузка постоянна, что делает возможным полет кос¬

монавтов

W a

п = — = —Vqth = const. (11.22)
9 9

13 Эакат 28



194 Глава 11

Путь, пройденный ракетой, определяется многочленом по степе¬

ни t:

t t

S(t) = So + Vot — Уотн J lne-at dt = So + V0t + Уотн J atdt =

о о

= So + Vb t + ^aV0THt2 = S0 + Vo t + Wt2/2,

(11.23)

где последнее слагаемое, имеющее коэффициентом постоянное ре¬

активное ускорение W, растет как t2, т. е. быстрее, чем в линейном

законе (11,18), где последнее слагаемое растет как t.

Закон (11.23) может считаться аналогичным закону свободного
падения в однородном поле силы тяжести S = So + Vot + gt2/2,
где роль д играет константа aV0TH = W, имеющая ту же размер¬

ность ускорения, поскольку размерность секундного расхода a —

(время)-1.
Задача 11,11. (Вторая задача Циолковского) Обобщить задачу

11.10 на случай разгона ракеты в однородном поле силы тяжести

для экспоненциального закона изменения массы.

Решение

В рассматриваемом случае в схеме на рис. 44 появляется пере¬

менная сила веса Р(1) = M(t)g, противодействующая движению.

По формулам Мещерского (11.1)—(11.3) мы должны решить задачу

о подъеме на высоту Н (Я<й), т.е.о прохождении ракетой пути
S = Н. Итак, векторное уравнение

M{t)^t = P{t) + ^PVoTH = PW + Ф(*}’

которое в проекции на единичный касательный вектор т° дает ска¬

лярное уравнение
V

M(t)^ = -M{t)g - ^P-VOTH. (11.24)

Сократив на M{t), придем к касательному (в данном случае
— пол¬

ному) ускорению, выразив его через функцию f(t), т. е. закон из¬

менения массы (см. задачу 11.10)
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Выбираем для f(t) случай II, т. е. экспоненту f(t) = е
at

и после

первого интегрирования получаем скорость V:

V = V0-gt-Vomlnf(t) = V0-gt+aVomt = V0-(g-aVOTU)t, (11.25)

а после второго
—

путь S:

S = S0 + V0t- gt2/2 + (at2)/2)V0Tn = S0t + V0t - ^(g - aVOTH)t2.
(11.26)

Здесь рассматривается движение в однородном поле силы тяже¬

сти, хотя текущее значение ускорения силы тяжести составляет
R+

g(R ?н) < g (см. задачу 1.6). При Н R получаем однородное
6

поле.

Величины (11.25) и (11.26) можно интерпретировать как ки¬

нематические характеристики подъема точки на высоту Н с на¬

чальной скоростью Vo и конечной нулевой скоростью в однород¬

ном поле силы тяжести, но с новой, уменьшенной интенсивностью

g' = д
— аРотп < д. По аналогии с классическими формулами подъ¬

ема можно записать для остановки (V = 0) на высоте Н:

V0=gt, t = V0/g,

S = Н = V0t —■ \g't2 = Ц (£) - \9' (£) = К, = VWH.

Рассмотрим требования к режиму подъема на высоту Н =

V2/2д' = V2/2{g - aVOTH):

1. Достижение Н > 0 осуществляется при д' = д
— aVOTn > 0,

я' < 9i 9 > °К>тн! 01 < g/V,этн. Формула для а демонстрирует

требование к удельному расходу топлива.

2. Н —>• оо достигается при д' —>• 0, д = ctVOTU, a = д/VOTH =

const. Происходит «гашение» полей, и ракета движется вне

поля сил (см. задачу 11.10, т. е. первую задачу Циолковского,

случай И), при постоянном удельном расходе а.

3. Н ракета не поднимется, если q1 — q
— о^^отн ^ 0, т. е. име¬

ем поле отрицательной интенсивности при удельном расходе

о > 5f/V^>TH.



196 Глава 11

Задача 11.12. Космический корабль, начальная масса которого

М = 1000 т, отправляется к Марсу с орбиты Земли по эллип¬

су Гомана-Цандера. Найти расход топлива т на положительный

стартовый импульс (и = 2.95 км/с из задачи 6.10 о касательном пе¬

релете к орбите Марса), если химический ракетный двигатель до¬

пускает относительную скорость истечения не более Vr = 4.5 км/с.
Решение

Воспользуемся формулой Циолковского (11.6) в виде

Итак, на стартовый импульс 2.95 км/с будет израсходовано 48%
массы корабля.

Можно увеличить стартовый импульс и (это увеличит расход

топлива), чтобы сократить время перелёта. Например, чтобы осу¬

ществить перелёт по параболе, т.е. за 70 сут (см. задачу 8.22), потре¬

буется стартовый импульс 12.33 км/с. При этом траектория пере¬

станет быть касательным эллипсом и станет пролетной. Если счи¬

тать допустимым расход топлива в 30 % от начальной массы кораб¬
ля М, двигатель должен обеспечивать истечение плазмы (сравнить
с задачей 11.7)

(11.27)

и вычислим расход топлива

т = l-е ^
U

= 1000 1 — ехр = 480.84 (т).

1п(1 — тп/М)
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Задача 12Л. Определить полезную работу, которую должен со¬

вершить двигатель, чтобы поднять КА массой т на высоту Н над

поверхностью планеты и сообщить ему на этой высоте круговую

или параболическую скорости. Вес КА на поверхности планеты G,
радиус планеты R, сопротивлением атмосферы можно пренебречь.
Решение

Работа двигателя А складывается из работы, расходуемой на

подъем КА вертикально вверх на высоту Н и работы, необходимой
для того, чтобы вектор начальной скорости занял определенное по¬

ложение в плоскости местного горизонта. Таким образом, полное

приращение кинетической энергии КА mv2/2 (начальную скорость

полагаем равной нулю) равно сумме работы силы тяготения плане¬

ты и полезной работы двигателя:

mV2 /1 1 \ —ртН
.

=

»т\1^-я)+А
=

ЖнТн)+А'
где р

— гравитационный параметр планеты. При выведении КА

на орбиту с круговой скоростью Укр = у/p/{R + Н) совершается

работа

pm ртН pm(R + 2Н)
кр
=

2(R+H)
+
R(R + H)

=

2R(R + H)
'

а для обеспечения вывода с параболической скоростью Кпар =

V2VKp необходима работа

рт ртН рт
пар

=

2(R + H)
+
R(R + Н)

=

~R'

не зависящая от высоты подъёма Н.
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Если вес КА на планете равен G = тд, где д
—

гравита¬

ционное ускорение на её поверхности, то с помощью формулы
д = fMnjl = gR2 (задача 1.6) получим соответственно выраже¬

ния Акр
= G2(R+ir)'> и ^-пар = GR. Легко подсчитать, что для КА

весом 5 т, поднимаемого с поверхности Земли с параболической
скоростью, осуществляемая работа составит 31.85 • 109 кг • м.

Задача 12.2. КА массой т приближается к планете по прямой,

проходящей через её центр. На какой высоте над поверхностью сле¬

дует включить двигатель, чтобы создаваемая им постоянная тормо¬

зящая сила та обеспечила бы мягкую посадку (посадку с нулевой

скоростью)?
Скорость КА в момент включения двигателя Vq, гравитацион¬

ный параметр планеты д, её радиус R. Сопротивлением атмосферы
и изменением массы КА вследствие расхода топлива можно прене¬

бречь.
Решение

Движение КА происходит против направления радиуса-вектора
г° под действием силы притяжения планеты и силы торможения

двигателя, т. е. равнодействующая имеет вид:

F = (-^ + та)т°.
rz

Изменение кинетической энергии КА равно работе этой силы при

перемещении его от начала торможения го = R + Н до мягкой

посадки (г = R, Ккон = 0):

mV2/2 = fim(l/r0 — 1/R) + ma(r0 — R),

откуда

^ -a{R- r”> ^<ДТЯ)
-

S>+ aH-

Решая квадратное уравнение, найдем высоту включения двигателя

- R. (12.1)
2а

т/2 \ ^

^
+ aR Н—|

— 4да

Определим, с каким знаком следует взяТь корень. Обозначив под¬

коренное выражение через С, запишем (12.1) в виде
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Vq2/2 ± yfc = 2aH + aR — д/Д.

Но интеграл энергии в данном случае Vr02/2 = aH — д/Д+
+д/(Я + Я), так что аго

— д/то — ±\/С. Отсюда следует, что при

а > д/(Д + Я)2 корень надо взять со знаком «плюс», поскольку

Vq /2 = Н(а — д/(Д(Д + Я))) > 0, а при а < д/(Д + Я)2 — со

знаком «минус». Итак, для осуществления мягкой посадки необхо¬

димо, чтобы было а > д/(Д(Д + Я)) > д/(Д + Я)2. Значит в (12.1)
перед корнем надо брать только знак «плюс».

Задача 12.3. Составить уравнения прямолинейного движения точ¬

ки массой т в поле тяготения Земли для случаев подъёма с поверх¬

ности Земли на высоту Я и падения на неё с той же высоты без

начальной скорости. Определить время движения и вычислить его

для Я = R.

Решение

Уравнение прямолинейного движения в центральном поле тяго¬

тения Земли имеет вид:

d2г дт о gR2m 0

Т2'1’
= ~Т '

„ / 2gRH
В задаче 1.8 была определена скорость запуска Vq =

Д + Я’

необходимая для подъёма точки на высоту Я. Она равна скоро¬
сти приземления точки при свободном падении с той же высоты с

нулевой начальной скоростью. Итак, начальные условия имеют вид

„ . I 2gRH п

при подъеме: t = 0, го = R, го = Vo = \ 77 > 0, и при падении:
V R + Я

t = 0, r0 = R + Я, fo = 0.

Для решения нелинейного уравнения второго порядка г =

—gR2/г2 воспользуемся заменой rdr = rdf, после чего уравне¬

ние примет вид rdf = —(gR2/r2)dr. Проинтегрировав его, по¬

лучим интеграл энергии V2/2 = (gR2/г) + С, причём постоян¬

ную С найдём по начальным условиям, так что в обоих случаях
С = -gR2/(R + H).
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Время движения найдём из интеграла энергии, преобразовав его

в уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:

I г
,

1 R + H /г
~

±У 2(gR2 + Cr)
~

V R+H-r
’

где знак «плюс» соответствует подъёму (dr > 0), а знак «минус»
—

падению (dr < 0) точки. Таким образом, время падения равно вре¬

мени подъёма

I R + H
R+H

Ще ‘= I \I R + H-rdr-
*

R

Интеграл I берётся с помощью подстановки r/(R + Н) = sin2 р,

откуда

'

dr = 2 sin2 pdp = (1 — cos 2p) dip,
R + H у R + H — r

так что

7г/2

R + H
VO

J (1 — cos2</?) dip = ^ —

ipo + sin</3ocos</3o,

где

I R rn \ ■ VRH
smp0 = у R + H

= cos(- - ipo), sm^ocos^o =
R R,

7Г R 1 R-H
. I H

Po = arccos \l
— — = — arccos — — = arcsm

2
™

V R + H 2 R + H V R + H

Окончательно

1 R + H f r— R+H R-H\
,104,

*=H\/—(v^S+-^-arccos яТя)' (12‘2)

или, что то же,

(4v^(^+(s+ff,arcsinvS)- (i22,)
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Легко видеть, что формула (12.2') при R —» оо превращается

соответствующую формуле Галилея V = \/2дН (см. задачу 1.8).
По формуле (12.2) вычислим время движения точки для высоты

подъема на расстояние, равное радиусу Земли (Н = Rg = 6370 км):

Задача 12.4. Две точки с массами т и М начали движение из

состояния покоя под действием сил взаимного притяжения. Опре¬
делить время Т, через которое столкнутся точки, если первоначаль¬

ное расстояние между ними равно L.

Решение

Как указывалось в задаче 10.1, относительное движение точек

в общей задаче двух тел можно заменить абсолютным движением

одной из них, совершаемым под действием тяготения суммарной

массы т + М, и таким образом свести данную задачу к задаче о

движении подвижной точки относительно неподвижной (см. зада¬

чу 12.3). Положив в формуле (12.2) Н = L, gR2 = /г = /(М 4- т) и

перейдя к пределу при R —» оо, получим время

Заметим, что результат может быть получен непосредственно из

интеграла энергии кеплерова движения V2 — 2ц/г — h, считая пря¬

молинейное падение предельным случаем. Действительно, для слу¬

чая падения (Го = 0, го = L) при t = 0 найдем постоянную энергии

h = —2/х/L и скорость прямолинейного движения

в формулу для времени равноускоренного движения t = \/2Н/д

t =
6370 • 103

9.8
= 2065 с = 34,5 мин.

(12.3)

откуда время до соударения составляет
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Вводя подстановку г = L sin2 tр, снова получим (12.3)

тг/2

0

Гипотетическое время падения точки на Землю, принятую

за притягивающий центр с гравитационным параметром /ig
=

398600 км3/с2, с высоты L = = 6370 км, вычисленное по этой

формуле, составляет Т = 890 с = 14.8 мин.

Сравнение формулы (12.3) для прямолинейного падения с тре¬

тьим законом Кеплера в случае движения по бесконечно узко¬

му эллипсу с полуосью a = L/2, т. е. с формулой из задачи 6.5

а3/Р2 = д/47г2, где Р
— полный период оборота, показывает, что

при а = L/2 мы получаем время падения Т = Р/2 и третий закон

Кеплера сохраняется:

Задача 12.5. Тяжёлый шарик движется вдоль воображаемого пря¬

молинейного канала, проходящего через центр Земли. Известно,
что сила притяжения внутри Земли пропорциональна расстоянию

до центра и направлена к нему. Определить скорость прохожде¬

ния шариком центра Земли и скорость выхода на поверхность для

случаев Vo = 0 и |Vo| > 0, а также время движения в обоих случаях.

Решение

Записав условие равенства силы притяжения и силы тяжести

на поверхности Земли, получим F = —к2тпг, |F|r=H = k2ttiR = mg,

где k2 = g/R, на основании чего точный закон действия силы будет
иметь вид

Элементарная работа этой силы

а полная работа при перемещении шарика от щ до г2 внутри зем¬

ного шара

L3
_

8ц
Т2

“

Р2
JL
4л2

6A = F-dr = —£rdr
IX
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Определим изменение кинетической энергии точки при её дви¬

жении от поверхности до центра С и от центра до поверхности на

противоположной стороне канала:

mV2 mV? та _ 1
^

= -ф-К) = 2т<>Н>0-
тУ2 тУ.2 mg ^

-Т---2^
=

~~2R
—

~

~2тУ <

где V2 — скорость выхода на поверхность, всегда равная Vj. Итак

скорость прохождения через центр равна Vc = \/V2 + gR. В слу¬

чае движения без начальной скорости она составит Vc = л/gR =

7.9 км/с. Равенство Vi = V2 = 0 означает, что шарик, достигнув по¬

верхности, сразу начнёт падать обратно и его дальнейшее движение

будет представлять собой незатухающее гармоническое колебание.

Если Vi = У2 > 0, то это колебание будет происходить в канале,

длина которого как бы увеличена на 2Н, где Н
—

высота, на ко¬

торую шарик поднят над Землёй при достижении им нулевой ско¬

рости. Закон колебания в этом случае более сложный, так как вне

Земли действует сила притяжения F = —дтого/г2 (см. задачу 12.3),
отличная от силы (12.4), действующей внутри Земли.

Уравнение движения шарика внутри Земли представляет собой

однородное линейное уравнение второго порядка (уравнение сво¬

бодного гармонического колебания): тг = —к2тг, где к2 = g/R,
или г + к2г = 0. Общее решение его, как известно, имеет вид:

г = Ci cos nt + С2 sin nt,

V = r =
—kCi sin nt + KC2 cos nt.

Рассмотрим четыре случая движения.

I. Падение до центра С без начальной скорости (Vi = V2 = 0):

г\ = Ц, Vi = 0 => Ci = R, С2 = 0, г = Rcos(^/g/R t),

Ti = ajR/g arccosO = §^9-
Окончательно: ri = R при t = 0 и гс

= 0 при Г = 21.1 мин.

Интересно сравнить вычисленное значение времени Г падения

точки с поверхности Земли до центра С со значением гипотетиче¬

ского времени падения точки с высоты Н = Rg на Землю, стяну¬

тую в неподвижный центр. Как показано в задаче 12.4, это время
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составляет 14.8 мин. Различие обусловлено тем, что для закона тя¬

готения F ~ 1/г2, ускорение точки на том же участке пути (от Rg
до 0) больше, чем для закона притяжения F ~ г.

II. Падение до центра Земли С с начальной скоростью |Vj| > 0:

n=R, Vi = -JVil < 0, =► Сг=Я, С2 ==-\Vx\^j < 0,

ri = i?cos ^t-IViiyisin y/%t = cosy/%t (r-miyf tg v/J

T2 = arctg^.

Случай I вытекает отсюда при Vi = 0, когда T2 — T\ = ^

III. Подъём из центра до поверхности Земли, где происходит оста¬

новка (V2 = 0).

гс
= 0, Vc = ,/gR >0 => Ci = 0, С2 = Vc/k = y/gRyjR/g = R,

r3 = Rsin y/^t, T3 = y|arcsinl = fy| = Ti.

IV. Подъём из центра до поверхности Земли с остаточной скоро¬

стью, большей нуля (|V2 | >0):

г0 = о, Vo=y/gR + vi =► сх=0, с2=у0/к = уДяTvfy/Щ,

и = y/gR + Vf^R sin у/%t,

Т4 = л/^arcsin arctg — Т2,4 V 9 y/gR+V? V 9
& V2

^

T4(n2 = o) = fv/| = T3 = T1.

Окончательно имеем Т\ = Т3, Т2 = Т4, Т\ > Т2, Т3 > Т4.

Задача 12.6. Точка массой то движется под воздействием цен¬

тральной силы F = —то (4j + -3) г°, где д > 0 и I/ - некоторые

постоянные. Определить траекторию точки, учитывая, что доба¬

вочная сила может быть как силой притяжения, так и силой оттал¬

кивания в зависимости от знака и. Составить уравнение движения,

используя формулы Бине.
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Решение

На основании второй формулы Бине (.4.2), где и = 1/г — пере¬

менная Бине (инверсия), заменим обозначение с = г2р для посто¬

янной площадей на J. Тогда можно записать уравнение

d2u F д i/u

dip2 mJ2u2 J2 J2'

из которого получаем неоднородное линейное уравнение второго

порядка в переменной и:

d2u / v \ д

dp2
+ v1 j2)u j2

’ ^12'5)

из которого при v = 0 вытекает уравнение (4.11), приведённое в

задаче 4.10. Решение этого уравнения можно представить в раз¬

личной форме, зависящей от знака разности \ — vjJ2.

I. Для случая 1 — v/J2 > 0 (v < J2) ищем решение в виде

я(1-я
+ A cos

J2 -

1 +

J2

A(J2

(<Р-

cos

J2
(р-е)

откуда видно, что траектория при \v/J2\ < 1 представляет собой

подвижное, вращающееся около своего фокуса коническое сечение

V

1 + е cos к(р — е)
(12.6)

где фокальный параметр р = (J2 — и)/р, к = \/l — v/J2, е = Ар
(е и е

—

произвольные постоянные). Очевидно, что при v = 0 вра¬

щающееся коническое сечение (12.6) превращается в неподвижное

и имеет строго периодический характер (см. задачу 4.10).
При наличии добавочной силы F ~ 1/г3 движение, описываемое

формулой (12.6), утрачивает периодический характер, так как при

замене р на <д + 27г, когда радиус-вектор принимает первоначальное

положение, его значение отличается от первоначального. Первона¬
чальное значение радиуса-вектора восстанавливается при измене¬

нии угла р на величину 2тг/к; = 27г(1 — i//J2)-1/2, т. е. при повороте
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Рис. 45

радиуса-вектора на угол, несколько больший 2тг, если и > 0 (до¬
бавочная сила является силой притяжения), и на угол, несколько

меньший 2тт
, если

ь> < 0 (добавочная сила является силой отталки¬

вания).
При е < 1 движение точки в обоих случаях происходит по эл¬

липсу, непрерывно поворачивающемуся в своей плоскости вокруг

своего фокуса в направлении движения точки при ь> > 0 или в

противоположном направлении при v < 0 (положительная или от¬

рицательная прецессия). При этом угол поворота фокальной оси

прецессирующего эллипса за время полного оборота точки равен

a = 2тт[(1 — v/J2)~1/2 — !].
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Если величина v/J2 настолько мала, что её квадратом можно

пренебречь, приближённо можем записать

Траектория такого движения имеет вид розетки, рис. 45, непрерыв¬

но заполняющей витками кольцевую часть плоскости, ограничен¬

ную окружностями

На рис. 45 изображен замкнутый вариант розетки, однако в общем

случае траектория является незамкнутой.
II. В случае 1 — v/J2 = 0 {у — J2) уравнение (12.5) принимает

вид

Его двукратное интегрирование по ц> позволяет установить, что

траекторией является достаточно сложная спиралевидная кривая

(прецессирующая спираль), исходящая из окружности г = rm;n.

III. В случае 1 — v/J2 < 0 {v > J2) траекторией является спи¬

ралевидная кривая с бесконечным числом витков, исходящая из

внешней окружности г = гтах (г —¥ 0, ц> -4 оо).
IV. Если д = 0, т. е. исчезает сила притяжения F 1/т-2, урав¬

нение Вине (12.5) становится однородным, и одним из его решений

(при v > J2) может быть логарифмическая спираль г = rm;пеА¥\
Решение такого типа для силы F ~ 1/г3 было получено ранее в

задачах 3.9 и 4.2.

Подобные силовые поля встречаются, например, в теории дви¬

жения микрочастиц, однако случай эллиптического движения име¬

ет интересную интерпретацию и для планетных движений. Чтобы

показать это, составим уравнение энергии точки, движущейся под

действием указанной в условиях силы, использовав формулы Вине.

Поскольку потенциал, соответствующий данной силе, имеет вид

U = тп(дг~1 + г/т--2/2), то интеграл энергии Т — U = h примет

вид U = mV2/2 — тп(дг~1 + vr~2/2) + mu2/2 = h, откуда квадрат

скорости

(12.7)

d2u fj,

d^2=l2
—г = const .

V2 = 2h/m -I- 2дн. + i/u2.
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Сравнив это выражение с первой формулой Бине для скорости гла¬

вы 4 (с = J), запишем уравнение первого порядка

Это уравнение, определяющее траекторию частицы, движущейся
согласно механике Ньютона под суммарным действием сил F ~

1/г2 и F ~ 1/г3, имеет аналогию в релятивистской механике. Оно

совпадает по виду с уравнением релятивистского движения части¬

цы под действием только силы притяжения F ~ 1/г2. При этом

имеется в виду, что масса частицы меняется в соответствии с фор¬
мулой Лоренца т = mo(l — V2/с2)~1/2, где тпо

— масса покоя, с —

скорость света.

В интеграле энергии (12.8) следует теперь вместо кинетической

энергии ввести собственную энергию частицы е = тс2, играющую

в релятивистской механике ту же роль, что и кинетическая энер¬

гия в механике Ньютона. Умножив первую формулу Бине на т2,
получим

Выведем формулу для числителя, вытекающую из формулы Ло¬

ренца после тождественных преобразований:

Первое слагаемое т2с2 может быть выражено через полную

энергию частицы Е = е — т^/г = тс2 —

т^и, так что

т2с2 = с~2{Е + тцы)2 и m2V2 = с~2{Е + тцы)2 — ШцС2.
Подставив эти выражения в формулу Бине (12.9), получим уравне¬
ние энергии

и интеграл энергии

— w—
2ц 2h

J2 mJ2
' (12.8)

(12.9)

m2V2 = тЦ1 - V2/c2)~lV2 =

2 2 2 2
= тс —

т$с.

2Нц Е2 — mZc2
и—= —

п тп п—
mJ2c2 m2J2c2

(12.10)
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совпадающее по виду с (12.7), если т = то = const. При этом

роль коэффициента и играет величина ц2/с2. Коэффициент ц за¬

меняется величиной Ед/{тп\с?‘) и т.д. Указанная аналогия формул
позволяет, например, дать качественную и количественную оцен¬

ки релятивистскому эффекту углового смещения перигелия Мер¬
курия.

Изменение массы Меркурия при движении по орбите оказыва¬

ется более значительным, чем у других планет, так как, с одной

стороны, его орбитальная скорость (средняя) выше, а с другой сто¬

роны, его орбита имеет значительный эксцентриситет, е = 0.206,
так что изменение скорости от перигелия к афелию оказывается

большим, чем у других планет. Вследствие этого обнаружить вли¬

яние релятивистской зависимости массы от скорости на характер

движения Меркурия, проявляющееся в прецессии орбиты (смеще¬
ние перигелия) легче, чем у других планет.

Обнаруженная выше аналогия уравнений, позволяет применять

для расчёта угла а смещения перигелия формулу (12.7). После за¬

мены в формуле коэффициента v на ц2/с2, получаем из (12.7)

(12Л1)

Постоянную площадей кеплерова движения J для орбиты Мерку¬

рия можно определить по скоростям и расстояниям в перигелии

и афелии: гп = 46 • 106 км, V„ = 57.8 км/с, ra = 70 • 106 км,

Va = 38.0 км/с. Таким образом, получаем J = raVa = rnVn =

2.66 • 109 км2/с2. Смещение перигелия за один оборот Меркурия
вокруг Солнца (88 суток) составляет по (12.11)

3.14- (1327- 108)2 \
„

~

^

“ ~

(2.66 • 109)2(3 ■ 105)2
' (!/'об)>

что соответствует вековому смещению a « 7.2". Это значение со¬

ставляет примерно одну шестую наблюдаемого полного смещения

42.9" за столетие, что обусловлено ещё и другими релятивистскими

эффектами.,
Рассмотренный вклад в эффект смещения перигелия планеты

можно обосновать также с помощью закона сохранения момента

количества движения точки в поле центральной силы (закона пло¬

щадей). Действительно, поскольку скорость планеты V„ в периге¬

лии максимальна, то и масса планеты в перигелии тп„ больше, чем

14 Заказ 2$
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масса в афелии та. Вследствие этого классический закон площадей

уже не выполняется, а в перигелии появляется избыток момента

АК = m7rrnVn-maraVa = m0rnVn
V2\~l/2 ( V2\ —1/2

1 - % 1 -II--'

V2 V2 \ V2 - V2
: I 1 + ^ - 1 -)=m0rKVK-~

~

2с2 2с2)
и " "

2с2
’

Однако орбитальное движение планеты невозможно без выпол¬

нения закона площадей. Следовательно, необходимо, чтобы ука¬

занный избыток момента компенсировался добавочным моментом,

возникающим в результате вращения орбиты вокруг Солнца в на¬

правлении движения планеты (положительная прецессия). Этот

добавочный момент АК' в афелии будет больше, чем в перигелии,

вследствие того, что га> гп. Он равен

АК' = maraVa - mnrnVn = (mar2a - mnrl)u> « га0(г2 - r2)w,

где w
—

угловая скорость поворота орбиты, удовлетворяющая усло¬

вию ш = Va/ra = Уж/гж. Приравняв АК' и АК, получим

V„rn V) - V2
_

57.8 • 46 • 10е (57.8)2 - (38.0)2
U)

2с2 г2 - г2 2 • (3 • 105)2 (70 • 106)2 - (46 • 106)2
= 1.02 • 10~14 (с-1).

Поскольку столетие содержит 3.15-109 с, поворот орбиты Меркурия
за столетие в дуговых секундах (1 рад = 2.06 • 105 угл. секунд)
составит

а = lo" t = (1.02 • 10-14) • (3.15 • 109) • (2.06 • 105) = 7.2".

Задача 12.7. КА массой т движется в центральном поле тяготе-

ния под действием силы F = — (тод/г2)г° по круговой орбите радиу¬
са го- На КА действует сила тяги двигателя Т = (атод/г2)г° (непре¬
рывно действующая переменная радиальная сила тяги). Опреде¬
лить характер изменения орбиты КА в зависимости от изменения

значений и знака постоянного коэффициента а (задача о полёте

с радиальной тягой).
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Решение

После включения двигателя КА постоянно находится под дей¬

ствием двух радиальных сил, причём при a < 0 обе силы направ¬

лены к силовому центру, а при a > 0 — в разные стороны. Равно¬

действующая этих сил

F- = F + T = - <1Г°У“У = —Ду.
Замена д на д' = (1 — а)д означает переход к рассмотрению движе¬

ния в «фиктивном» гравитационном поле с постоянной д'. Для но¬

вого поля справедливы законы Кеплера, поскольку равнодейству¬

ющая остается центральной силой типа 1/т2. Указанная замена мо¬

жет интерпретироваться как изменение массы М притягивающего

тела на величину аМ, так что соотношение гравитационных пара¬

метров таково:

д
= /М, д' = (1 - а)д = (1 - a)fM = ДМ - аМ) = fM'.

Рассмотрим несколько частных случаев.

I. а < 0 (радиальная сила тяги направлена к притягивающему

центру). В момент включения двигателя происходит замена /г-поля

на д'-поле, причём д' = (1 — а)д > д. Движение КА по прежней

орбите с круговой скоростью V = д/д/го оказывается теперь невоз¬

можным, так как теоретическое значение круговой скорости для

данного Го в д'-поле составляет V' = у/д'/го > V. Иными слова¬

ми, реальная скорость V < V' оказывается меньше круговой и яв¬

ляется эллиптической по отношению к д'-полю. КА переходит па

эллиптическую орбиту, лежащую внутри начальной круговой ор¬

биты радиуса гц (рис. 46), причём точка Мо включения двигателя

оказывается апоцентром орбиты.
II. а — 0 (тяга отсутствует). Изменений в круговом движении

КА не происходит.

III. О < а < 0.5 (радиальная сила тяги направлена от центра!.

В момент включения двигателя происходит замена д-поля па д'-
поле, причём д' = (1 — а)д < д. Движение КА по прежней орбите с

круговой скоростью V = Дд/го оказывается невозможным, так как

реальная скорость V оказывается больше теоретического значения

круговой скорости для данного го, которая составляет V' = у/д'/го-

Теперь реальная скорость V > V' оказывается эллиптической по

отношению к д'-полю, так что КА переходит на эллиптическую
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Рис. 46

орбиту, лежащую вне начальной круговой орбиты (рис. 46), причём
точка Мо включения двигателя становится перицентром.

IV. a = 0.5. В этом случае реальная скорость V = ущ/го явля¬

ется параболической по отношению к ц'-полю, для которого теоре¬

тическая круговая скорость V' = yjц//го = уЧХ5д/го = V/y/2., так

что КА уходит от гравитирующего центра С по параболе.
V. 0.5 < a < 1. В этом случае реальная скорость превосходит

параболическую в ц'-поле. Действительно, 2(1—а) < 1, так что V =

у/^/го > y/2^T^a)Ji/r^ = V'yfl. Итак, при V > V'y/2 КА уходит
по ветви гиперболы, в фокусе которой находится притягивающий

центр С.

VI. а = 1 (сила тяги «гасит» силу притяжения). Гравитационное
поле полностью нейтрализовано, и КА движется прямолинейно и

равномерно со скоростью V = в пространстве, свободном от

сил, по касательной к первоначальной круговой орбите. Круговая
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скорость в //-поле равна нулю, поскольку // = (1 — а)д = 0 и

VII. а > 1. Эффект сложения гравитации и силы тяги получа¬

ется такой, как будто центральное поле отталкивает КА. Круговая
скорость V' в /x'-поле вообще не существует (мнимая). Траекторией
КА является вторая ветвь гиперболы с «пустым» фокусом, т. е. не

содержащая массы в своём фокусе С (см. рис. 46).
Заметим, что равнодействующая сил F' = F + Т, так же, как

и сила F есть потенциальная сила, вследствие чего потенциальной
является и радиальная сила тяги Т:

Примером радиальной силы тяги, изменяющейся по закону

Т ~ г-2, может служить сила тяги плоского зеркального солнеч¬

ного паруса, установленного перпендикулярно солнечным лучам,

т. к. давление солнечной радиации меняется пропорционально г-2

(имеется в виду гелиоцентрическое движение).

Задача 12.8. Доказать, что движение КА может происходить по

логарифмической спирали г = гоехр(А<р), если, кроме силы тяго¬

тения центрального тела F ~ г-2, на КА непрерывно действует

переменная сила тяги Т ~ г-2, касательная к траектории.

Определить скорость движения по спирали. Дать энергетиче¬

скую характеристику силы тяги Т. Найти время движения по спи¬

рали (задача о полёте с касательной тягой).
Решение

Если точка движется по логарифмической спирали (рис. 47)

под действием единственной центральной силы тяготения (см. за¬

дачи 3.9, 4.2 и 12.6), то эта сила должна иметь вид F ~ г-3). Од¬
нако можно показать, что движение по логарифмической спирали

возможно под действием ньютонова тяготения F ~ г-2 совместно

с непрерывно действующей касательной тягой Т ~ г~2. Запишем

уравнения движения в полярных координатах по (3.7):

г = г0 exp(Atp) = r0eAv (А = ctg/3)

m{f - гф2) = Fr + Тг, тп(гф + 2гф) = — ~(г2ф) = Tv,
г at



214 Глава 12

из которых находим радиальное и трансверсальное ускорения КА:

ГГ) ГГ)

Wr = -4 + -coS(0, Wv = - sin/3. (12.12)
rz т m

Дифференцируя уравнение спирали, находим

г = гф ctg /3, г = {гф + гф) ctg /3 = гф2 tg2 (3 + гф ctg2 (3.

Из второго уравнения (12.12) выразим касательное ускорение

Т 1
— = {гф + 2гф2 ctg /3).
m smp

Подставляя это соотношение в первое уравнение (12.12), получаем

гф2{1 + ctg213) = ~, Ф2 — sin2 (3,

откуда

2ФФ = j-sin /?, ф = -~<p2ctg/3 = sin/?cos/3.
г4 2 2 г3

Если из первого уравнения (12.12) (радиальное ускорение) выра¬

зить касательное ускорение Т/m, в котором вместо величин г, ф и
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ф2 подставить их найденные выше выражения, найдём ускорение,

сообщаемое КА касательной тягой:

Т 1 Л. .2 М \
— = д[г-г<р +-2) =

тп cos /3 V тА)

М Л * 2 п 2 a 3 2 Л ДСОв/З
=

ф2 у1
~ sm р + cos р -

2
cos Р) =

Таким образом, для того, чтобы движение происходило по лога¬

рифмической спирали, касательная сила тяги должна быть силой

отталкивания, пропорциональной г-2. Этим условиям удовлетво¬

ряет, например, сила давления солнечной радиации, так что ста¬

новится очевидной принципиальная возможность движения КА с

солнечным парусом в космическом пространстве, когда спираль¬

ный угол /3, т. е. угол касательный тяги Т с радиусом-вектором г

равен углу установки паруса 7, т. е. углу падения радиации на по¬

верхность паруса. Угол установки 7 есть угол луча г с нормалью к

теневой стороне паруса, совпадающей с тягой Т (солнечный парус

заштрихован с теневой стороны на рис. 47).
Считая движение гелиоцентрическим (д = 1327 • 108 км3с2),

определим скорость движения КА по спирали, подставляя произ¬

водные г и ф в формулы радиальной и трансверсальной скоростей:

VT — г = тф ctg /3 = y/^cos/3, Vv = гф= sin/3,

так что

V=^Vr2 + v? = ^- (12-13)

Это означает, что в каждой точке спирали величина скорости КА

равна местной круговой гелиоцентрической скорости в данной точ¬

ке и убывает по мере удаления КА от Солнца. На рис. 47 в точке

Мо показаны равные по величине векторы скоростей: реальной ско¬

рости КА на спирали V и круговой скорости Скр на окружности

радиуса г0.

С помощью формулы (12.13) можно дать энергетическую харак¬

теристику силы тяги Т, записав изменение кинетической энергии

КА при переходе от одной точки спирали к другой, равное сумме

работ силы тяготения Солнца и касательной тяги паруса:

mVo mV2



216 Глава 12

или

тц

~Y
1 1 1 1

+ Ат= тц
Г2 Т-1 Г2 Т-1

так что работа силы тяги паруса, т. е.

т-2 т-i

1 1

положительна при удалении КА от Солнца (г2 > тд) (в отличие от

работы силы тяготения) и отрицательна при приближении к Солн¬

цу (г1 < гг). При удалении от Солнца скорость КА и его кинети¬

ческая энергия убывают. Так же, как и скорость, работа силы тяги

Ат не зависит от формы спирали (от значения спирального угла

/3), т. е. от числа витков, которые необходимо совершить КА вокруг
Солнца для перехода из одной точки в другую.

Легко видеть, что касательная сила тяги Т в отличие от ради¬

альной тяги (см. задачу 12.7) не является потенциальной. В этом

можно убедиться, записав проекции равнодействующей F' = F + Т

в полярных координатах г, ip:

Сила F' не является потенциальной, так как невозможно подобрать
силовую функцию, удовлетворяющую одновременно двум услови¬

ям потенциальности, F'T = dU'/дг и F/, = (1/r) dU'/dip. Вследствие
этого ни интеграл площадей, ни формулы Вине в этой задаче не вы¬

полняются.

Для определения времени полёта по спирали достаточно проин¬

тегрировать любое из соотношений для проекций скорости, напри¬

мер, ф = уф/г3 sin /3. Подставив в него вместо г заданное в условии

уравнение спирали, получим ехр(ЗА<р/2)dip = у/д/г3 sin /3 dt, откуда

Таким образом, для перехода между тд и г2 (г2 > тч) требуется
время

2(г0еХч>)3/2
_

2г3/2

ЗАу/йвга/З Зу/йсов/З’

2 ту -ту
3 у/й cos /3

’ (12.14)
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зависящее от спирального угла /3 (0 < /3 < тт/2). Если угол /3 мал,
то спираль закручена слабо, и время движения мало, причём ми¬

нимально возможное время t — 2(r^2 — Д^2)/(3^/Ji) соответствует

радиальному движению /3 = 0 (см. задачу 12.7). Если же угол /3
велик, то спираль закручена сильно, и время движения возрастает.

При /3 = я/2 получаем первоначальную круговую орбиту, для ко¬

торой формула (12.14) не применима, а необходимо использовать

формулы из гл. 6.

Следует отметить, что явная или неявная (через г) зависимость

характеристик движения от величины спирального угла /3 опреде¬

ляется их зависимостью от параметров паруса, создающего силу тя¬

ги, так как в данной задаче можно принять, что каждое значение /3
соответствует фиксированным параметрам паруса. Например, при¬

мем, что некоторая заданная «парусность» КА соответствует зна¬

чению (3 = 88°, т. е. cos/З = 0.03 (строгое соответствие возможно

лишь для случая, когда спиральный угол /3 равен углу ■у падения

лучей на плоскость паруса). По формуле (12.14) вычислим время

движения КА от орбиты Земли (j"i) до орбиты Марса (гг):

2(2.28. IQ»)»/»-(1.50.10У»
з \/1327- 108 0.03

При этом гелиоцентрический радиус-вектор КА повернётся на угол,

составляющий около половины оборота по спирали вокруг Солнца:

3ctg/3
In

3ty/Ji cos (3

2г3/2

3 • 0.03
In

3 • 9.8 • 10V1327 • 108 0.03

2(1.50-108)3/2
= 3.12 = 178°.

Задача 12.9. Для разгона КА, находящегося на круговой орби¬
те радиуса го, прилагается постоянное по модулю трансверсальное

ускорение Wv. Считая Wv малым и пренебрегая вследствие этого

величиной г по сравнению с д/r2 в уравнениях движения по почти

круговой орбите, получить уравнение г = r(ip) траектории КА в

полярных координатах.

Решение

Уравнения движения КА в полярных координатах были запи¬

саны в задаче 11.7 для радиального и трансверсального ускорений:
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г — гф2 = —д/г2,

гф + 2гф = - — (г2</>) = Ж, = const.
г at

Исключая ф из первого уравнения, находим из второго:

Записав угловую скорость

Ч> =

убеждаемся, что первым слагаемым в скобке по сравнению со

вторым можно пренебречь, поскольку на почти круговой орбите

первое слагаемое из радиального ускорения значительно меньше

гравитационного ускорения. Интегрируя при начальных условиях

г(0) = го, г(0) = 0, найдем

Подставляя полученный закон т[Г) вместе с его второй производной
в первое (радиальное) уравнение, получаем угловую скорость КА

Интегрируя и исключая время, находим неявное уравнение траек¬

тории спиральной раскрутки

По мере распрямления спирали принятое выше упрощение ъ,ф пе¬

рестает быть верным.

Задача 12.10. КА, движущемуся по орбите в центральном нью¬

тоновском поле силы Е, сообщается постоянное по величине малое
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г

Рис. 48

реактивное ускорение W = const, действующее в плоскости ор¬

биты. Покажите, что направление этого возмущающего ускорения,

обеспечивающее максимальную скорость изменения элемента оску-

лирующей орбиты, перпендикулярно направлению этого же уско¬

рения, обеспечивающему неизменность того же элемента.

Решение

Из системы уравнений в оскулирующих кеплеровских элемен¬

тах следует, что уравнение для большой полуоси, эксцентриситета,

фокального параметра, аргумента перицентра можно записать:

(W — постоянный модуль реактивного ускорения, Л = Z(r, W) —

угол между вектором ускорения и радиусом-вектором КА (рис. 48),
‘Pi, "01 — известные функции истинной аномалии v).

Из требования неизменности орбитального элемента э», т. е.

следует программа изменения угла Л при постоянном ускорении

С другой стороны, приравнивая нулю частную производную

Wi:

d dsi дэг W

д\ dt д\ y/ji
=

—=. \—Pi(u) sin Л + cos Л] = О,
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найдём программу изменения угла Л, обеспечивающую максималь¬

ную скорость изменения элемента эг при постоянном ускорении W2'

. , </Ф)
tg-^2 = —гд-

Сопоставляя выражения для Ai, Аг, получаем (см. рис. 48)

ч
К

Аг — Ai + —.

Задача 12.11. Определить расстояние г от центра Земли до то¬

чек, лежащих на одной прямой с центрами Земли и Луны, в ко¬

торых сила притяжения массы т Землёй равна силе притяжения

той же массы Луной (рис. 49). Принять расстояние Земля-Луна
d = 384400 км, отношение масс /Mg = 1/81.3 (задача о сфере
притяжения).
Решение

Равенство сил притяжения массы т Землёй и Луной

IF I = IF I = /M<Sm
=
fM«m MA =

Md
1 61 1 2 1

r2 (d-r)2’ r2 (d-r)2

позволяет записать квадратное уравнение

(М6 - M(J )г2 - 2M6rd + Mg d2 = 0,

корни которого

rl,2 =

Mg -Mj (Mg ± ч/MgM^ ) = -

Итак, существуют по крайней мере две равнопритягиваемые точ¬

ки С и О, лежащие на линии центров Земля-Луна (коллинеарные
точки), расположенные относительно Земли следующим образом:

гс = = 0.90d, rD =
^

= 1.12d,
1 +^ /Mg 1 - ^м2 /Mg

так что дальняя точка D находится за Луной на расстоянии Гр =

AD = 430500 км, а ближняя точка С — между Землёй и Луной на
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D

Рис. 49

расстоянии гс = АС = 346000 км от Земли. Относительно Луны
точки расположены так: rp

— d = BD - 46100 км, d — гс = ВС =

38400 км. Точка D расположена дальше от Луны, чем точка С: на

BD - ВС — 7700 км.

Масса тп, помещённая в точку С, испытывает равное притяже¬

ние как Земли, так и Луны, причём эти силы направлены в проти¬

воположные стороны, так что масса, лишённая скорости, остаётся

в точке С. Масса, помещённая в точку D, также испытывает оди¬

наковое притяжение и от Земли, и от Луны, но эти силы направле¬

ны в одну и ту же сторону, так что масса, помещённая в точку D

лишенная скорости, падает на Луну под действием суммы сил при¬

тяжения. При этом значение силы притяжения в точке D меньше,

чем в точке С:
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Условие попарного равенства сил тяготения Земли и Луны, поз¬

воляет записать пропорции:

ВС _d-rc 1М^ BD rD-d [Щ
АС~ гс AD~ rD ~]j Mg’

откуда следует, что точки С и D делят расстояние между центрами

Земли (А) и Луны (Л) в отношении /Mg внутренним и внеш¬

ним образом. Используя методы элементарной геометрии, можно

доказать, что если на отрезке CD как на диаметре построить сферу,
то она явится геометрическим местом точек, в каждой из которых

сила притяжения Луной равна силе притяжения Землёй. Значение

этой силы различно в разных точках сферы вследствие изменения

расстояния до Земли (для одной и той же массы то). Указанная

сфера называется сферой притяжения Луны относительно Земли.

Внутри этой сферы сила притяжения массы то Луной всегда боль¬

ше, чем сила притяжения Землёй. Радиус сферы притяжения р и

расстояние её центра Е от центра Луны BE — А вычисляются по

формулам

р = CD/2 = (rD -rc)/2 = 42300 км,

Д = гс + р
— d = 4740 км,

откуда вытекает, что центр Е сферы притяжения лежит «за Лу¬
ной», на расстоянии 3100 км над её поверхностью (г^ = 1740 км).

Понятие «сфера притяжения меньшей массы относительно

большей» относится к любым точечным массам. Для определения
параметров сферы, если известны только массы и расстояния меж¬

ду ними, можно воспользоваться приведенными выше геометриче¬

скими соотношениями:

гс
= АС-СВ = d-{p-A), rD = AD +BD = d+(p+A). (12.15)

Формулы (12.15) удобно представить через отношение масс

и _ Mz < 1к -
м1 -

1

A = dT^' (1216)

Например, для случая Земля-Солнце: Mi = Mq = 2 • 1033 г,

М2 = Mg = 6 ■ 1027 г, к = 1/333000, d = 1.5 • 108 км, получим
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р
— 259500 км, Д = 450 км. Таким образом, центр сферы притяже¬

ния Земли относительно Солнца лежит внутри земного шара.

Интересно отметить, что Луна находится вне сферы притяже¬

ния Земли относительно Солнца, вследствие чего Солнце сильнее

притягивает Луну, чем Земля. Действительно, составим отношение

сил притяжения, действующих на Луну со стороны Земли и со сто¬

роны Солнца (приняв средние расстояния Солнце-Луна и Солнце-
Земля одинаковыми, т. е. 1.5 • 108 км), а среднее расстояние Земля-

Луна 384000 км.

|FQ|/|F5| = М0/М5(гм /г0(Г )2 = 333000 (|^)2 = 2.18,

так что Солнце притягивает Луну примерно в два раза сильнее, чем

Земля. Устойчивое геоцентрическое движение Луны обусловлено

соответствующими геоцентрическими скоростями и ускорениями.

С помощью формул (12.16) докажем, что любая точка К сферы,
построенной на CD как на диаметре (см. рис. 49) обладает свой¬

ством равенства притяжений от массы М\ и от массы М-2- Чтобы

убедиться в этом, достаточно доказать равенство:

КВ
-ггт

= const =

КА

Из (12.16) следует d + Д = d/( 1 — к). Но с другой стороны, по тео¬

реме косинусов для треугольников КBE и АКЕ имеем, обозначив

ZKEB = а:

(КВ)2 = Д2 + р2 — 2рА cos а = (k2 + к — 2к3^2 cos а),

(КА)2 = (d + Д)2 + р2 - 2p(d + Д) cos а =

= (rTjfe) (1 + fc-2/cl/2cosa) = (КВ)2/к,

откуда следует отношение отрезков КВ[КА = \fk, что. и требова¬
лось доказать.

Задача 12Л2. С какой скоростью следует запустить КА в системе

двух неподвижных гравитирующих центров (М\ > М2), рассто¬

яние между которыми равно d, с поверхности сферы радиуса R\
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с центром Mi по направлению к центру М2, чтобы он достиг бли¬

жайшей к Mi коллинеарной точки равных притяжений и остался

в ней в равновесии (см. рис. 49).
Решение

Как указывалось в задаче 12.11, коллинеарная точка С между

гравитирующими центрами М\ и М2, обладает тем свойством, что

притяжение центров здесь взаимно гасится, так что КА, запущен¬

ный от Mi к М2, при достижении точки С должен иметь нулевую

скорость.

При движении КА от поверхности тела М\ до точки С происхо¬

дит изменение его кинетической энергии, равное сумме работы сил

притяжения со стороны М\ и со стороны М2'

mVg ttlVq
—2

~ aFi + АЪ >

где отрицательная работа силы притяжения центра М\:

А* = >тМ' (4 “ й?) <

а положительная работы силы притяжения центра М2:

А* =/>»■

Равновесие КА в точке С означает, что он приходит туда со скоро¬

стью Vq = 0, так что необходимая и достаточная скорость старта

Vq составляет

Для системы Земля-Луна, (/Mi = 398600 км3/с2, i?i = 6370 км

d = 384400 км), в задаче 12.11 было найдено: гс
= 346000 км,

d — rc = 38400 км, так что V0 = 11.04 км/с.
Заметим, что для движения в поле тяготения двух центров фор¬

мула связи д = fM/R2 уже неточна. Считая равнодействующую

сил тяготения Земли и Луны на поверхности Земли равной весу

тела, запишем векторное равенство (г° — единичный геоцентриче¬
ский радиус-вектор):

—тдт° = fm
Mi М2

+
R\ {d-Rtf

r°;
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откуда

Mi М2
9~f

[Щ
~

(d - R1)2_

При М2 = 0 получаем классическую формулу /Mi = gR\ или =

/М^ = дЩi. Изменение силы тяжести на поверхности центра Mi за

счёт действия притягивающего центра М2 (в процентах) составит

lOOkRj
о =

(d-Ri)2'

Вклад притяжения Луны в силу тяжести на поверхности Зем¬

ли оказывается едва заметным, 6 — 0.00034 %. Воздействие Зем¬

ли на силу тяжести на поверхности Луны гораздо существеннее,

6 = 0.17%.
Аналогичным образом можно определить скорость падения мас¬

сы т на поверхность радиуса R2 (притягивающий центр М2) из

дальней коллинеарной точки D (см. рис. 49) без начальной скоро¬
сти (Vjr> = 0). В этом случае

mV2 mV2

2 2
— = AFl + Ар2,

AFl = fmMi f—5— —^ > 0,
\d + R2 rD J

Af2 = fmM2 ( J < 0,
\R2 rD-dJ

так что скорость падения из D на поверхность тела М2 составляет

V = J2/M1 (—L-- — + А__* \ fc = M2/Mi<l.
у \d + R2 rD R2 rD

— d J

Для системы Земля-Луна при R2 = 1740 км и го
= 430500 км (см.

задачу 12.11) получаем V — 2.38 км/с. Очевидно, такой же должна

быть скорость старта с поверхности Луны, необходимая для того,

чтобы КА достиг дальней коллинеарной точки равных притяжений
D, после чего он упадет обратно на поверхность Луны.

Задача 12.13. КА движется по эллиптической траектории вокруг

притягивающего центра М с гравитационным параметром Дм, про¬

ходя при этом вблизи некоторой притягивающей возмущающей

1 S Закал 28
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Рис. 50

массы т. Считая, что масса т расположена в плоскости орбиты
КА, определить мгновенное изменение постоянной энергии dh/dt и

большой полуоси da/dt орбиты КА (рис. 50).
Решение

Орбитальная энергия КА, движущегося в поле тяготения цен¬

тральной массы М, определяется интегралом энергии (5.13)

h — у2 -

2^м
—

г a
’

где h — удвоенная полная энергия единичной массы, дм
—

грави¬

тационный параметр центра М. Мгновенным изменением величин

h и а назовём их изменения при постоянном значении г:

dh_2ydV da 2a2 dV

dt dt' dt дм dt

где dV/dt — мгновенное изменение скорости при сближении.

В рассматриваемой задаче (см. рис. 50) изменение скорости ^
определяем следующим образом. Пусть сила |FTO| = цто/р2 есть

сила притяжения возмущающей массы т (т <С М), действующая
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на КА единичной массы, находящийся на расстоянии р от неё. Под
действием этой силы КА приобретает касательное и нормальное

ускорения

ткг Мтто г,
d\^ pTTl . г,

WT =

—5- cos в = —, Wn =
—г- sin в,

рг at рг

где в — угол поворота большой полуоси первоначальной орбиты.
Из этих ускорений только касательное ускорение WT может изме¬

нить орбитальную энергию, поскольку интеграл энергии содержит

скорость. Подставив ^ в соответствующие производные, получим

dh 2pmV da 2a2V pm
П7

=

2

cos =

—2
cos в-

at /r at pA рм

Итак, что орбитальная энергия h увеличивается или уменьшается

в зависимости от направления движения КА, т. е. от изменения уг¬

ла в. Изменение энергии dh/dt зависит только от гравитационного

параметра рт возмущающей массы и расстояния р от КА до неё.

Значение cos в следует считать отрицательным, если возмущающая

сила вызывает поворот орбиты в направлении, противоположном

направлению орбитального движения КА. В этом случае энергия

{h < 0) и большая полуось орбиты уменьшаются (этот случай изоб¬

ражен на рис. 50).

Задача 12.14. При движении ИСЗ в атмосфере наблюдается рас¬

сеяние (диссипация) полной энергии ИСЗ по закону Рэлея dh/dt =
= —2Ф, где Ф — положительная функция рассеяния. Определить
характер эволюции эллиптической орбиты ИСЗ, записать уравне¬

ние энергетического баланса и установить характер изменения ор¬

битальной кинетической и потенциальной энергии ИСЗ.

Решение

На основании закона рассеяния полная энергия h под дей¬

ствием сопротивления атмосферы убывает. Но из выражения h =

= —pm/(2a) становится очевидным, что уменьшение отрицатель¬

ного значения h (эллиптическая орбита) сопровождается уменьше¬

нием большой полуоси орбиты а, т. е. орбита опускается в более

плотные слои атмосферы.
Легко видеть, что при указанном снижении орбиты апогей опус¬

кается быстрее, чем перигей. Действительно, рассмотрим один ви¬

ток орбиты: апогей-перигей-апогей. В перигее плотность атмосфе-

15*
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Рис. 51

ры для данного витка является наибольшей, следовательно, наи¬

большим будет и коэффициент аэродинамического сопротивления,

входящий в формулу для силы сопротивления. Кроме того, сила со¬

противления является функцией скорости ИСЗ, а скорость в пери¬

гее максимальна, так что очевидно, что эффект торможения будет
максимальным именно в перигее. В результате этого ИСЗ частично

потеряет в перигее скорость, вследствие чего уже не будет достиг¬

нута прежняя высота апогея.

Аналогичный эффект можно наблюдать для любой точки ор¬

биты, но его интенсивность снижается по мере движения от пери¬

гея к апогею (плотность уменьшается, так как увеличивается вы¬

сота ИСЗ, а скорость уменьшается по закону площадей). В апогее

эффект торможения будет наименьшим, и незначительная потеря

скорости не окажет существенного влияния на положение следую¬

щего перигея. Таким образом, апогей снижается быстрее перигея,

в результате чего эллиптическая орбита постепенно превращается

в круговую при одновременном уменьшении а и г, так что тормо¬

жение становится более интенсивным: е —> 0, a —> ra —> rv —> г.

Несмотря на потерю орбитальной скорости на каждом витке,

в целом при снижении орбиты от витка к витку среднее значение
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орбитальной скорости будет увеличиваться. Действительно, опре¬

делим предел средней скорости ИСЗ (см. задачу 5.19):

т. е. среднее значение скорости стремится к значению круговой ско¬

рости, которая, как известно, возрастает по мере снижения орбиты.
Таким образом, имеет место так называемый «парадокс спутника»,

заключающийся в том, что при движении в атмосфере ИСЗ полу¬

чает ускорение в направлении движения. Приблизительный харак¬

тер изменения скоростей при движении в атмосфере изображён на

рис. 51, где п — число витков.

Увеличение среднего значения орбитальной скорости влечёт за

собой увеличение кинетической энергии Т = mV2/2. Записав урав¬
нение энергетического баланса h = Т — U = mV2/2 — дтп/г и под¬

ставив это уравнение в закон рассеяния, получим

Отсюда следует, что если имеет место одновременное увеличение Т

вследствие увеличения скорости V и уменьшение полной энергии h

вследствие рассеяния энергии, то потенциальная энергия ИСЗ, т. е.

(—U), должна убывать быстрее, чем растёт кинетическая энер-

Необходимо отметить, что реальное замедление ИСЗ в атмосфе¬
ре следует рассматривать как результат приложения непрерывного

ряда бесконечно малых импульсов, причём сила сопротивления на¬

правлена по касательной к траектории ИСЗ (касательный импульс)
и пропорциональна мгновенной скорости. После приложения каж¬

дого импульса получаем новую орбиту с новой постоянной h. Каж¬

дый новый эллипс меньше предыдущего, соприкасается с ним в

точке приложения импульса и имеет с предыдущим эллипсом один

общий фокус.
Приведённые выше положения можно проиллюстрировать сле¬

дующими формулами. Пусть в перигее скорость получает некото¬

= - lim
2

^ ~ и) = Jt(my2l2
~ /WO = -2Ф.

гия Т.
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рое приращение AVn, знак которого заранее неизвестен. Из инте¬

грала энергии (5.13) имеем при rn = const

% = h = V* - 2/л/tv = -/х/а, Ah = 2VnAVn = £Да,
rn + ra Ara

a — ^ да =

2 2

откуда

Ara = 2Aa = 2(2VnAVn)a'2/fi = AV„AКа2/д. (12.17)

Это значит, что приращения Ara и Atv имеют одинаковые знаки,

т. е. уменьшение скорости в перигее обязательно влечёт за собой

уменьшение ra, что и означает снижение орбиты.
Установим соотношение между приращениями скоростей в апо¬

гее и перигее. Запишем интеграл энергии для апогея и приращение

Ah для переменного ra:

h = V£ - 2[ijra = -д/a,

Ah = 2VaAVa + %Ara = 4Aa - 4^T’aЛ az I

2VaAVa -д

=̂ ^ya~^)Ara = -^f, + ^ra)Ara.

Подставив значение Ara из (12.17), найдём изменение скорости

в апогее:

ДКа = —-AV*
*

сх

—) +2—
гп / г„

(12.18)

где Д1ф < 0, AVa > 0.

Из полученной формулы следует, что AVa и AVv имеют раз¬

ные знаки. Кроме того, орбита стремится к круговой (ra/rw —¥ 1

и Va/Vn —» 1), следовательно, имеет место соотношение импульсов

дка = -здк.

Задача 12.15. Определить местную круговую и местную парабо¬
лическую скорости точки массой тп, находящейся над поверхностью
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Земли на расстоянии го от её центра, если движение происходит в

экваториальной плоскости Земли. Землю принять за сжатый эл¬

липсоид вращения (сфероид).
Решение

Гравитационный потенциал сжатой Земли, принятой за эллип¬

соид вращения, взятый с точностью до членов второго порядка от¬

носительно геометрического сжатия Земли, возьмем в виде

где J = 1624 • 10-6, D = 6 ■ 10-6 — безразмерные коэффициенты,
содержащие геометрическое сжатие Земли а в первой и второй сте¬

пенях; р>
—

геоцентрическая широта точки; Rg
— экваториальный

радиус Земли.
Запишем потенциал (12.19) для р> — 0 (экваториальная плос¬

кость) :

Известно, что ускорение точки W точки, движущейся в поле

произвольной потенциальной силы F, в системе сферических коор¬

динат г, ip, X (ip — широта, Л — >долгота) состоит из трёх ком-

Пусть точка совершает равномерное круговое движение в эквато¬

риальной плоскости земного сфероида. Сила тяготения F°(<p = 0)

Lr
»6т

Г

2 35 4

'

1 — 10 sin <р +
— sin <р>) , (12-19)

jjO = ^
2

D
+ тд

10

4'

(12.20)
г

понент в проекциях на единичные векторы r°, ip°, А0 (лагранжево
представление):

WA = 1ИаА° = —А0,
т

F = — F =1-™ FA = ^^Т г\ 1 ■*■ <£> о ) -1 А О \
*

or г op г cos р оА
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N

V
-—

Орбита с
1 и.с2
J F0*

X.
—

S

Рис. 52

в этом случае, так же как и сила тяготения сферической Земли, яв¬

ляется центральной силой (см. рис. 52 а, б, в), т. е. проекции силы

на координатные оси таковы: = F° = О, F® = Fo- На рисунке 52

изображены четыре проекции плоскостей орбит ИСЗ на плоскость

меридиана. В трех случаях из них (а, б, в) радиальное ускорение

Wr является одновременно нормальным ускорением Wn, а «дол¬

готная» компонента ускорения, W>,, совпадает с касательным уско¬

рением, WT, которое для равномерного кругового движения всегда

равно нулю. Итак,

V2 F° 1 dU°
Wr = -Wn = ^ = — = — = const < О,

г т т дг

X = 0, Wx = WT = ^=0,
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откуда можно выразить круговую скорость через потенциал U0 или

силу F0 на расстоянии экваториального радиуса Земли тур

К = \l~rn (T)r„0 - fS = “"St-

Соответствующую ей силу тяготения F0 находят из потенциала

(12.20):

F° = F? =
dU°

dr

т

(12.21)

так что круговая скорость в экваториальной плоскости сжатого

сфероида определяется формулой

^кр =

N
16
Го

= const. (12.22)

Для определения местной параболической скорости точки вос¬

пользуемся теоремой об изменении кинетической энергии точки при

уходе «на бесконечность»:

mV‘ mV’
пар

Аг

где ЛГ0)ОО — работа в поле тяготения Земли по перемещению точки,

находящейся в экваториальной плоскости, с данной поверхности

уровня потенциала «на бесконечность», равная Ar0iOO = U°(оо) —

U°(го) < 0. В рассматриваемом случае
= 0, U°(oo) = 0, так что

Кпар

Положив в (12.20) г = ту,, находим параболическую скорость

\
^пар —

2^б
Го

1 + ij +
3 г 10 V г

(12.23)

Сравнение полученных формул для Пкр и Ппар показывает, что

известная формула Vnap = \/2VKp, применявшаяся нами при ре¬

шении задач настоящего сборника, соответствует лишь первому
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(ньютонову) члену ряда в разложении потенциала сжатой Земли,
т. е. справедлива лишь для сферической модели Земли. С помощью

формул (12.22), (12.23) найдем поправки к значениям первой и вто¬

рой космическим скоростей на экваторе (r0 = R^), Vj — 7.90 км/с,

Из этих поправок следует, что влияние несферичности Земли на Уц

меньше, чем на Vj. По мере подъёма точки над поверхностью Зем¬

ли влияние её несферичности уменьшается, что следует из формул
скоростей.

При выходе из экваториальной плоскости {ip ^ 0) сила тяго¬

тения сжатого эллипсоида вращения, потенциал которого U опре¬

делен по (11.6), из-за нарушения симметрии перестаёт быть цен¬

тральной (рис. 52, г) и приобретает две компоненты, обе лежащие

в плоскости меридиана, радиальную

Уц = 11.19 км/с:

7.90л/1 + 1624 • 10“6 + 3 • 10-6 = 7.90/1.001627 (км/с),

11.19^1 + 542- 10_6 = 11.19^1.000542 (км/с).

D
+—

4

2 35 4
1 — 10 sin ip +

— sin ip

и трансверсальную («широтную»)
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Соответственно, равнодействующая двух найденных сил F = Fr-|-
отклоняется от направления на центр Земли. «Долготная»

компонента F\ для модели эллипсоида вращения всегда равна ну¬

лю, так как потенциал (12.20) не зависит от Л. Этим компонентам

силы соответствует радиальное ускорение, направленное к центру

и «широтное» ускорение, ортогональное радиальному в плоскости

меридиана

Итак, строго круговое движение ИСЗ вокруг эллипсоида вращения

при <р ф 0 оказывается невозможным.

В данной задаче мы ограничились рассмотрением модели эллип¬

соида вращения, или сфероида, взяв соответствующее разложение

U с точностью до членов второго порядка относительно геометри¬

ческого сжатия Земли. Если же в разложении (12.20) взять члены

ряда, не только позволяющие учитывать более высокие порядки

сжатия в модели сфероида, но и члены, характеризующие трёх-
осность Земли (несферичность экватора, грушевидность фигуры
Земли и т.д.), то станет очевидным, что поскольку в действитель¬
ности симметрии Земли относительно экваториальной плоскости

не существует, то не существует и строго кругового движения ИСЗ

даже в экваториальной плоскости. Таким образом, для реальных

движений ИСЗ можно говорить лишь о почти круговых орбитах.

Задача 12.16. Точка движется под действием центральной силы

притяжения F = —т(р/г2 и/r4), где д > 0, и > 0 — некото¬

рые постоянные. Составить уравнение движения точки с помощью

формулы Вине.

Решение
Физический смысл предложенной задачи может быть установ¬

лен с помощью задачи 12.15, где была выведена формула (12.21)
силы тяготения в экваториальной плоскости. Из (12.21) следует,

что эта сила, вычисленная с точностью до первой степени сжатия

Земли, имеет вид

Земли

J > 0.
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Этот закон действия силы совпадает с законом, заданным в усло¬

вии, если принять р
= > 0, v = p^JR2^ > 0. Таким образом,

первое слагаемое может быть интерпретировано как сила притяже¬

ния сферической Земли, второе
—

как добавочная сила притяжения

экваториального избытка массы Земли.

С помощью второй формулы Бине (см. гл. 4) запишем

d2u F i р у \ 1 р vu2

2 ~~2и2 + и=^ (12‘24)

dip2 тс2и2 \г2 г4) с2и2 с2

где и = 1 /г — переменная Бине, с = г2ф — постоянная площадей.

Отсюда
d2u и 0 и

~и + и = -

dipz сг с

(сравнить с уравнениями (12.5) из задачи 12.6 и (4.11) из зада¬

чи 4.10). Это нелинейное неоднородное уравнение второго порядка
типа у" + ay3 + by2 + су + d = 0 (a = 0), которое не разрешимо в

элементарных функциях. Его можно свести, например, к уравне¬

нию типа (у')2 + 1/2ay4 +2/3by3 + су2 + 2dy + e = 0, разрешимому в

эллиптических функциях. Однако с физической точки зрения это

уравнение является уравнением возмущённого движения точки в

нецентральном поле тяготения.

Задача 12.17. Определить максимально возможный период обра¬
щения искусственного спутника Земли Т. Какова максимально воз¬

можная продолжительность пребывания такого ИСЗ в тени Земли?

Решение

Будем считать поверхность сферы действия верхней границей
Земли границей области существования ИСЗ. Приняв за радиус

сферы действия величину р = 929900 км (см. главу 9), что в 2.41

раза превышает расстояние от Земли до Луны г,j
= 384400 км, вы¬

разим период обращения указанного ИСЗ через известный период

обращения Луны вокруг Земли, TJj = 27.3 сут (см. задачу 10.6),
использовав третий закон Кеплера:

/ \ 3/2

Т = T(L yy-j
= (2.41)3/2T(I = 3.72 • 27.3 = 101.6 сут.

Очевидно, что вне сферы действия (при г > р) объект превра¬

тится в искусственную планету, так что найденный период можно

считать максимальным из возможных.
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Рис. 53

Определим длительность пребывания ИСЗ в тени Земли. Длину
конической тени Земли ОС = L (рис. 53) можно найти из подобия
треугольников ОКС и О'К'С. Положив О'С и К'С и a + L, где

a — большая полуось орбиты Земли, запишем Rq/Rg = (a + L)/L.
Вычисляем, приняв Яд = 6.96 • 105 км, R^ = 6370 км,

a = 149.6 • 106 км:

6.96-105 1.496-108 +L

6370
“

L
’

откуда L = 1.38 • 106 км — длина конической тени Земли.

Угол полураствора конуса земной тени а/2 можно определить

из треугольника ОКС:

sin^=
63?e

= 0.0046, £ = 0°16;.
2 L 1.38 • 106 2

Легко видеть, что поскольку длина конуса земной тени состав¬

ляет L = 1.38 • 106 км, то объект на удалении р = 929900 км от

центра Земли, т. е. на границе сферы действия Земли, может при

определённом наклоне орбиты попадать внутрь этого конуса. Вре¬
мя пребывания в тени для орбиты ИСЗ, расположенной в плоско¬

сти эклиптики, будет максимальным, когда плоскость орбиты будет
лежать в плоскости симметрии конуса тени (наклон такой орбиты
равен наклону эклиптики к экватору г = 23.5°).

Время пребывания рассматриваемого ИСЗ в тени можно опре¬

делить следующим образом. Найдём длину отрезка АВ (хорды кру¬



238 Глава 12

гового сегмента) из подобия прямоугольных треугольников OBD и

ОКС:
АВ

_

Ь-р

2Rfr L cos(q/2)’

откуда при cos(q/2) я» 1 вычисляем длину теневой хорды

=

2ДЩ-„) 2 ■ 6370 ■ (1.38 - 0.93) • 10s
=

L 1.38-106
v

Определим центральный угол /3 теневой дуги:

. /3 АВ 4090
sm — = =

д
= 0.0022,

2 2р 2 • 0.93 ■ 106

^=0°08', /3 = 0° 16'= 0.0047.

Доля т найденного выше периода Г обращения ИСЗ, соответству¬

ющая его пребыванию в тени Земли, составляет

т В 0.0047
- = — = = 0.00075,
Г 2тг 6.28

откуда время пребывания в тени (максимально возможное) уста¬

навливается с помощью найденного выше максимально возможного

периода ИСЗ (Г = 101.6 сут):

т = 0.00075Г = 0.00075 • 101.6 сут = 1 ч 50 мин.

Задача 12.18. Охарактеризовать движение КА при пролёте через

сферу действия планеты («гравитационный маневр»).
Решение

Понятие сферы действия введено в гл. 9. КА, вошедший извне

в сферу действия планеты, имеет относительно планеты положи¬

тельную скорость «на бесконечности», так что внутри сферы дей¬
ствия он будет перемещаться по ветви гиперболы, в фокусе которой
расположена планета. По мере движения по пролётной гипербо¬
ле планетоцентрический вектор скорости vBX будет поворачивать¬

ся, при прохождении через перицентр он окажется перпендикуляр¬

ным радиус-вектору и максимальным по величине, а затем начнёт

уменьшаться, продолжая поворачиваться (рис. 54).
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Рис. 54

Планетоцентрическая скорость на выходе из сферы действия
vBbix равна по модулю скорости на входе vBX (ввиду симметрии ги¬

перболы), но повёрнута на угол ip, который примем равным углу

между асимптотами гиперболы. Форма пролётной гиперболы зави¬

сит от гравитационного параметра планеты ц, прицельного рассто¬

яния d и величины скорости vBX. Угол между асимптотами подчи¬

няется условию

<£ =
2 V*

Так как вектор планетоцентрической скорости КА после выхода из

сферы действия повернулся относительно планеты, то по теореме

о сложении скоростей изменится и гелиоцентрическая скорость КА

v (VBX ф Увых).
Из рис. 55 а, б видно, как именно изменился вектор гелиоцентри¬

ческой скорости за время облёта. Приращение AV = VBbIX — VBX,
где VBX = VnjI+vBX, VBbIX = VnjI+vBbIX, представляет собой тот им¬

пульс скорости, который притяжение планеты сообщило КА. В ре¬

зультате изменится его гелиоцентрическая орбита. Приращение ге¬

лиоцентрической скорости, достигнутое в результате пролёта вбли¬

зи планеты, определяется по формуле равнобедренного треуголь¬

ника

ДУ = 2г>вх sin ^. (12.26)
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Рис. 55

Чем меньше прицельная дальность d (рис. 54), тем сильнее воз¬

действует притяжение планеты на гелиоцентрическую траекторию,

т. е. на угол поворота р. Однако существует максимальный для дан¬

ного значения планетоцентрической скорости входа г;вх угол пово¬

рота, определяемый через круговую скорость г;кр на поверхности

планеты:

ty^max 1

1 + Кх/^кр)2
’ (12.27)

чему соответствует максимальное приращение гелиоцентрической

скорости

2ув

1 "Ь (^вх/^кр)2
ЛКпах =

, , . .2
• (12.28)

Этому соотношению скоростей отвечает траектория, проходя¬

щая у самой поверхности планеты или у кромки её атмосферы.

Нужное значение прицельной дальности d достигается коррекцией
движения перед входом в сферу действия планеты или вскоре после

этого, пока планетоцентрическая скорость еще мала, а до планеты

еще далеко, так что даже слабый реактивный импульс резко изме¬

няет величину d.

Из (12.28) видно, что наибольшее значение AVmax гелиоцентри¬
ческой скорости достигается при г>вх = г>кр, т. е. когда планетоцен¬

трическая скорость входа равна круговой скорости у поверхности
планеты. При этом приращение гелиоцентрической скорости ДИтах

будет равно по величине г>кр, а угол поворота </? составит 60° по
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формуле (12.25). Величины ДУтах = гкр приведены в таблице 12.1

для различных небесных тел с применением формулы гкр = \Jд/R,
значения которых взяты из задачи 5.4.

Таблица 12.1

планета ДИтах (км/с) планета ДПшах (км/с)

Меркурий 3.005 Юпитер 42.73

Венера 7.328 Сатурн 25.62

Земля 7.910 Уран 15.18

Луна 1.680 Нептун 16.73

Марс 3.555

Понятно, что максимальные значения ДУ далеко не всегда мо¬

гут быть использованы, так как направление гелиоцентрической

скорости выхода VBbIX из сферы действия планеты задается из со¬

ображений стратегии гравитационного маневра.

Задача 12.19. КА, спускаемый с орбитальной космической стан¬

ции (ОКС), должен входить в плотные слои атмосферы под очень

малым углом к горизонту. Спроектировать орбиту снижения КА

так, чтобы в точке входа в атмосферу она касалась верхнего слоя

атмосферы. При этом в начале маневра спускаемому КА сообща¬

ется один из импульсов и:

1. в направлении, противоположном орбитальной скорости V;

2. вертикально вниз;

3. вертикально вверх.

Нарисовать траекторию снижения КА (обозначен через Р на

рис. 56-58) в инерциальной (неподвижной) системе координат с

началом в центре планеты и в системе координат, начало которой

совпадает с центром неподвижной системы координат, но которая

вращается со скоростью обращения ОКС (обозначено S). Извест¬
на полуось начальной круговой орбиты а и высота верхнего слоя

атмосферы h (радиус планеты R).
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Рис. 56

Решение

1. По формулам, аналогичным формулам задачи 8.4, находим по¬

луось асп, эксцентриситет есп орбиты спуска, а также скорость в

начале спуска:

&СП
a R h

бсп —
о — R — h

R -Ь h
V = K,

2(R + h)

а -Ь R -Ь h

Например, если спуск начинается с круговой околоземной орбиты
а = 1.2Д^, а вход в атмосферу — в апогее на высоте h

то V 0.96ПКр и AV :

0.024Д

0.04Пкр ~ 0.29 км/с, время спуска 0.826Л
б’

V

5'

Рис. 57



Разные задачи 243

В левой части рис. 56 штриховой линией показана спусковая

траектория КА от начала спуска А до момента входа в атмосферу
в точке Р. Справа — та же траектория во вращающейся системе

координат (положение ОКС S в этой системе не изменяется).

2. Если задаваемый импульс направлен вертикально вниз (см.
рис. 57), то истинная аномалия в начале спуска должна удовле¬

творять неравенству: тт ^ в ^ 3/2-7Г. Справедливы следующие фор¬

мулы для радиальной и трансверсальной скорости КА, полуоси и

фокального параметра траектории спуска:

т/
■

не
■

а
■

aVr = r= Sing = Sinflcn,
Vp Vp^

УС УС

Vt = r6 =—{1 + ecos#) =-—:(1 + ecncos0cn).
Vp vp^.

В качестве примера будем искать такой импульс, при котором

в — 3/27Г, тогда

R 4- h
Реп = &■> ^СП = 1

Vr = и = Ккр I 1 -

a

R -Ь h

при a = 1.2h = 0.024i^g, имеем Vr = u
— 0.147 VKp ~ 1.06км/с,

время спуска 0.379^.

Рис. 58

16*
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В левой части рис. 57 штриховой линией показана спусковая

траектория КА от начала спуска А до момента входа в атмосферу
в точке Р. Справа --

та же траектория во вращающейся системе

координат.

3. Если задаваемый импульс направлен вертикально вверх (см.
рис. 58), то истинная аномалия в начале спуска должна удовле¬

творять неравенству: 0 ^ 9 < л/2. При в = л/2 и а = 1.2i?g,
h = 0.0247?g, в = л/2, получим VT = и = 0.147Ккр, время спуска

Импульс и совпадает по величине с импульсом из предыду¬

щего пункта.

Задача 12.20. С орбитальной станции (ОКС; буква S на рис. 59,

60, 61), находящейся на круговой орбите с большой полуосью а,

надо запустить зонд Р, так, чтобы он

• приблизился к поверхности планеты

• или исследовал удаленную область межпланетного простран¬

ства.

Спроектировать орбиту так, чтобы зонд после выполнения задачи

мог встретиться с ОКС. Считаем, что движение зонда пассивное,

а импульс дается только один раз. Нарисовать траекторию зонда в

инерциальной системе координат и в системе координат, вращаю¬

щейся со скоростью обращения ОКС.

Решение
Чтобы зонд и ОКС периодически встречались, период обраще¬

ния зонда по своей эллиптической орбите должен быть соизмерим

с периодом обращения ОКС вокруг планеты.

Полуось круговой орбиты ОКС а известна, радиус планеты R.

Какую соизмеримость можно использовать?

Пусть R — минимальное расстояние, на которое зонд Р должен

приблизиться к планете, a a — полуось круговой орбиты ОКС (мак¬
симальное расстояние зонда от планеты). Введем величину а > 1,

такую что

a = aR,

тогда по формулам задачи 8.4

a + R a — 1
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5

и отношение периода обращения зонда к периоду обращения ОКС

получим по формуле:

т± - руз/2) _ (iy3/2) у+^уз/2)
Минимальный период зонда (при a —> оо) Т3 = (\)Z^2 Т ~ 0.35Т.

Рассмотрим три варианта соизмеримости периодов зонда и

ОКС:

1. = 3/5 (рис. 59), тогда

а и 2.3654233,

а3 = (1 + a)R « 3.3654233 R,

е3 = ^ « 0.4057211.
а + 1

2. = 4/5 (рис. 60), тогда

се « 1.3820788,

а3 = (1 + а)Л« 2.3820788 Я,

е3 = ^ « 0.1603972.
а + 1
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Рис. 60

Рис. 61

3. -т£г = 2/3 (рис. 61), тогда

а « 1.9001088,

a3 = (1 + a)R г» 2.9001088 R,

е3 = ^ г» 0.3103707.
а + 1
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Polyakhova E. N., Vjiuga A. A., Titov V. B.

Orbital Spaceflight:
Exercises with Numerical Examples and Solutions

In the presented book basic principles of Spaceflight Mechanics are

defined along with presentation of solution methods. Theoretical foun¬

dations are illustrated by many exercises with numerical solutions and

examples. The content connects with classical two-body problem and

its applications, some ballistics problems, spaceflight trajectories to

Moon and planets of Solar System, and transfers between circular or

elliptical trajectories.
Exercise topics are given as follows: Newtonian gravitation, attrac¬

tion of a spherical body, two-body problem main integrals, orbital ve¬

locity and acceleration, space manoeuvers in central newtonian field,
two-and three impulse transfers, escape to parabolic or hyperbolic or¬

bits. Many references are given.
The book is largely applications-oriented and can be useful for un¬

dergraduates and post-graduates, as well as for Spaceflight Mechanics

educators.
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