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Предисловие

В предлагаемом курсе рассматривается динамика пассивной гравитаци¬

онной ориентации искусственных спутников Земли. Спецкурс читается для

студентов 3 5 курсов механнко-математического факультета МГУ.

Возможность гравитационной ориентации обусловлена свойством цен¬

трального ньютоновского гравитационного поля определенным образом ори¬

ентировать находящееся в нем тело. Например, на круговой орбите спутник с

неравными главными центральными моментами инерции имеет четыре устой¬

чивых положения равновесия в орбитальной системе координат. Любое из

них можно использовать в качестве номинального невозмущенного движения

спутника в режиме гравитационной ориентации. В одном из таких положений

находится Луна, всегда обращенная к Земле одной своей стороной.

Эффективное применение гравитационной ориентации возможно лишь в

том случае, когда спутник имеет большие моменты инерции. На некоторых

спутниках большая величина этих моментов обеспечивалась выдвижением

специальных штанг, длина которых составляла десятки метров. Кроме того,

спутник с гравитационной системой ориентации имел специальные демпфи¬
рующие устройства, предназначенные для гашения возмущенного движения.

С выводом на орбиту тяжелых объектов идея гравитационной ориентации

получила новую реализацию. Тяжелый, массой более 10 т, спутник имеет до¬

статочно большие моменты инерции, и если высота его орбиты более 300 км,

то влияние гравитационного момента на вращательное движение такого спут¬

ника может быть сделано определяющим. При этом отпадает необходимость
в использовании выдвижных штанг. Тяжелые спутники имеют обычно актив¬

ную систему управления, позволяющую привести спутник в нужное положе¬

ние с высокой точностью. Это дает возможность обойтись без специальных

демпфирующих устройств. Первыми спутниками описанного типа, на кото¬

рых использовался режим гравитационной ориентации, были орбитальные
станции «Скайлэб», «Салют-6» и «Салют-7».

Гравитационная ориентация тяжелых спутников имеет свои особенности.

Как правило, эти спутники представляют собой вытянутые, почти осесиммет¬

ричные конструкции. Спутники указанной формы в режиме гравитационной

ориентации располагаются так, что их продольная ось (ось минимального мо¬

мента инерции) направлена по прямой, соединяющей центры масс Земли и

спутника, то есть вдоль местной вертикали. В таком положении компонента

восстанавливающего гравитационного момента, перпендикулярная продоль¬

ной оси, будет достаточно большой, а параллельная этой оси компонента
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момента сил инерции малой (для осесимметричного спутника последняя

компонента равна нулю). Следовательно, даже при малых ошибках приве¬

дения спутника в режим гравитационной ориентации его движение вокруг

продольной оси может быть вращательным.

Указанное обстоятельство, с одной стороны, снижает упорядоченность

ориентированного движения, а с другой — позволяет расширить набор но¬

минальных движений. Если спутник близок осесимметричному, то в каче¬

стве его ориентированного движения можно принять движение, близкое к

конической прецессии соответствующего симметричного спутника. В кониче¬

ской прецессии осесимметричный спутник равномерно вращается вокруг оси

симметрии, которая перпендикулярна касательной к орбите и образует посто¬

янный угол с местной вертикалью. Этот угол будет тем меньше, чем больше

спутник вытянут вдоль оси симметрии и чем меньше его угловая скорость

вращения вокруг этой оси. Движение, близкое к конической прецессии, удоб¬
но в случае, когда необходимо одновременно обеспечить равномерное осве¬

щение поверхности спутника Солнцем и направить его продольную ось в

сторону Земли. Спутник приводится в нужное движение штатной системой

управления, которая затем выключается. По истечении некоторого времени

негравитационные внешние моменты могут увеличить или уменьшить угло¬

вую скорость вращения спутника вокруг продольной оси до недопустимых

значений. В этом случае с помощью системы управления нужно восстано¬

вить ориентированное движение. При определенных условиях такой режим

полета может оказаться экономичным.

В рассмотренных ситуациях погрешность ориентации продольной оси

спутника, как правило, составляет 5 1СГ. Эти ситуации похожи. В общих
словах их можно описать следующим образом. Спутник представляет собой

твердое тело, движение которого вокруг центра масс не влияет на движение

центра масс. Вращательное движение спутника описывается системой диф¬
ференциальных уравнений шестого порядка, его номинальное невозмущен¬

ное движение в режиме одноосной гравитационной ориентации решениями
этой системы, лежащими на ее двумерной интегральной поверхности. Иссле¬

дование таких поверхностей проведено в данном спецкурсе.

При естественных упрощающих предположениях (движение вокруг цен¬

тра масс не влияет на движение центра масс, орбита круговая и неизменна

в абсолютном пространстве) вращательное движение спутника твердого

тела под действием гравитационного момента описывается автономными

дифференциальными уравнениями, обладающими свойствами симметрии и

интегралом энергии. Интегральные поверхности этих уравнений, отвечаю¬

щие движениям спутника в режиме одноосной гравитационной ориентации,

состоят из периодических решений и исследованы детально. В случае учета
в уравнениях движения неавтономных или ненотенциальных возмущений ис¬
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следование интегральных поверхностей ориентированного движения услож¬
няется. В данной работе такое исследование проведено на примере учета воз¬

мущающего действия аэродинамического момента методом асимптотического

разделения движений.

Исследовано также влияние диссипации энергии на борту спутника и

непотенциальности действующего на спутник аэродинамического момента на

устойчивость режима трехосной гравитационной ориентации.
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Глава 1

Трехосная гравитационная ориентация

спутника на круговой орбите
1.1. Силовая функция твердого тела в гравитацион¬

ном поле материальной точки

Рассмотрим два тела, одно из которых
—

материальная точка Е массы М

(или шар со сферически симметричным распределением плотности с центром

в этой точке), второе
—

произвольное твердое тело. Второе тело будем назы¬

вать спутником. Центр масс спутника находится в точке О. Спутник пред¬

ставим в виде совокупности материальных точек Лр, имеющих массы ту

и радиус-векторы ги = ЕАи (см. рис. 1.1). Введем обозначения

R = — тпуги = Ё(3, ри = оАу = Гу
- R,

т
V

где m
= — масса спутника, У^т^р^ = 0.

Силовая функция спутника имеет вид

fMmy

\гу\

fМтПу

„\R + p»
V

Здесь f универсальная гравитационная постоянная] постоянное слагае¬

мое, отвечающее гравитационному взаимодействию точек спутника между

собой, опущено. Будем считать, что Ipjcl-Rl (i/ = 1,2,...). Получим при¬

ближенную формулу для |гр|-1 в этом случае. Равенство ry = R+ p„ дает

R
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Выражение для |гр|
1
запишем, используя формулу бинома Ньютона. С точ¬

ностью до членов второго порядка малости по \pu\/R включительно имеем

r„| R L +
R

+
R2 J

1

~R
ГР,

R

рц р„ 3 • 4 (7 • р,)2
2R2 8 R2

Силовая функция с точностью до членов второго порядка малости по \pu\/R
выражается форMyjюй

7
•

Рр 3 (7' Рр)2
R 2 2R2

Р.'Р;

2R2

Преобразуем последние слагаемые. В центр масс О спутника поместим на¬

чало связанной со спутником сльстемы координат Ох^х^х^. Компоненты

векторов здесь и ниже указываются в этой системе. В частности,

pv = (хи,^2,гРз), 7= (71,72,7з), 71+72+73 = 1-

Обозначим через 7^* компоненты тензора инерции / спутника в системе ко¬

ординат

$ij хyl %yi%yj 1 ? (1*1)
1=1 /

где Sjj — символ Кронекера. Имеем
3 3 3

= (ZL ~ X^i) =2^2т‘'^ х^'
г=1 у 'г=1 '

у г=1

TYlyXу{Хyj
— Rj ф dij

у у

3
Л

т2 _ +г7 _ т..
ху1 —

2
tr/ти

1=\

Itl7
и, следовательно,

^р(Рр-Рр) =
у

3

= 52 - 52= - 52
1
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Таким образом, силовая функция спутника массы т с центральным тензо¬

ром инерции / в гравитационном ноле притягивающей точки массы М пред¬
ставляется в виде

/Мт З/МЛ /М 7
R 2 R3 Е + 2R3tr '

t,j=l

Введем систему координат Ох\Х2Хз, образованную главными^централь-
ными осями инерции спутника. В этой системе тензор инерции / спутника

диагоналей:

7~ = diag(Ti, Т2, Т3),
где Ii момент инерции спутника относительно оси Oxi (г = 1,2,3). Силовая

функция принимает вид

u=f^_^fM_^2 + hy2+l3^ + ^^ + i2 + hy (12)
Обозначим через М гравитационный момент главный момент грави¬

тационных сил, действующих на спутник. Пусть в системе координатОх1X2^3

М = (МХ , ТИ2,Мз). Далее компоненты всех векторов выписываются в этой

системе координат.

Вычислим момент М относительно точки О, считая ее неподвижной. Вы¬

разим этот момент через виртуальную работу в гравитационном поле. Рас¬

смотрим виртуальный поворот спутника относительно точки О. Виртуальное
перемещение точки А„ в этом повороте можно представить в виде

&РУ = бсрх
где б<р = (5^1,5^2, <5<£з) — вектор бесконечно малого поворота. Работа сил Fy.

действующих на точки Аи спутника, на виртуальных перемещениях равна

8А = ^F„6pv = £F,-(iVx pv) = (£pvx fJ) ■5V = M-6V>.
У У У

d^i

Силы Fy потенциальны с силовой функцией U, поэтому

^=^=eF^=F-^-дц d-f
На виртуальном повороте спутника вокруг точки О вектор 7 остается неиз¬

менным в абсолютном пространстве, то есть

бу + бср х 7
= 0. (1.3)

Здесь ^7 = (^71, (572,57з) ~

виртуальное изменение вектора 7. Учиты¬

вая (1.3), имеем

5А = Mi6(pi + М26&2 + Мздсрз = М • б<р = 6U = —— бу =
ду

dU (. \ (dU \
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откуда следует
BU

д^ХУ-

В?

„
_ 3fM

М = —— х 7
= (1-4)

М =

Используя формулу (1.2), находим

Э1/_

Компоненты вектора гравитационного момента М имеют вид

л, 3fM, т, лт 3fM, тх лт 3fM,T тх
—

дз (/з - ^2)7273, М2 = ■

3 (Л - /3)717з, ^з =
дз Щ2

~ Л)7172-

Задача. Доказать, что главный вектор гравитационных сил, действую¬
щих на спутник, выражается формулой

„
dU 1'tdU / dU\ 1

_дЯ7+я[<Э7 V 31/Т
Оценить влияние слагаемых в формуле (1.2), зависящих от Zi, I2, Z3, на ор¬

битальное движение спутника.
Ниже полагаем, что такие слагаемые не влияют на орбитальное движение.

Более того, орбиту центра масс спутника будем считать круговой и неизмен¬

ной в абсолютном пространстве. В этом случае среднее движение спутника

cjo = y/fM/R3, где R радиус орбиты. Среднее движение называется также

орбитальной частотой. Тогда на круговой орбите гравитационный момент

представляется в виде (см. (1.4))
M = 3w02(7X/7).

1.2. Уравнения движения трехосного спутника

Спутник называется трехосным, если Ц 12 I3 Ц. Получим уравне¬

ния движения такого спутника относительно центра масс под действием гра¬

витационного момента на круговой орбите.
Введем орбитальную систему координат OXiX2X^ с базисом {а, /3,7}.

В этой системе координат 7, как и выше,
—

орт радиус-вектора центра масс

спутника, /3 — орт вектора кинетического момента центра масс О в движе¬

нии по орбите, а = /3x7 — орт касательной к орбите
в точке О (см. рис. 1.2). При этом

1«1 = 101 = 171 = 1> а-0 = а-7:=0-7 = О.

Абсолютная угловая скорость орбитальной системы

координат равна
а>о = cjq0 = const.

Введем обозначения для компонент базисных ортов в системе коорди¬

нат Ох1Х2хз:
а = (аь-аг.аз), 0 = (01,02,0з), 7 = (71,7г,7з)-
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Выпишем производные ортов ио времени согласно формуле Пуассона:
с/7 d(3

— = с^о/3 х ol = -cjo7, = ^(3 ху = cjoa, = °-

С другой стороны.

dot dot

-л~~л+иха’
где d/dt относительная (локальная) производная по времени в системе

координат
“ абсолютная угловая скорость этой системы. Далее

дифференцирование в системе Ох^х^х^ обозначается точкой над буквой:

= d = (di,d2,d3).

• dr/
H=f3 + b}Xf3' Л=7 + и,Х7'

Аналогично

В результате кинематические уравнения Пуассона принимают вид

ot 4- о? х ol = —

cjo7, /3 + си х /3 = 0, 'у ш х — c^oot. (1.5)
Кине^пический момент спутника относительно его центра масс равен

К = /си. Вращательное движение спутника на круговой орбите описывается

динамическими уравнениями Эйлера (теорема об изменении кинетического

момента тела относительно центра масс)
К = М => /с5 + си х /си = 3cjq(7 х /7). (1-6)

Уравнения (1.5), (1.6) образуют замкнутую систему.

Задача. Выписать в уравнениях орбитального движения точки О члены,

обусловленные вращательным движением спутника.

1.3. Положения равновесия трехосного спутника в ор¬

битальной системе координат

Найдем положения равновесия трехосного спутника в орбитальной си¬

стеме координат ОХ1Х2Х3. В этих положениях орты ot, (3, у постоянны,

cu = cuq — cuo/З. Тогда уравнения (1.6) записываются в виде

Ц>(/3 х 7/3) = 3wg(y х Ту).
Последовательно умножим это соотношение скалярно на ot, (3 и 7. Так как

7*7 = 1, /3*/3 = 1,7*/3 = 0, с учетом свойств этих ортов получаем

ot • (/3 х //3) = За - (7 х /7) => (а х /3) • 7/3 = - 3(у х а) • Ту =»
у

■ //3 = — 3/3 • /у => 4(7 • //3) = 0 =>

у-7/3 =/3-7-у = О, (1.7)

/3 • (/3 х 7/3) = 3/3 • (у х Ту) => (/3 х у) • Ту = 0 =>

ot • /7 = 7
• lot = 0, (1.8)
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7
■ (/? х 7/3) = З7 • (7 х ?7) => (/3 х 7) • 7/3 = 0 =>

а-7/3 = /3-7а = 0. (1.9)
Из соотношений (1.7) (1.9) имеем

/3-/а = 0, 7
• lot = 0 => let = act,

ct • / /3 = 0, 7 • 1(3 = 0 ==> 1(3 = Ь(3, (1.10)
ct • /7 = 0, (3 • /7 = 0 => /7 = су.

Следовательно, ct, (3, у орты главных центральных осей инерции спут¬

ника', то есть в положениях равновесия спутника его.главные центральные

оси инерции совпадают с осями орбитальной системы координат [3]. Всего

существует 24 положения равновесия: 24 = 6-4.

1.4. Устойчивость положений равновесия

Уравнения (1.5), (1.6) движения спутника допускают обобщенный инте¬

грал энергии, который во введенных переменных имеет вид

я = | (w-7u>) - Шо(/3-7о>) +|wg(7-T7).
Действительно, покажем, что производная функции Н по времени в силу

уравнений (1.5), (1.6) равна нулю:

Н = ш • /си — • /си) — wq(J3 • /ей) 4- Зшд(7 • /7) =
= си • [ — си х /си + 3^0(7 х /7)] + си0(<*> х /3) • /си —

- ojq/3 • [ - си х /си + Зейд (7 х /7)] + 3cjg ( - си х у + сиоа) • /7 =

= 3cJg CU • (7 X /7) + CJo(lU X /3) • /си + О)о(3 • (си х /си) —
— Зшд /3 • (7 х /7) — Зшд (си х 7) • /7 + 3luq ct /7 =

= + шо(си х /3) • /си — cuo(tu х /3) • /си —

- = 0-

При исследовании устойчивости положений равновесия спутника функ¬
цию Н можно использовать в качестве функции Ляпунова. В уравнени¬
ях (1.5), (1.6) сделаем замену переменных:

си £ : си = шо/3 + £. (1.11)
В этом случае функция Н принимает вид

н = | ч2(/з .7/3) + 1(е -7$)-

-Wq(/3-7/3) - + |w^(7 .77) = (1.12)

= 1(€ •/£) + |^о(7 -/7) -1^о(Э •’//3).
Рассмотрим положения равновесия спутника, в которых

7о = (0,0,±1), /30 = (0,±1,0), ао = /Зох7о-
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Выбор знаков здесь произволен. С учетом равенств

7з2 = 1-7?-722, &2 = 1-^-&2
функцию Н можно представить так

Я = 1 (С • 7$) + | wo2 (Л712 + /2722 + W) - j ^0М + /2$ + /з/?32) =

= 2^ ‘^) + 2
_ + _ + +

+1 Ц) [(/2 - Л)Д2 + (/2 - /3)/З32 - 1г] ■

Исключив из функции Н константы, получим функцию, которую примем в

качестве функции Ляпунова:

v = i« • ?£) + |Д [(Л - 73)712 + (/2 - /з)7з2] +

+ ^02[(/2-Л)/312+(/2-/3)^з2]-
В уравнениях (1.5), (1.6) сделаем замену переменных (1.11), 73 и fa вы¬

разим через 71, 72 и /?1, /?з соответственно. В результате получим систему

уравнений относительно переменных х = (£1,£з? А? /?з?71?72) • Она имеет

стационарное решение ж = 0 (положение равновесия спутника в орбитальной
системе) и первый интеграл V = V(x). Функция V положительно определе¬

на, если /3 < /1 < 1%. Значит, при выполнении этих неравенств рассматривае¬

мые положения равновесия устойчивы в силу теоремы Ляпунова об устойчи¬
вости. Физический смысл этих неравенств состоит в том, что ось максималь¬

ного момента инерции должна совпадать с нормалью к плоскости орбиты,
а ось минимального момента инерции должна быть направлена по радиус-

вектору центра масс спутника. В таком устойчивом положении равновесия

находится Луна. Она всегда обращена одной и той же стороной к Земле.

Рассмотрим другой случай, а именно положения равновесия, в которых

7о = (±1,0,0), /Эо = (0, ±1,0).
Выбор знаков здесь произволен. Тогда

712 = 1 -722 -7з2, $ = 1 - ft2 - $
и функция Ляпунова имеет вид

V = + ^02[р2 -Ш + Цз - /1)7з2] +2 2
(1.13)

+ -и;2[(/2-/1)^2+(/2-/з)^з2]-
Данные положения равновесия спутника устойчивы, если функция V поло¬

жительно определена, то есть если Д < /3 < Д-
В космической технике рассматриваемые устойчивые положения равно¬

весия используются для реализации режима так называемой трехосной гра¬

витационной ориентаи/ии спутника (слово «трехосная» часто опускается).
Говорят, что спутник находится в режиме гравитационной ориентации, если
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он совершает малые колебания в окрестности устойчивого положения равно¬

весия в орбитальной системе координат. Движение спутника в этом режиме

будем называть ориентированным.

1.5. Преобразование уравнений движения спутника

Для изучения малых колебаний спутника в режиме гравитационной

ориентации в полученной выше системе уравнений, удобно использовать

другие переменные. Введем углы, задающие положение системы коорди¬

нат Охух^х^ относительно системы координат ОХ1Х2Х3. Преобразование си¬

стемы ОХ^ХъХ^ в систему Ох^х^хъ осуществляется тремя последовательны¬

ми поворотами системы 0X1X2X31

1) поворот на угол а вокруг оси ОХ2 (см. рис. 1.3а):
2) поворот на угол /3 вокруг новой оси ОХ3, обозначенной через ОХ3 (см.

рис. 1.36);
3) поворот на угол 7 вокруг оси ОХ/= Одд, полученной в результате

первых двух поворотов оси OXi (см. рис. 1.3в).

в)

Рис. 1.3. Переход от системы координат (ЭХ1Х2Хз к системе координат Ох^хз-

Формулы перехода от системы координат Ох^х^х^ к системе ОХ1Х2Х3
имеют вид

з

Хг = г =1,2,3, (1.14)
j=l

где aij элементы матрицы перехода А = ||%*||щ=1- Эта матрица получается

умножением матриц трех указанных поворотов:

cos ce 0 sin a cos/3 — sin/3 0 1 0 0

A = 0 1 0 sin/3 cos (3 0 0 cos 7
— sin 7

— sin ci 0 cos Cl 0 0 1 0 sin 7 cos 7

cos a cos /3 — cos a sin /3 cos 7 + sin a sin 7 cos a sin /3 sin 7 + sin a cos 7

sin /3 cos /3 cos 7 — cos /3 sin 7
— sin a cos /3 sin a sin /3 cos 7 4- cos a sin 7

— sin a sin /3 sin 7 -I- cos a cos 7
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Матрица А ортогональна. Следовательно, А
1
= ДТ и согласно (1.14)

з

x^^Xtaij, j = 1,2,3. (1.15)
г=1

Сделаем подстановку се = 7г/2 + 5, удобную для изучения рассматривае¬

мых ниже режимов движения спутника в случае 1± <12 Дз- Тогда элементы

матрицы перехода записываются в виде

du
= — sin (5 cos/3,

«21
~ sin/3,

O31 =
— cos ё cos /3,

ai2 = sin ё sin /3 cos 7 + cos 6 sin 7,

(122 = COS /3 cos 7,

Л32
= cos ё sin /3 cos 7

— sin ё sin 7,

013 =
— sin ё sin /3 sin 7 + cos 6 cos 7,

«23
= — cos /3 sin 7,

033 =
— cos ё sin /3 sin 7

— sin ё cos 7.

(1-16)

Углы ё и /3 задают положение оси Oxi в орбитальной системе координат,

угол 7 задает поворот спутника вокруг этой оси. При ё = /3 = 0 ось Oxi на¬

правлена к центру Земли, при ё = 7г и /3 = 0 она совпадает с осью ОХ3.

Получим выражения для компонент абсолютной угловой скорости спут¬

ника в системе координат Ох^х^х^. Используем соотношение (1.11). В этом

соотношении £ угловая скорость спутника относительно системы коорди¬

нат ОХ1Х2Х3, /3 = («21, «22, «23) орт оси 0%2, а^о/3 абсолютная угловая

скорость системы ОХхХъХ^.

Рис. 1.4. Системы координат ОХ^ХъХъ и Ох^х^х^.

Движение системы координат Оя^^з, связанной со спутником, относи¬

тельно системы OXi%2^3 можно представить как одновременную реали¬

зацию трех поворотов на углы а, /3, у вокруг осей с ортами («21, «22, «23),
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(О, sin7, cos 7), (1,0,0) соответственно (см. рис. 1.3 и 1.4). Поэтому угловая

скорость системы координат относительно системы ОХ^Х^Хъ равна

сумме трех угловых скоростей:

В результате абсолютная угловая скорость спутника записывается так

Р\ /а21\
+ 7 I 0 + wo I а22

\0/ \a2J
Поскольку се = J, отсюда для компонент вектора си имеем

CU1 = (8 + CUo)fl21 + 7,

< CJ2
= (<5 + tUo)fl22 + Р sin 7,

— (<5 + ^о)а23 + /3cos7,

'7 = — tg/3(cj2 cos 7
— cj3sin7),

1

cos /3
(cu2 cos 7 — cu3 sin 7) - CUo,

u)2 sin 7 + (J3 cos 7.

< 8 = (1-17)

Это кинема/тические уравнения Эйлера для углов <5, /3, 7.

Запишем динамические уравнения Эйлера (1.6) в системе Век¬

тор 7, определенный в н. 1.2, орт оси ОХ3, поэтому 7 = (^зь а32, ^зз) со¬

гласно (1.15). Следовательно, в системе Ох\х2х% уравнения (1.G) имеют вид

A^i + (А — А)^2^з — 3cjq(A — A)&32^33,

А^2 + (А - А)^1^з = 3cuq(Zi - /3)^31^33, (1-18)
А^З + (А “ А)^1^2 = ЗЦ)(А “ А ) <*31^32-

Введем безразмерные переменные и параметры

T = uot, tli = — (г =1,2,3), А=у-,
М) 7з

Тогда

12-13
М = “Т-

А - А = мА, А = (1 + МА, А = АА,

(1-19)

(1-20)
h-h

=

1-А

А 1 + А/х

Уравнения (1.17), (1.18) движения

= _ (i _ А + A/z).

спутника в новых переменных записыва¬

ются в виде

91 = /1(^2^з — Зазгазз),

^2 = _ 3<2з1азз),

93 = — (1 — А + A/i)(QiQ2 — Зазхазг),

Qi — tg /3(92 cos 7
— 9зэш7),

92 cos 7
— 9з sin 7 1

92 sin 7 + 9з cos 7.

(1-21)<

i =

8 =

р =
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Здесь и ниже точкой над буквой обозначается дифференцирование но т. В

новых переменных обобщенный интеграл энергии (1.12) имеет вид

— A(Q2 — 2Qid2i + ) + — (1 + A^)(Q2 — 2Q2^22 + За^) +
2

1
2

+ — (П| — 2Q3CI23 4~ З&33) — const.
(1-22)

Уравнения (1.21) допускают стационарное решение

^ = у = ё = о, Q1=Q3 = 0, Q2 = 1, (1.23)

описывающее положение равновесия спутника относительно орбитальной си¬

стемы координат. В этом положении ось 0x2 совпадает с осью ОХ2. ось Охз
совпадает с осью ОХ^. ось Ох± расположена вдоль оси ОХ% и направлена

в сторону ей противоположную, то есть в сторону притягивающего центра.

Это положение равновесия соответствует рассмотренному в п. 1.4 положению

равновесия 70 = (— 1,0,0), /3Q = (0,1,0). Оно устойчиво, есл и 0 < Д < I3 < /2-

Через Аид, это условие записывается так

0 < А < 1, 0 < д. (1.24)

1.6. Линеаризация уравнений движения. Необходи¬
мые условия устойчивости

Малые колебания спутника в окрестности положения равновесия (1.23)
описываются линеаризованными уравнениями. Линеаризуя (1.16), имеем

^31
= - 1) а32 = Р, азз =

- <5.

Введем обозначение Г?2 = 1+ AQ2- Искомые линеаризованные уравнения име¬

ют вид

Qi = /2Q3 AQ2 —

—д—~
—

— (1 — А + A/z)(Qi + 3/3), (1.25)

7 = Qi-/3, 6 = AQ2, /3 = ^з+ 7.

Исключим из этих уравнений угловые скорости Qi, AQ2 и Q3. Из последних

трех уравнений (1.25) следует

Qi = 7 + /?, AQ2 = 5, ^з = Р - 7-

Подставляя последние соотношения в (1.25), получаем

(1'26>

Г 7 + (1 - м)/3 + М7 = 0,

1 .8 — А(1 — /л)7 + 4(1 — А + A/z)/3 = 0.
(1-27)
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Полученная система распадается на уравнение (1.26), описывающее колеба¬

ния спутника в плоскости орбиты, и систему (1.27), описывающую колебания

спутника относительно этой плоскости.

Найдем условия устойчивости системы (1.26), (1.27). Условие устойчиво¬

сти уравнения (1.26) имеет вид

(1-А)(1 + А/Д >0. (1.28)

Для исследования устойчивости системы (1.27) выпишем ее характеристиче¬

ское уравнение

р2*+ л

- А(1 - р)р
(1 - м)р

р2 + 4(1 - А + Ар)
= р4 + dip2 + с?2 = 0, (1-29)

где

di — 4(1 — А + Ар) + А(1 — р)2 + р,

d2 = 4р(1 - А + Ар).
(1.30)

Чтобы система (1.27) была устойчивой, корни биквадратного уравне¬

ния (1-29) должны быть чисто мнимыми. Подстановка р = mV— 1 приводит

это уравнение к виду

м4 — diM2 + d2 = 0. (1-31)

J^di-VdT^-

Корни уравнения (1.29) будут чисто мнимыми в том и только том случае,

когда корни уравнения (1.31) действительны и положительны, то есть при

выполнении неравенств

di >0, d2 > 0, df - 4d2 > 0. (1.32)
Частоты малых колебаний по углам /3 и 7 имеют вид

mi
= y^|(^i + - 4d2), м2 =

Последнее неравенство (1.32) может быть нестрогим. Однако в таком случае

при z/i = 1/2 решение уравнений для /3 и 7 может содержать вековые члены.

Моменты инерции Ц (г = 1,2,3) спутника удовлетворяют неравенствам

треугольника

(1) Л + Л > h, (2) h + I3 > Л, (3) Ii + /3 > /2,

откуда

т
(D

т т
(3)

т
— Ii < I2 — I3 < 11 => — 1 < < 1,

(2) z 1 + Ад + 1 > A z А <с .

1 — М

Таким образом, параметры А и д должны лежать в области

0 < А <
1-//’

— 1 < д < 1,
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называемой областью физически допустимых значений Л и /1 (см. рис. 1.5).
В этой области согласно (1.20) имеем 1 + A/i > 0. Тогда из неравенства

(1 — А)(1 + A/i) > 0 (см. (1.28)) следует неравенство Л < 1.

Гис. 1.5. Область допустимых значений А и /д области необходимых

и достаточных условий устойчивости стационарного решения (1.23).

На рис. 1.5 область 1= {(А, /1) : 0 < Л < 1, 0 < /1 < 1} область доста¬

точных условий устойчивости. Необходимые условия устойчивости (1.32)
выполнены в области I и области II [3]. Последняя задается неравенства¬

ми (1.32) и А<1. Найдем границы области II. Из неравенства > 0 полу¬
чаем /1(1 — А + A/i) > 0. Возможны два случая:

1. и > 0, 1 — А + Хи > 0 => А < ,

1 -

2. ц < 0, 1 — А + X/j, < 0 z А >
1 —

(см. рис. 1.5).
Обозначим через Ai и А2 точки пересечения кривой d^ — 4с?2 = 0 с пря¬

мыми А = 1 и /1 =
— 1 соответственно. Для точки А± получаем

А = 1 > di = 1 + 3/i + /12, ($2 = 4/12,
тогда

— 4с?2 = (1 + 3/1 + /1^)2 — 16/12 = (14- 3/1 + /12 + 4/i)(1 + 3/1 + /j? — 4/1) =■

= (1 + 7/i + /i2) (1 - /1 + /12) > 0,

1 + 7/1 +/i2 — 0 => /11,2
—
—

/11
— 0.146 => Ai

Найдем координаты точки А2. Имеем

/1 =
— 1 => di = 3 — 4А, d2 = 4(2A—1),

поэтому

d\ - 4cZ2 = (3 - 4А)2 - 16(2А — 1) = 25 — 56А + 16А2 > 0,
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16А2 — 56А + 25 = 0 => Ai г
= 7±/24 =>

А2« 0.525 => А2 = (А2,-1).

Дуга Л2Л1 границы области II найдена численно. В области II неравенство

di > 0 выполняется, поскольку в этой области 0 < Л < 1 и — 1 < /1 < 0.

Выпишем решение уравнения (1.26)

£ . /3(1 - А)
О = С5 COS i/3r + с6 sin i/3r, i/3 = \

- ■ ■ —.

V 1 + А/1

Общее решение системы (1.26)--(1.27) представим в виде

7 = ci cos i/xr 4- с2 sin 1/1 г + а(сз sin i/2r
—

С4 cos i/2r),
/3 = fe (ci sin 17г — c2 cos i/it) + c3 cos i/2r 4- C4 sin i/2r,

6 = CqCOSV3T + Cq sin V3T.

(1.33)

Здесь ci,..., Сб произвольные постоянные. Такой вид решения обусловлен,
во-первых, тем, что система (1.27) имеет частные решения вида

7
= cos щт, /3 = b sin 17т; 7 = a sin 1/2т, /3 = cos i/2r,

и, во-вторых, тем, что производные по т выписанных частных решений
также частные решения. Из первого и второго уравнений системы (1.27) по¬

лучаем выражения для а и b соответственно:

Р2(1 - д)
а = —

1/1 А(1 — А)
4(1 — А 4- А/1) —

При выполнении неравенств (1.24) величины

Для решения системы (1.26) (1.27) с начальными

17, *7, действительны,

условиями

7(0) =70, 5(O)=<5o, ^(O)=Z3o, Qi(0)= d,

постоянные ci,..., Cq вычисляются по формулам

aci 4- (17 4- <1)70
_

7
- (1 4- <117)A)

i/2 4- abi/y
’

1/1 4- abu2

e3 + (1 - ^1)70 x
C4
=

;—7 , c5 = d0,
i/2 4- abvy

ci =

ДО2(0) = с2, Оз(О) = е3

tei 4- (z/i - 6)70
^3

I L
’

17 + aoi/2

Cq = —.

^3

Рассмотрим случай, когда 0</i<Cl, то есть когда спутник близок к осе¬

симметричному. Тогда

"1 = + О(м3/2), i'll = ’

^2 = ^20 + О(м), "20 = V4 - ЗА,

('з = ('зо + О(м), "зо = л/3(! “ А),

а = —— + О(д), ,б = --^-7л + О(м3/2)-
1/2о 4(1

—

/Х)
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Пренебрегая слагаемыми порядка О(д3/2), решение (1.33), (1.34) при

О т < 1/у/p можно записать в виде

3(1 - Л)7о - е3 4(1 - А>1
7 =

4 — ЗА
+
(4-ЗЛ)^,^

-

- — (ft - .
sin n20r +

+ 7°
cos о20т,

Р2о\ 4-ЗА/ 4-ЗА
(135)

6 = <50 cos г^зот +
— sin v30t,
^30

д ( Г~ \ i (Q A . £3 + 70 •

P =
4 _ ЗД

cos(z/iiV^r) + I Po
-

3-
1 cos 1/20Г + sin l/2(T-

Составляющие решения с частотой 17 будем называть низкочастотными

(медленными), составляющие с частотами и — высокочастотными

(быстрыми). Выпишем явно только члены с низкой частотой гл

4(1 - А>!
(4 - ЗА)^11Х/Д

sin(i/n у/Дт) + высокочастотные члены,

/3 =

Asi

4-ЗА соб^н-УДт) + высокочастотные члены = 0(1),

6 = высокочастотные члены = 0(1),

Q1 = 7 + Р = £1 cos^ii^/jur) + ....

Отсюда находим формулу, связываюицую низкочастотные составляющие

переменных /3 и Qi:

AQi
4-ЗА' (1.36)

Из полученных соотношений следует, что если р —> 0 и Si О, то амп¬

литуда колебаний по углу 7 стремится к бесконечности, а амплитуды коле¬

баний по углам 6 и /3 ограничены. Углы ё и /3 задают направление оси Oxi
в системе координат ОХ1Х2Х3, причем при ё = /3 = 0 ось Oxi совпадает с

осью — ОХ3. Угол 7 задает поворот спутника вокруг оси Oxi. Полученные
предельные свойства означают, что отклонения оси Oxi от оси — ОХ3 ма¬

лы. Ось Oxi сохраняет требуемое направление, но отклонения оси 0x2 от

оси ОХ2 (оси Охз от оси ОХ3) могут быть большими. Режимом одноосной

гравитационной ориентации спутника будем называть такое движение, в

котором угол 0 между осями (Зад и — ОХ3 (рис. 1.4) не превышает несколь¬

ких градусов. Напомним, что режим гравитационной ориентации, описанный

в п.1.4, был назван режимом трехосной гравитационной ориентации. Таким

образом, спутник с малым р допускает, вообще говоря, только одноосную

гравитационную ориентацию.
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Приведем некоторые полезные оценки [4]. Вернемся к обозначениям п. 1.4.

Обобщенный интеграл энергии имеет вид (см. (1.13))
V = 1(С • /£) + | w2 [(/2 - л)722 + (/з - /1)7з2] +

+ ^02[(/2-/1)А2 + (72-Ш2]-
Пусть 0 угол между осями Oxi и

— ОХз, а ср угол между осями 0x2

и ОХ2. Тогда

cos0 = -7i, sin# = V72 + Тз; cos(/?=-y02, sin 92 = V/?2 + £з-

При I2 > /3 > Л имеем

v > 1^0 [(/2 -Ш + Цз - Л)7з2] > I (h - Л) (722 + 7з) >

V > ^2 [(У, - Л)^2 + (12 - 7з)/32] > 1Ш2(72 - 7з) (Д2 + $)•
Отсюда получаем

'■2л/2'1’ ■ 2 2w V
s,n 9 <

з(ПГл)■
■» »-

Значение v характеризует уровень возмущений начальных условий. Если v

мало, то величина |sin#| мала при любом значении р. Иными словами,
ось Ох\ будет мало отклоняться от оси — ОХз, а спутник вокруг оси Одд
может совершать колебания большой амплитуды и даже вращаться. Оценка
для |sin<p| при Ар —>0 несодержательна. Таким образом, при определенном

уровне возмущений может иметь место только одноосная ориентация.
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Глава 2

Медленные движения спутника в

режиме одноосной гравитационной
ориентации

2.1. Использование осей Резаля

При д<?С1 в уравнениях (1.21) движения спутника удобно перейти к но¬

вым переменным. Вместо О2 и Q3 введем переменные

W2 = Q2 cos 7
— Q3sin7, W3 = Q2 sin 7 + Q3 cos 7. (2.1)

Величины Qi, W2, w3 проекции абсолютной угловой скорости спутника на

оси системы координат, получающейся из системы 0х\Х2Х?> при 7 = 0. Эта

система называется системой {осями} Резаля, Согласно (1.21) имеем

7 = Qi - w2tg/3, 5 = /3 = w3. (2.2)
cos р

Чтобы получить уравнения для йь и w3, запишем уравнения для Q2 и Q3 так

Q2 — (1 — А)(О1Пз — Зазхазз) + XpQ2>

Q3 = — (1 — A)(QiQ2 ~ Зазхазг) + А//<5з,

Q2=-
1-А

1 + X/j,
(Q1Q3 - Зазхазз),

Q3 — ~ ^1^2 + Заз1аз2

(см. (1.21)). Вычислим производные

W2 = ^2 cos 7
— Q3 sin 7

—

7W3, W3 = Q2 sin 7 + ^3 cos 7 + 7W

Отсюда с учетом (2.2) получаем

W2 = (1 - A) [Qiw3 - 3a3i (а32 sin 7 + а33 cos 7)] -

- (Qi - w2tg/3)w3 + A^(Q2cos7 - Q3sin7),

w3 =- (1 - A) [Qiw2 - 3a3i(a32cos7 - a33sin7)] -

- (Qi - w2 tg /3)w2 + Xp(Q2 sin 7 + Q3 cos 7).
Согласно (1.16)

a32 cos 7
—

а3з sin 7 = cos 8 sin /3, = — cos 8 cos /3,

a32 sin 7 + 6Z33 cos 7 =
— sin 8.

Введем обозначения

Qs = Q2 cos 7
- <Эз sin 7, Qp = Q2 sin 7 + Q3 cos 7, (2.3)

тогда

W2 =
— (AQi — w2 tg /3)w3 — 3(1 — A) cos /3 cos 8 sin 8 + A/iQj,

w3 = (AQi — w2 tg /3)w2
— 3(1 — A) cos2 8 cos /3 sin /3 + XpQ@.
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В результате уравнения (1.21) приобретают вид
'

7 = П1 - w2tg(6,

Qi = д(Г2г^з — ЗазгЯзз),

J cos/? (2.4)
/3 = w3,

W2 = — (АД — W2tg,0)w3 — 3(1 — Л) cos S3 cos 6 sin 6 + XnQ&,

W3 = (AQi — W2tg/3)w2 — 3(1 — A) cos2 <5 cos /3 sin В + A^Q^.
k

Здесь Q2 и Оз должны быть выражены через W2 и W3:

О2 = W2 cos 7 + W3 sin 7, Q3 = —

w2 sin 7 + W3 cos 7. (2.5)
Можно убедиться, что правые части системы (2.4) 7Г-периодически зависят

от углов 7 и 6.

2.2. Уравнения движения осесимметричного спутника

В случае осесимметричного спутника р = 0 и система (2.4) упрощается:

| 7 = Qi - w2tg/3,

О,

cos р

/3 = ^3,

W2 =
— (AQi — W2 tg /3)гиз

— 3(1 — Л) cos /3 cos 5 sin <5,

k W3 = (AQi — W2 tg /3)w2
— 3(1 — A) cos2 6 cos /3 sin /3.

(2-6)

(2.7)

В силу второго уравнения (2.6) Qi = const. Подсистема (2.7) не зависит от

угла 7 и содержит Qi как параметр. Ее можно рассматривать независимо

от уравнений (2.6). Она описывает движение оси динамической симметрии

спутника (оси Отд) относительно орбитальной системы координат. Уравне¬
ния (2.6) описывают движение спутника вокруг этой оси.

Исследуем стационарные решения подсистемы (2.7). В этих решениях

w2 = cos/3, W3 = 0, для 6 и /3 из последних двух уравнений (2.7) находим

cos /3 cos 6 sin <5 = 0, [AQi — sin f3 — 3(1 — A) cos2 6 sin /3] cos /3 = 0.

Будем считать A<1. Решение выписанных уравнений приводит к анализу

трех случаев:

1. cos/З = 0.

2. cos <5 = 0 => AQi = sin/3 (|AQi|<l).
3. sin 5 = 0 => AQi — sin/3—3(1—A) sin/3=0 => sin

AQi
4-3A

<1
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В случае 1 углы вырождаются, но, введя углы другим способом, мож¬

но убедиться, что такие стационарные решения существуют. Семейство этих

решений называется цилиндрической прецессией. Семейства решений в слу¬

чаях 2 и 3 называются соответственно гиперболоидалъной и конической пре¬

цессиями. Указанные названия обусловлены названиями поверхностей вто¬

рого порядка, которые в абсолютном пространстве описывает ось симметрии

спутника в процессе его движения по орбите. В случае 1 эта ось описывает

цилиндрическую поверхность, в случае. 2 однополостный гиперболоид, в

случае 3 коническую поверхность. Ниже рассматривается только кониче¬

ская прецессия. В этом случае

Для угла 5 возможны два значения: <5 = 0 и 5 = 7г. Далее будем изучать ре¬

шения, для которых (5 = 0.

Если рассматривать коническую прецессию как решение системы (2.6),
(2.7), то она представляет собой двухпараметрическое семейство решений:

(2.8)

где ед, ci произвольные постоянные (параметры), |Aci| < |4 — ЗА|. При
ci = 0 получаем однопараметрическое семейство стационарных решений.

Система (2.7) 4-го порядка допускает первый интеграл

Для получения этого интеграла нужно в интеграле энергии (1.22) для трех¬

осного спутника положить /1
= 0 и выразить Q2, через W2, W3.

Задача. Используя выписанный интеграл в качестве функции Ляпунова,
доказать, что неравенство А < 1 является достаточным условием устойчиво¬

сти конической прецессии.

Коническую прецессию можно использовать для реализации режима од¬

ноосной гравитационной ориентации осесимметричного спутника при А<С1.

Стационарное вращение (2.8) особенно удобно использовать в качестве номи¬

нального невозмущенного движения спутника, распределение масс которого

близко к распределению масс стержня, то есть при А<С 1. В этом случае да¬

же для достаточно больших значений |Q| угол /3* мал и ось Oxi направлена

в сторону притягивающего центра. Например, для А = 0.05 и Qi = 10 в соот¬

ветствии с (3.3) получаем

Такая ошибка направления оси Ох^ в центр Земли для многих задач прием¬

лема. Описанный режим будем называть режимом гравитационной ориента-
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ции вращающегося спутника. Детально этот режим будет исследован ниже.

Изучение одноосной гравитационной ориентации начнем с анализа медлен¬

ных движений спутника, для которых Qi —> О при /х —> Н- 0.

2.3. Режим одноосной гравитационной ориентации

при д С 1

Рассмотрим режим трехосной гравитационной ориентации спутника при
> + 0. В этом режиме углы <5, /3 и угловые скорости ГД, Дш2 = Ш2

— 1, W3

малы, а угол 7 может принимать любые значения. Движение спутника в

этом режиме описывается формулами (1.35). Чтобы приближенно описать

это движение, отбросим в уравнениях (2.4) члены выше первой степени от¬

носительно у, и указанных выше малых величин. Получим

7 = Qi-Д, Qi = —

/z sin 7 cos 7, 5 = &W2,

P = W3, Aw2 = — 3(1 — A) J, W3 = AQi — (4 — ЗА)/?.

Здесь учтено, что в уравнении для Qi

^ДГД — (w2 cos 7 + W3 sin 7) (— W2 sin 7 + W3 cos 7) « — sin 7 cos 7.

Исключив из выписанных уравнений Дш2 и W3, будем иметь

7
= Qi —/?, Qi = -^sin7cos7,

5 + 3(1 - А)<5 - 0, /3 + (4 - ЗА)/? = AQi.
1 ’

Наибольший интерес представляют угол 7 и угловая скорость Qi, описыва¬

ющие движение спутника вокруг оси Oxi. Выше было показано (см. стр. 22),
что это движение имеет две составляющие медленную и быструю. При
/z—>0 амплитуда медленной составляющей угла 7 неограниченно возрастает,

а 7 и Qi имеют порядок у/Д. Амплитуда быстрой составляющей угла 7 остает¬

ся ограниченной. Будем рассматривать медленную составляющую движения.

Для этой составляющей (3 мало, и для угла /? примем формулу (ср. (1.36))

/3=
ж

.Р
4-ЗА

Подставив эту формулу в первое уравнение (2.9), получим

7 = 4(!_ Зд■ 01, 01 = - /xsin7cos7. (2.10)

Эта система определяет медленное изменение угла 7 и угловой скорости Qi.

Полученная система эквивалентна уравнению движения математического ма¬

ятника:

27 +
4

4^1 3дЛ) sin 27 = (2-11)

Поскольку
АО1 A/zsin7cos7
4-ЗА

”

4-ЗА
W3 = (0
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для остальных переменных в медленном движении имеем

(2-12)
Согласно приведенному выводу угол 7 может принимать любые значения.

Движение спутника по углу 7 может быть неограниченным, что означает

одноосную гравитационную ориентацию.

Описываемые формулами (2.10), (2.12) медленные движения образуют
двухпараметрическое семейство. При /1—>0 это семейство переходит в од-

нопараметрическое семейство стационарных решений

(2.13)7 = const W2
— 1 = Шз = Q1 = 0.

Формально это ниоткуда не следует, но по смыслу вывода основных соотно¬

шений Qi ~ у/Д при /х—>0.
В идеализированной ситуации (круговая орбита, учет действия на спутник

только гравитационного момента) гравитационная ориентация трехосного

спутника описывается стационарными решениями уравнений (2.4). В случае
0 < /х 1 имеет смысл расширить набор рассматриваемых движений, чтобы

иметь возможность описать режим одноосной гравитационной ориентации.
Как видно из рассмотренных выше примеров такого режима, для его описа¬

ния имеет смысл ограничиться одночастотными решениями. Уравнения (2.4)
автономны и допускают обобщенный интеграл энергии (см. (1.22)), то есть

описываемая этими уравнениями механическая система является обобщенно¬

консервативной. В такой ситуации одночастотные решения должны быть пе¬

риодическими и образовывать семейства, зависящие от параметров. В общем

случае параметров два, один из которых
--

сдвиг решения по времени, а в

качестве второго можно взять период. Ниже рассматриваются несколько ва¬

риантов построения указанных семейств периодических решений (см. п. 2.4).
Имея в виду последующий учет в рассматриваемой механической модели

спутника разного рода возмущений, семейства периодических решений бу¬
дем строить как двумерные интегральные поверхности уравнений (2.4). В

силу обобщенной консервативности принятой модели интегральные поверх¬
ности окажутся состоящими из периодических движений. При учете некон¬

сервативных возмущений движение на интегральных поверхностях будет бо¬
лее сложным, но эти поверхности по-прежнему будут состоять из движений,

реализующих одноосную гравитационную ориентацию спутника.

2.4. Интегральная поверхность медленных движений

Интегральную поверхность движений спутника, приближенно описы¬

ваемых формулами (2.10) и (2.12), будем строить, основываясь на урав¬

нениях (2.4). Введем вектор z = (7, Qi, 6, /3, и>2, и определим функцию
GR6 так, чтобы система уравнений (2.4) приняла вид

(2.14)
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Требуется найти интегральную поверхность, на которой Qi ~ д/Ц. Поло¬

жим Q1 = и будем искать эту поверхность в виде

z = <р(7, Q, =

(2.15)
= (?, ftvfo<*‘(7,ft, л/Д), £*(7,ft, л/м), 1 +«4(7,ft, wj(7,П, vW)7,

где (5* /3* u»2, W3 искомые функции 7, П и у/р, определяемые рядами

5*(7,Н, у/Д) =у/Д Ji(7,Q) + (-Лх)2<52(7,^) + • •

■,

0*(7,ft, Vfj) =ч/мЛ(7,ft) + (v^)2/W, ft) + • •
•,

w2(7, ft, VM) =vZMU’2i(7, ft) + (v7<)2W22(7, ft) + • •

•,

(2'16)

^3(7, ft, Vm) =a/m w3i(7> ft) + (\/M)2W32(7,ft) + • •

•,

а переменные 7 и Q определяются уравнениями

7 =Ф1(7,Н, -Ум) =VM$u(7,ft) + (\/м)2ф12(7, ft) + ■ •
•,

ft = $2(7, ft, л/Д) =у/Дф21(7, ft) + (\/И2ф22(7, ft) + • • • •

Выписанные ряды будем рассматривать как формальные, то есть не будем
заботиться об их сходимости. При ц = 0 решения системы (2.4) вида (2.15)
(2.17) переходят в семейство стационарных решений (2.13).

Функции ср, Ф1, Ф2 должны удовлетворять соотношению

^ф1 + ^ф2 = р(¥,’м)- (218)

Подставив сюда ряды (2.16), (2.17) и приравняв выражения при одинако¬

вых степенях р в левой и правой частях равенства, получим цепочку явных

рекуррентных выражений, определяющих коэффициенты этих рядов. Такая

цепочка имеет единственное решение, и для него

с г. п 4Q(1 — Л)
ф = w2i = w3i = 0, /Зг = Фп =

4_~зд ’ Ф21 = -

sin7cos7,

£ О Ж Ж A
А2О2 Asin7C0S7

62 = 02 = ф12 = Ф22 = О, W22 =
-

2(4 _--д)2,
W32 =

л
.

Пренебрегая членами порядка О(/13/2), систему (2.17) запишем в виде

7
= -^—ft = _ \^sin7cos7. (2.19)

Эта система эквивалентна уравнению (2.11) движения математического ма¬

ятника и интегрируется в эллиптических функциях.
Приведем некоторые свойства системы (2.14) и построенной интегральной

поверхности (2.15). Система (2.14) обладает свойством (Е)1) по отношению к

матрицам

S = diag (- 1,1, - 1,1,1, - 1), S' = diag (1, - 1, - 1, - 1,1,1),

^Говорят [35], что система x = g(x,t), где х,д G Rn, обладает свойством (Е) по отношению к S, если су¬

ществует постоянная матрица S, удовлетворяющая соотношениям S = ST = S-1 и Sg(Sx, —t) = —g(xyt)
при любых х и t.
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то есть функция F(z,/i) удовлетворяет соотношениям

SF(Sz, ц) = - F(z, ii), S'F(S'z, м) = - F(z, ц). (2.20)

Кроме того,

F(z + 7rei,/i) = (2.21)

где ei = (1,0,0,0,0,0)Т. Система (2.14) допускает стационарное решение

(ср. (1.23)) z = е5= (0,0,0,0,1,0)Т, а при /1
= 0 семейство стационарных

решений z = 65+ 7оеь 7о — const.

Из (2.20) следует

S<p(-7,Q, Ум) = ¥>(?,ft,Ум), - Ф;(-7, ft, Ум) = (“1)4(7, ft, Ум), (2.22)

S'¥>(7, ~ft, Ум) = <Р(7^, Ум), $i(7, “ ft, Ум) = (“1)4(7, ft, Ум), (2-23)
где 1 = 1,2. Докажем, например, равенства (2.22), равенства (2.23) доказыва¬

ются аналогично. Рассмотрим функции

¥>'(7, Q, Ум) = Stp(- ■у, Q, -Ум),

Ф;У4, Ум) = -(-l)4(“7,ft, Ум) (г = 1,2).

Нетрудно проверить, что эти функции удовлетворяют соотношению (2.18) и

представляются формальными рядами вида (2.16), (2.17). В силу единствен¬

ности таких рядов отсюда следуют равенства

¥>'(7, уД1) = ¥>(7,ft, Ум),

Ф<(7, ft, Ум) =4(7, ft, V^) G = 1,2),
эквивалентные равенствам (2.22).

Величина Q в (2.15) определяется соотношением Qi = не меняю¬

щимся при замене Q —> — Q. —> — д/щ Отсюда имеем

¥»(7, - ft, “Ум) = ¥>(7, ft, Ум), , .

-ФХ7,- ft, -УМ) = (-1)4(7, ft, УМ) (г =1,2).

Сравнивая (2.23) и (2.24), получаем равенства

у?(7, Q, -7Д) = S'<p(7, у/Д),

Фф7, Q,-у/Д) = - Фф7, Q, у/Д) (г = 1, 2).

В силу этих равенств ФД7,9, /?*(7,Q, д/Д) нечетные

функции д/Д, а W2(7,Q, \//i). гпз(7,Л, ^/Д) ~ четные функции у/Д. Поэтому

<$2к = &2к = W2,2/c-l = WS,2k-l = Ф1,2/с = $2,!2k = 0 (fc = 1, 2, . . .).

С помощью соотношения (2.21) можно доказать равенства

¥>(7 + 7Г, О, Ум) = <р(у, Q, Ум) + 7геь

Фг(7 + тг, ft, Ум) =ФД7, ft, Ум) (г = 1,2).
(2.25)
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Кроме того,

<р(у,о,^ = 0^,о,о,о,1,оу, (2.26)
= 0 (к = 0,1,2,3).

Для доказательства соотношений (2.26) заметим, что ряды <р(7гА;/2,0, ^/Д)
и Фг(тг^/2,0,7Д) (г = 1,2) удовлетворяют соотношениям y?(7rfc/2,0,0) =

$i(nk/2,0,0) = 0. С другой стороны, поскольку Zk
—

стационарное реше¬

ние системы (2.14), то соотношения F(z^,/i) = 0 выполнены при любом /1.
Так как ряды (2.16), (2.17) единственны, отсюда следуют соотношения (2.26).
Следовательно, стационарные решения системы (2.4)

Zk= (у, о, 0,0,1, о) (к = 0,1,2,3)

лежат на интегральной поверхности (2.15). Решение zq соответствует поло¬

жению равновесия (1.23), решение Zk получается из z$ поворотом спутника в

положительном направлении вокруг оси Oxi па угол 7Г&/2. Движения (2.15),
(2.17), в которых 7 и Q совершают малые колебания около точки 7 = Q = 0,

имеют период, близкий к 2%/^. В рамках линейной теории эти решения опи¬

сываются долгопериодическими членами в (1.33).
Покажем, что интегральная поверхность медленных движений состоит в

основном из периодических решений, близких периодическим решениям си¬

стемы (2.19). Решения, близкие сепаратрисным решениям этой системы, не

рассматриваются. Представляющую интерес часть интегральной поверхно¬

сти медленных движений можно задать семействами колебательных и вра¬

щательных решений системы (2.19). Поскольку ц> 0, без ограничения общ¬
ности можно положить 7(0) = 0.

Рассмотрим сначала колебательные периодические решения. Используя
свойства эллиптических функций, можно показать, что периодическое реше¬

ние системы (2.19) с наименьшим положительным периодом Т и начальным

условием 7(0) = 0 удовлетворяет соотношениям

7(-т) = -7(т), -Ц? + ~) = — 7(т),

> (2-27)
Q(-r)= П(т), П(т + -J

= -Q(r).

Отсюда имеем Q(T/4) = 0. Рассмотрим для системы (2.17) краевую задачу

7(0) = п(^=0 (Т > 0). (2.28)

В силу свойств функций Ф1 и Ф2, выражаемых соотношениями (2.22), (2.23),
всякое решение 7(т), Q(r) этой задачи удовлетворяет условиям (2.27) и,

значит, является Т-периодическим. Для соответствующего решения систе-
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мы (2.14) г(т)=у(7(т),П(т))г/д) справедливы равенства (ср. (2.22), (2.23))

Sz(-t) = z(t), S'z(-т4-=z(t + ^), (2.29)

в силу которых z(t + Т/2) = SS'z(r). Отсюда следует, что третья и пя¬

тая компоненты вектора z(r), соответствующие переменным 6 и W2,

Т/2-периодические функции т, а остальные компоненты Т/2-антииерио-
дические функции. Положив в (2.29) т = 0, находим краевые условия

Sz(0) = z(0), S'z (^) = z (^), (2.30)

которым удовлетворяет решение z(r). Выпишем их скалярную форму:

7(0) = <5(0) = w3(0) = Нх (^ = 6 (^ = Ц(^ = 0. (2.31)

Можно показать (см. п. 2.5), что для всякого решения z(r) краевой зада¬

чи (2.14), (2.30) справедливы соотношения (2.29) и, следовательно, это ре-

шение является Т-

перподическим.

Перейдем к вращательным периодическим решениям. Решение z(r) си¬

стемы (2.14) будем называть врагцателъным периодическим решением или,

короче, периодически.^ вращением. если существует такое число Т ± 0, что

z(r4-T) = z(r)+27rei. Значения Т разных знаков отвечают вращениям спут¬

ника вокруг оси Oxi в разные стороны. Всякое вращательное Т-пери-
одическое решение системы (2.19) с начальным условием 7(0) = 0 удовлетво¬

(2.32)

ряет соотношениям

7(_т) = _7(т)) 7 (г + Г) = 7(т) + тг,

П(-т)= П(т), n(r + ^=Q(r).
Отсюда имеем у(Т/4) = 7г/2. Рассмотрим для системы (2.17) краевую задачу

7(°)=?(j) -^ = ° (Т/0). (2.33)

Можно доказать, что всякое решение 7(т), Q(r) этой задачи удовлетворяет

условиям (2.32) и, следовательно, является Т-периодическим. Для соответ¬

ствующего решения системы (2.14) z(r) = Q(r), y/ju) в силу соотно¬

шений (2.22) и (2.25) справедливы равенства

Sz(-r) = z(r), z

откуда следует
(т + = гЮ + тгех,

S2(~r+i) =z(r+i)_7rei-
Положив здесь т = 0, находим краевые условия

Sz(0) = z(0), Sz(^) = z(j) -7reb

(2.34)

(2.35)
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которым удовлетворяет решение z(r). Скалярная форма этих условий

7(0) = <5(0) = w3(0) = 7(| = <5 (-0 = w3 (j) = 0. (2.36)

Можно показать, что всякое решение z(r) краевой задачи (2.14), (2.35)
удовлетворяет соотношениям (2.34) и, значит, является Т-иериодическим
вращением. Краевая задача (2.14), (2.35) эквивалентна краевой задаче

7(0) = <5(0) = fi3(0) = 7(j) - I = <*(j) = ^(j) = 0 (2.37)

для системы (1.21).
Решая численно краевые задачи (2.31) и (2.35) для системы (2.14), мож¬

но в явном виде построить периодические решения, лежащие на интеграль¬

ной поверхности (2.15). Если существует семейство таких решений для зна¬

чений Т, принадлежащих некоторому интервалу Zi < Т < Тг, то этому семей¬

ству отвечает двухнараметрическое подмножество исследуемой интегральной

поверхности (также двухнараметрической), состоящее из периодических ре¬

шений. Параметрами решений подмножества могут служить период и фаза
(сдвиг но времени). В решениях краевых задач (2.32) и (2.35) фаза фиксиро¬
вана, но в силу автономности системы (2.14) этот параметр может принимать

любые значения.

Кроме подмножеств, состоящих из периодических решений, интеграль¬

ная поверхность (2.15) содержит однопараметрические подмножества асимп¬

тотических решений, соответствующие асимптотическим решениям систе¬

мы (2.19). В данной работе такие подмножества не рассматриваются.

2.5. Периодические решения

Рассмотрим некоторые свойства периодических решений системы (2.14) и

способы их построения. Напомним определения.

Решение z(t) системы (2.14), определенное на всей действительной оси,

будем называть колебательным Т-периодическим решением, если существует

такое положительное число Т (период), что z(t + T) = z(t) для любого т.

Решение z(t) системы (2.14), определенное на всей действительной оси,

будем называть вращателъныл1 Т-периодическим решением, если существу¬

ет такое число Т^О (период), что z(г + Т/2) = z(r) + 7rei для любого т.

При этом z(т + Т) = z(t) + 27rei. Значениям Т разных знаков соответству¬

ют вращения спутника но углу 7 (вокруг оси Сад) в разные стороны. По

углам 6 и Р спутник совершает Т-периодические колебания.
В случае вращений период определяется однозначно. Под периодом в слу¬

чае колебаний, если не оговорено противное, ниже понимается минимальное

значение Т.
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Чтобы найти Т-периодические к о л е б а т е льны е решения системы

(2.14), достаточно найти решения краевой задачи

z(0) = z(T). (2.38)
Всякое периодическое колебательное решение с периодом Т > 0 удовлетворя¬

ет (2.38). Пусть дано решение задачи (2.14), (2.38). Оно определено на отрезке

0 < £ < т. Продолжим его Т-нериодически на всю действительную ось. Полу¬
ченная функция гладкая:

z(— 0) = lim z(— s) = lim F(z(—е)) = lim F(z(T — s)) =v 7

£->+o
v 7

E->+o
v v 77

e->+o
v v 77

= F(z(T)) = F(z(0)) = z(+0).
Аналогично доказывается непрерывность z(t) в остальных точках т = пТ

(п целое число). Здесь учтено, что решение задачи (2.14), (2.38) непрерыв¬

ная функция на отрезке [0, Т], имеющая производную на интервале (0,7")
и односторонние производные в точках 0 и Т, причем z(0+) =-F(z(0)),
z(T — 0) = F(z(Ty). В силу автономности системы (2.14) полученная функ¬
ция решение этой системы при всех т 6R1.

Решения задачи (2.14), (2.38) образуют, по крайней мере, однопараметри¬
ческие семейства. Если z = 2о(т) ее решение, то z = zq(t + s), где s Е R1 —

любое число, также решение. Имея это в виду и с целью избавиться от

множественности решений можно наложить некоторые условия Haz(0), на¬

пример потребовать, чтобы 7(0) = 0 и т. п. Этим удобно воспользоваться, учи¬

тывая, что система (2.38) состоит из шести уравнений с семью неизвестны¬

ми z(0), Т. Если потребовать 7(0) = 0, получим шесть уравнений для шести

неизвестных.

Сузим поиск периодических решений, а именно будем искать симметрич¬

ные периодические решения. Рассмотрим для системы (2.14) краевую задачу

= z(0), Sz(j)=z(j)- (2-39)

В скалярной форме краевые условия (2.39) имеют вид

7(0) = <5(0) = w3(0) = 7^) = = W3(j) = °'

Условия в точке т = Т/2 можно рассматривать как уравнения для определе¬

ния неизвестных Qi(0), ^2(0), /3(0). Период Т удобно считать параметром.

Пусть х(т) решение задачи (2.14), (2.39), заданное на отрезке

0^£^т/2. Продолжим его на всю действительную ось с помощью соотно¬

шений

(1) Sz(-r) = z(r), (2) Sz(-T + j) =г(т + т)-
Полученная функция гладкая:

z(—0) = lim z(— s) = lim F(z(—e)) = — lim SF(Sz(— s)) =v 7

б->+0
v 7

£->+0
v v 77

s->+o
v v 77

= - lim SF(z(e)) = -SF(z(0)) = -SF(Sz(0)) = F(z(0)) = z(+0).
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Аналогично доказывается непрерывность х(т) в остальных точках т = пТ/2,
Полученная функция Т-периодическая:

х(т + Т) = Z (т + у + д) = Sz т - + д) = Sz(— -г) = z(r).

Для системы (2.14) можно также решать краевую задачу

Sz(0) = z(0), S'z (д) = z (д).
В скалярной форме (2.40) записывается так

7(0) = <5(0) = w3(0) = Цд) = <5^) = <в(д) = 0-

Решение z(r) задачи (2.14), (2.40) продолжим на всю действительную ось с

помощью соотношений

(2.40)

(3) Sz(- т) = z(r), (4) S'z т + д) = Z (т + д).
Полученная функция гладкая и Т-периодическая:

z (т + ) - z (т + J + = s'z (" т "

7
+" s'z<--т) ' ss'zМ'

z(t + T)-(SS,)2z(t) = z(t).
Более того, согласно определению матриц S, S' переменные 7, Qi, /3, W3

оказываются Т’/2-антипериодическими:

7^ + д) = ~7(0> Ог(т + ^) =-Ог(О,

/з(т+^) =-/3(0, w3(r + ^) = -w3(0,

а переменные <5, W2 - Т/2-периодическими:

<у(т +д) = <5(0, w2(r +д) = w2(O-

Отыскание вращательных Т-периодических решений системы

(2.14) сведем к отысканию решений краевой задачи

*(0) = г(д)_7ге1- (2-41)

Продолжив любое решение х(т) на всю действительную ось с помощью со¬

отношений

Z (т + ^) = z(t) + 7Гв1, z (т - = z(O -

7ГеЬ

получим Т-периодическое вращательное решение системы (2.14).
Симметричные вращательные Т-периодические решения системы (2.14)

определяются краевыми условиями

Sz(0) = z(0), Sz (д) = z (д) -

тгех, (2-42)
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или в скалярной форме

7(0) = <5(0) = ш3(0) = 7(j) - I = = w3(^ = 0.

Решение задачи (2.14), (2.42) продолжается на всю действительную ось

с помощью соотношений

Sz(-r) = z(r), Sz(-t + ^ =z(r + ^-7rei.
Продолжение решения удовлетворяет равенствам

/ Т\ 7 Т Т\ ( Т Т\

= Sz(~ т) + 7rei = z(t) + 7Гв!

и, следовательно, является Т-периодическим вращением.

Как будет показано ниже, периодические решения системы (2.14), опре¬

деляемые краевыми условиями (2.30) или (2.35), образуют однопараметриче¬

ские семейства, параметром в которых может служить период. Эти решения

неустойчивы по Ляпунову, но в технических приложениях от них требует¬
ся только орбитальная устойчивость в первом приближении. Опишем способ

исследования 'такой устойчивости.
Начнем с исследования орбитальной устойчивости в первом приближении

в случае вращательных периодических движений, определяемых краевыми

условиями (2.35). Рассмотрим решение этой задачи в вариациях

у = А(т)у, (2.43)

где A(t) = Fz(z(t),M), j/6 К6. В силу соотношений (2.20), (2.21) и (2.34)
для матрицы Д(т), справедливы равенства

- SA(— г) = A(r)S, А(т + = А(т). (2.44)

Таким образом, система (2.43) является системой с Т/2-периодическими ко¬

эффициентами. Характеристическое уравнение этой системы запишем в виде

х(^-РЕ=0, (2.45)

где Е —

единичная матрица шестого порядка, Х(т) —

решение начальной

задачи

X = А(т)Х, Х(0) = Е.

Корни уравнения (2.45) называются мультипликаторами системы (2.43) [8].
В силу первого соотношения (2.44) имеем

SX(—т) = X(t)S. (2.46)
Матрицу X (Т/2) можно представить в виде X (Т/2) = X-1 (— Т/4)Х (Т/4).
Кроме того, вследствие (2.46) Х(— Т/4) =SX(T/4)S, поэтому

xG)=sx"(j)sx©' <2-47)
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Как следует из (2.47), X
1

(Т/2) = SX (Т/2) S. В силу э'.гого соотиошен ия

уравнение (2.45) возвратное [35], и система (2.43) может быть либо устой¬

чивой (не асимптотически), либо неустойчивой. Заметим, что система (2.43)
имеет Т/2-иериодическое решение у = z(r). Следовательно, уравнение (2.45)
имеет корень р=1 кратности не ниже 2. Учитывая это, уравнение (2.45)
можно представить в виде

(р - 1)2(р2 - 2Ар + 1)(р2 - 2Л2р + 1) = О, (2.48)
где А1, —

некоторые коэффициенты. Если Ai, действительны и

|Ai| 1, IA2I 1, то все корни уравнения (2.45) лежат на окружности |р| = 1

и выполнены необходимые условия орбитальной устойчивости решения z(t).
В противном случае это решение орбитально неустойчиво.

Ниже будет показано (см. п. 3.5), что корню р=1 уравнения (2.48) в об¬

щем случае отвечает жорданона клетка второго порядка матрицы Х(Т/2) и

система (2.43) имеет неограниченные решения.

Обратимся теперь к исследованию устойчивости в случае колебательных

периодических движений, определяемых краевой задачей (2.14), (2.30). Рас¬

смотрим соответствующую систему уравнений в вариациях. Характеристи¬
ческое уравнение этой системы можно записать в виде

|х(Т)-рЕ|=0, (2.49)
где Е единичная 6 х 6-матрица, Х(т) решение начальной задачи

Х = А(т)Х, Х(0) = Е, А(т) = ЭР^’
В случае колебательных периодических движений функция х(т) удовлетво¬

ряет соотношениям (2.29). Поэтому с учетом (2.20) имеем

SA(- т) = - A(r)S, S'А (- т + = - А (г + S'.

Полученные соотношения позволяют доказать, что

SX(- г) = xMs, S'X (- т + Г) - X (т + 0Х-- (Г) S’X (I)
Положим здесь т = —Т/4, т = Т/4. С учетом Х(Т) = Х-1 (Т/2)Х (Т/2) имеем

Х(Т) = С2, C = SX-1(^S'x(^. (2.50)

Отсюда следует
С-1 = SCS, Х_1(Т) = SX(T)S.

Таким образом, уравнение (2.49) возвратное и решение z(r) может быть либо

устойчивым неасимптотически, либо неустойчивым. Если все корни уравне¬

ния (2.49) лежат на окружности |р| = 1, то выполнено необходимое условие

устойчивости решения z(r) и говорят, что это решение устойчиво в первом

приближении. В противном случае решение z(r) неустойчиво.
Корни уравнения (2.49) лежат на окружности |р| = 1 одновременно с кор¬

нями уравнения |С — рЕ\ = 0. Последнее уравнение также возвратное. Его

левую часть можно представить в виде (2.48). Необходимые условия орби¬
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тальной устойчивости формулируются так же. как в случае решения задачи

(2.14), (2.35). Для проверки устойчивости вычисляемых решений на каждом

шаге алгоритма решения краевой задачи по формуле (2.50) находилась мат¬

рица С и затем определялись коэффициенты Aj.

2.6. Численное исследование медленных периодиче¬

ских движений

Для построения колебательных периодических решений, лежащих на ин¬

тегральной поверхности (2.15), решается краевая задача

7(0) = 5(0) = Q3(0) = Qx(T) = *(д) = /?(д) = 0 (2.51)

для системы (1.21). Эта задача эквивалентна задаче (2.4), (2.31) и более удоб¬
на при программировании. Алгоритм решения задачи (1.21), (2.51) состоит

в следующем. Пусть а= (а1,аг,аз)Т, fij(T,а) (у = 1,2,3), 7* (г,а), 5*(т,а),
/3*(т, а) решение системы (1.21) с начальными условиями Qi(0) = ai,

^2(0) = а2; ^з(О) = 7(0) = 5(0) = 0, /3(0) = аз. Тогда краевую задачу (1.21),
(2.51) можно свести к уравнению

(2.52)

При фиксированных значениях Т. д, и А решение этого уравнения от¬

носительно а ищется методом Ньютона. Для вычисления функций д(а, Т)
и дд(а,Т)/да, используемых в этом методе, на отрезке 0 т С Т/4 инте¬

грируется система (1.21) и соответствующая система уравнений в вариациях.

Первое приближение неизвестного а = (ai,аг, аз)т выбирается в виде

Ааг

аз=4^3Л’
, /м(4 - ЗА)“к
V ’ щ = 1’

где к — корень уравнения

ai =

(2-5з>
К - полный эллиптический интеграл первого рода. Такие значения ai, аг, аз

получаются при пересчете начальных условий решения краевой задачи (2.19),
(2.28) в переменные Qi, Q2? /3 по формулам (2.15), (2.1) с точностью до сла¬

гаемых порядка Заметим, что уравнение (2.53) имеет действительные

корни только при
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для А = д£ = 0.1 зависимость решений уравнения (2.52) отТ представлена

на рис. 2.1. Так как система (1.21) не меняется при замене т —> т, Qi —> — Qi,

Q2 ^2? ~~ Пз, 7
——

7? 8^6, /3 —> — (3, то в (2.52)

Dg(Da,T) = д(а,Т), D = diag(- 1,1,- 1).

Следовательно, кривые, получающиеся из кривых на рис. 2.1 преобразова¬
нием а\—>

—

fli, Я2—>а2, аз—>-аз, Т—>Т, также задают решения урав-

Рис. 2.1.

нения (2.53). Кривые, изображенные на рис. 2.1 сплошными линиями (кри¬
вые Л), были вычислены описанным выше способом. Эти кривые состоят

из отдельных кусков. При выбранном масштабе рисунка разрывы между

кусками незаметны и для наглядности обозначены кружками. Для реше¬

ний уравнения (2.53), принадлежащих одному и тому же куску, якобиан

J= |Эд(а,Т)/Эа| имеет одинаковый знак; при переходе на соседний кусок
знак J меняется.

Для вычисления решений уравнения (2.53) на стыках кусков применялся

метод, описанный в [28]. Найденные с его помощью решения изображены на
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рис. 2.1 пунктиром (кривые Б. Б\ В. В\ Г. Г'. Д, Д'). Поведение решений

уравнения (2.53) в окрестности разрывов при Т« 22.8 и 23.0 показано

на рис. 2.2.

Рис. 2.2.

Графики функций 7(т), <5(т), /3(т) (О^т^Т) для Т-псриодических ре¬

шений системы (1.21), начальные условия которых лежат на кривых А, Б, В,
приведены на рис.2.3а, 2.36, 2.Зв соответственно. Анализ этих рисунков

позволяет заключить, что разрывы кривых А вызваны резонансами между

медленными и быстрыми колебаниями спутника. Рисунок 2.36, например,

иллюстрирует резонанс с быстрыми колебаниями по углу /3 (/3-резонанс),
а рисунок 2.Зв — резонанс с быстрыми колебаниями по углу 7 (7-резонанс).
Ясно, что периодические решения, приведенные на рис. 2.36 и 2.Зв, нельзя

считать медленными. Обнаруженные резонансы свидетельствуют о расходи¬

мости рядов (2.15) (2.17).
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Рис.
2.3.
Колебательные

периодические
решения

а)

ai
=

0.158346,
а2=

1.000216,
о3=

0.003912,
Т=
21.539188;

б)

ai
=

0.140702,
а2=

1.430850,
а3=

0.948428,
Т=
27.645864;

в)

<21
=

0.499589,
О2=-0.007675,
а3=

0.002411,
Т=
34.102012.
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Резонансные значения периода медленных движений (то есть такие

значения Т, при которых кривые А терпят разрывы) и тин резонанса можно

Таблица 2.1. 5-резонансы (колебания и вращения)

Пб 2 4 6 8 10 12

Тб 7.648 15.295 22.943 30.591 38.238 45.886

Тб'/ 23.00/ 30.5/Х 38.16/ 45.76/

/Тб"
(колебания)

/23.04 /30.60 /38.20 /45.80

Тб'/ 7.60/ 15.28/ 30.52/ 38.12/ 45.80/

/Тб"
(вращения)

/7.80 /15.36 /22.96 /30.60 /38.20 /45.84

определить следующим образом. Малые быстрые колебания спутника в

окрестности медленного движения (2.15), (2.17) приближенно описываются

линейными уравнениями

5 = Ди/ = - 3(1 - А) 5,

/3 = w3, w2 = - (4 - ЗА)/?,

где Aw2 = W2 —1. Из условия существования нетривиальных решений си¬

стемы (2.54), удовлетворяющих краевым условиям (2.31), находим, что

5-резонанс возможен при Г = 7$, где Т$ -

корень уравнения

sin — 0;

/3-резонанс возможен при Т = Т@, где Тр корень уравнения

cos 4 — ЗА

Решения выписанных уравнений имеют вид

J-6 — /
—

,
-L в —

л/3(1 - А)

= 0.

27Г77Д
\/ 4 — ЗА’

(2.55)

где П/з
= 0(шос12), П5

= 0(шос12). Числовые значения величин (2.55) для

А = 0.1 и некоторых значений щ и п@ приведены в таблицах 2.1, 2.2. Там же
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указаны границы интервалов (Tj'jTj") и (7У,7У'), которым принадлежат

разрывы между кусками кривых А. Как видно из таблиц, величины Т$ и Тр
хорошо (с точностью <0.1) согласуются с ближайшими значениями Т/,
и Тр. Тр". На рис. 2.1 каждый разрыв отмечен символом щ или пр, указы¬

вающим номер соответствующего резонанса и его тип.

Таблица 2.2. /3-резонансы (колебания)

П(3 7 9 11 13 15

22.295 29.397 35.930 42.463 48.996

ТрУ 22.80/ 29.3/7 35.92/ 42.48/ 49.04/

/ тр" /22.84 /29.40 /35.96 /45.52 /49.08

Для построения вращательных периодических решений, лежащих на ин¬

тегральной поверхности (2.15), решалась краевая задача (1.21), (2.37). Чис¬

ленное решение этой задачи сводится к решению системы

(2.56)

относительно а при фиксированном значении Т. Решение этой системы нахо¬

дилось методом Ньютона. Первое приближение неизвестного а = (сц,а25«з)Т
выбиралось в виде

(2-57)

где к — корень уравнения

4д(1 - А)
4-ЗА

К—полный эллиптический интеграл первого рода. Такие значения ai, а2: аз

получаются при пересчете начальных условий решения краевой задачи (2.19),
(2.33) в переменные Qi, Q2 и /3 ио формулам (2.15), (2.5) с точностью до

слагаемых порядка
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Результаты численного решения уравнения (2.56) указанным способом

в случае A = /z = 0.1, Т>0 представлены на рис. 2.4. Кривые, изобра-

0.2

0
6/3 8/3. Ю/3 12/3 14/3
°

td
°

ЙУ 10(5*° °°Пд

-0.2 I . . . t

0 20 40 Т

Рис. 2.4.

женные на этом рисунке, состоят из отдельных кусков, разрывы между

которыми обозначены кружками. Причина возникновения разрывов та

же, что и в случае колебаний — резонансы между медленным и быстрым
движениями спутника. Из условия существования нетривиальных решений

системы (2.54), удовлетворяющих краевым условиям (2.35), можно найти,

что резонансные значения периода имеют вид (2.55), где по-прежнему

n^=0(mod2), nj=0(mod2). В окрестности точек Т$ возникает (5-резонанс,
а в окрестности точек Тр — /3-резонанс. Для А = 0.1 и некоторых зна¬

чений щ и п/з величины указаны в таблицах 2.1, 2.3. Там же указаны

границы интервалов (Т/, Т/') и (Т^',Тд")5 которым принадлежат разрывы

кривых, изображенных на рис. 2.4. Как видно из таблиц, величины

и Т/з хорошо (с точностью <0.1) согласуются с ближайшими значениями
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Т/ и ТУ, 7>". На рис. 2.4 каждый разрыв отмечен символом щ или

указывающим номер соответствующего резонанса и его тин. Пример враща-

Таблица 2.3. ^-резонансы (вращения)

П/з 2 4 6 8 10 12 14

6.533 13.066 19.598 26.131 32.664 39.167 45.729

ту/ б.б/7 13.м/ 19.5б/ 26.12/ 32.(w/ 39.2о/ 45.7^/
/ "

/6.64 /13.12 /19.64 /26.16 /32.72 /39.24 /45.80

тельного периодического решения системы (1.21) приведен на рис. 2.5. Здесь
для Т-нериодического решения этой системы, начальные условия которого

Рис. 2.5. Колебательное периодическое решение

а! = 0.840237, а2 = 1.053935, а3 = 0.019483, Т = 8.

принадлежат кривым, изображенным на рис. 2.4, приведены графики функ-
ций 7(0, <5(т) Д(т) (0^Дп
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Проведенные расчеты показали, что интегральная поверхность (2.15) раз¬

бивается на отдельные куски, состоящие из периодических решений. Куски
разделены резонансными зонами, внутри которых движение спутника не яв¬

ляется периодическим. Перейти от одного куска к другому, оставаясь на ин¬

тегральной поверхности и пересекая только периодические решения, нельзя.

Для исследования устойчивости найденных периодических решений си¬

стемы (1.21) рассмотрим характеристическое уравнение соответствующей си¬

стемы в вариациях. Используя свойства симметрии системы (1.21) и исследу¬

емых периодических решений, можно доказать, что это характеристическое

уравнение возвратное. Далее, в силу автономности системы (1.21) это уравне¬

ние имеет корень, равный 1, кратности не ниже 2. Учитывая эти замечания,

рассматриваемое характеристическое уравнение можно представить в виде

(р - 1)2(р2 - 2Л1Р + 1)(р2 - 2А2р + 1) = О, (2.58)
где Ai, Л2 — некоторые числа. Если Ai, А^ действительны и |Д| < 1 (г = 1,2).
то все корни уравнения (2.58) лежат на окружности |р| = 1 и выполнены

необходимые условия орбитальной устойчивости исследуемого периодическо¬
го решения. В противном случае оно неустойчиво.

Как показали расчеты, для колебательных и вращательных периодиче¬

ских решений системы (1.21), начальные условия которых представлены на

рис. 2.1 и 2.4 сплошными линиями, необходимые условия орбитальной устой¬
чивости выполнены при всех значениях Т, за исключением, быть может, уз¬
ких (шириной ЛТ < 10“3) зон параметрического резонанса. Значения пери¬

ода, в окрестности которых возможен параметрический резонанс, в случае

колебаний приближенно определяются уравнениями

ТУЗ(1 - А) = 2тг(2/с - 1), 7V4 - ЗА = 4тгА:,

Т (г/4 - ЗА + >/3(1 - А)) = 2тг(2А: - 1) (к =1,2,...)
и в случае вращений уравнениями

Тд/3(1 - А) = 2?r(2fc - 1), TV4 - ЗА = 2тг(2А; - 1),
Т (а/4 - ЗА + \/3(1 - А)) = 4лк (к = 1,2,...).

Результаты исследования устойчивости периодических решений в окрестно¬

сти точек ветвления Т «22.8 и Т «23.0 приведены на рис. 2.2. На этом ри¬

сунке участки неустойчивости отмечены штриховкой. В точках ветвления

Ai 1, Л2 7^ 1.

2.7. Аппроксимация возмущенного движения спутни¬

ка медленными периодическими движениями

Рассмотрим возмущенное движение спутника с начальными условиями

Qi(0) = £, Q2(0) = 1 + s, Q3(0) = s, 7(0) = ДО) = /ДО) = 0.

Такое движение отвечает случаю, когда в начальный момент времени спут¬

ник по углам выставлен точно, а в угловых скоростях имеются ошибки.
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Пусть 7о(т, е) функция, описывающая изменение угла 7 в этом движении,

71 (т, с) функция, описывающая изменение угла 7 в решении системы (2.19)
с начальными условиями 7(0) = О, Q(0) = с. При |с| < с*= \/(4 — ЗА)/(4 — 4А)
рассматриваемое решение системы (2.19) является колебательным периоди¬

ческим решением с периодом

при [с| > с* это решение вращательное периодическое решение с периодом

Будем искать с из условия

min max 7о(т,е) - 71(7 с) , (2.61)
С 0^т^|Т(с)|

1 1

где Т(с) в зависимости от выполнения неравенства |с|<с* или |с| > с*

определяется соотношением (2.59) или (2.60). Случай |с| = с* (сепаратриса
системы (2.19)) как маловероятный не рассматривается. При таком выбо¬

ре с функция 71 (г, с) наилучшим образом аппроксимирует функцию 7о(т,б)
на отрезке \Т(с) среди всех решений системы (2.19) с начальным

Рис. 2.6. Примеры возмущенного движения

а) 6=0.2; б) 6=0.5.

условием 7(0) = 0. Вообще говоря, следовало бы аппроксимировать 7о(т, е)
функцией 7(т), описывающей изменение угла 7 в медленном периодиче¬
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ском колебательном или вращательном решении системы (1.21). Однако при

А = ц = 0.1 и |е| > 0.05 практически без потери точности для аппроксима¬

ции 7о(т,е) можно вместо 7(т), использовать 71(т, с).
На рис. 2.6 изображены графики функций 7(т). 6(т). /3(т) (0^т^127г)

для возмущенного движения спутника с параметрами А = /1 = 0.1 при е = 0.2

и е = 0.5. При е = 0.2 (рис. 2.6а) спутник совершает колебательное движение

по углу 7, при £ = 0.5 (рис. 2.66) — вращательное. Результаты аппроксима¬

ции функции 7о(т,е) для этих движений функцией 71(т, с) представлены на

рис. 2.7. Здесь графики функции 7о(т, е) изображены сплошными линиями,

графики функции 7i(r, с) — пунктиром. Для е = 0.2 минимум (2.61) достига¬

ется при с = 0.632 (Т(с) = 22.172) и равен 5.13°; для е = 0.5 минимум (2.61)
достигается при с =1.587 (Т(с) = 14.600) и равен 13.34°.

Рис. 2.7. Аппроксимация возмущенного движения

а) £=0.2; б) 6=0.5.

В рассмотренных случаях аппроксимация удачна. Однако можно приве¬

сти примеры, когда это не так. В частности, медленными периодическими

решениями нельзя аппроксимировать периодическое решение, представлен¬

ное на рис. 2.36. Если отвлечься от таких маловероятных случаев, то для

рассматриваемого в данном разделе возмущенного движения хорошую ап¬

проксимацию можно получить при любых значениях д//7, за исключени¬

ем случая |е| ~ д//1(4 — ЗА)/(4 — 4А). При таком значении |е| для аппрокси¬

мации возмущенного движения нужно использовать решения системы (2.19),
близкие ее сепаратрисе.

Выше предлагалось использовать медленные движения спутника. (2.15),
(2.17) для аппроксимации его возмущенного движения в окрестности поло¬

жения равновесия (1.23), рассматривавшегося как номинальное невозмущен¬

ное движение в режиме трехосной гравитационной ориентации. Можно поста¬

вить задачу иначе: считать медленные движения (2.15), (2.17) номинальными
невозмущенными движениями в режиме одноосной гравитационной ориента¬



2.7. Аппроксимация возмущенного движения спутника периодическими движениями 49

ции. Как показывают расчеты (см., например, рис. 2.3а и 2.5), при

Л 1 максимальное отклонение оси Ох\ от направления в притягивающий

центр для таких движений не превышает нескольких градусов и точность

ориентации оказывается удовлетворительной. Для приведения спутника в ре¬

жим одноосной гравитационной ориентации достаточно обеспечить выполне¬

ние условий Qi = W2
— 1 = w3 = 6 = (3 = 0, то есть направить ось Ох± в притя¬

гивающий центр и сообщить спутнику орбитальную угловую скорость вдоль

нормали к плоскости орбиты.
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Глава 3

Гравитационная ориентация

вращающегося спутника

3.1. Гравитационная ориентация динамически сим¬

метричного спутника

Уравнения движения динамически симметричного спутника (р = 0) были
получены в п. 2.2. Они записываются в виде (2.6), (2.7). При |AQj| < |4 — ЗА |
система (2.7) имеет стационарное решение

5 = 0, W2 = COS р, u>3
= о, (3.1)

устойчивое при

0 < Л < 1. (3-2)

Этому решению отвечает вращательное решение полной системы уравнений

движения (2.6), (2.7):

/О* •

* /9*
р
= arcsm -——, W2 = cos р ,

5* = о,
(3.3)

где 7о и Q ~

произвольные постоянные, |AQ| < |4 — ЗА |. При выполнении

неравенств (3.2) решение (3.3) устойчиво по переменным ГД, 5, /3, w2, W3.

Предположим, что неравенства (3.2) выполнены, и будем считать стаци¬

онарное вращение (3.3) номинальным невозмущенным движением спутни¬

ка в режиме гравитационной ориентации. Вследствие погрешностей системы

управления привести спутник точно в стационарное вращение (3.3) не удает¬

ся и он совершает в его окрестности некоторое возмущенное движение. Для
исследования этого возмущенного движения рассмотрим соответствующие

линеаризованные уравнения

А7 = AQi - (Д/3 -I- sin/Г • Aw2), AQx = 0,
cos р

4

А£ = —(sin /3* • А/3 + Аш2) , А/3 = Aw3,
cos р

v 7

Aw2 = — 3 (1 — А) (cos /3* • А<5 + sin /3* • Ашз),
(3.4)

Aw3 = Acos/?*• AQi — (4 —ЗА) cos2/T- A/? + (2 —ЗА) sin/3*(sin/3*- A/3+Aw2).
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Здесь А7, AQi, ...

, Ашз вариации переменных 7, Qi, ...

, W3 вдоль

решения (3.3). Характеристическое уравнение системы (3.4) распадается на

уравнение р2 = 0 и уравнение

р4 + dip2 + d2 = О, (3.5)
где

di = 7 — 6А — 9А(1 — Л) sin2/?*, с/2 = 3(1 — А)(4 — ЗА) cos2/3*.
Уравнение (3.5) — это характеристическое уравнение системы (2.7), линеа¬

ризованной в окрестности стационарного решения (3:1) (напомним, в этой

системе Qi считается параметром). Эта линеаризованная система совпадает

с последними четырьмя уравнениями (3.4), если положить в них AQi = 0.

Общее решение системы (3.4) относительно переменных AQi, А5 и А/3
имеет вид

AQ1 = со, А<5 = a(ci sin 1/1т— cos щт) + С3 cos 1/2Т+ Q sin

ла
. „ .

. Асо (3-6)
Л/3 = Cl cos 1/1Т+ с2 sin L/1T + о(с3 sin i/2t- с4 cos i/2t) + ———г

(4 ЗА)cos р
Здесь со, ci,... С4 произвольные постоянные,

_

(2-ЗА) 1/1 tg/3*
_

(2 — 3A)i/2sin/3*cos/3*
3(1 — А) — и2 (4

— ЗА) cos2 /3* — 1/3
(3.7)

»1= , ^2

(полагаем, что ^17^2). При выполнении неравенств (3.2) величины гд и

действительны. Это положительные корни уравнения 1/4 — div2 + с/2 = 0, ко¬

торое получается из уравнения (3.5) подстановкой р = i/\/—1.
Стационарное вращение (3.3) особенно удобно использовать в качестве

номинального невозмущенного движения спутника, распределение масс ко¬

торого близко к распределению масс стержня, то есть при А<^С1. В этом

случае даже для достаточно больших значений |Q| угол /3* мал и ось на¬

правлена в сторону притягивающего центра. Например, для А = 0.05 и 5 = 10

в соответствии с (3.3) получаем /3* = 7.5°. При | sin /3*| 1 имеем

z/i
= л/4 - ЗА + O(sin2/3*), z/2 = \/3(1 - А) + O(sin2/3*),

а = O(sin/3*), b = O(sin/3*),
и с точностью O(sin/3*) на интервале 0 С т < | sin/3*|_1 соотношения (3.6)
можно записать в виде

AQi = со, AJ = сз cos [\/3(1 — А) т] + С4 sin [\/3(1 — А) т],
А/3 = ci cos [i/3(l - А) т] + с2 sin [\/3(1 - А) г] + .

Отсюда следует, что при малых значениях угла /3* колебания оси Oxi в плос¬

кости орбиты (А<5) и относительно этой плоскости (А/3) в рассматриваемом

приближении происходят независимо.
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3.2. Гравитационная ориентация спутника, близкого к

динамически симметричному. Интегральная по¬

верхность ориентированного движения

При /1^0 система (2.4) не имеет стационарных вращений, но если /z<C 1.

то в виде формальных рядов по степеням /л можно построить ее интеграль¬

ную поверхность вращательных движений, близких к стационарным враще¬

ниям (3.3). Движение, принадлежащее такой интегральной поверхности, бу¬
дем считать номинальным невозмущенным движением спутника, близкого к

динамически симметричному, в режиме гравитационной ориентации.

Следуя метод}-' Боголюбова Митропольского [5], интегральную

ность вращательных движений системы (2.14) будем искать в виде

z = О., р) = <p0(ip, П) + MV’iCV’, О) + м2^г(^> О) + • •

•,

где

V* = Д(П, = У1о(^) + /i.Ai(Q) + м2^й(Ц) + ■ • •

,

Q = (i"i) H- д^.^2(Ц) 4“ • • • j

y>o(-0, Q) = (V’,Q,O,/0*,cos/3*,O)T,
.

,n, 4(1 - A)Q .. . AQ

=”CSm4^3A;

^(V’ + Tr.fi) = <pk(ip,ty (fc = 1,2,...).

Здесь введены новые переменные и Q, через которые выражены пере¬

менные системы (2.14). Соотношение (3.8) задает ее интегральную поверх¬

ность. Движения на этой поверхности описываются системой второго по¬

рядка (3.9).
Выписанные ряды будем рассматривать как формальные, то есть не будем

заботиться об их сходимости. При /1 = 0 решения системы (2.14), лежащие на

интегральной поверхности (3.8), переходят в семейство стационарных вра¬

щений (3.3). Функции ^(V>,£2,/i), А(П,/1) и B(Q,/i) должны удовлетворять,

соотношению

Подставим в это соотношение ряды (3.8), (3.9) и разложим левые и пра¬

вые части образовавшегося равенства в ряды по степеням /1. Приравня¬
ем выражения при одинаковых степенях в левой и правой частях равен¬

ства. Получим цепочку уравнений для определения коэффициентов этих ря¬

новерх-

(3.8)

(3-9)

(3.10)

(3.U)
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дов. Скалярная форма уравнения относительно Afc(Q), Bfc(f2) и ч>к(гр,£1) =

^у(к\О^\б^к\^к\ w?*\ ш^) имеет вид (ср. (3.3))

Q(jfc) Ц; + u4fc) sin/Г) + д[к} - Ак,
cos р

9^ ~ Вк,

sin£* + + gf\

(*) R , (*)
"3 ЖВ1 + « ■

- 3(1 - Л) (s,; cos fi' + c(,;
:
sin /3*) - —Bk + 'Д

AQ^ cos 0* - (4 - 3A)£W cos2 /3* +

(3.13)

+ (2 - ЗА) sin(3*(/3^ sin/3* + w^) + 9б^ (к =1,2,...).

Здесь g^ (J = 1,2,...) некоторые функции ip, Q, ipi, dipt/dip, d<pi/d£l, A[,
Bi (I = 1,..., к — 1), 7г-иериодические по гр (ср. (2.21)). Уравнения (3.13) и

соотношения (3.11) не достаточны для определения коэффициентов рядов

(3.8), (3.9) единственным образом. Для того чтобы достичь единственности,

потребуем еще выполнения условий

7Г 7Г

7^(^, — 0, / tydip = О (/с = 1,2,...). (3.14)
о о

Цепочка уравнений (3.13) решается следующим образом. Предположим,
что найдены функции срк. Ак, Вк, удовлетворяющие уравнениям (3.13) и со¬

отношениям (3.11), (3.14) при к = 1,..., п — 1. Рассмотрим уравнения (3.13)
при к = п. После подстановки в них найденных срк. Ак, Вк функции

(j = 1,..., 6) будут известными функциями гр и Q, 7г-периодическими ио гр.
Решение полученной системы уравнений начинается с уравнения относитель¬

но Вп. Это уравнение и соотношения (3.11), (3.14) при к = п определяют

функции Q^Vs^)? Вп(П) единственным образом:

а.= (Л =

^■0
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Здесь операторы (•) и { • } определены на периодических функциях вида

оо

Ж) = /о + 52 U* C0S + ^к Sin (fk’ fk = const)
Ar=l

с помощью формул

<Л = Л, =

к=1

Подставив найденные выражения для Q^, Вп в уравнения относительно

/3^п\ и Wgn\ получим систему линейных неоднородных уравнений с

7г-периодическими свободными членами. Соответствующие однородные урав¬

нения совпадают с четырьмя последними уравнениями системы (3.4), если в

них положить AQi = 0 и перейти к новой независимой переменной = А$т.
Предположим, что уравнение (3.5) не имеет корней вида р = 2/сАо\/-^1 при

любом целом к, то есть

(2Л0А;)4 - d1(2AQkf + d2 ± 0 (/с = 0,1,2,...). (3.15)

Тогда рассматриваемая неоднородная система имеет единственное 7г-перио-

дическое по 0 решение <5^(0, Q), /?(n)(0,Q), w^^Q). Наконец,
из первого уравнения системы (3.13) при к = п и условий (3.11), (3.14) одно¬

значно определяем Ап, 7^:

Ап
/3^ + sin /3¥ \

cos /3* + /
М = J_ ffi(n) _ ^(n) + ^n) sin/Г)

A) I
1

cos fi* + ^n) J

и т.п. Таким образом, при выполнении условия (3.15) цепочка уравнений

(3.13) имеет единственное решение, удовлетворяющее соотношениям (3.11),
(3.14) . Далее полагаем, что именно это решение используется в качестве ко¬

эффициентов рядов (3.8), (3.9).
Укажем некоторые свойства интегральной поверхности (3.8) и систе¬

мы (3.9). В силу соотношений (2.20) имеем

S<p(-0,Q,/z) = <p(0,Q,/z), B(Q,/z) = 0; (3.16)

S'<p(0, - Q, м) = ¥>(0,0, м), /2) = - A(Q, /1). (3.17)

Докажем, например, равенства (3.16): равенства (3.17) устанавливаются ана¬

логично. Рассмотрим функции

<р'(0, Q, //) = S<p(- 0, Q, /1), A'(Q, /z) = A(Q, //), B'(Q, /х) = - ^).

Можно показать, что эти функции представляются формальными рядами ви¬

да (3.8), (3.9) и удовлетворяют соотношениям (3.11), (3.12), (3.14). Кроме то-

го, S’<p0(— 0, Q) = <ро(-0, Отсюда в силу единственности решения цепочки
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уравнений (3.13), удовлетворяющего соотношениям (3.11), (3.14), получаем

равенства

Q, /z) = <р(^, Q, /Д /i) = B(Q, ^),

эквивалентные равенствам (3.16).
Из первого соотношения (3.10) и (3.11) следует, что

ipf^ 4- 7Г, Q, /1) = (pty, Q, /х) + 7гв1. (3.18)

3.3. Периодические вращения

Рассмотрим уравнения (3.9). В силу (3.16) Q= const и решение систе¬

мы (2.14), принадлежащее интегральной поверхности (3.8), представляет со¬

бой периодическое вращение с периодом Т = 27г/Л(Г2, ^z). Это решение со¬

держит два параметра: Q и ^(0). Значение Q должно лежать в интервале

|Q| < (4 — ЗА)/Л (|sin/3*| < 1, см. (3.3)) и удовлетворять условию (3.15), зна¬

чение ДО) произвольно. Без ограничения общности можно считать ДО) = 0.

Рассмотрим вращательное периодическое решение системы (2.14):

z(r) = <р (л(п, м)т, Q, д). (3.19)
В силу соотношений (3.16), (3.18) имеем

Sz(-t) = z(t), z(t + 1) =z(г)+ 7rei, (3.20)

где T = 2тг/А(О1, /1). Из (3.20) следует, что

—

7Гв1.

Положив здесь и в первом соотношении (3.20) т = 0, находим краевые условия

Sz(0) = z(0), Sz (д) = z (j) -

7reb (3.21)

которым удовлетворяет решение (3.19). Запишем эти условия в скалярной
форме

7(0) = <5(0) = w3(0) = 7 (j) - = <5 (д) = w3 (д) = 0. (3.22)

Можно доказать (ср. и. 2.5), что всякое решение z(r) краевой зада¬
чи (2.14), (3.21) удовлетворяет соотношениям (3.20) и, следовательно, явля¬

ется Т-периодическихМ вращением.

Исследуем краевую задачу (2.14), (2.35) методом Пуанкаре [12]. Пусть

а = (аь а2, а3)Т, z(r, а, ц) =

= (?(Л a, fi), О,(т, а, д), 6(т, а, ц), 0(т, а, ц), w2(r, a, ц), w3(t, а, д))
Т

--

решение системы (2.14) с начальным условием

z(0,a,fi) = (0,ai,0,a3,a2,0)T.
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Тогда краевую задачу (2.14), (2.35) можно записать в виде

/(а,Т,Д = = 0. (3.23)

Будем рассматривать последнее соотношение как уравнение относитель¬

но а. Если р, = 0 и \Т\ > 7гЛ/(2 — 2А). то это уравнение имеет решение

аЧТ)=(аКТМ(ТМ(Т))Т, где

ai(T)=4^1~_3A))’ ^CO =cos/r, a*(T)=/3* = arcsin2T(7riA_A). (3.24)

Как нетрудно видеть, z(г, а*(Т), О) векторная запись стационарного вра¬

щения (3.3) в случае 70 = 0, Q = 27г(4 — ЗЛ)/ [4Т(1 — Л)].
Вследствие аналитичности правой части системы (2.14) по/д z при доста¬

точно малых |д| и |z — z(r, а*(Т), О) |, О^т^Т функция /(сдТ,^) ана¬

литически зависит от /1, а в окрестности точки fi
= 0, а = а*(Т). Если

Jf =
df(a^T\T^)

да
о, (3.25)

то по теореме о неявной функции при достаточно малых |/z| уравнение (3.23)
имеет единственное решение а = а(Т\ /л). аналитически зависящее от /1 и

удовлетворяющее условию а(Т,0) = а*(Т,/х). В таком случае краевая зада¬

ча (2.14), (2.35) имеет единственное решение

Z = ¥>, (г, T,n)=z (г, а(Т, fl), ц), (3.26)

аналитически зависящее от д в окрестности точки /1
= 0 и совпа¬

дающее в этой точке со стационарным вращением (3.3) при 70 = 0,
П = 2тг(4-ЗЛ)/[4Т(1-Л)].

Найдем, при каких значениях Т нарушается условие (3.25). Можно дока¬

зать [12], что J = 0 тогда и только тогда, когда система (3.4) для /3*. опреде¬

ленного последним соотношением (3.24), имеет нетривиальное решение, удо¬

влетворяющее краевым условиям

&7(0) = Д5(0) = Aw3(0) = A7(j) = Л<5(^ = Aw3(^ = 0.
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Отсюда, учитывая (3.6), находим, что J = 0 в том и только в том случае, когда

уравнение (3.5) имеет корень вида р
= 2А;АохЛ-Т= AwkV—l/T при некотором

целом к. Таким образом, условие (3.25) эквивалентно условию

+ (* = 0.1,...). (3.27)

Рис. 3.1.

На рис. 3.1 в области {(Т, А): Т > 0, 0 < А < 1} сплошными линиями изо¬

бражены кривые, на которых нарушено условие (3.27). Символом кр (к^),
где к целое число, отмечены те кривые, на которых при А 1

и, следовательно, при /3*<^1 выполнено соотношение кпк/Т ~ а/ 4 — ЗА

(ккк/Т~л/З(1 — А)). Таким образом, при А<С1 на кривых кр имеет место

резонанс между вращением спутника вокруг оси Ох^ и колебаниями этой

оси в направлении, перпендикулярном плоскости орбиты; на кривых к$ име¬

ет место резонанс между вращением спутника вокруг оси Oxi и колебаниями

этой оси в плоскости орбиты (ср. п. 3.1). Ниже резонансы первого типа будем
называть /3-резонансами, резонансы второго типа 6-резонансами. Штри¬
ховой линией на рис. 3.1 изображена кривая Т = 7гА/(2 —2А), ограничиваю¬

щая область существования решения (3.24). Резонансные кривые кр с этой

кривой пересекаются, резонансные кривые к$ приближаются к ней асимпто¬

тически при Т —> + оо. На рис. 3.1 приведены ветви кривых J/ = 0, лежащие
в полуплоскости Т > 0. Ветви этих кривых, лежащие в полуплоскости Т < 0,
симметричны кривым в полуплоскости Т>0.

Предположим, что условие (3.27) выполнено, и рассмотрим решение

(3.26). Вместо переменных т и Т введем переменные и Q:

7Г

О = а(Т,д) = 1 У О, (т, а(Т, А, dr = 2^~_3^ + ОД-
о
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Обозначим через Т = T*(Q, /z) функцию, обратную функции Q = Q*(T,/z), и

положим

<р(^,И,м) = У* (^^тг
’

’Т*^’’
Отт

■4(ад =

7Ж73’ в(!5’*‘) = 0-

Можно доказать, что определенные таким образом функции <р, А и В удо¬

влетворяют уравнению (3.12) и представляются сходящимися рядами вида

(3.8) (3.10), причем для коэффициентов этих рядов справедливы соотно¬

шения (3.11), (3.14). Вследствие единственности таких рядов построенная

выше формальная интегральная поверхность вращательных решений систе¬

мы (2.14) действительно существует и является аналитической.

В силу второго соотношения (2.20) определенное выше решение х(т, а,/х)
системы (2.14) удовлетворяет равенству

S'z(-r,a,/z) = z(r, Оа,д),
где D = diag(— 1,1, — 1). Отсюда можно вывести, что в (3.23)

/(Da, - 7» = - D/(a,Г,М). (3.28)
Поскольку (ср. (3.24)) Da*(— Т) = а*(Т). найденное выше решение d(T, /i)
уравнения (3.23) удовлетворяет соотношению Da(— Т, //) =d(T, //), а решение
(3.26) соотношению

Последнее равенство следует также из (3.17).

3.4. Численное исследование режима гравитационной

ориентации спутника, близкого к динамически

симметричному

Решая численно краевую задачу (2.4), (2.36), можно построить решение

(3.26) в явном виде и исследовать его зависимость от Т, д и А. Так как

система (1.21) более удобна, для программирования, чем система (2.4), то

вместо краевой задачи (2.4), (2.36) будем рассматривать эквивалентную ей

краевую задачу

7(0) = <5(0) = П3(0) = 7(Г) _ ZL = <5^) = Q2 (Г) = о (3.29)

для системы (1.21). Пусть
a = (ai,a2,a3)T, Щт,а) (г = 1,2,3), 7(т,а), 5(т,а), /3(т,а)

—

решение системы (1.21) с начальными условиями

fli(0)=ai, Q2(0) = a2, Q3(0) = 7(0) = <5(0) = 0, /3(0) = a3.
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Тогда краевую задачу (1.21), (3.29) можно записать в виде

= 0. (3.30)

В силу (2.1) вектор а здесь совпадает с вектором а, входящим в (3.23). Урав¬
нения (3.23) и (3.30) эквивалентны, причем при f = д = 0 выполнено соотно¬

шение \df/да | = |3<j/5a|.

При фиксированных значениях Т, ц и А решение уравнения (3.30) относи¬

тельно а находилось методом Ньютона. Для вычисления функций д(а,Т) и

дд(а, Т)/да, используемых в этом методе, на отрезке 0 т Т/4 (здесь для

определенности полагаем Т>0) совместно интегрировались система (1.21)
и соответствующая система в вариациях. Первым приближением а служи-

ло а*(Т) (ср. (3.24)).
Для А = д = 0.1 зависимость решений уравнения (3.30) от Т представле¬

на на рис. 3.2а,б. На рис. 3.2а по осям абсцисс отложена величина 27г/Т', на
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рис. 3.26 — величинаТ. В силу (2.1) и (3.28) в (3.30)
g(Da, — T) = —Dg(a,T),

поэтому кривые, получающиеся из кривых на рис. 3.2а,б преобразовани¬
ем ai аз —> — аз, Т

— Т, также задают решения уравнения (3.30).
Кривые на рис. 3.26 состоят из отдельных кусков. При выбранном мас¬

штабе рисунка разрывы между некоторыми кусками незаметны и для на¬

глядности обозначены кружками. Для решений уравнения (3.30), принад¬

лежащих одному и тому же куску, якобиан Jg = | дд(а, Т)/да | имеет одинако¬

вый знак; при переходе на соседний кусок знак якобиана Jg меняется.

Абсциссы «точек разрыва» между кусками с точностью <0.1 равны таким

значениям Т, при которых для данного А нарушается условие (3.27). Имен¬

но нарушение условия (3.27), то есть резонанс между колебаниями осиОжх и

вращением спутника вокруг этой оси, приводит к возникновению разрывов.

На рис. 3.26 каждый резонанс отмечен символом к$ или А;/?, указывающим
номер резонанса и его тип. У кривых в плоскости (Т, аг) на этом рисунке

наиболее заметны разрывы, отвечающие 5-резонансам, у кривых в плоско¬

сти (Г, аз) хорошо видны разрывы, соответствующие/3-резонансам.

Решения уравнения (3.30) на стыках кусков вычислялись методом про¬

должения по параметру [28]. Согласно этому методу соотношение (3.30) рас¬

сматривается как уравнение кривой в пространстве R4(a,T). Для численно¬
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го построения кривой применялся метод Ньютона, причем на каждом шаге

итерационного процесса уточнялось не только а, но и Т. На рис. 3.3 при¬

ведены найденные таким образом решения уравнения (3.30). Этот рисунок

в укрупненном масштабе воспроизводит окрестность разрывов при 13.1

и Т~15.6. Римскими цифрами без штриха и со штрихом на этом рисунке

отмечены начало и конец кривых, соответствующих одному и тому же семей¬

ству решений уравнения (3.30). Как видно из рис. 3.3, в окрестностях точек

разрыва происходит ветвление этих решений.

Рис. 3.4. Нерезонансное решение
аг = 0.0469176, а2 = 1.005761, а3 = 0.011360, Г =16.

На рис. 3.4, 3.5а,б изображены графики функций 7(т), <5(т), /3(т)
(О^т^Т) для решений краевой задачи (1.21), (3.29), начальные условия

которых лежат на кривых А, Б и В (рис. 3.3) соответственно. Приведен¬
ные графики иллюстрируют поведение периодических решений в нерезо¬

нансном (рис. 3.4) и резонансном (рис. 3.5а,б) случаях. На рис. 3.5а показан

(5-резонанс, на рис. 3.56 /3-резонанс. Анализ большого числа аналогичных

расчетов показывает, что нерезонансное периодическое вращение спутника,

близкого к динамически симметричному, позволяет обеспечить практически

такую же точность ориентации оси Ох\ в притягивающий центр, как и ста¬

ционарное вращение (3.3) симметричного спутника.
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3.5. Устойчивость периодических вращений

Как указывалось в и. 3.4, решение краевой задачи (2.14), (2.35) сводится

к решению краевой задачи (1.21), (3.29). Для исследования устойчивости пе¬

риодических решений обеих систем рассмотрим уравнения в вариациях для

системы (1.21). Переменные системы в вариациях обозначим через AQi, AQ2-,
АОз, А7, Ай, А/3 так. что AQi есть вариация Qi и т. д. В (2.43) положим

у= (А7, AQi, Ай, А/3, Aw2, Амз) . Пусть решения систем (1.21) и (2.4) пе¬

реходят одно в другое при замене (2.1). Тогда в соответствующих уравнениях

в вариациях переменные А7, Ай, А/3, AQj совпадают, а переменные Af^?
AQ3 и Aw2, AW3 связаны соотношениями

AW2 = AQ2 cos 7
— AQ3 sin 7

—

W3А7, W3 = AQ2 sin 7 + AQ3 cos 7 + W2A7.
Эти соотношения позволяют свести вычисление матрицы Х(Т/4) к интегри¬

рованию системы уравнений в вариациях для (1.21) на отрезке 0 т С Т/4.
При исследовании устойчивости решений краевой задачи (1.21), (3.29) сна¬

чала указанным способом вычислялась матрица Х(Т/4), затем по форму¬
ле (2.47) находилась матрица Х(Т/2) и, наконец, определялись коэффициен-

а) 5-резонанс, flj = 0.530030, а2 = 0.318175, а3 = 0.000042, Г =16.010276;

б) /3-резонанс, ах = 0.318512, а2 = 1.666580, а3 = - 0.882799, Т = 15.042603.

Вычисление этих коэффициентов показало, что решения с начальными

условиями, приведенными на рис. 3.2а,б, орбитально устойчивы в первом
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приближении при всех значениях Т, за исключением малых окрестностей то-

пек разрыва на графиках начальных условий и, быть может, узких (шириной
ДТ<10_3) зон параметрического резонанса1). Значения периода, в окрест¬

ности которых возможен параметрический резонанс, приближенно находят¬

ся из следующих соображений. Решения с начальными условиями, указан¬

ными на рис. 3.2а,б, суть не что иное, как решение (3.26), рассматриваемое

в функции параметра Т. Для этого решения коэффициенты Aj = Aj(Т, р)
(J = 1,2) в уравнении (2.48) -

аналитические функции р в точке /1 = 0, при¬

чем Aj(T, 0) = cos(z/jT/2), где pi/p2 определены соотношениями (3.7). По¬

скольку с помощью подходящей замены переменных систему (2.4) можно за¬

писать в гамильтоновой форме, отсюда следует (теорема Крейна- Гельфанда
Лидского [31]), что при р<^ 1 параметрический резонанс возможен в окрест¬

ности значений периода, определяемых уравнениями

и\Т = 27г(2А; — 1), V2T = 27г(2к — 1), + иъУГ = 4тгк (к = 1,2,...).

Оказалось, что для решений, приведенных на рис. 3.2а,б, выражения

Aj = cos(i/jT/2) (j = 1,2) хорошо аппроксимируют зависимость коэффици¬
ентов Aj от Т при всех значениях Т, за исключением точек, удовлетворяющих

соотношению cos(vjT/2) = 1 при j = 1 или j =2. Вблизи этих точек находятся

точки ветвления рассматриваемых решений, то есть такие точки, в которых

Jg = 0 и производные da^/dT (fc = 1,2,3) корней системы (3.30) обращаются
в бесконечность.

Результаты исследования устойчивости периодических вращений в

окрестности точек ветвления Т«13.1 и Т«15.6 приведены на рис. 3.3. На

этом рисунке участки неустойчивости отмечены штриховкой. Для рассмат¬

риваемых решений в точках ветвления Aj ф 1 (7 = 1,2) и ветвление объясня¬

ется изменением вида нормальных решений системы (2.43), отвечающих ее

двукратному мультипликатору р=1.
Исследуем такое ветвление подробнее. Вернемся к обозначениям п. 3.2 и

рассмотрим уравнение (3.23). Параметр р будем считать фиксированным
и отличным от нуля. Семейство решений этого уравнения относительно а

и Т, представляемое отдельным набором (кусками) непрерывных кривых на

рис. 3.3, обозначим a = a(s), Т = T(s\ где s — параметр. Будем считать, что

при всех допустимых значениях параметра

da(s)
i

dT(s)
ds ds

В качестве такого параметра можно взять длину дуги кривой, задаваемой
в пространстве R4(a,T) уравнением (3.23). Если s* — точка ветвления ре¬

шений уравнения (3.23), то dT(s*)/ds = 0 и, следовательно, da(s*)/ds 0.

^На оси Т были найдены интервалы, в которых —10“6 < Aj + 1 < 0, однако этот результат находится

на пределе точности проведенных расчетов.
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Поскольку при любом S

df(a(s),T(s),/j.) da(s) dffa(s),T(s),y) dT(s)
+

~dT
~

’

да ds

то при s = s* будем иметь

a/(g(s«),T(^),M) da(s,)
_

дТ

да ds

Последнее равенство означает, что системе! (2.43) для z(r) = z(r, a(s*), /i)
допускает нетривиальное решение

dzfr,a(st),fi) da(s*)
иМ -—

dT’да

удовлетворяющее краевым условиям

(3.31)Sj/(0) = 2/(0), Sy = У )
при s = s*. Согласно теореме Пуанкаре [12] существование такого решения

необходимое условие ветвления решений краевой задачи (2.14), (2.35). Иссле¬

дуем вопрос о существовании нетривиальных решений задачи (2.43), (3.31.)
при z(r) = z(t, и s ф s*. Поскольку всякое решение этой задачи яв¬

ляется Т(5)/2-периодическим, достаточно рассмотреть структуру нормаль¬

ных решений системы (2.43), отвечающих ее мультипликатору р= 1.

Введем функции

/А • ( -/ ' А / ' 9z(r,a(s),/z) da(s)
и(т) = z(-r,a(s),M), v(r) = —

Дифференцируя тождество (ср. (2.34))

z(r + ly^,a(s),/z) = z(r,a(s),/i) +7rei

ПО 5, получим

( T(s)\ 1 / T(s)\ dT(s)
t+M+2wv+M^=v(t)-

В силу первого соотношения (2.34) и последних соотношений имеем

Sm(-t) =-и(т), и(т + Г) = и(т),

- , / \ ( \
1 dT(s) (

.

Sv(- г) = v(r), v I т + - I = v(r) - - и(т).

Отсюда следует, что v(t) можно представить в виде

т dT(s)
v(t) = -

= и(т) + w(r),
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где w(t + Т/2) = w(t), Sw(— т) = w(r). Таким образом, в общем случае при
= z(r,a(s))/1) нормальные решения системы (2.43), отвечающие муль¬

типликатору р=1, имеют вид
_

/ \ / \
т" dT(s) , .

У = Щт), у = w(t) -

= и(т).

Поскольку dT(s*)/ds = 0, в точке ветвления краевая задача (2.43), (3.31) име¬

ет нетривиальное решение у
= w(r) =v(r). В остальных точках нетривиаль¬

ных решений этой задачи, вообще говоря, не существует.
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Глава 4

Влияние диссипации энергии на режим

трехосной гравитационной ориентации

спутника

4.1. Уравнения движения спутника-гиростата

Гиростатом называется система, состоящая из несущего твердого тела и

связанных с ним других тел, движение которых относительно несущего те¬

ла не меняет распределение масс системы. Простейшей системой такого ро¬

да является твердое тело с симметричным маховиком, вращающимся вокруг

закрепленной в теле оси. Ось вращения маховика совпадает с его осью сим¬

метрии. Будем считать, что при вращении маховика относительно несущего

тела на него действует момент сил вязкого трения. Такой маховик моделиру¬

ет диссипацию энергии на борту спутника. Описанная механическая система

позволяет в простых ситуациях исследовать влияние диссипации энергии на

режим трехосной гравитационной ориентации спутника.

Рис. 4.1. Гиростат.

Введем обозначения: А центр масс несущего тела; В центр масс,

маховика; О центр масс системы (см. рис. 4.1); ry (i/= 1,2,...) радиус-

векторы точек системы относительно ее центра масс; ру радиус-векторы

точек твердого тела и маховика относительно их центров масс; га и гв
—

радиус-векторы центров масс несущего тела и маховика относительно точ¬

ки О. Имеем
гу = гА + ру, ГА =

- (Це (несущее тело),

гу = гв + ру, гв= dBe (маховик),
ГДС

сЦ — АО, dB — ВО, dA + dB — d = АВ, АВ = de, |е| = 1.
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Обозначим через тпа и тв массы несущего тела и маховика соответственно.

Тогда mAdA=mBdB и

mBd mAd
cLa ■>

гпа + mB тпа + тпв
(4-1)

Вычислим кинет,ический момент спутника гиростата относительно

его центра масс О

ти(ти х rv) = 'т^Ту х rv) + У2 "™у(гу х Гу).
у у у

Здесь знаки означают суммирование но точкам несущего тела и

маховика соответственно. Скорости точек несущего тела равны Гу = ш х Гу,

где си угловая скорость несущего тела. Пусть п орт оси вращения ма¬

ховика, (р
-----

угол поворота маховика вокруг этой оси. Абсолютная угловая

скорость маховика равна
= ш + фп. Вычислим скорости точек маховика.

По формуле Эйлера

Гу = гв + П х ри = ш х гв 4- (<*> + фть) х ри
= ш х ту + фп х ри.

Таким образом,

к = ^2 т»Г>' X (w X гф) + ф ^2 "тЛгв + рф) X (п х рф) =

У У

= 7ш + ф'^2"ти(тв + рф) х (пх рф).
У

Здесь / тензор инерции гиростата относительно его центра масс.

Вектор Ру представим в виде ри = hyn + бу, где п-бу = 0. Поскольку
точка В —

центр масс маховика, получаем

о = "mvpy= п У^ "myhy + ”тубу =>

У У У

О = У2 ''туЬу + У2 "ту(.п ' &v) = У^ "myhy У^ "тубу = 0.

у у у у

Отсюда следует

Маховик симметричен относительно своей оси вращения, то есть множест¬

во {*,} можно разбить на нары: при каждом hy для любого бу существует
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такое йф что Sfu = — 6и. Следовательно,
,
muhu6„ = 0, и поэтому

I/

У "ту(гв + pj х (п х pv) = У "mv6v х(пх 8и) =
У V

= п ■ У "mv\6v\2 — У "тубу^бтг^= Jn,
I/ V

где ^ — ^2 ш^1^|2 — осевой момент инерции маховика. В результате полу¬

чаем формулу для кинетического момента, гиростата

К = /о? + Зфп, (4.2)
Обозначим через М главный момент внешних сил, действующих на ги¬

ростат, относительно его центра масс. Ниже из таких моментов будем учи¬

тывать только гравитационный момент. Он не зависит от и ф. Согласно

теореме об изменении кинетического момента системы в движении относи¬

тельно центра масс имеем К =М или

dK
-—+ихК = М, (4.3)
dt

где dK/dt производная по времени векторе! К относительно подвижной

системы координат Ох^хъх^ жестко связанной с несущим телом (см. рис. 4.1).
Эту систему введем так, чтобы ее оси были главными центральными осями

инерции гиростата. С учетом равенства (4.2) соотношение (4.3) записывается

следующим образом
/с5 + ш х (7а; + Зфп) + Зфп = М. (4-4)

Маховик осесимметричное твердое тело, поэтому его тензор инерции

в собственных главных центральных осях задается матрицей diag(J, I, I).
Здесь J — осевой, а I — экваториальный моменты инерции маховика, ось 1

ось симметрии маховика. Пусть в этих осях fl = (Qi, Q2, О3). Тогда кинетиче¬

ский момент Кт маховика в его движении относительно собственного центра
масс имеет вид

Кт = (JQi, /Q2, /Оз) — /01(1,0,0) + 1(0, О2, О3) —

= J($l • n)n + I — (f2 • n)n] = J [фп + (u> • n)n] + (4.5)
+ I [a; — (a; • n)n] = + (J — Z)(o; • n)n + Zo;.

Теорема об изменении кинетического момента маховика в этом движении-

выражается формулой
К-т = Мт.,

где Мт приложенный к маховику внешний момент. Здесь и ниже произ¬

водные по времени вычисляются в абсолютном пространстве. Умножив это

уравнение скалярно на п, имеем

— (л • К7ф 71 ' Кт = 71'1\Дт.

Так как

71 = W X 71,
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а Кт согласно (4.5) линейная комбинация векторов ш и п, то п • К

Отсюда в соответствии с (4.5) получаем

m
= 0.

* -К-т. — 3(ф + (V • n).

Далее
n • Mm = - кф,

где к коэффициент демпфирования. Вклад гравитационного момента в

скалярное произведение n- Мт равен нулю (доказать). В результате урав¬

нение движения маховика преобразуется к виду

J(<£ + п • с5) = — кф. (4.6)

Итак, уравнения движения гиростата записываются в виде

/о; + а; х (7а; + Зфп) + ДЬп = М,

J(<£ + п • а;) = — кф.
В системе координат Огща^з, образованной главными центральными осями

инерции гиростата, его тензор инерции / задается диагональной матрицей
/ = diag (Л, ТгДз)- Введем обозначения для компонент векторов TVf, о; и п

в этой системе координат: М = (Mi, М2, М$), о; = (cui, CU2,с^з), п = (^1,^2, ^з)«
Тогда согласно (4.2) К = (71сщ + Зпхф, I2W2 + Зт^ф, /з^з + <7пз0). Скалярная
форма уравнений (4.7) имеет вид

71ОЦ + (I3 - /2)^2^ + Зф(п^2 - 7W3) + Зпуф = Ml,

I2W2 + (Л - /з)^з^1 + Зф(П1Ш$ - n3Cdi) + Зп2ф =

+ (/2 — Л)^1^2 + Зф(т12Ш1 — ЩШ2) + Зп^ф — М3,

3(ф + 721С51 + 712t52 + ) = ~ кф1-

4.2. Спутник-гиростат под действием гравитационно¬
го момента

Уравнения движения гиростата (4.7) на круговой орбите под действием

гравитационного момента принимают вид

/о; + а; х (7а; + Зфп) + Зфп = 3cjq(7 х /7),

3(ф + п • а;) = — кф, (4.8)

ос + а; х ос = —

сио7, /3 + а; х /3 = 0, 7 + а; х 7 = cjock.

Здесь правая часть первого уравнения
— гравитационный момент ЗЦ) (7 х /7)

(см. (1.4)), производные векторов вычисляются в системе координат Оя^я^з-
Введем функцию, представляющую собой обобщенную энергию враща¬

тельного движения гиростата:
1^-1 3 -

Н = -(ш • /а?) 4- - Jip2 + J0(n • u>) - ш0/3 ■ (7u> + Jipn) + - ^(7 • /7).
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Докажем, что имеет место энергетическое соотношение (ср. и. 1.4)
И = - кф2. (4.9)

Учитывая выражения для /3 и 7 в (4.8), получаем

Н = ш ■ 1ш + .]фф + • о?) 4- Jy>(n • о>) —

- Ш(Д ■ (7о> + }фп) — Шо0 ■ (7ы + ,}фп) + 3wfj (7 • /7) =
d d

= о; • — (Та; + Зфп) + ф — 3(ф + n • cj) + cuo(cu x (3) • (7a; + Зфп) —

—a# x (/о/ + Jtpn) + 3o>q(t x /7) —кф>

- w0/3 ■ (!ш + Jфп) + 3wo(a -Ту) - ЗД(ш x 7)-Ту =

=4-
- wo/3 • (lw 4- Jфп) + 3wq(oi • /7) -

= Зш^ы-ДтОСТтУ — кф2 — •

SCiJq

ы х (То; + Зфп) + 3ljq(7 х /7)] — кф2 — Шц/3 • [w х (7о> + —

— (jw + Jфтъ^ + си х (7о> + 3фтъ} +

+ 3cJo(a • /7) - 3cjju^-^T^TFyy = - кф2— Зш^/З • (7 х /7) + За>д(а • /7) =

= — кф2 — 3uJq (/3 х 7) • /7 + 3cdg(a • /7) = — кф2.

■ (7 x /7) =

■V*

ОС

Система уравнений (4.8) имеет 24 положения равновесия (см. н. 1.3). В

положениях равновесия ф = 0, поэтому в орбитальной системе координат они

определяются уравнениями (1.10).

4.3. Устойчивость положений равновесия гиростата

Исследуем устойчивость положения равновесия

70 = (-1,0,0), /30 = (0,1,0), а; = cj0/30, (4.10)

следуя схеме и. 1.4. В системе (4.8) сделаем подстановку а; = c<Jo/3 + £, тогда

Н = | (СК) + |ч2(/з -//з) +1 Л?2 + +

+ Зф(пК) -w£(/3-7/3) ш^фг(п^ + |^(7-?7) =

= | (€-7£) 4-1 Jy>2 +J(n-t)<p- 1^о(/3-7/3) + |w^(7-?7).
Произведя в последнем выражении те же преобразования, что в п. 1.4, по¬

лучим функцию, которая используется в качестве функции Ляпунова при
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исследовании асимптотической устойчивости положения равновесия (4.10):

v = l^-7^) + l^2 + J(n-<)^ +
1

2
„ (4.11

+1 u-2 [(/2 - Л)А2 + (12 - l3)ft2] + - ч2 [(/2 - ЛИ + (/з - Л)7з2] -

v = -^.
функция V является суммой трех квадратичных форм

У = У^ Ф) + Wbft) + Гз(72,7з),
которые имеют следующий механический смысл: Vi- кинетическая

энергия гиростата в его движении относительно орбитальной системы ко¬

ординат; УД/ЗьАО потенциальная энергия сил инерции во вращающейся

орбитальной системе координат; 14(72,73) ---

потенциальная энергия, связан¬

ная с гравитационным моментом. Условия положительной определенности

функций 14 и V3 те же, что и в и. 1.4:

11 < /3 < I2.

Получим условия положительной определенности функции Ц, используя

критерий Сильвестра для матрицы

11 0 0 Jni
0 /2 0 Jn2
0 0 h Jn3

Jn.\ Jn2 Jn3 J
Чтобы первые три главных минора этой матрицы были положительными,

должны выполняться неравенства Л > 0, I2 > 0, I3 > 0. Для вычисления

четвертого главного минора Л4 приведем матрицу к треугольному виду. По¬

следовательно вычитая из последней строки матрицы г-ю строку, умножен¬

ную на Jrii/Ii (г = 1,2, 3), находим

h 0 0 Jni /1 0 0 Jni

0 I2 0 Jn2
0 /2 0 Jri2

Л4 =
0 0

= 0 0 I3 =

h Jn$

71Jni Jn2 Jn3 J 0 Jn2 J

II 0 0 JTil II 0 0 Jni

0 /2 0 Jn2 0 /2 0 Jn2

0 0 /3 Jn3 = 0 0 /3 Jn3

0 Jn3 J -
J2n2 J2!!?

0 0 J-
J2n? J2nl J2nl

0 1 z
0

h /2

i 0

II I2 h

/1/2/31
(T J2n2 J2no J2n

— J
1

/1 /2 Is-) > o,

откуда следует содержательное условие

Jn? Jnl Jni
i-y--^--^>o.Л 72 73
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Для реального гиростата последнее неравенство всегда, выполнено. Это мож¬

но доказать, рассмотрев движение спутника при М = 0 и /о; + J9971 = 0.

Перейдем к исследованию асимптотической устойчивости положения рав¬

новесия (4.10). Выразим функцию V через углы /3, у и 6. Имеем

/31 = а21 = /3, /З3 = а2з =
-

7, 72 = а32 = Л 7з = ^зз =
- 5,

Ci = 7, 6 = <5, 6 = А
В этих переменных положение равновесия (4.10) записывается так

/3 = у = 5 = 0, сщ = ш3 = 0, си2 = Иг

С точностью до членов второго порядка включительно получаем

V = ~ (М2 + М2 + /з/З2) + 1ц> [(^2 - Л)/32 + (Г - /з)72] +

+1 ш2 [(/2 - Л)^2+ Цз - Л)<52] + I J?2+ + п26 + ?г3/3) =

= I (Л?2 + М2 + Г/?2 + J02) + + п26 + п3/3) +

+1 [4(/2 - Л)/32 + 3(/3 - Л)<52 + (/2 - /3)72] •

Условия положительной определенности функции V2 представляются в виде

12 > /3 > Л > о,
Jn2

I2

При выполнении этих неравенств, а также неравенства к 0 имеет место

устойчивость но Ляпунову исследуемого положения равновесия. Однако в

данном случае при к > 0 с помощью теоремы Барбашина Красовского можно

установить его асимптотическую устойчивость.

Теорема Барбашина-Красовского. Рассмотрим систему уравнений

x = f(x\ жеГ, /(0)=0. (4.13)

Пусть существует функция Ляпунова У(ж) такая, что V(0) = 0, V(x) поло¬

жительно определена в окрестности точки х = 0, V = (dV/дх) • f 0 и пе¬

ресечение множества {ж : V(ж) = 0} с достаточно малой окрестностью точки

ж = 0 не содержит целых траекторий системы (4.13). Тогда стационарное ре¬

шение ж = 0 этой системы асимптотически устойчиво.

Применим эту теорему к линеаризованной в окрестности положения рав¬

новесия (4.10) системе (4.8). Функцию V зададим соотношением (4.12). Усло¬

вие положительной определенности функции V несложно получить и для

нелинейной системы (4.8), но отсутствие целых траекторий на множестве

{ж: У(ж) = 0} легко проверяется только для линеаризованной системы.

А из асимптотической устойчивости линеаризованной системы следует устой¬
чивость исходной нелинейной системы.
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Линеаризованные уравнения имеют вид

717 “I" (А + -^з ~ 72)шо/3 + (72 ~ ^з)^о7 + = О,

/2^ + 3uJq (/3 — /i)<5 + Зпъф = О,

1з/3 ~ (Л + h - ДW07 + 4р2 - - Jniuoip = О,
к ......

<р + —Ф + Т11У + П26 + П3/З + Шо (п^/З - Пзу) = 0.

(4-14)

В положении равновесия <р
= 0 => ф = 0, поэтому из последнего уравне¬

ния системы (4.14) следует

П17 + пз^0 + wo(ni/j - П37) 4- 712^ = 0. (4-15)

Введем безразмерные время и параметры (см. п. 1.5):

г = wot,
I

I2

В п. 1.6 было показано, что положение равновесия 70 = (—1,0,0), /30 = (0,1,0)
устойчиво, если 0 < Л < I3 < I2, или в переменных А и /г

0 < А < 1, 0 < /г < 1. (4-16)
Далее эти соотношения полагаем выполненными. В этих переменных соотно¬

шение (4.15) записывается так

П17" + п^/З" 4- 711/3' - П37' + n2J" = 0. (4-17)

Здесь и далее штрихом обозначается дифференцирование по г. Первые три

уравнения системы (4.14) представляются в виде

7" + (1 - д)/3' + М7 = 0,

/3" - А(1 — ц)'у> + 4(1 — А + Хц)/3 — 0,
(4.18)

<5" +
1 + Xfi

0.

На множестве ф = 0 целые траектории существуют при

1) п2 = 0,

2) + пз
= 0.

3) ri2 (п% + П3) > 0, если частоте! г/3 связана с частотами

vi и г/2 (см. стр. 21) одним из условий: — ^1 или z/3 = z/2.

Случаи 1) и 2) тривиальны. Условия случая 3) означа¬

ют, что 1/3 является корнем уравнения (1.29), то есть

должно выполняться соотношение

= 0.
3(1-А)
1 + X/j,

4(1 — А + А/1) —
3(1-А)
1 + Ац

ЗА(1 — А)(1 —/1)
1 + Ад

Кривая, задаваемая в плоскости (А,д) этим уравнением, представлена на

рис. 4.2. Найдем точки пересечения этой кривой с границами области (4.16).
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С границей А = 1 пересечение (касание) имеет место при/1
= 0 точка (а)

на рис. 4.2. В окрестности точки пересечения А = 1, /1 = 0 кривая задается

соотношением

Границу /1 = 1 кривая пересекает при Л = 1/2 точка (б) на рис. 4.2. В слу¬
чае 3). когда точка принадлежит этой кривой, система (4.18) имеет нетриви¬

альные целые траектории, удовлетворяющие условию (4.17). Следовательно,
система (4.14) асимптотически неустойчива.
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Глава 5

Аэродинамический момент и его

влияние на режим трехосной
гравитационной ориентации спутника

5.1. Вычисление аэродинамического момента

Рассмотрим спутник, движущийся в аэродинамическом потоке. Будем
считать, что действие потока на спутник сводится к абсолютно неупругому

удару молекул газа но оболочке спутника. Полагаем, что аэродинамический
поток имеет постоянную плотность р и постоянную относительно спутника

скорость —V. Тогда v скорость спутника относительно потока. Угловую
скорость спутника принимаем равной нулю. Тепловым движением молекул в

потоке пренебрегаем [3].
1. Вычислим элементарный импульс, получаемый

площадкой dS, движущейся поступательно относи¬

тельно молекул со скоростью v, за время dt (см.
рис. 5.1). Во время такого движения площадка «заме¬

тает» объем dr = (v • ri)dSdt, где п нормаль к пло¬

щадке, v • п > 0. Внутри объема dr содержится масса

dm = pdr.; р
—

плотность газа. Элементарный импульс,

получаемый площадкой, и действующая на нее сила

имеют вид

dQ
dQ = — vdm = — pv(v • ri)dSdt, dF — = — pv(y • n)dS.

dt
2. Рассмотрим выпуклое тело, ограниченное гладкой замкнутой поверх¬

ностью и движущееся поступательно со скоростью v относительно потока.

Главный вектор сил взаимодействия тела с молекулами задается формулой

F = —

pv (v • n) dS. (5.1)
g

Здесь S* часть поверхности тела, «омываемая» потоком молекул: на ее

границе v
• п = 0, а во внутренних точках поверхности S* внешняя нормаль п

удовлетворяет неравенству v • п > 0. Границу этой поверхности обозначим

через dS* (см. рис. 5.2).
Выберем некоторую точку О (например, фиксируем ее в теле) как полюс

при вычислении главного момента сил взаимодействия молекул с телом:

Mo = —

р J\г х v)(v • n) dS = pv х У г(у • n) dS,
s* S*

где г радиус-вектор точки поверхности тела относительно точки О.
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Для вычисления выписанных интегралов введем новое тело Т, которое

построим следующим образом. Перпендикулярно вектору v расположим

плоскость П. Удобно поместить эту плоскость на некотором расстоянии от

точки О позади (по отношению к вектору v) тела. Проекция тела на плос¬

кость П вдоль вектора v (ортогональная проекция) является некоторой

плоской фигурой So. Введем еще цилиндрическую поверхность Si с образу¬
ющей v и направляющей границей 3S*. Поверхность Si с одной стороны

ограничена, этой направляющей, а с другой линией пересечения с плоско¬

стью П. Поверхность E = S*|JSi|JSo ограничивает тело Т, объем которо¬

го обозначим через т (см. рис. 5.2). Согласно теореме Остроградского-Гаусса
справедливы соотношения

Поскольку

(5-2)

отсюда имеем

где S
—

площадь фигуры So. Таким образом,

F = — pS\v| v.

Введем систему координат Oxyz. Пусть в этой системе г = {x,y,z').i
v = (ух, vy, Vz). По теореме Гаусса

Е

аналогично
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и, следовательно,

У г (v • n) dS = rv.

Е

С другой стороны, с учетом (5.2)

У r(y-n)dS = У r(v-n) dS — |v| У г dS.

Е S*

На So положим

So

1
v

I

Г = 1— + Т ,

|v|

где {у • г') = 0, вектор г' лежит в плоскости П (см. рис. 5.2). Тогда

|v| у* г dS = SqIv + |v| У г'dS = SQlv+ \v\P0>.

Sq Sq

Интеграл

(5.3)

Рис. 5.3. Граница dS*.

po, = jr'dS
So

представляет собой первый момент фигуры So относительно точки О' про¬

екции точки О на плоскость П. Окончательно имеем

Мо = p|v|(v х Р0/).
В общем случае Po' = Po'(v): S = S(y).

Полученный момент Мд называется восстанавливающем аэродинами¬
ческим моментом. Напомним, что при выводе формулы (5.3) угловая ско¬

рость спутника принималась равной нулю. Поэтому этой формулой сле¬

дует пользоваться лишь при изучении медленных вращательных движений

спутника.

Пример. Вычислим аэродинамический момент, действующий на спутник

с внешней оболочкой в форме эллипсоида. Пусть в системе координат Oxyz.
жестко связанной со спутником, уравнение эллипсоида имеет вид

2 2 2
х£ уЛ Z*

а2 Ь2 с2

Найдем 3S* (см. рис. 5.2, 5.3). Касательная плоскость к

эллипсоиду в точке (ж, у, z) задается следующим урав¬

нением относительно X, У, Z

хХ уУ
а2 Ь2 с£

Пусть точка (x,y,z) принадлежит границе 3S*. Тогда

прямая X = х + vxt. У = у + vyt. Z = z + vzt лежит в касательной плоскости к

поверхности спутника, то есть для любого t выполняется равенство

(ж + vxt) + (з/ + vyt) + 4 (-Z + vzt) = 1.
аг tr
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Отсюда с учетом (5.4) получаем

xvx yvv zvz
-т + ^ + -т

= ()' 5’5
az bz cz

Это уравнение вместе с уравнением эллипсоида, задает границу <ЭS'*. «Омы¬
ваемая» потоком часть S* поверхности спутника лежит в полупространстве

XVx yvv ZVz
+ У + °-

az bz cz

Сечение поверхности (5.4) плоскостью (5.5) представляет собой эллипс.

Найдем его площадь. Она равна произведению полуосей эллипса, умножен¬

ному на 7г. Квадраты полуосей суть экстремумы функции f = x2 + y2 + z2 при

условиях (5.4) и (5.5). Воспользуемся методом неопределенных множителей

Лагранжа и рассмотрим функцию

£ = 3;2 + j/2 + z2 + A^ + ^ + |-1)+M^ + ^ + ^).
В точках ее экстремума выполняются равенства

ас
_ д£ _

ас

дх ду dz
Запишем их в явном виде

2Az lwx
2х Н х—I z- = О

az az

2 ^Vy=0у +
ь2

+
ь2

п
2Xz u/vz

2z + — + ^/ = 0
Cz cz

X = —
Wx

2(а2 + А)’
УУу

У~
2(Ь2 + А)’

=
№

Z~

2(с2 + А)

Vz
—

= 0

Подставим найденные т, у, z в (5.5)

+■_< ■+ - .

а2(а2 + Л) b2(b2 + А) с2(с2 + Л)

4 (А + Ь2)(А + с2) + 4 (А + а2)(А + с2) + 4 (А + а2)(А + 62) = О
az bz cz

+ сцА + ^2 — О? (5.7)

где

Решать полученное уравнение не нужно. Чтобы выяснить смысл А, умножим

уравнения системы (5.6) на х. у, z соответственно и сложим

Отсюда получаем, что в точках экстремума А = — (х2 + у2 + г2).
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Площадь эллипса (5.4), (5.5) равна Si = 7ryAiA2, где Ai. Л2 корни урав¬

нения (5.7). По теореме Виета

\ \ _ „2,2 2 ^/°4 + Vy/bi + Vz/c4
AiA2 abc

v2/a2 + v2/b2 + v2/c2

и, следовательно,

v2/cfi + f2/b4 + г2/с4

v2/a2 + v2/b2 + v2/c2"

Фигура So является проекцией эллипса (5.4), (5.5) на плоскость П, поэтому

площадь этой фигуры равна

S = Si
(N-v)
Ж

Ух Vy уД
а2’ Ь2’ с2/

Здесь N нормаль к плоскости (5.5), то есть плоскости, в которой лежит

граница 3S*. Имеем

S =
v2/a4 + v2/b* + f2/c4

v2/a2 -I- v2/b2 + v2/c2
v2x/a2 + vy/b2 + у2/с2

V^/a4 + v^/fc4 + v2/c4v^2 + v^ + v2z
лаЬс

S\v\ = irabc

Согласно (5.1) компоненты главного вектора сил взаимодействия тела с мо¬

лекулами потока в системе координат Oxyz имеют вид

/<j,2 ^2 л 12

Fz = - nabcpvx у + Чг,

[v2 V2 V2
Fv = -™bcpvy^

17>2 ^2 ni2

Fz = -^abcPvz^2+^ + ^.
Центр эллипса So находится в точке О', поэтому Ро' = 0 и Мо = 0 (ем. (5.3)).

Вычислим аэродинамический момент относительно произвольной точ¬

ки 01, жестко связанной с корпусом спутника. Введем систему коорди¬

нат Oixyz, оси которой параллельны осям системы Oxyz. Координаты точ¬

ки О в системе Oixyz обозначим О = (hx, hy, hz). Согласно известной формуле

теоретической механики

MOl =Мо-О^к F = О^> х F = -C\Z>x (p|v|5v) = p|v|S(v х
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Пусть Мо{ = {Мх, Му, Mz) в системе координат Oixyz, тогда

vzhy),

(5-8)(yzhx ч

Рассмотрим вопрос о потенциальности аэродинамического момента М.

Если он имеет силовую функцию U, то dU =М • dip, где dip вектор бес¬

конечно малого поворота спутника. Согласно (5.3) dU = p|v|(v xP(v)) - dip.
В связанной со спутником системе координат dv 4- dip х v = 0, поэтому

dU = p\v\{v xP(v)) - dip = p\v\{dip xv) • P{v) = — p|v|P(v) 'dv.

Если выражение P(v) • dv является полным дифференциалом, то моментМ

потенциален, в противном случае момент не потенциален.

Примеры. 1). Пусть v= {vx,vy,v^) и P(v) = {P{vx), 0,0) в системе коор¬

динат Oxyz. Тогда выражение P{v) • dv = P{vx)dvx является полным диф¬
ференциалом. момент М потенциален.

2) . Пусть спутник
- пластина площади S, лежащая в плоскости Oxz и

симметричная относительно оси Ох. Геометрический центр масс пластины в

системе Oxyz имеет координаты (а, 0,0). Тогда P(v) = SalfJ(1,0,0) и, сле¬

довательно, выражение P(v) • dv = |dvx не является полным дифферен¬
циалом, момент М не потенциален.

3) Пусть спутник эллипсоид (5.4), причем Oi<3 = h= {h, 0,0). Посколь¬

ку

М = 7rabcpx{v){v х h), где x{v) =

и {v х h)' dip = h' {dip x v) = — h' dv, to

dU = M • dip = — 7rabcpx{v)hdvx.

Если b = c (эллипсоид вращения), то

хМ = = х(”«)■

Следовательно, в этом случае выражение dU — полный дифференциал и

момент м потенциален. При Ь^с потенциальности нет.



5 2 Влияние аэродинамического момента на положения равновесия 81

5.2. Влияние аэродинамического момента на положе¬

ния равновесия трехосного спутника в орбиталь¬
ной системе координат

Рассмотрим спутник твердое тело на круговой орбите. Атмосферу счи¬

таем неподвижной в абсолютном пространстве. Тогда в прежних обозначени¬

ях в системе координат образованной главными центральными ося¬

ми инерции спутника, v = |v| (ап, <212, ^13)• lvl ~ — const. Пусть внешняя

оболочка спутника задается в системе ОХ1Х2Х3 уравнением

(xi - di)2 (rcz-cfe)2 (£з~^з)2
9 + 9 ' 9

Тогда приложенный к спутнику момент сил аэродинамического сопротивле¬

ния можно записать в виде (компоненты указаны в системе Оз^а^з)

Mi = oq^ayidz — ^13^2), М2 = сг^(а1зс(1 — ац(/з), М3 = vq^aiidz — а12<Л),
/<Zii flin Cho . .9

<7 = тга1а2азу
— + — + —, Q = pM

(cp. (5.8)). Пусть плотность атмосферы вдоль орбиты постоянна, тогда

q = const. Динамические уравнения Эйлера, записанные с учетом действия

на спутник гравитационного и восстанавливающего аэродинамического мо¬

ментов, в данном случае имеют вид

Л^1 + (^з — ^2)^2^3 = 3gUq(7з — /2)032^33 + — ^13^2),
+ (Л — /з)^1<^з = З^о (Д — /3)^31^33 + ctq(^13^i — аи^з),

Д^З + (^2 “ Л)^1^2 — 3cJq (I2 — Л)^31^32 + ^q(cind2 — dndi)

(ср. (1.18)). Кинематические уравнения Эйлера прежние, см. (1.17).

Стационарные решения 7 = 70 — const, 5 = д$ = const, /3 = /3$ = const,

gui = И)а22 (г = 1,2,3) определяются уравнениями

Ц)(Д - h) (^12^23 - Заз2Пзз) = <^(^12^3 “ ^13^),
< ^о(Л — ^з)(^21^2з — Заз^зз) = <rg(ai3^i — ац^з)5

Ц)(^2 — /i)(a2i&22 — Зазх^зг) = cq(aud2 — a^di).

Найдем решения этой системы при малом q. При q = 0 она имеет 24 решения

(см. стр. 13). Рассмотрим одно из них:

7
= 6 = /3 = 0

(flll = 0-12 = &21 = &23 = ^32 = азз = 0? а13 = &22 = 1, a3i =
— 1).
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При малом q решения системы (5.10), близкие указанному, можно найти, .ли¬

неаризовав эту систему в окрестности точки 7 = 5 = /3 = 0. Линеаризованная

система записывается так

- Wo(J3 - /2)7 = -

< 3wq(/i - /3)<5 = <Joqd-L,

Ц;(./2 — Л)(/3 + 3/3) = 0,

dQ = 7raid2, < 1.
- Л )

Ее решение

o~oqd2

представляет собой росток одного из семейств стационарных решений в слу¬

чае слабого воздействия аэродинамики. Можно указать 24 таких ростка, за¬

тем продолжить их ио q (или параметру ~q\ Условие малости q имеет вид

<7о?М1| min(|/2 - /з|, |/з - /11)-
Строгое доказательство существования таких решений опирается на тео¬

рему о неявной функции. Найденные решения, как правило, оказываются

неустойчивыми. Конкретный пример приведен в п. 6.3. Ниже укажем общую
причину возиикновения неустой чивости.

5.3. Возникновение неустойчивости

Рассмотрим механическую систему с функцией Лагранжа

L = 1 (Aq, q) + (Dq, q) - 1 (Cq, q),
где Д, C, D —

постоянные матрицы порядка n, А и С — симмет¬

ричные и положительно определенные. Уравнения Лагранжа такой системы

имеют вид

Aq + Bq + Cq = 0, (5-11)

в = D - DT, Дт = A, DT = — D, Ст = С.

Выпишем характеристическое уравнение системы (5.11)

/(А) = |ДА2 + ВА+С| =0.

Поскольку

/(_ А) = | ДД2 - ВХ + С| = |(ДА2 + ВХ + С)т| = |ДА2 + БА + С| = /(А),
функцию /(А) можно представить в виде

/(А) = doA2n + aiA2(n 4- ... + an_iA2 -I- ап.
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Необходимое условие устойчивости положения равновесия состоит в том, что

характеристическое уравнение имеет чисто мнимые корни:

Xj = Uj > 0 (j = 1,2,

Добавим к системе позиционные, стационарные, но не потенциальные

обобщенные силы Q = Fq, где F
— постоянная матрица порядка п, FT F.

Тогда уравнения Лагранжа примут вид

А4 + В4 + С4-О, (3.12)

с = С + F, Ст /С,

/(-А) = |ДА2 + БА + СТ| ^/(А).

Покажем, что в общем случае положение равновесия q
= 0 такой системы

неустойчиво. Рассмотрим сначала случай п = 2. Матрицы А. Ву С имеют вид

А =

<1ц <112
,

В =

0 d
, С =

Сц С12

<121 <122 -d0 С21 С22

<112 = <12Ь С12 7^ С21-

Тогда характеристическое уравнение записывается следующим образом

ацА2 4- Си (Z12A2 4- dX 4- С12
_ Q

<121 А2 — dX + С21 <222А2 4- С22

(ацА2 4- сц) (CZ-22A2 4- С22) — (&12А2 4- dX 4- С12) (<^21 А2 — dX 4- С21) = 0 =>

(<1ц<122 — &12<121)А4+ </(<112 — &21)А3 +(<2цС22 + <122Сц
—

012^21
~

^21^12 + </2)А24"
+ d(ci2 — С21)А + СцС22

“

С12С21 = 0.

Учитывая, что 012 = 0,21, отсюда получаем

(<1ц<122 — «12<121) А4 + [ацС22 + <2-22^11
— <112(^21 + Q2) + </2] А2 4"

4- d(ci2 - С21)А + СцС22
-

С12С21 = 0.

Пусть коэффициенты с^- зависят от параметра s: причем

С1г(0) = C2i(0) и при £ = 0 характеристическое уравнение имеет корни

Ai}2 = ± \/""Р Аз?4 = ± и)2 VZ—1- При малых е / 0 характеристическое урав¬
нение будет иметь корни

А1,2 = О!1(е) ± Аз,4 = а2(е) ± W2(e)\/-1,
«1(0) = а2(0) = 0, wi(0)=Wi, w2(0) = w2.

По теореме Виета имеем

Ai 4- А2 4- A3 4- А4 = 0, А1А2А3 4- А1А3А4 4- А1А2А4 4- А2А3А4 = 6(021 — С12).
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С учетом вида корней находим

2cii + 2а2 = 0, 2qi(q2 + ^2) + 2a2(ai + cjj) = d(c21 - c12).
Если c2i(e) 7^ 012(e), d(e) ± 0 при s 0, to Qi(s) ± 0, л2(е) ± 0, ai(s)a2(s) < 0.

Следовательно, имеет место неустойчивость.

При п>2 неустойчивость может проявиться аналогичным образом. В ха¬

рактеристическом уравнении системы (5.12) член с A2n_1 отсутствует. По¬

этому если хотя бы один корень этого характеристического уравнения имеет

ненулевую вещественную часть, то существует по крайней мере один корень с

положительной вещественной частью, а для устойчивости необходимо, чтобы
все корни были чисто мнимые.
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Глава 6

Об одном механизме потери

устойчивости режима гравитационной
ориентации спутника

6.1. Самопроизвольно установившийся режим грави¬

тационной ориентации

В работах [18] и [38] на основании статистической обработки телеметри¬

ческой информации изучено движение орбитальной станции «Салют-7» от¬

носительно центра масс на длительных интервалах времени. Как оказалось,

через несколько суток после начала неуправляемого движения с малой на¬

чальной угловой скоростью станция захватывается в специфический режим

гравитационной ориентации. В этом режиме станция развернута агрегатным

отсеком к Земле, а ее продольная ось совершает медленные колебания относи¬

тельно местной вертикали. Частота колебаний в плоскости орбиты «1.54о>о?
где шо = 0.00114 с-1 угловая скорость орбитального движения; частота ко¬

лебаний в плоскости, образованной нормалью к плоскости орбиты и мест¬

ной вертикалью, ~1.84шо. Амплитуды обеих мод колебаний через неделю

после начала неуправляемого движения равны ~35-40°. Движение станции

вокруг продольной оси представляет собой медленные колебания или мед¬

ленное вращение. Модуль проекции вектора угловой скорости станции на эту

ось не превышает Зшо.
Такой самопроизвольно установившийся режим гравитационной ориента¬

ции обусловлен, по-видимому, двумя факторами дестабилизирующим вли¬

янием сопротивления атмосферы и демпфирующими свойствами оборудова¬
ния станции. Ниже этот режим анализируется в рамках простой механиче¬

ской модели. Орбита спутника считается круговой, форма его внешней обо¬

лочки — сплюснутым эллипсоидом, а источником диссипации служит сим¬

метричный маховик, имеющий относительно корпуса спутника одну степень

свободы. Рассматриваются две системы уравнений движения
—

автономная,

полученная в предположении, что плотность атмосферы вдоль орбиты спут¬

ника постоянна (автономная модель), и периодическая, в которой учитыва¬
ется изменение плотности атмосферы вдоль орбиты (периодическая модель).
В рамках автономной модели самопроизвольно установившийся режим гра¬

витационной ориентации описывается предельным циклом, возникающим в

результате мягкой потери устойчивости положения равновесия спутника в

орбитальной системе координат. В рамках периодической модели этому ре¬
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жиму отвечает двумерное интегральное многообразие уравнений движения,

возникающее при потере устойчивости периодического решения, описываю¬

щего малые вынужденные колебания спутника. Полученные результаты поз¬

воляют объяснить основные черты самопроизвольно установившегося режи¬

ма гравитационной ориентации орбитальной станции «Салют-7».

6.2. Движение спутника-гиростата под действием гра¬

витационного и аэродинамического моментов

Ниже используются обозначения гл. 4 и 5. Внешняя оболочка спутника за¬

дается уравнением

(^1 - ci)2 (х2 - с2)2 (z3 - с3)2
62

+
Ь2

+
Ь2

~

Здесь и далее компоненты векторов и координаты точек указываются в си¬

стеме координат ОХ1Х2Х3. Считаем, что атмосфера неподвижна в абсолют¬

ном пространстве, ее плотность вдоль орбиты постоянна, молекулы воздуха

при столкновении со спутником испытывают абсолютно неупругий удар. При
сделанных предположениях компоненты восстанавливающего аэродинамиче¬

ского момента имеют вид (ср. (5.8))
Mi = P(ai2C3 — ai3C2), M2 = P(a^ci ~ ацс3), Мз = Р(ацс2 — ai2ci),

о

£13
h2 '

°з
Р = 7rbib2b3f

fl12

bl

(6.1)

где f —

модуль силы аэродинамического сопротивления, действующей на

единичный элемент площади поверхности спутника, перпендикулярный ско¬

рости набегающего воздушного потока.

Уравнения движения спутника вокруг центра масс под действием грави¬

тационного и аэродинамического моментов запишем в виде (см. (1.17), (4.8))
7 = сщ

- tg/3(ш2cos7 - cu3sin7),
1

cos/3
6 = (ш2 cos 7

—

ш3 sin 7) — шо,

ш2 sin 7 + ш3 cos 7,

Iic5i + (I3 - /2)ш2ш3 + J [ni<£ + 0(п3си2 - гг2ш3'
= Зшд(/3 — /2)а32а33 + Mi,

12ш2 + (Д - 73)ш1Сс/3 + J [п2ф + ф(nicj3 - п3ш2

— 3cvq(/i — /3)a3ia33 + АД,

73Ш3 + (Д - Д)^1^2 + J [пзф + 9?(П2Ш1 - П1Ш2

— 3cJq(Z2 — /i)a3ia32 + АД,

(6.2)

J(</> + П1Ш1 + п2(Х)2 + п3ш3 4- Кф) = 0.
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Первые три из этих уравнений кинематические уравнения Эйлера для уг¬

лов 7, 5 и /0: вторые три уравнения динамические уравнения Эйлера, то

есть закон изменения полного кинетического момента спутника: последнее

уравнение закон изменения проекции кинетического момента маховика на

его ось вращения. Обозначим ф = у и введем безразмерные величины

T = w0«, w =
—,

= cij =
— (j = 1,2,3),. с = Ус, + C2 + c|,

CxJo ^0 C

,11 _h-h _J
A

T > M r >
&

r ■>

h h Л

_

ТГЬМ^С/ f _

&21
2

e _Ь% , _
К

P~
Aw2

’ 6_Ь2’ ез_62’ k~
Ju0

В результате простых преобразований система (6.1), (6.2) принимает вид

7 = Qi - tg/3(Q2cos7 - Q3sin7),

6 = (Q2 cos 7
- Q3 sin 7) -

cos p

/3 = Q2 sin 7 + Q3 cos 7,

Qi = Qi - 5П1IV, Q2 — Q2 —

Q3 = Qz - en3W, w = W,

eXn2
1 4- X/j,

W,

Qi = /z(Q2Q3 — За32азз) 4- sw(n2Q3 — 723Q2) 4- pcr(ai2ci3 — ai3a2),

Q2 =
1

(Q1Q3 — ЗазхЯзз) 4-
ф [£w(n3Qi — 721Q3) 4-

+ p<7(ai3<2i — ац»з)],
Q3 = - (1 - A - A/z)(QiQ2 - Заз1Пз2) + A [ew(niQ2 - n2Qi) 4-

+ pcr(ana2 - ^12^1)],
kw + niQi + n2Q2 + п3<Эз Л 2 ,—2 , e 2W =

-v
,

a = V-Mi + <42 + £3<43.
1 — £72? — 72? — £A72q1

1 4- Xp
2 3

Здесь точкой обозначено дифференцирование по т. Для численного исследо¬

вания системы (6.3) были взяты следующие значения параметров

(6-4)

Для р рассматривался отрезок, поскольку именно в зависимости от значений

этого параметра (характеризующего высоту орбиты) исследовались свойства

устойчивости режима гравитационной ориентации спутника.
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6.3. Режим гравитационной ориентации спутника

Режимом гравитационной ориентации спутника будем называть такое

его движение, в котором углы 5 (или 6 — 7г) и /3 не превосходят но абсолют¬

ной величине нескольких градусов. Поскольку уравнения (6.3) инвариантны

относительно преобразования
<5 —> 5 + 7г, р -У — р, (6.5)

ограничимся исследованием случая малого |<5|. Анализ режима гравитацион¬
ной ориентации начнем с изучения положений равновесия спутника в орби¬
тальной системе координат. Такие положения равновесия описываются стаци¬

онарными решениями уравнений (6.3). В этих решениях Qj = (j = 1,2,3),
w = 0, а углы 7, /3 и 6 определяются системой

А^(а22^23 — Зазгазз) +рсг(а12аз — ai3<^2) = О,

(1
- Л)(а21^2з - За31^зз) + Apcr(a13Qi - аца3) = 0, (6.6)

- (1 - А + A/i)(a2i^22 - Заз^зг) + Хра(аца2 - а^ач) = 0.

Исследуем зависимость системы (6.6) от параметра р. Эту зависимость

будем представлять кривыми в пространстве IR4(7,5,/?, р). Прир = 0 в обла¬

сти |<5| <7г/2, |/3| <7г/2 система (6.6) имеет четыре решения [17], которым в

пространстве IR4(7, <5,/3,р) отвечают точки

7Г 37Г

7 = 0, -, 7Г, 6 = @ = р = 0. (6.7)

В этих точках якобиан правых частей системы (6.6) по переменным 7, /3 и 6

отличен от нуля. Следовательно, но теореме о неявной функции система (6.6)
при достаточно малом |р| задает четыре аналитические кривые, проходящие

При произвольных значениях р кривые (6.6) были построены численно с

помощью описанного в [29] метода продолжения решений нелинейных уравне-
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ний но параметру. Как оказалось при глобальном рассмотрении, через точ¬

ки (6.7) проходят только две гладкие кривые, которые обозначим Го и Гх.

Проекции этих кривых на плоскость (р, 7) изображены на рис. 6.1 сплошны¬

ми линиями и также обозначены Го и Гх. На участках кривых, лежащих в

области |р| 2, выполнены неравенства |5| < 1°, |/3| < 0.01°. Уравнения (6.6)
инвариантны относительно 11 реобразований

7->7 + тг, 6^-6, р->-р,
(6.о)

7 —> 7
—

7г, 6 —> — 6, /3—>—/3, р—>—р.

Первое из них переводит кривую Го в Гх, второе (обратное к первому)
кривую Г1 в Го.

Одновременно с построением кривых проводилось исследование устойчи¬
вости задаваемых ими стационарных решений системы (6.3). На каждом ша¬

ге алгоритма, выполнявшего продолжение стационарного решения по пара¬

метру, вычислялись корни характеристического многочлена соответствую¬

щей системы уравнений в вариациях. На рис. 6.1 участки кривых Го и Гх,
на которых стационарные решения асимптотически устойчивы, лежат меж¬

ду точками В, D и В', D'. Параметр р в этих точках принимает значения

Рв =
— 1-412, ро = 0.809, рв, =

~ 0.994, ро,= 0.750. Хотя кривые Го и Гх пе¬

реходят друг в друга при преобразованиях (6.8), между участками устойчи¬

вости на них такой связи нет. Это обусловлено тем, что преобразования (6.8)
справедливы только для уравнений (6.6). Полные уравнения (6.3) инвариант¬

ны относительно преобразований

7—>7±7г, <5 —> — <5, /3 —> —/3, Qj —> — Qj (j = 1,2,3),
w—^—w, т^—т, k^—k, p^—p,

меняющих свойства устойчивости стационарных решений. Найденные асимп¬

тотически устойчивые положения равновесия спутника в орбитальной систе¬

ме координат можно использовать для реализации режима его гравитацион¬

ной ориентации.

При малых //, е и |р| главные части выражений для корней хх,...,Х7

упомянутого выше характеристического многочлена имеют вид

хх?2
= ± i\/4 — ЗА = ± 1.92г, хз,4

= ± г-^/3(1 — А) = ± 1.64г,

/4и(1 - А) , (6-9)
х5)б = ±

гу 4 - ЗА
= ± 0'3^’ мт = - к = - 0.2,

где г—мнимая единица. Хотя погрешность выписанных формул О (^+в+|р|),
они достаточно точно выполнены на участках устойчивости кривых Го и Гх.
Поведение корней хь ..., Х7 в функции р на этих участках одинаково, по¬

этому ниже ограничимся анализом участка BD кривой Го. Графики зави¬

симости от р действительных частей корней хх,..., Х4 вдоль этого участка
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приведены на рис. 6.2. Корни Х5 и xg на участке BD удовлетворяют нера-

Как видно из графиков на рис. 6.2, потеря стационарным решением устой¬

чивости в точках В и D происходит вследствие перехода корней хц2 (в точ¬

ке рв) и хз;4 (в точке ро) через мнимую ось. При этом

dRexi?2 п dRex354
dp в

<

dp D>
’

Согласно теореме Хопфа [10] в точках рв и ро рождаются предельные цик¬

лы уравнений (6.3). В зависимости от расположения областей существования
этих циклов на оси р относительно отрезка [рв,Рг>] каждая из точек рв или

Рв может быть либо опасной, либо безопасной границей области устойчивости

стационарного решения [2]. Потеря устойчивости на опасной границе называ¬

ется жесткой, а на безопасной мягкой. В ситуации общего положения спра¬

ведливо следующее правило [2, 10]. Если в окрестности точки рв или ро об¬

ласть существования предельного цикла совпадает с областью устойчивости

стационарного решения, то предельный цикл неустойчив и потеря устойчи¬

вости стационарным решением в этой точке происходит жестко; если указан¬

ные области дополняют друг друга, то предельный цикл устойчив и потеря

устойчивости будет мягкой. Таким образом, для изучения характера поте¬

ри устойчивости режима гравитационной ориентации спутника необходимо

изучить предельные циклы его уравнений движения.

6.4. Исследование предельных циклов

Построение предельных циклов системы (6.3) сводится к решению для

этой системы периодической краевой задачи

7(0) = 7(П, 6(0)=6(Т), /3(0) = Ж), ,fiim

П/0) = fy(T) (J = 1,2,3), w(0) = w(T),
1 J

где Т > 0 — период. Поскольку система (6.3) автономна, одно из начальных

условий 7(0), 5(0), ...

, ш(0) можно задать произвольно. Чтобы устранить

произвол, рассмотрим структуру решений системы (6.3), линеаризованной в

окрестности стационарного решения, лежащего на участке BD кривой Го.
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При малых /д е и |р| корни характеристического многочлена этой системы

(ср. (6-9)) дают наглядную механическую интерпретацию. Корни хз,4 отвеча¬

ют колебаниям оси Oxi спутника в плоскости орбиты (но углу 5), корни хцг

отвечают колебаниям оси Orri в направлении, перпендикулярном плоскости

орбиты (по углу /3), корни Х5,6 характеризуют колебания спутника вокруг

оси Oxi (но углу /3), корень Х7 характеризует собственное движение махо¬

вика (по угловой скорости w). Строго говоря, перечисленными свойствами

обладают только главные члены нормальных решений линеаризованной си¬

стемы. Погрешность выполнения этих свойств у точных нормальных решений
составляет О(р + е 4- |р|). Из вышеизложенного, а также из условия теоре¬

мы Хопфа следует, что в точке рв (точке ро) рождается предельный цикл

с периодом Т = 2тг/у/4 —ЗХ (Т = 27г/д/3(1 — А)), описывающий колебания

оси Oxi по углу /3 (углу 5). Выбирая краевые условия, определяющие эти

циклы, потребуем, чтобы в первом случае выполнялось соотношение/3 = 0, а

во втором соотношение 5 = 0. Иными словами, начальные условия будем
задавать в точках экстремума переменных /3 и 5 соответственно.

Для окончательного задания начальных условий введем вместо Q2 и Q3
переменные

W2 = Q2 cos 7
— Q3 sin 7, W3 = Q2 sin 7 + Q3 cos 7.

В новых переменных второе и третье уравнения системы (6.3) примут вид

а условия 5 = 0 и /3 = 0 перейдут в условия W2(0) = cos/3(0) и шз(0) = 0. Учи¬

тывая последние равенства и выражая Q2(0) и Г2з(О) через W2(0) и гцфО), для

цикла, рождающегося в точке рв, получим

Q2(0) = w2(0) cos 7(0), Оз(О) = - w2(0) sin 7(0).
Для цикла, рождающегося в точке р&, будем иметь

Пг(0) = cos/3(0) cos 7(0) + W3(0) sin7(0),

Пз(0) = — cos/3(0) sin7(0) + ггз(0) cos 7(0).
Найденные соотношения позволяют на единицу уменьшить число независи¬

мых начальных условий в краевой задаче (6.10).
Рассмотрим сначала предельный цикл, рождающийся в точке рв- Вве¬

дем вектор ос = (70,5о, /30, Qio, wq^p, T)tG R8 и исследуем решение систе¬

мы (6.3) с начальными условиями 7(0) =70, 5(0) = 5'о, /3(0) = /3o, Qi(0) = Qio,
^2(0) = uq COS70, Пз(0) = — sin7o, w(O)=wo. Для этого решения определим

функцию (ср. (6.10))
9в = (7СО ~

7о, 5(Т) - 60, m ~ А, Пю(Т) - Г2ю,

ПгСЛ -

«о cos 70, + и0 sin 70, w(T) - wo) € R7.

Исследование зависимости предельного цикла от параметра р сводится к по¬

строению кривой в пространстве R8(a), задаваемой уравнением

9в(«) = 0. (6.U)
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Численное построение кривой осуществлялось методом, описанным в [29] и

использованным выше при изучении системы (6.6). Она строилась из точки

/ 27Г
а.в

= 1в, $в, /Зв, sin/Зв, cos/Зв, 0, рв, z

\ 1п1Х152

где (7в, 5в, Рв, Рв)7 = В е Го; хДВ) —

корни характеристического много¬

члена в точке В. Справедливо равенство

OOL

поэтому начальный участок кривой (6.11) вычислялся специальным алгорит¬

мом. На каждом шаге этого алгоритма переменная /?о была фиксированной
и система (6.11) решалась относительно 7о, (5о? f^io? ио- Р м Т методом

Ньютона. Начальным приближением служили значения этих переменных,

найденные на предыдущем шаге. От шага к шагу величина /?о менялась в

арифметической прогрессии.

Результаты расчетов предельного цикла, рождающегося в точкерв, пред¬

ставлены на рис.6.3а и 6.4а. На рис. 6.3а изображена проекция кривой (6.11)

на плоскость (р,/?о), на рис. 6.4а приведены графики функций 7(г), £(т) и

/3(т) (О^т^Т) для одного из найденных периодических решений систе¬

мы (6.3). Ветви кривой на рис. 6.3а, расположенные выше и ниже оси абсцисс,
описывают одни и те же предельные циклы системы (6.3). При одинаковом р

соответствующие разным ветвям периодические решения получаются одно

из другого сдвигом ио т примерно на половину периода.
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Т=
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7о
=
-

0.08018,
<5о
=

0.91653,
Д
=

-0.00364,
П10=
0.05601,
од=

0.01423,
щ,=

0.05249,
р=

0.58924,
Т=
9.68743.
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Одновременно с построением кривой (6.11) проводилось исследование

устойчивости задаваемых ею периодических решений системы (6.3). На каж¬

дом шаге алгоритма, выполнявшего продолжение периодического решения

но параметру, вычислялись мультипликаторы этого решения. Найденные ре¬

шения оказались экспоненциально неустойчивыми. Этот факт соответствует

упоминавшемуся выше правилу, которое связывает свойства устойчивости

предельного цикла с расположением области его существования.

Перейдем к исследованию предельного цикла, рождающегося в точке pd-

Рассмотрим решение системы (6.3) с начальными условиями

7(О)=7о, <5(O) = <5o, $(О) = /Зо, П1(0)=Пю, П2(0) = cosДcos50 + u0sin70,

Пз(0) = - cos /30 sin 7о + «о cos 70, w(0) = w0

и для него определим функцию

9в =
~

7о,
~ *0, т — Ро, ~ ^10,

Q2(T) - UQ cos 7о, + Uo Sin 70, w(T) - w0) G R7.

Исследование зависимости предельного цикла от параметра р сводится к

построению кривой

gD{a) = 0 е R8(a). (6.12)
Численное построение этой кривой проводилось аналогично построению кри¬

вой (6.11). Кривая строилась из точки

2tt \T

Imx3)4(£))/
old = Id, Pd, sinf}D, 0, 0, pd

где (7о, <5p, До, pp)T = D € Го; Xj(D) —

корни характеристического много-

члена в точке D. На начальном участке независимо изменяемым параметром

служило 6ц.
Результаты расчетов предельного цикла, рождающегося в точкерр, пред¬

ставлены на рис. 6.36,в и 6.46. На рис. 6.36,в сплошными линиями изображе¬
ны проекции на плоскости (р,5о) и (р,Ою) той ветви кривой (6.12), которая

проходит через точку old- На рис. 6.46 приведены графики функций 7(т)?
д(т) и /3(т) (О^т^Т) для одного из найденных периодических решений
системы (6.3). Вычисление мультипликаторов этих решений показало, что

при p^Pd = 1-859 они асимптотически орбитально устойчивы (на рис. 6.36

участки устойчивости отмечены штриховкой). Этот факт согласуется с пра¬

вилом, связывающим свойства устойчивости предельного цикла с располо¬

жением области его существования.

В точке p = Pd один из мультипликаторов равен —1. В этой точке от ис¬

следуемого предельного цикла ответвляется новый предельный цикл с удво¬

енным периодом. В пространстве R8(a) новый предельный цикл, так же,

как и исходный, задается уравнением (6.12). Результаты расчетов этого цик¬

ла представлены на рис. 6.36,в и 6.4в. На рис. 6.36,в штриховыми линиями

изображены проекции соответствующей кривой (6.12) на плоскости (р,<5о) и
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на рис. 6.4в приведен пример периодического решения системы (6.3).
Новый предельный цикл экспоненциально неустойчив.

Описанные результаты исследования стационарных решений и предель¬

ных циклов системы (6.3) устойчивы относительно варьирования парамет¬

ров задачи изменение в 1.5 -2 раза значений параметров (6.4) не приводит

к какому-либо качественному изменению результатов. Заметим еще, что по¬

ведение в зависимости от р предельных циклов, возникающих в окрестно¬

сти стационарных решений, описываемых кривой Гх, в точности аналогично

исследованному выше. Например, в точке рв' происходит.жесткая, а в точ¬

ке pd' мягкая потеря устойчивости стационарных решений.

6.5. Механическая интерпретация полученных резуль¬

татов

Параметр р прямо пропорционален плотности набегающего на спутник

аэродинамического потока, поэтому его можно связать с высотой орбиты.
Чем больше эта высота, тем меньше |р|. Поскольку уравнения (6.3) инва¬

риантны относительно преобразования (6.5), будем считать, что параметр р

в (6.3) неотрицателен, и интерпретировать значения р<0 в описанных вы¬

ше расчетах как способ задания ориентации спутника, при которой ось Ох\
направлена от Земли.

Если орбита достаточно высокая (|р| мало), то положение равновесия

спутника в орбитальной системе координат, в котором |7|, |/3| и |<5| (или
|<5 — 7г|) малы, асимптотически устойчиво. Такое положение равновесия будем
считать номинальным невозмущенным движением спутника в режиме грави¬

тационной ориентации. С уменьшением высоты орбиты (увеличением |р|) при
переходе р через критическое значение рв или ро это положение равновесия

теряет устойчивость. Если спутник повернут осью Oxi от Земли, то потеря

устойчивости будет жесткой (отрицательное р, уменьшаясь, проходит через

точку рв). Если же спутник повернут осью Ох± к Земле, то потеря устойчиво¬
сти будет мягкой (положительноер, увеличиваясь, проходит через точку рв).
В последнем случае от положения равновесия ответвляется асимптотически

орбитально устойчивый предельный цикл, который при дальнейшем умень¬

шении высоты орбиты увеличивается по амплитуде и тоже теряет устойчи¬
вость. Потеря устойчивости происходит жестко и связана с ответвлением в

точке р^ нового предельного цикла, имеющего удвоенный период. На участке
устойчивости (при Pd <Р <Ро) максимальная амплитуда предельного цикла

по углу 7
— около 50°, по углу /3 — менее 1°.

Движение спутника, описываемое устойчивым предельным циклом, рож¬
дающимся в точке рв, весьма похоже на самопроизвольно установившийся

режим гравитационной ориентации орбитальной станции «Салют-7». Отли¬

чия состоят в следующем. Во-первых, станция совершает колебания по уг-
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лу /3 с амплитудой около 40°, тогда как в предельном цикле амплитуда этих

колебаний 1°. Во-вторых, движение станции вокруг продольной оси пред¬

ставляет собой колебания или вращения с угловой скоростью ~ 1 (в едини¬

цах cuo), а в предельном цикле движение спутника вокруг оси Ох\ представ¬

ляет собой малые колебания с амплитудой менее 1° и |Qi|< 0.12. Заметим еще,

что размер области притяжения предельного цикла в направлении перемен¬

ных 7, 6. /3 и W3 мал, г1 характерное время намотки на цикл решений из его

окрестности велико. Поэтому вероятность достижения произвольным реше¬

нием системы (6.3) с нулевыми начальными угловыми скоростями рассмат¬

риваемого предельного цикла за время Дт 1000 (полторы недели полета

орбитальной станции) весьма мала. Перечисленные факты говорят против

предложенной интерпретации, но их можно объяснить различиями между

реальной станцией и принятой моделью (наличие переменной плотности ат¬

мосферы, более сложная форма внешней оболочки, иные источники дисси¬

пации энергии и т. 11.).

6.6. Исследование режима гравитационной ориента¬

ции в рамках периодической модели

До сих пор орбита центра масс спутника считалась круговой. Для эксцен¬

триситетов 0.001 (случай орбитальной станции «Салют-7») такое предполо¬

жение вполне оправдано, однако при вычислении плотности набегающего на

спутник воздушного потока даже малую эллиптичность орбиты желательно

учесть. Будем считать, что зависимость этой плотности — обозначим ее р
—

от высоты h орбиты спутника над поверхностью Земли имеет вид

hn — h
Р = Ртг ехр

где Ртг
— плотность атмосферы в перигее орбиты, высота перигея, Н

—

высота однородной атмосферы. Для орбиты с малым эксцентриситетом и

сферической Земли последнюю формулу можно представить так

р
= р„ехр[77(1 - cost)] , ту =

1 In —. (6.13)
PlT

Здесь ра
— плотность атмосферы в апогее орбиты, т = шо(£ — tn — время

прохождения спутника через перигей. Если считать, что плотность набегаю¬

щего на спутник воздушного потока меняется со временем согласно (6.13), то

в уравнениях (6.3) следует положить

р = ръ ехр [т?(1 -cost)], (6.14)
где Ртг значение параметра р в перигее. В расчетах, результаты которых

описываются ниже, принималось р =
— 0.1, — 2 2.

Выясним, что следует считать номинальными невозмущенными движени¬

ями спутника в режиме гравитационной ориентации в случае, когда уравне¬
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ния его движения имеют вид (6.3), (6.14). Как следует из результатов п. 6.3,

при Ртг = О система (6.3), (6.14) допускает два асимптотически устойчивых

стационарных решения, в которых 5 = /3 = 0, 7=0, 7г. Отсюда согласно тео¬

рии Пуанкаре [9] та же система при достаточно малом \р^\ имеет единствен¬

ные 27Г-периодические решения, аналитически зависящие отр^, асимптотиче¬

ски устойчивые и совпадающие в точке = 0 с указанными стационарными

решениями. Рассмотрим продолжения этих периодических решений в область

произвольных значений параметра р^. В тех случаях, когда полученные та¬

ким продолжением решения асимптотически устойчивы и имеют максималь¬

ные значения углов |5| и |/3|, не превышающие нескольких градусов, будем
считать, что режим гравитационной ориентации спутника возможен и при

отсутствии возмущений описывается этими решениями. Ниже ограничимся

исследованием решения, в котором 7(т)|р =0
— 0-

Численное построение 27Г-периодических решений системы (6.3), (6.14)
сводится к решению для этой системы периодической краевой задачи

7(0) = 7(27Г)> <*(0) = ^(2тг), /3(0) = Д(27г),
Ц?(0) = 7(27г) (; = 1,2,3), w(0)=w(2tt).

Зависимость решений такой задачи от параметра р^ удобно представлять

кривой в пространстве М8 (7(0), 5(0), /3(0), Qi(0), ^2(0), ^з(О), w(0), р^.
В частности, исследуемому решению отвечает кривая, проходящая через точ¬

ку (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)т Проекция этой кривой на плоскость (p^, 7(0)) изоб¬

ражена штриховой линией на рис. 6.1. На тех участках кривой, где Ip^l ^2,
найденное решение удовлетворяет неравенствам

|5(т)| < 1°, |/3(т)| < 0.01° (0 т 27г).

Вычисление мультипликаторов этого решения показало, что при

Ркв <Р< PvD (Ртгв = - 1-556, р7Гр = 0.889)

на интервале кривой, содержащем точку (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)т, оно асимпто¬

тически устойчиво.

Потеря устойчивости на концах интервала обусловлена прохождением па¬

ры комплексно сопряженных мультипликаторов через единичную окруж¬

ность. В точках р7Гв и рПо рождаются двумерные интегральные многообра¬
зия системы (6.3), (6.14), связанные с таким прохождением [1, 10]. В общем

случае, если в окрестности точки р^в или p^D на оси р^ область существо¬
вания интегрального многообразия совпадает с областью устойчивости пе¬

риодического решения, то интегральное многообразие неустойчиво, если же

указанные области дополняют друг друга, то это многообразие асимптотиче¬

ски устойчиво. Как показало численное интегрирование системы (6.3), (6.14)
на длительных интервалах времени, первая из указанных возможностей ре¬

ализуется в окрестности точки р^в^ вторая
—

в окрестности точки p^D.
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Результаты численного интегрирования системы (6.3), (6.14) в случае

р^
— 1.2 представлены на рис. 6.5. Здесь в плоскостях (7, Qi). (5, W2) и

(/3,-шз) крестиками указаны точки (7(2™), Qi(27rn)), (<5(27m), W2(27m)).
(/3(27гп), w3(27rn)) (n = 0,1,..., 100) для решения этой системы, начальные

условия которого были получены интегрированием последней на длительном

промежутке времени (чтобы решение, лежащее вдали от интегрального мно¬

гообразия, успело достичь его малой окрестности). Такой метод графического

представления решений системы (6.3), (6.14) называется стробоскопическим.
а представленные на рис. 6.5 результаты его применения стробоскопиче¬
скими картинами. Они наглядно иллюстрируют устойчивое интегральное

многообразие данной системы.

Для сравнения на рис. 6.5 сплошными кривыми изображены проекции на

те же плоскости предельного цикла автономной системы (6.3), графики функ¬
ций 7(т), 5(т) и /3(г) которого приведены на рис. 6.46.

Механическая интерпретация результатов данного пункта аналогична ин¬

терпретации, предложенной в и. 6.5. В частности, в рамках рассмотренной

модельной задачи самопроизвольно установившемуся режиму гравитацион¬

ной ориентации станции «Салют-7» отвечает устойчивое интегральное мно¬

гообразие системы (6.3), (6.14), рождающееся в точкеp^D.
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Глава 7

Влияние непотенциального

аэродинамического момента на

гравитационную ориентацию

вращающегося спутника

7.1. Уравнения вращательного движения спутника

Буде.м считать, что внешняя оболочка спутника имеет форму эллипсои-

да, задаваемого в cbs

стр. 10) уравнением

гзанной со спутником системе координат Oxix2x% (см.

(Xi-d)2 х* xl
а2

+
62
+

с2
Ь

Относительно взаимодействия спутника с атмосферой полагаем: 1) атмосфе¬
ра неподвижна в абсолютном пространстве. 2) ее плотность вдоль орбиты
постоянна. 3) действие атмосферы на спутник сводится к силе сопротивле¬

ния, приложенной в центре давления и направленной против скорости центра
масс спутника. При сделанных предположениях компоненты восстававлиня¬

ющего аэродинамического момента в системе имеют вид (см. (5.9))
Ml = 0, М2 = qcrdais, = - qadai2,

(7.1)
q = p|v|2, а = тгаЬс

(р --- плотность атмосферы, v - абсолютная скорость центра масс спутника).
Дополнительно к безразмерным переменным и параметрам (см. (1.19), (2.1))

r = wot, £li = — (г =1,2,3), А = у-, М =
12

/ 7з.
w2 = cos 7

— Q3 sin 7, W3 = Q2 sin 7 + Q3 cos 7

введем параметры

ivqacd b b
£ = 'П = ~'

/2^0 a c

В уравнениях (2.4) учтем действие на спутник аэродинамического момента:
'

7 = ^1 - w2tg/?,

Qi = /х(О2Оз — Зазгазз),

6 = -^-1,< cos р

Р = W3,

(7.2)

w2 =
— (AOi — w2 tg /3)шз

— 3(1 — A) cos Р cos 6 sin 6 + XpQs + eQ's,

W3 = (AQi — w2tg^)w2 — 3(1 — A) cos2 5 cos P sin P + XpQp + eQ'p.
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Здесь Qs и Qp задаются соотношениями (2.3),

q'5 = <t(cos<5 + A//ai2sin7), Q'/з — — 5(sin <5 sin/3 + A/zai2C0S7),
—

л Гъ i r2 2 i 2 2
cr = Va12 + £ an +t? a13,

причем ^2? должны быть выражены через W2, W3.

Правые части уравнений (7.2) не содержат т и ^-периодически зависят

от 7. Кроме того, эти уравнения инвариантны относительно преобразования

•с—>— s, т—>— т, 7—>— 7, 6—> — J, шз —> — W3. (7.3)
Если в системе (7.2) положить е = 0, то получим систему (2.4), изучавшу¬

юся в гл. 2, 3. В главе 3 при малом |/i| построена интегральная поверхность

этой системы, состоящая из периодических решений и переходящая при/i —> 0

в семейство стационарных решений (2.8). Режим, описываемый этой инте¬

гральной поверхностью, был назван режимом гравитационной ориентации

вращающегося спутника. При малых \ц\ и |е|, система (7.2) имеет ана¬

логичную интегральную поверхность, переходящую при |/z| + |б| —> 0 в семей¬

ство стационарных решений (2.8). Однако принадлежащие этой поверхности

решения в общем случае не будут периодическими. Эту поверхность сначала

построим в виде формальных рядов по степеням ц и е методом Боголюбова-

Митропольского, а затем приведем результаты ее численного исследования.

Решения, лежащие на построенной интегральной поверхности, также можно

использовать для реализации режима гравитационной ориентации вращаю¬

щегося спутника [15], но время существования такого режима будет, вообще
говоря, ограниченным. Причина непотенциальностъ аэродинамического
момента (7.1). Система (2.4) допускает обобщенный интеграл энергии

Е =
- (Qi — 217^21 + За31) 4 —— (Q2 — 2Q2a22 + За32) +

1 (7-4)
+ - (Q3 — 2Q3CZ23 + За33) = const.

Производная Е по времени в силу системы (7.2) имеет вид

Е = — е(1 + A/z)5(w3 sin <5 sin /3 — cos 6 cos /3) = — e(l + А/1)5ац.

При г/ ф 1 правая часть выражения для Е не является полной производ¬

ной, что приводит к изменению энергии вращательного движения спутника и

усложнению поведения решений системы (7.2) на интегральной поверхности

ориентированного движения.
Если рь = 0, то в силу второго уравнения системы (7.2) Qi = const ее

первый интеграл. Если к тому же £ = 0, то система (7.2) допускает частное

решение

7 = Зд) Яг + 7о, Qi = П, <5 = 0,

AQ

4-ЗА’

(7-5)
/3 = arcsin W2 = COS/3, W3 = 0,
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в котором 7о и произвольные постоянные, |AQ| |4 — ЗА|. Это решение
коническая прецессия (ср. (3.3)) описывает стационарные вращения спут¬

ника вокруг оси Oxi, неподвижной в орбитальной системе координат. При
0 < А < 1 оно устойчиво по переменным <5, /3, W2, W3 (см. главу 3).

7.2. Интегральная поверхность ориентированного дви¬

жения

Интегральную поверхность системы (7.2), описывающую номинальный

невозмущенный режим гравитационной ориентации вращающегося спут¬

ника под действием аэродинамического момента, будем строить методом

Боголюбова Митропольского [5] в виде формальных рядов по степеням р и в.

Введем вектор z = (ф /3, W2W3)7. Ряды, представляющие искомую инте¬

гральную поверхность и уравнения движения на ней, запишем в виде

7 = 7(^Дм) ='0 + 52^Ег7м(^,Г),
< Qi = Qi(V>,Q,jz,e) = Q + (7.6)

z = s z0(Q) +

= а(п,М1£) = ЛО(П) +
(7-7)

П =В(П,Л,г) = 52 A'Bfc;(^Q).
Здесь суммирование производится но целым неотрицательным к и Z, удо¬

влетворяющим неравенству fc + Z^l; функции 7^, и Zki периодически

зависят от гр с периодом 7г;

z0(fi) = (0, /30, cos Ро, 0))т, /30 = arcsin 4^д, А)(П) = П;

значения Q лежат в интервале |AQ| < |4 — ЗА|.
Подставив ряды (7.6), (7.7) в систему (7.2) и приравняв выражения при

одинаковых степенях р и е в обеих частях получившихся равенств, получим

цепочку линейных дифференциальных уравнений относительно коэффици¬
ентов этих рядов. Так же, как в п. 3.2, можно доказать что при выполнении

(2Ы0)4-</1(2Ы0)2 + й2^0 (fc = 0,1,2,...),
di = 7 — 6А — 9А(1 — A)sin2/3o, ^2 = 3(1 — А) (4 — 3A)cos2/?o

такая цепочка имеет единственное 7г-периодическое по гр решение, удовлетво¬

ряющее соотношениям

У 7ы(^,ЭД# = о,

о

Далее полагаем, что именно это решение использовано в качестве коэффи¬
циентов рядов (7.6) и (7.7).
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Условие (7.8) аналогично условию (3.15). Оно означает, что средняя уг¬

ловая скорость Q вращения спутника вокруг оси Ох\ не должна находиться

в резонансе с собственными частотами колебаний этой оси но углам 8 и /3.

Такие частоты определяются формулами (3.7). Как показано в и. 3.1, при

|Д)| <С1 колебания оси Oxi в плоскости орбиты и относительно этой плос¬

кости с точностью до членов порядка 0(/?о) независимы и соответствую¬

щие им частоты приближенно равны vi « ^3(1 — А) и ~ V4 — ЗА. Нера¬

венства (7.8) в таком случае принимают вид

2Ы0 / \/3(1 - A), 2fcA0 х/4 - ЗЛ (fc = 0,1,2,.. .)■

При нарушении одного из неравенств первой группы имеет место резонанс

между вращением спутника вокруг оси Oxi и колебаниями этой оси в плос¬

кости орбиты (по углу <5). При нарушении одного из неравенств второй груп¬

пы резонанс между вращением спутника вокруг оси Ох^ и колебаниями

этой оси в направлении, перпендикулярном плоскости орбиты (по углу /3).
Следуя п. 2.6 и 3.3, резонансы первого типа будем называть 8-резонансами.
резонансы второго типа /3-резонансами.

Рис. 7.1. Рис. 7.2.

Кривые в плоскости (A, Q), на которых нарушено условие (7.8), изобра¬
жены на рис. 7.1 и отмечены символами к$ и где к — целое число. Этот

рисунок содержит те же кривые, что и рис. 3.1, но там они изображены в плос¬

кости (Т, А), а на рис. 7.1 в плоскости (A, Q), где Q = я(4 — ЗА)/ [2Т(1 — А)].
Смысл обозначений на рис. 7.1: при А<С1 на кривой fcj (к@) выполнено соот¬

ношение 2/ьАо ~ \/3(1 — А) (2/сА0 ~ л/4 — ЗА) и имеет место 8 (/3)-резонанс.
Все кривые к$ заканчиваются в точке А = Q = 1 и имеют в ней вертикальную
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касательную. Все кривые к@ заканчиваются на кривой AQ = 4 —ЗА (рис. 7.1.

штриховая линия), ограничивающей область существования решения (7.5).
На рис. 7.1 изображены только ветви рассматриваемых кривых, лежащие

в области {(A, Q): 0 < А < 1, Q > 0}. Вел’ви этих кривых, лежащих в области

{(А,П) : 0 < А < 1, Q < О}, получаются из указанных зеркальным отражени¬

ем относительно оси А.

Вследствие инвариантности системы (7.2) относительно преобразова¬
ния (7.3) справедливы соотношения

= -7(V>,Q,/z,e), «i(— т/;, Q, ал,
— ^) = - Q, м, О,

Dz(-V;,Q,/i,-s) = zf0,Q,//,<), D = diag(-1,1,1,-1),
A(Q, fi,

- e) = A(Q, fi, s), B(Q, fi,-e) = - B(Q, fi, e).
Отсюда B(Q,/i,0) =0. Так как при ц

= 0 система (7.2) допускает первый ин¬

теграл Qi = const, то Q(V>, Q,0,s) = Q, B(Q,0,s) = 01\ В силу указанных

равенств

B(Q, fi, е) — fie [Bn(Q) -f- О(\fi\ 4- |е|)].
Непосредственное вычисление дает

7Г

(7.9)

о

О
= 02 . (4 — ЗА)2(9А2 — 38А 4-32)

32(1 - А)2(ЗА2 + 4А - 16)
’

Q = 64(1 - А)2(9А2 - 64А 4- 64)Q4 4-

+ (4 - ЗА)2(9А3 - 396А2 + 832А - 448)Q2 4- 3(4 - ЗА)5.

График функции Р = Р(т]) изображен на рис. 7.2. Эта функция обращается
в нуль только в точке т]= 1. При А<С 1 формула (7.9) принимает вид

Эволюция квазистационарных вращений спутника описывается вторым

уравнениехМ (7.7). Рассмотрим соответствующее укороченное уравнение

Q = /хеВц(П). (7.10)
В силу нечетности его правой части ограничимся исследованием случая

Q 0. На рис. 7.1 римскими цифрами I V указаны области плоскости {A, Q},

^Как установлено в п. 3.3 и 7.5, при це = 0 ряды (7.6), (7.7) сходятся и задают решения, описываю¬

щие периодические вращения спутника вокруг оси Oxi. В случае 77 = 1 эти ряды сходятся и при /ie/О.

Доказательство последнего утверждения основано на том. что при т] = 1 аэродинамический момент (7.1)

потенциален. В случае 77 = 1 также имеем В(П,ц,б) = 0.
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в которых при г] ± 1 функция Bn(Q) сохраняет знак. Границами этих об¬

ластей служат резонансные кривые lj, 1^, кривая S, кривая AQ = 4 —ЗА и

прямые AQ = 0. На кривых 1<$ и 1/? знаменатель Q в (7.9) обращается в нуль

и функция Bn(Q) не определена; на прямой Q = 0 и кривой S выполнено

равенство Вц(П) = 0.

Примеры фазовых портретов уравнения (7.10) для 1 и различных зна¬

чений А приведены на рис. 7.1 (вертикальные прямые). Решения этого урав¬

нения являются либо постоянными, либо строго монотонными функциями
времени. Положения равновесия уравнения (7.10) лежат-на кривой S и пря¬

мой Q = 0; предельные точки строго монотонных решений, отличные от по¬

ложений равновесия, принадлежат кривым lj, 1/? и AQ = 4 — ЗА. На рис. 7.1

направление движения но фазовым кривым уравнения (7.10) соответствует

случаю /^(77 — 1) > 0. При — 1) < 0 направление противоположно.

Кривые S и 1^ пересекаются в точках с абсциссами А = 0 и А = А* ~0.65

(см. рис. 7.1). Ограничимся анализом практически интересного случая

0<А<А*. Тогда при 1)>0 точки кривых 1^ и 1^ являются един¬

ственными си-нредельными точками траекторий уравнения (7.10), отличных

от положений равновесия. Следовательно, при указанных значениях пара¬

метров спутника происходит захват его квазистационарных вращений в ре¬

зонанс с колебаниями оси Ох\ относительно оси ОХ%. Ниже показано, что

такой захват вызывает разрушение режима гравитационной ориентации.

При 0 < А < А* и — 1) < 0 ^-предельными точками траекторий урав¬
нения (7.10) являются положения равновесия Q = 0 (для траекторий, изобра¬
женных отрезками вертикальных прямых в области V на рис. 7.1), положения
равновесия, лежащие на кривой S (для траекторий из областей II и IV), и

точки кривой AQ = 4 —ЗА (для траекторий из области I1)). Соответственно,
квазистационарные вращения спутника со временем либо тормозятся, либо

переходят в периодическое вращение со средней угловой скоростью Q = 1.

либо ускоряются, причем ось собственного вращения спутника Ох\ через

некоторое время занимает положение, близкое оси ОХ2.

Проведенный анализ квазистационарных вращений спутника основан на

укороченном уравнении (7.10) и, следовательно, является неполным. Напри¬
мер, учет в укороченном уравнении членов более высокого порядка по /z и г

может привести к обнаружению новых резонансных эффектов. Тем не менее

ясно, что время существования режима гравитационной ориентации враща¬
ющегося спутника при наличии возмущающего действия непотенциального

восстанавливающего аэродинамического момента в общСхМ случае конечно.

Это время определяется начальным значением угловой скорости квазистаци-

онарного вращения и при удачном выборе начального значения может быть

достаточно большим. Проверка результатов качественного анализа укорочен-

Кривая АО = 4 — ЗА достигается этими траекториями за конечное время, поэтому использование тер¬
мина «ш-предельная точка» здесь некорректно и вызвано соображениями удобства.
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ного уравнения (7.10) производилась с помощью численного интегрирования

системы (7.2) различными методами.

7.3. Двухцикловой метод вычисления квазистацио-

нарных вращений

В [6] приведен пример численного исследования режима гравитационной

ориентации вращающегося спутника будущей Международной космиче¬

ской станции на начальном этапе ее полета. Реализация этого режима описа¬

на в [7|. Для численного построения квазистационарных вращений спутника
на больших интервалах времени использовался двухцикловой метод инте¬

грирования системы (7.2), аналогичный методу, предложенному в |11|. Ниже
выводятся основные уравнения этого метода.

В системе (7.2) за независимую переменную примем угол 7. Вве¬

дя вектор ж = (Qi, 5,W2,гез)т и определив нужным образом функцию
P(7,sc,^,s) ER5, запишем эту систему в виде

dx .

dr 1

dy Qi-w2tg/3’

(7.U)

(7.12)

Независимая переменная 7 входит в выписанные уравнения ^-периодически,

причем первое уравнение не содержит т и может быть проинтегрировано

отдельн о от второго уравнен ия.

Интегральной поверхности (7.6), (7.7) системы (7.2) соответствует инте¬

гральная поверхность системы (7.11)
X = /1(7, fl, fi, £) = h0(fl) + 22 Vkelhki(y, fl),

(7.13)dy
т АП

h0(fl) = (П,0,Д),со8^о,0) , 0o = arcsin -

Здесь суммирование производится по целым неотрицательным к и Z, k+l^z 1;

функции h и Н удовлетворяют соотношениям

я /1(7 + тг, fl, м, е) = h(7,Q,fi,s),

^Уе1 Л(7, fl, Д,е) dy = fl, ej = (1,0,0,0,0)т,
0

dh dh
rr L

Первые несколько членов рядов (7.13) можно найти следующим образом.
Последнее уравнение запишем в виде

Э7
+ (dff + 0(М + 1£|))Я = ^(7Л,М,г).
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Отбросив в его левой части слагаемое Н- О(|д| + |е|) и заменив обозначения

(ft, Н) •-> получим обыкновенное дифференциальное уравнение

dx
ч dfto(^) ,

..

_ = р(7,х,д,е)--^-р, (7.14)

в которое Q и р входят как параметры. Для этого уравнения рассмотрим

краевую задачу

(7-15)

7Г

ж(0) = ж(7г), — / e^xdy = Q.
nJ

о

неизвестная функция, р неизвестная постоянная, Q
—В (7.14), (7.15) х

произвольная постоянная, |AQ| < |4 —ЗЛ|. Задачу (7.14), (7.15) будем решать

методом. Пуанкаре [12].
При р = Е = 0 эта задача имеет решение ® = fto(Q). р = 0. Линеаризация

соотношений (7.14), (7.15) в окрестности данного решения приводит к системе

dAx
чл dh0(Q.) аг(7,Л.о(И),О,о)

=

ОДДЖ--^-ДР, С(И) = -

,

(7.1G)
дхда

Дя:(0) = Дж(7г), у*еТД;гс/7 = 0,

о

первое уравнение которой автономно. Характеристическое уравнение матри¬

цы C(Q) имеет вид

х^(хЛо)4 + di (хЛо)2 + ^2] — 0,

где Л(). d\. d2 те же, что и в (7.8), и

9ft0(Q)
=

3Q

Отсюда следует, что условие отсутствия у задачи (7.16) нетривиальных ре¬

шений выражается неравенствами (7.8). Если эти неравенства выполнены,

то при достаточно малых |д| и |е| задача (7.14), (7.15) имеет единственное

решение ж = h*(7,Q,/z,e), р = H*(Q, д,е), аналитически зависящее от д, е и

удовлетворяющее соотношениям ft* (7, 0,0) = fto(f2). Я*(Q, 0,0) = 0.

Сравним ряды (7.13) с аналогичными рядами, представляющими функ¬
ции ft* и Я*. Легко установить, что если ряд для Н* начинается с членов

порядка т (m^l), то разность ft — ft* имеет порядок т+1, а разность

Н—Н* порядок т + 2. Простые, но громоздкие вычисления дают

Я.(П,д,е) = Вц(») + О(|Д| + И)),
где Bn(Q) имеет вид (7.9). В данном случае т = 2.

Краевая задача (7.14), (7.15) позволяет не только вычислить первые

несколько членов рядов (7.13), но и найти периодические решения систе¬

мы (7.11). Рассмотрим уравнение относительной

H*(Q,/z,e) = 0. (7.17)
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В случае /isQ 0 его можно привести к виду Вц (Q) 4- + |е|) = 0. Пусть
для Q = Qq выполнены соотношения

Ви(По) = О, dB-^ * 0-

Тогда но теореме о неявной функции при достаточно малых \/л\ и |е| уравне¬

ние (7.17) имеет единственный корень О(щ s), аналитически зависящий от /д е

и удовлетворяющий условию Q(0,0) =Qo- Ясно, что решение системы (7.11)
х = h*(7, Q(/i,s), ще) 7г-периодическое. Этому решению отвечает однопа¬

раметрическое семейство решений системы (7.2), отличающихся друг от дру¬

га постоянным сдвигом по т и описывающих периодические вращения спут¬

ника вокруг оси Ох\. Как следует из результатов и. 7.2, при т]^1 уравнение

Bn(Q)=0 имеет единственный корень, зависимость которого от Л задает¬
ся участками кривой S (см. рис. 7.1) при А^О и А^А*. Для этого корня

dBn(Qo)/dCl 0. Описанный метод исследования периодических решений си¬

стемы (7.11) по существу совпадает с методом Хёльдера [26, 36|.
Близость функций h. Н и h,*, Н* позволяет построить эффективный ал¬

горитм вычисления решений, лежащих на интегральной поверхности (7.13).
Пусть Q(7) решение уравнения (7.13) относительно Q, т(7) решение

уравнения (7.12) при х = ^(7), щ е). Функции 0(7) и т(7) приближен¬
но удовлетворяют системе

^ = Н.(П,М,£), = = -

dr/ ау 7Г

Погрешность первого из выписанных уравнений O(/zs(/i2 + е2)}, погреш¬

ность второго уравнения O(/z2 + s2). Вследствие оценок

= О(дг), G,(Q)Zz,e) - = О(|м| + Н)
численное интегрирование системы (7.18) можно проводить с большим

(~ 500 7г) шагом. Процесс интегрирования этой системы представляет собой

внешний цикл двухциклового метода. Внутренний цикл состоит в решении

краевой задачи (7.14), (7.15) и вычислении правых частей уравнений (7.18).

18)

7.4. Результаты расчетов

Численное решение краевой задачи (7.14), (7.15) проводилось следую¬
щим образом. Пусть х(7, а,р, Q,/z,e) -

решение системы (7.14) с начальным

условием ж(0) = а. Тогда задачу (7.14), (7.15) можно свести к уравнениям

д^р^р,^ = ®(7r,a,p,Q,/i,s) - а = 0,
7Г

д2(а,р,Я,д,е) =

о

При заданных значениях О, д и б эти уравнения образуют замкнутую си¬

стему относительно неизвестных а и р. Система решалась методом Нью-
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тона, первое приближение неизвестных бралось в виде а
= ho(Q), р = 0. Для

вычисления функций <^(а, р, Q, д, е) (г = 1,2) на отрезке 0 7 7Г совместно

интегрировались система (7.14) и уравнение 1 = е^х. Вместо производных

дд^а^р^, /dq использовались производные 3^(ho(Q), 0, Q, 0,0)/Эд
(2 = 1,2; Q = a,p), которые рассчитывались по конечным формулам. Такая

замена не повлияла на сходимость итерационного процесса и существенно

уменьшила общее время решения краевой задачи.

Для А = 0.15, р, =
— 6 = 0.02, £ = 7у = 0.1 зависимость решений систе¬

мы (7.19) от Q представлена на рис. 7.3. Кривые на этом рисунке состоят

из отдельных непрерывных кусков. Абсциссы точек разрыва между кусками
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приближенно равны таким значениям Q, при которых для данного А на¬

рушается условие (7.8). Именно нарушение этого условия, то есть резонансы

между колебаниями оси Ох\ и вращением спутника вокруг нее, обусловлива¬
ет возникновение разрывов. На рис. 7.3 каждый разрыв отмечен символом к$
и к/з, где к — целое число. Этот символ указывает номер соответствующего

резонанса и его тип при А <С1.

Найденные решения краевой задачи (7.14), (7.15) позволяют привести

пример периодического вращения спутника вокруг оси Oxi. Как показы¬

вает анализ функции p = p(Q) (см. рис. 7.3) уравнение (7.17) имеет корень

Q = 0.9706. Отвечающее этому корню вращательное периодическое реше¬
ние системы (7.2) приведено на рис. 7.4. Была исследована устойчивость

Рис. 7.4. Периодическое решение

Л=0.15, д=0.02, £=-0.02, £=т] = 0.1, Т=6.76,

7(0)=0, Qi(0)=0.9757, J(0) = -0.01285, /3(0)=0.01550, w2(0) = 1.00000, w3(0) = 1.01819.

в линейном приближении найденного решения. Один из мультипликаторов

соответствующей линеаризованной системы оказался равным 1.024. Таким

образом, это решение экспоненциально неустойчиво.

Опишем результаты интегрирования системы (7.18). В случае А = 0.15,
ц =

— е = 0.02, £ = т] = 0.1 — 1) > 0) некоторые ее траектории в плоско¬

сти (TV = t/27t, Q) изображены сплошными линиями на рис. 7.5. Остальные

траектории получаются из указанных параллельным переносом вдоль оси N
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(система (7.18) инвариантна относительно преобразовании т—>т+const).
Эти траектории задают зависимость средней угловой скорости Q спутника

от числа его оборотов N вокруг Земли. Горизонтальные штриховые линии

на рис. 7.5 соответствуют резонансам (ср. рис. 7.3), сплошная горизонталь¬

ная линия отвечает стационарному решению первого уравнения (7.18). Как

следует из рис. 7.5, вдоль всех траекторий системы (7.18), кроме стационар¬

ной, средняя угловая скорость Q с увеличением N приближается к одно¬

му из резонансных значений, то есть происходит захват квазистационарных

вращений в резонанс с колебаниями оси Oxi. Описанное поведение траекто¬

рий системы (7.18) находится в полном соответствии с поведением решений

укороченного уравнения (7.10). Соответствие имеет место лишь при 0.5.

При 0 < Q 0.5 оно нарушается вследствие резонансов второго и более вы¬

соких порядков, проявляющихся в системе (7.18). Поскольку эта система яв¬

ляется приближенной, исследование с ее помощью резонансных эффектов,
проявляющихся в высших приближениях, требует известной осторожности.

Здесь такие эффекты не рассматриваются.

Рис. 7.5.

Л=0.15, д=0.02, £= - 0.02, £=77=0.1.

Для А = 0.15, ц = 5 = 0.02, £ = 77 = 0.1 (случай /15(77—1)>0) приме¬

ры траекторий системы (7.18) приведены на рис. 7.6. Этот рисунок ана¬

логичен рис. 7.5. Если начальное значение средней угловой скорости

спутника Q 0.98, то спутник раскручивается. При 0.9705 £ Q £ 0.98 и

0.82 £ Q £ 0.9705 квазистационарное вращение спутника стремится к его пе¬

риодическому вращению, которое, как показал линейный анализ, слабо экс¬

поненциально неустойчиво. При 0.5 £ Q £ 0.82 спутник тормозится и захва¬

тывается в резонанс 2/3 (ср. рис. 7.1).
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Из эффектов, представленных на рис. 7.6, весьма интересными являют¬

ся раскрутка спутника при Q>0.98 и вызываемое ею разрушение режима

гравитационной ориентации. Для того, чтобы сделать этот эффект более

наглядным, на рис. 7.7 приведена траектория системы (7.18) при А = 0.15,
/2 = 0.02, е = 0.4 и £ = 77 = 0.1. Здесь же для этой траектории указана за¬

висимость угла /3 = arcsin (AQ/(4 — ЗА)) от N. Согласно данным |32], по-

видимому, именно такой механизм лежал в основе разрушения режима грави¬

тационной ориентации американской орбитальной станции «Скайлэб» в 1974—

1977 гг.

7.5. Устойчивость интегральной поверхности ориенти¬

рованного движения

Как показали расчеты, в рассматриваемой задаче режим гравитационной

ориентации разрушается при достижении одного из резонансов (7.8). При
движении вне резонансных зон ошибки выполнения соотношений (7.6) оста¬

ются малыми. На самом деле такие ошибки растут, но очень медленно. До¬
стижение резонансов происходит гораздо быстрее. Чтобы оценить поведение

решений системы (7.2) в окрестности интегральной поверхности (7.6), рас¬

смотрим эту систему при /1 = 0. В этом случае в силу ее второго уравнения

Qi = const и в остальные уравнения

0 = Б-1’ £ = w3,
cos р

W2 =
— (AQi —

W2 tg /3)ws
— 3(1 — A) cos 6 sin 6 cos /3 + ест cos J, (7.20)

шз = (AQi — u)2 tg /0)w2
— 3(1 — A) cos2 6 sin 6 cos /3 — ecr sin 6 sin /3

эта переменная входит как параметр. Система (7.20) наследует используемые

ниже свойства системы (7.2) выдерживать преобразование переменных (7.3)
и 7г-нериодичность по углу 7. Решения вида (7.6), (7.7) при /1 = 0 задают

семейство периодических решений системы (7.20), при этом ряды (7.6) и пер¬

вый ряд (7.7) (теперь это ряды только по е) сходятся. Чтобы доказать эти
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(7-21)

утверждения, рассмотрим для системы (7.20) краевую задачу

7(0) = 0, 7(|) =тг, <5(0)=г>(|^), /?(())=/?(£),
W2(0) = W2 (д), W3(0) = №3(д) •

В решениях этой краевой задачи переменные 5, /3, W2 и W3 периодически

зависят от т с периодом Т/2, а угол 7 удовлетворяет соотношению

7^ + |-^) = 7(-г)+тг.

Решения задачи (7.20), (7.21) исследуем методом Пуанкаре. Если с = 0 и

2\Т\ > 7гЛ/(1 — А), то эта задача имеет решение, задаваемое формулами (3.3)
при 7о = 0, Q = 7г(4 — ЗА)/ [2Т(1 — А)]. Указанное решение примем за порож¬

дающее, период Т фиксируем и будем искать Qi в функции Г и £ наряду с

неизвестными начальными условиями в (7.21). Возникающие в методе Пуан¬
каре уравнения в вариациях для порождающего решения в данном случае

имеют вид (3.4). Надо проверить наличие или отсутствие у этих уравнений

нетривиального решения, удовлетворяющего условиям

Д7(0) = Д7(£) =0, Д<5(0) = Д<^}, Д^(0) = Д^^),
Дм2(0) = Дш2 , Д»3(0) = Aw3 (^).

Можно показать (см. п. 3.3), что при 0 А < 2|Т|/(тг + 2|Т|) и выполнении

условий (3.27) таких нетривиальных решений не существует. Следовательно,
по теореме Пуанкаре [12] исходная задача (7.20), (7.21) имеет при достаточно

малом |е| единственное решение

^=^Т,е\ У = Г(т,Т,е), 6 = 6*(т,Т,е\

& = (3\тД\е\ w2 = w*2(t,T,e\ ws =

аналитически зависящее от е и совпадающее

Т А
(7'22)

»з(т> Т,£),
в точке е = 0 с порождающим

решением.

Вследствие инвариантности системы (7.20) относительно преобразования
(7.3) справедливы соотношения

fiJ(T,-s) =Qj(T,s), 7*(-t,T,s) = -Y(r/I\Ei

5*(-t,7\e) = -$*(t,T,e\ /3*(-т/Г,е) = &\т,Т,е), (7.23)

w^(-r,T,s) = w£(r,T,s), w^(-r,T,s) = -w£(t,T,s).
Равенство Qi=Qi(T, s) разрешим относительно Г, поскольку производная

(Т, 0)/дТ/0 (она вычисляется на порождающем решении). Опустив ин¬

декс у Qi, запишем результат в виде Т = T*(S\e). Подставим эту формулу и

формулу гр = 2к/Т в остальные соотношения (7.22). Полученные таким обра¬
зом выражения представляются рядами по степеням е вида (7.6), (7.7) при

/2 = 0. В частности, Q^(^,f2)=0, 70,/(^Q) — нечетные функции гр. Отсюда
в силу единственности таких рядов следует их сходимость.
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Численное исследование решений краевой задачи (7.20), (7.21) проведено

в [14]. Вычисления выполнялись при А = £ = 7? = 0.1, £ = 0.5 по схеме, опи¬

санной в главах 2,3. Результаты представлены на рис. 7.8 7.10. На рис. 7.8, 7.9

приведена зависимость от Т параметра Qi и начальных условий 5(0), /3(0),

ш2(0), гсз(0). Графики этой зависимости на рис. 7.8 представляют собой сово¬

купность непрерывных кусков, разделенных резонансными зонами. Локали¬

зация зон на оси Т согласуется с точками нарушений неравенств (3.27) в слу¬

чае А = 0.1. Как и в главах 2,3, здесь можно рассматривать 6- и /3-резонансы.
Рисунок 7.9 в увеличенном масштабе воспроизводит резонансные зоны ри¬

сунка 7.8 при Т~6.7 (/3-резонанс) и Т~8.8 (5-резонанс).
Графики функций 7(т), 5(т) и /3(т), О^т^Т трех решений краевой за¬

дачи (7.20), (7.21) приведены на рис. 7.10. Эти графики иллюстрируют ре¬

шения в нерезонансном (рис. 7.10а) и резонансном (рис. 7.106,в) случаях. На

рис. 7.106 показан 5-резонанс, на рис. 7.10в /3-резонанс.
В рамках задачи об ошибке выполнения соотношений (7.6) при численном

исследовании ориентированных движений интересны результаты исследова¬

ния устойчивости решения (7.22). Исследование устойчивости в линейном

приближении этого решения приводит к анализу мультипликаторов соответ¬

ствующей системы уравнений в вариациях. Эту систему с использованием

векторно-матричных обозначений запишем в виде

z = A(t,e)z, z = (Д7, Д5, Д/3, Дш2, Дш3) . (7.24)
Матрица Д(т, е) периодически зависит от т с периодом Т/2, и ее характери¬

стическое уравнение можно представить следующим образом

Здесь Е единичная матрица порядка 5, Z(r, s) решение начальной за¬

да1!и

Z = A(r,e)Z, Z(0) =0.

В силу соотношений (7.23) и свойства системы (7.20) выдерживать преобра¬
зование (7.3) справедливо равенство

SA(-r, -е) = - А(т, e)S, S = diag(—1, -1,1,1, -1).
Отсюда SZ(—т, е) = Z(t, e)S и так как Z(—T/2, е) = Z_1(T/2, е), то

z(I’-e)=sz_,(Hs- (7'2б)

След матрицы А(т, е) можно представить в виде полной производной

Т/2-периодической функции:

trД(т,е) = —^-1hcos/3*(t, Т, е),
ат

поэтому по теореме Лиувилля
Т/2

z G- е) Нхр ( / ‘гД(т- е) = ехр (1р )
О

= 1.
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Рис. 7.8. Зависимость начальных условий периодических решений от периода Т.
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Рис. 7.9. Зависимость начальных условий периодических решений от периода Т
в окрестности резонансных значений Т « 6.7 и Т « 8.6.
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Так как система (7.20) автономна, уравнение (7.25) имеет корень р=1. С

учетом сделанных замечаний уравнение (7.25) можно представить в виде

(Р ~ 1) [р4 + а1(£)р3 + ^(^)р2 + аз(е)/э +1] = 0. (7.27)
Корни многочлена четвертой степени, стоящего в квадратных скобках в

левой части (7.27), обозначим рДе) (fc = 1, 2,3,4). Если при е = 0 среди этих

корней нет равных, то они будут аналитическими функциями е в окрестно¬

сти точки е = 0.

Далее будем считать, что необходимые условия устойчивости порожда¬
ющего решения выполнены. В терминах частот щ и условие на корни

уравнения (7.27) выражается неравенствами

Р1Т / 27г(пю(147г), / 27г(шо(147г), (z/i — У2)Т ± 0(пюс147г). (7.28)
При нарушении одного из первых двух неравенств (7.28) уравнение (7.27) име¬

ет кратный корень р= — 1, при нарушении последнего неравенства оно име¬

ет кратный корень общего вида. Условие (3.27) в аналогичной форме записы¬

вается в виде и\Т 0(то<147г), и^Т / 0(mod47r). Это условие в данном случае

опускается, поскольку при его нарушении решение (7.22) не рассматривается.

В силу (7.26) множества {рД—е)} и {р^1(—s)} совпадают. Предположим,
что условие (7.28) выполнено. Тогда рД—е)рДе) = 1. Если m натуральное

число и |рДе)| = l + cwrm + O(sm+1), то Cfcm[l + (-1)™] =0. Отсюда следу¬

ет, что неравенство с^т^0 может выполняться только при нечетном rri.

Расчет характеристических показателей системы (7.24) методом Пуанкаре
показывает, что возможное значение тп 3.

Рис. 7.11.

а) зависимость функции Д(Т, в) от е при Т
= 5;

б) зависимость функции h(T, е) от Т при е = 0.5.

Из теоремы Виета и вида уравнения (7.27) следует, что

Р1(е)Р2(Е)рз(ф4(е) = 1-

Поэтому решение (7.22) может быть либо неустойчивым, либо орбитально

устойчивым в первом приближении. При выполнении условия (7.28) т^З
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и неустойчивость, даже если она имеет место, достаточно слабая. В чис¬

ленных расчетах [14] свойства устойчивости решений краевой задачи (7.20),

(7.21) характеризовались функцией h(T, е) = шах(|р| — 1), где максимум бе¬

рется
ио всем корням сомножителя четвертой степени в левой части фор¬

мулы (7.27). Из вышеизложенного ясно, что h(T, е)^0, h(T, е) = О(е3).
Примеры расчетов этой функции в случае А = £ = т] = 0.1 приведены на

рис. 7.9, 7.11 и 7.12. На рис. 7.11а изображен график функции Л(5,е). Вы-

Рис. 7.12. Зависимость функции h(T,£) от Т при в = 0.5.

числение первых, вторых, третьих и четвертых разностей этой функции ное

с постоянным шагом 0.01 показало, что е_3Л,(5,е) —>0.002 при е—>0 [14]. На

рис. 7.116 приведен график зависимости отТ функции h(T, 0.5). Как видим,
в этих примерах экспоненциальная неустойчивость решений краевой задачи

(7.20), (7.21) весьма слабая. Это связано с выполнением условия (7.28). В

окрестности значений периода, при которых это условие нарушается, а также

вблизи резонансных значений Т ситуация несколько ухудшается. Она иллю¬

стрируется рисунками 7.12а,б. На этих рисунках максимумы функции Л(5,е)
достигаются при Т = 3.26~ 27t/i/i (5-резонанс), Т = 3.53«27t/(i/i +1/2) и

Т = 3.84«27г/1/2 (/3-резонанс). Слабая неустойчивость решения (7.22) под¬

тверждается непосредственным численным интегрированием решений урав¬

нений (7.2) из его окрестности [14]. Поскольку в этих уравнениях Qi = const,
затягивания в резонанс таких решений не происходит и интегрирование уда¬

ется выполнить на продолжительном отрезке времени. При численном иссле¬

довании решений, лежащих в окрестности интегральной поверхности (7.6),
затягивание в 5- или /3-резонанс происходит быстрее, чем удаление от этой

поверхности.
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Глава 8

Влияние сопротивления атмосферы на

одноосную гравитационную ориентацию

спутника

8.1. Уравнения движения спутника под действием гра¬

витационного и восстанавливающего аэродинами¬

ческого моментов

Рассмотрим спутник, центр масс которого движется по кеплеровой эллип¬

тической орбите. Движение спутника относительно центра масс в связанной с

ним системе координат ОХ1Х2Х3. образованной главными центральными ося¬

ми инерции спутника (см. стр. 9 10), описывается уравнениями

h~ + (1з - I2Ws = Mr,

+ (Il - l3)wicv3 = м2, (8.1)

+ (/2 " /1)W1W2 = Мз’

dS 1
,

37
=

з (<^2 COS 7 - ц?з Sin
at cos р

d/3
— = U>2 Sin 7 + LJ3 COS 7,

dv

It'
(8-2)

du (l + ecosi/)2
dF

= W°

(l_e2)3/2
Здесь (cui, a)2-> ^з) ~ абсолютная угловая скорость спутника (компоненты век¬

торов указываются в системе координат Оа^а^з); Л* ^2, h ~ моменты инер¬

ции спутника относительно осей Ох^, Ох^, Ох^\ (Mi, М2, М3) — главный мо¬

мент внешних сил, приложенных к спутнику; v — истинная аномалия центра

масс спутника [13]; е — эксцентриситет орбиты; шо
—

среднее движение спут¬

ника (орбитальная частота).
Будем учитывать только гравитационный и восстанавливающий аэроди¬

намический моменты, действующие на спутник. Компоненты гравитационно-
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г0 момента (ср. (1.4)) запишем с учетом эллиптичности орбиты

,

т о 9/г г \ /1 + ecosiA3
Mgi = 3cVq(/3 - /2) (

_ ^2 ) ^32^33,

w п 9/г т ч /1 + ecosiA3
Мд2 = 3CJO(I1 — 73) I

—_ I 0-31^33,

Л# о 2/7 7 х/1 + ecoszA3
Мдз = 3cJq(/2 — Л) I ^2— ) а31^32-

При вычислении восстанавливающего аэродинамического момента при¬

мем предположения главы 5. Дополнительно будем считать, что внешняя

оболочка спутника представляет собой сферу и что действие атмосферы на

спутник сводится к силе сопротивления, приложенной в центре сферы. То¬

гда для компонент восстанавливающего аэродинамического момента получим

выражения

Mai= qS(y2r3-v3r2\ Ма,2 = qS(y3ri - ЩТ3), Маз= qS(yir2-v2ri).
Здесь S = 7vR2: R радиус сферы, являющейся внешней оболочкой спутни¬

ка; (ri,r2,r3) — координаты геометрического центра сферы (центра давле¬

ния); q = pv2; р
— плотность атмосферы в точке О; v скорость этой точки;

(щ,г?2,^з) ~ орт вектора v. Величины щ, v2. V3 и |v| имеют вид

ан(1 + е cos и) + a^esin и
н

. \/1 + е2 + 2е cos и
, 0

. (г =1,2,3), М = Ы —

,

у1 + е2 + 2ecosz/

скорость центра масс спутника в перигее.

Vi =
1 + e

где vr

Будем считать, что зависимость плотности набегающего на спутник воз¬

душного потока от высоты h над поверхностью Земли имеет вид

( h-НЛ
Р = р^ехр! — 1.

Здесь ртг
—

плотность атмосферы в перигее орбиты спутника, hn — высота

перигея, Н высота однородной атмосферы. Выражая в этой формуле h как

функцию z/, получим

P = P* exp
77 (1 — cos u)

•>

1 + e cos i/

где г/
— постоянная величина.

Рассмотрим уравнение (8.1) при

Mi — Mgi+ М(ц 1,2,3).

Приняв в качестве независимой переменной истинную аномалию и и исполь¬

зуя безразмерные величины

о _ dt_^li — Wi , bi
du

X~I3’

=

7 (* = 1,2,3), r = Vrl + r^ + rj,

/2 - /3 P.v^Sr
(8.3)
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запишем уравнения (8.1), (8.2) в виде

du

dO.2

du

/х(п2Пз - - fe3—- ■) +
sm У

+ ^o</?(i/)(v2b3 - v3&2),
\ 1+ecosz/J 1+ecosz/

l-A ( За31а33 \ 2esini/
——— I — — I + — S22 +
1 + A/z \ 1+ecosz// 1+ecosz/

A/zay>(^)
1+A/z

сК2з
du

— (1 — A + A/lz.)
3^31^32
l+ecosz/

2e sin и

1+ecos и
Q3 +

(8-4)
+

+ A//a</>(z/)(i?162 -г?2&1),

d'y
du

d6_
du

Qi — tg /3(Q2 cos 7
— Q3 sin 7),

—1_ (П2 cos 7
— П3 sin 7) - 1,

cos p du
Q2 sin 7 + Q3 cos 7,

^(0 =
(l+e2+2e cosz/)(l+e)(l — e)3

(1-hecos z/)4
exp

T] (1—cos u)
1+e cos и

Будем считать, что орбита имеет параметры hn ~ 350 км, е « 0.001. В этом

случае, практически не ухудшая точности описания вращательного движения

спутника уравнениями (8.4), можно положить в (8.4) е = 0. Функцию </?(//)
следует взять в виде

<p(z/) = exp [77 (1 — cos z/)], (8.5)

где 77 = О.51п(ра/р7Г), ра
- плотность атмосферы в апогее. Учет изменения

плотности атмосферы при исследовании движения спутника на таких орби¬
тах необходим, поскольку на высоте ~350 км над поверхностью Земли плот¬

ность атмосферы изменяется примерно в два раза через каждые 50 км. Сде¬
ланные упрощения позволяют представить уравнения вращательного движе¬

ния спутника следующим образом
c/Qi
du
dQ2
du

<Юз
du
dy
du

dd_
du

= /х(П2Пз - За32а33) + - ai3b2),

=

Г+АД
_ Заз1«зз) Н—(ai3&i - ац&з),

= — (1 — А + A/z)(QiQ2 — Заз1аз2) + А/1а99(г/)(ац62 — a^i),

= Qi — tg/3(Q2cos7 — Q3SB17), = Q2sin7 + Q3COS7,
du

= —(Q2 cos 7
— Q3sin7) — 1, <^(z/) = exp \rj (1 — cos z/)1.

cos p
L J

(8.G)
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Значения параметров системы (8.6), используемые при ее численном ана¬

лизе, были взяты следующие:

А = /1 = 0.1, = 0.2, т] =
— 0.1, Ь2 = Ь^ = 0.7. (8-7)

В рамках принятой модели такие параметры приблизительно соответствуют

параметрам орбитальной станции «Салют 6—Союз» [23].

8.2. Интегральная поверхность медленных движений

Режимом одноосной гравитационной ориентации спутника будем назы¬

вать такое его движение, для которого углы 6 и /3 не превосходят по абсолют¬

ной величине некоторого значения А (при 6 = /3 = 0 ось Ох\ направлена точно

в центр Земли). Например, можно взять А = 10° (подробнее см. стр. 22). В за¬

висимости от значений параметров спутника возможны разные подходы к реа¬

лизации режима одноосной гравитационной ориентации и его исследованию

(см. главы 3,4). Нижеследующий анализ основан на малости величин р, ра.

Введем малый параметр е > 0, положив р
= е2, ра = те2, где т>0

— фик¬
сированное число. Построим интегральную поверхность системы (8.6), на ко¬

торой 6, /3, dd/dv, d/3jdv, dy/dv^e, а угол 7 может принимать любые зна¬

чения. При е 1 движения спутника, принадлежащие такой интегральной

поверхности, могут служить номинальными невозмущенными движениями

для режима одноосной гравитационной ориентации. Эти движения имеют

скорость ~е, поэтому будем называть рассматриваемую интегральную по¬

верхность интегральной поверхностью медленных движений. При ра — 0 ин¬

тегральная поверхность медленных движений системы (8.6) исследована в

главе 2.

Для исследования медленных движений вместо переменных^ введем

переменные (см. (2.1))
W2 = Q2 cos 7

— Q3 sin 7, W3 = Q2 sin 7 + Q3 cos 7.

Тогда уравнения (8.6) преобразуются к виду

du cos /3

d/3

cos /3

w3,

—— = — (AQi — W2 tg /3)w3
— 3(1 — A) sin 6 cos 5 cos /3 4- s2Qj,

——- = (AQi — w2 tg /3)w2 — 3(1 — A) cos2 6 sin (3 cos /3 + e2Qe-
n J/

(8.8)
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Здесь

Q*6 = (?2cos7-<93sin7, Qp = Q2sin7~ Озсой75

<5i = ^2^3 — Заз2азз + тгкр(у) ((11263 — ^13^2),

Q2 =—-Зазтйзз) +
Am

1 +Ле2
y?(p)(ai3bi - ац63),

<2з = - A(QjQ2 - За31а32) + т<ХО(аиб2 - 01261),

причем переменные Q2-, ^з должны быть выражены через w2, W3. Правые
части уравнений (8.8) являются 27г-нериодическими функциями у и 7. При
е = 0 эти уравнения имеют семейство стационарных решений

7 = const, Qi = 0, ё = /3 = О, W2 = 1, W3 = 0. (8.9)

Интегральную поверхность медленных движений будем искать в виде [5|

7 = + £ni(i7, t/;,Q) + £2и2(^, Q) + ...,

Qi = sQ + 'Ф, ^) + £3^з(*Л + • •

•,

<5 = £<51(1/,7/),Я)+г252(1/,^,Я) + ...,

/3 = £j5i(p,V’,O) + £2/32(p,V’,O) + ...,

w2 = 1 + ew2i(i/, V1, Я) + £2w22(p, V», О) + ...,

w3 = £w3i(p, Vs Q) + £2W32(p, -ф, Q) + ...,

где переменные ф, Q определяются уравнениями

V> = ePi(V’,O) + £2P2(V’,^) + .-.,

О = eQifip, Q) + £2<Э2(^, О) + • •

•,

(8-U)

а функции uk. vt+i, 6k, 0k, w2k, w3fc, Pk, Qk (fc=l,2,...) 2тг-периодически
зависят от у и ф. Выписанные ряды будем рассматривать как формальные, то

есть не будем заботиться об их сходимости. При £ = 0 решения системы (8.8)
вида (8.10), (8.11) переходят в семейство стационарных решений (8.9).

Подставив ряды (8.10), (8.11) в систему (8.8) и приравняв выражения при

одинаковых степенях s в обеих ее частях, получим цепочку уравнений

дёх д!Зх
-^-

= w2i,
— = w3i,

ОУ ОУ

= - (4 - ЗА)А + АО,

^ + Р1 = Г2-Д,
(8.12)

dv2
~дй

+ Qi = — sin V’ cos V + m<p(y) (63 sin V>
— b2 cos i[>) ;
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Ык
ди

^ = -3(l-A)<5fc + to,
ди

дик „

_ д
1“ Рк — Vk fik Н“ 95k,

ОУ

Здесь gjk (j' = 1,2,..., 6)
—

некоторые функции от у.

= W2k + 91к, ~g^
— w3k + 92ki

= — (4 — 3A)/3, + Xvk + gik, (8.13)

+ Qk — 9вк (fc = 2,3,...).

, Q, un, дип/дф.
dun/dfy ...

, w3n, д'тчп/д'ф. dw^/dQ., Pn, Qn при n = 1,2,..., к - 1,

27Г-периодические но у и -0- Уравнения (8.12), (8.13) и условия периодично¬

сти не определяют коэффициенты рядов (8.10), (8.11) единственным образом.
Для того чтобы достичь единственности, потребуем еще выполнения равенств

27Т 27Г

У Uk(u,ip,£P} du = 0, / vk+1(u,ip,Q.)du = 0 (fc = l,2,...).
о о

Цепочку уравнений (8.12), (8.13) будем решать в случае, когда

3(1 -А) ± п2, 4-ЗА^п2 (п = 0,1,2,...).

(8-14)

(8.15)

Рассмотрим сначала систему (8.12). Из первых четырех уравнений этой си¬

стемы и условия 27г-периодичности функций ф, /31, w2b w3i по переменной у

получаем ф = w2i = w3i = 0, ф = AQ(4 — ЗА). Подставим найденное/31 в пя¬

тое уравнение. Тогда в силу первого соотношения (8.14) при к = 1 и усло¬

вия щ(у + 2%) = щ(у) будем иметь щ
= 0, Pi = 4Q(1 — А)/(4 — ЗА). Перей¬

дем к последнему уравнению. Условие U2(^ + 27r) = V2(y) и второе соотноше¬

ние (8.14) при к = 1 позволяют установить, что

Qi = — sin ф cos -0 + т(<р) (Ь3 sin — ф cos ?/>),
V2 = m{(/?}(&3sin'0 — ^cost/j).

Здесь операторы (•) и {•} определены на периодических функциях вида
оо

7(0 = /о + ^C/nCOSH^ + /„sin nip)
п=1

с помощью формул

</) = /о. {/)=£
П=1

fn sin п/ф
- fn COS пф
п

Предположим, что найдены 27г-периодические по у и решения урав¬

нений (8.13) при к = 2,..., N— 1. Рассмотрим уравнения (8.13) при k = N.

После подстановки в них решений предыдущих уравнений функции gjN

(j — 1,..., 6) станут известными функциями у., ф и Q, 27г-периодическими
по у и ф. Решение полученной системы начнем с первых четырех уравне¬

ний. При выполнении условия (8.15) эти уравнения имеют единственное 27т-

периодическое по у решение фу, /Зуу, W2N, w3yy, которое, очевидно, будет 2%-

нериодическим и по ф. Подставив найденное /Зуу в пятое уравнение рассмат-
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риваемой системы и учитывая первое соотношение (8.14) при k = N и условие

uN(v + 27r) = uN(v\ получим Pn = {vN- /3N + g5N), UN = {vN - /Здг + #>7v}.
Аналогично из последнего уравнения найдем = *Мг+1 = {<76w}«
Ясно, что функции un, vn+i< Pn, Qn определяются единственным обра¬
зом и 27г-периодически зависят от v и ф. Описанный процесс позволяет

последовательно найти все коэффициенты рядов (8.10), (8.11).
Рассмотрим уравнения (8.11). Отбросив в них члены порядка О (в2) и сде¬

лав замену переменных ^—>7. sQ —получим систему

4(1 ~ А)'
4-ЗА

= —

р sin 7 cos 7 + М12<А)О) (63 sin 7
- 620037).

dy
dv

rfQi

dv

Qi,

(8.16)

2я
2 4

= Ы = У ехР [Щ - COS7)] dv = (1 + у + + ... ) ехрту.

о
Система (8.16) с точностью О(е) при 0^ z/< 1/s описывает движение спут¬

ника вокруг оси Ох\ на интегральной поверхности медленных движений. Эта

система допускает первый интеграл

Q2 + р, sin2 7 + 2^990(77) (63 cos ф + b2 sin ф) = const,

Рис. 8.1.

с помощью которого был построен ее фазовый портрет (рис. 8.1). Систе¬

ма (8.16) имеет стационарные решения

7
= 3.67949, Qi = 0; (8.17)

7 = 1.03298, Qi = 0. (8.18)
Первое из них устойчиво, второе неустойчиво. Этим стационарным решениям

соответствуют 27г-периодические решения системы (8.8).
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Для проверки существования интегральной поверхности медленных дви¬

жений проводилось численное интегрирование уравнений (8.8). На отрезке

О < у < 200% вычислялись решения этих уравнений с начальными условиями

7(0) = 7о, = Пю, 5(0) = /3(0) = ш3(0) = 0, w2(0) = 1. (8.19)

А
1

0

.*.+ +.Ц,

1
,

\ 3 4 5 >7
+ jp.++

-1

б)

Qi
1

0
1 Ч 3 4

'

Ъ» 6 7

-1

в)

Рис. 8.2. Стробоскопические картины решений системы (8.8)
с начальными условиями (8.19)

а) 7о = 1-029, Qio = 0, 0т = 5.534°; б) 70 = 1-8, Х2ю = 0, 0т = 1.621°:

в) 7о = 2.05, Q10 = 0, 0т = 2.190°; д) 7о = 2.8, Q10 = 0, 0т = 1.187°.

Для орбиты с высотой « 400 км интервал безразмерного времени Лт = 200%

составляет примерно 6.2 сут. Некоторые результаты расчетов представлены

на рис. 8.2 в виде стробоскопических картин. Здесь для четырех решений,

определяемых параметрами 7о и Qio, маркерами в виде крестиков изображе¬
ны точки (7(2%™) (mod2%), ГД(2%п)) (п = 0,..., 100) в плоскости (7, Qi). В

подписи к рисунку указаны значения максимального угла#ш между осью Ох\
и местной вертикалью. Этот угол находился по формуле

вт = max arccos ( cos 5(т) cos /3(т)).
0^т^200тг V 7 К 7 7

Совокупность стробоскопических картин для различных значений пара¬

метров 7о, Лю дает достаточно полное представление о решениях этой си¬

стемы с начальными условиями (8.19). Большое число стробоскопических
картин решений системы (8.8) приведено в [22]. Здесь, следуя [21], резуль¬

таты тех же расчетов представим в более концентрированном виде. Все
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полученные стробоскопические картины разобьем на два класса. К перво¬

му классу отнесем картины, на которых изображающие точки с точностью

|Л7| + |AQJ ^0.05 ложатся на плавные кривые (см. рис. 8.2б г). Остальные

Рис. 8.3.

картины отнесем ко второму классу (см. рис. 8.2а). Кривые на рис. 8.3 постро¬

ены по изображающим точкам картин первого класса. Здесь точка Si задает

начальные условия 7(0). Qi(0) устойчивого1) 2я-периодического решения си¬

стемы (8.8), соответствующего стационарному решению (8.17) системы (8.16).
На стробоскопической картине точка Si неподвижна (при этом, конечно, на¬

чальные условия изображаемого решения следует взять не в виде (8.19) с

(7O)^io) = S'b а равными начальным условиям рассматриваемого периодиче¬

ского решения). Рисунок 8.3 свидетельствует также о существовании шести

субгармонических б7г-периодических решений уравнений (8.8). Эти решения

изображаются точками S^ U$k (А; = 0,1,2). Решения S^ устойчивы, реше¬

ния U^k неустойчивы. На стробоскопических кривых точки S^k и U%k перехо¬

дят друг в друга по схемам, представленным на рис. 8.4. Соответствующие
смежным точкам периодические решения циклически получаются одно из

Здесь и далее имеется в виду устойчивость в линейном приближении. Нетрудно проверить, что в

рассматриваемом случае действующие па спутник моменты допускают силовую функцию. Следовательно,

подходящей заменой переменных систему (8.8) можно привести к гамильтоновой форме. Решения такой

системы не могут быть асимптотически устойчивы.
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другого в результате замены т—>т + 27г. Появление субгармонических пе¬

риодических решений вызвано тем, что используемые в расчетах значения

параметров д=£2 и р,а=те2 (см. (8.3)) не очень малы, то есть нарушено

условие малости е.

Все полученные стробоскопические картины второго класса описывают

решения, лежащие в окрестности неустойчивых 27г-периодических колеба¬

тельных и вращательных1) решений системы (8.8). На рис. 8.3 неустойчивое

колебательное решение изображено точкой U\. Оно соответствует неустойчи¬

вому стационарному решению (8.17) системы (8.16). Стробоскопическая кар¬

тина решения с параметрами 70, Qio из окрестности точки U\ приведена на

рис. 8.2 а. Вращательные периодические решения на рис. 8.3 изображены точ¬

ками Vi, V2? V3, V4. Появление этих решений вызвано резонансОхМ 1:1 между

вращением спутника вокруг оси и его орбитальным движением. Заметим,
что на интегральной поверхности медленных движений должно выполнять¬

ся соотношение Qi 1. Следовательно, в данном случае опять нарушено

условие малости е. Более детально параметрические решения S^k*. Uzk нУк ис¬

следованы в [21, 221.
Во всех вариантах расчетов оказалось 0т < 10°. Полученные результаты

подтверждают существование формальной интегральной поверхности урав¬

нений (8.8), на которой <52 + /З2 + wj + (W2 — 1) 1, и показывают возмож¬

ность использования решений, принадлежащих этой поверхности, в качестве

номинальных невозмущенных движений спутника в режиме одноосной гра¬

витационной ориентации. Однако точность описания таких решений систе¬

мой (8.16) не высока (ср. рис. 8.1 и 8.3). Сравнительно невысокую точность

системы (8.16), по-видимому, можно объяснить ее простотой (интегрируемо¬
стью). Ниже будет построена более сложная интегрируемая система второго

порядка, которая точнее описывает медленные движения спутника.

8.3. Другой способ построения интегральной поверх¬

ности медленных движений

Интегральную поверхность медленных движений системы (8.8) будем ис¬

кать в виде

Qi = sQ,

5 = еб^т, у, Q) + е2И2(т, 7, П) + ...,

/3 = ^i(t,7,Q)+е2/32(т,7,^) + • •

■, (8-20)

w2 = 1 + ew2i(r, 7, П) + e2w22(t, 7, П) + ...,

= ew3i(г, 7, П) + £2w32(t, 7, fi) + ...,

^Решения системы (8.8) будем называть 27г-периодическим вращением, если в этом решении 7(т+27г) =

7(т) + 27г, а остальные переменные 27г-периодические функции.
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где переменные 7 и Л определяются уравнениями

7
= eFi(t, 7, Q) + е2Р2(т, 7,0) + ...,

. _ (8-21)
Q = eQi (г, 7, Q) + £2Q2(t, 7, И) + ...,

а. функции 6к, /Зк, w^k, uhk-. Рк<, Qk (/с =1,2,...) 27г-периодически зависят

от г и 7. Выписанные ряды по-прежнему рассматриваем как формальные.
Их отличие от рядов (8.10), (8.11) состоит в том, что если в решениях систе¬

мы (8.11) уничтожены частоты 1, л/4 — ЗА и ^3(1 — А), то в решениях систе¬

мы (8.21) уничтожены только частоты %/4 — ЗА и у^3(1 — А). При s = 0 эти

частоты имеют следующий механический смысл (см. п. 1.6, 2.G): ^3(1 — А)
частота колебаний спутника, по углу 6 (в плоскости орбиты), «/4 — ЗА ча¬

стота колебаний спутника по углу /3 (в плоскости, перпендикулярной плоско¬

сти орбиты), 1 орбитальная частота. Таким образом, система (8.21) в прин¬

ципе должна оказаться пригодной для выявления резонансов между движе¬

нием спутника, вокруг оси Ох\ и его орбитальным движением. В частности,

эта система должна «предсказывать» существование всех периодических ре¬

шений, указанных на рис. 8.3.

Для определения коэффициентов рядов (8.20), (8.21) имеем цепочку урав¬

нений

д6±
дт

= W21,

9w21
дт

= -з(1-ж, ^ = -(4-3A)/31 + AQ,

Рх = Q — /Зх, Qi = — sin 7 cos 7 + тс/?(т) (63 sin 7
— 62 cos 7);

dw2k
дт

Wk

дт
= U>3k + 92k >

— 3(1 — X)6k + дзк
dw3k
дт

— (4 — 3A)/3fc + gik,

"7^7
— + 91k

Pk — (Зк + дм, Qk — 9вк (k — 2,3,...).

Здесь_gjк (J = 1,2,... ,6) —

некоторые функции от т, 7, Q, 6п, ддп/д^
д6п/дО>, ...

, w3n, dw3n/dy, dw3n/dt\ Рп, Qn при п = 1,2,..., к - 1, 27г-пери-
одические по т и 7. Можно показать, что при выполнении условий (8.15)
рассматриваемая цепочка решений имеет единственное решение, 27г-пери-
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одическое по г и 7. В этом решении

т - -

Л «
АЙ т; 4(1-А)-

4, =«.,! = «.31 = О, A =

J^, Ч =

Qi = — sin 7 cos 7 + m<p(r) (Ьз sin 7
— 62 cos 7).

Рассмотрим уравнения (8.21). Отбросив в них члены порядка О(е2), по¬

лучим систему

7 =

Qi =

4(1 ~ А)
4-ЗА

Qi,

—

/1 sin 7 cos 7 + /Z2(^('7’)(^3sin7 — 62 cos 7).
(8.22)

Формально эта система описывает медленные движения спутника с той же

точностью, что и система (8.16)^. Однако в действительности она позволяет

Рис. 8.5.

^Заметим, что систему (8.16) можно получить, применяя асимптотический метод Крылова-Боголю¬
бова [5] к системе (8.22). Вследствие этого усреднение системы (8.22) по т приводит к системе (8.16).
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учесть некоторые особенности движения, связанные с неавтономностью ис¬

ходных уравнений. На рис. 8.5 приведены графики функций 7(т), О1(т) для

решения системы (8.8) с начальными условиями (8.19) при 70 = 1.02, Ою = 0

и для решения системы (8.22) с начальными условиями (8.19) при 7о = 1.02.

01(0) = 0. При выбранном масштабе рисунка эти графики практически сов¬

падают. В то же время сравнение диапазонов изменения переменной 7 вдоль

кривых на рис. 8.1 и 8.5 показывает, что рассматриваемое решение систе¬

мы (8.8) в принципе нельзя аппроксимировать решениями системы (8.16).
Примеры стробоскопических картин решений системы (8.8) приведены на

рис. 8.6. Здесь для четырех решений этой системы косыми крестиками ука¬

заны точки (7(27rn)mod27r, Oi(27rn)) (n = 0,1,..., 100) в плоскости (7, Oi).

Рис. 8.6. Стробоскопические картины решений системы (8.22)
а) 7(0) = 1.029, Qi(0) = 0; б) 7(0) = 1.8. П^О) = 0;

в) 7(0) = 2, П,(0) = 0; д) 7(0) = 2.8, Пх(0) = 0.

Как и в случае системы (8.8), стробоскопические картины системы (8.22)
можно разбить на два класса (ср. рис. 8.6). Картины первого класса в кон¬

центрированном виде представлены на рис. 8.7, который был построен тем

же способом, что и рис. 8.3. Так как система (8.22) не меняется при замене

т —т, Qi —> — то рис. 8.7 симметричен относительно оси абсцисс. Точ¬
ки Si, t/i, S3k: Vj (fc = 0, l,2;j = l,2,3,4) на этом рисунке задают перио¬

дические решения системы (8.22) такого же типа, что и периодические реше¬

ния системы (8.8), соответствующие точкам Si, (7i, Sm*, Uzk. V) на рис. 8.3.

Сравнение рисунков 8.3 и 8.6 показывает, что система (8.22) весьма точно они-
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сывает медленные движения спутника. Например, она позволяет установить

существование периодических решений U$k*, Vj (к = 0,1,2; j = 1,2,3,4).

Свойства устойчивости этих решений также предсказываются_ достаточно
точно. Несоответствие есть только в случае_решений V3, V4 и V3, Ур реше¬

ния Уз, У4 неустойчивы, тогда как решения У3, V4 устойчивы.
На точность описания медленных движений спутника уравнениями (8.16)

или (8.22) положительное влияние оказывает малость параметров А и т]. В

частности, при А = 77 = 0 система (8.8) имеет двухпараметрическое семейство

решений

7 = 7(т), Qi = Qi(r), 6 = /3 = W3 = 0, w2 = 1,

где функции 7(7-) и fii(r) определяются уравнениями

7 = Qi, Qi = — цsin7 cos 7 4- /ха(Ьз sin 7
— b2 cos 7).

Методами малого параметра можно построить интегральную поверхность си¬

стемы (8.8), близкую семейству таких решений. Это еще один подход к ис¬

следованию режима гравитационной ориентации. Применение этого подхода

в случае уравнений (8.8) осложнено наличием резонанса 2:1 между' колеба¬

ниями спутника но углу /3 и орбитальным движением (ср. условие (8.15) при

А = 0). Реализуя такой подход, приходится строить четырехиараметрическую

интегральную поверхность системы (8.8). Резонансный член в уравнениях,

описывающих движение на этой поверхности, имеет порядок О(А/хат/2). Вы¬

полнение соотношения Ат/2 1 (для параметров (8.6) Хг/2 = 0.001) позволяет

игнорировать резонанс 2:1 при построении рядов (8.10), (8.11) или (8.20),
(8.21) в случае малых А.

Принятое в данной главе и выражаемое соотношением (8.5) предположе¬

ние о зависимости плотности набегающего на спутник воздушного потока от
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Рис.
8.8.

а)

7о=

3.674,
0т=

4.434;
б)

7о
=

1.5,
0т=

5.744;
в)

7о=

1.029,
0т=

5.539.

7

(град)
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времени более реалистично, чем предположение глав 5 7 о том, что эта плот¬

ность постоянна. Исследование режима одноосной гравитационной ориента¬

ции орбитального комплекса «Салют» в случае, когда плотность набегающе¬

го потока задается соотношением (8.5), проведено в работе [39]. В работе [40]
исследован случай, когда 1 и плотность набегающего потока постоянна.

8.4. Возмущенное движение

Чтобы привести спутник в режим одноосной гравитационной ориентации,

ему необходимо в некоторый момент времени то сообщить следующие на¬

чальные^ условия

^i(^o) = <Ито) = /б(т0) = w3(r0) = 0, w2(r0) = 1, 7(т0) произвольно.

Соответствующие начальные условия для угловых скоростей Q2 и Q3 имеют

вид

^г(то) = cos7(t0)

1

Л

Qi

+ <

-Г+. +4

+ + f

и
•

-
t + '+ ■+

' '

Q

'

> 3
+ +

4 5
'

/7*

_]
t + 4

a)

Qi

1

T
+++

0
1

, 1 i

2^+ 3 4
1

7
t

-1

в)

Оз = - sin 7(70).

Qi
1

0

* #
±

, ,
P

i Л 3 4 5 Д?7
4 + 4-

*

-I

6)

1 ■

n .

и i 2 6

-1

r)

Рис. 8.9. Стробоскопические картины решений системы (8.8)
с начальными условиями (8.23) при £i = £2 = Ез = 0

а) 7о = 1-029, 6т = 5.880°; б) 7о = 0, 6т = 5.562°;
в) 7о = 2.05, ет = 6.959°; д) 7о = 2.8, 0т = 5.447°.

Поскольку спутник не имеет специальных демпфирующих устройств, ошибки

приведения его в режим гравитационной ориентации вызывают незатухаю¬

щее возмущенное движение. Из ошибок приведения наиболее существенны

ошибки в задании угловых скоростей, поэтому будем учитывать только их,



136 Глава 8. Влияние сопротивления атмосферы на гравитационную ориентацию

считая, что но углам 6 и /3 спутник выставлен точно. В рамках такого пред¬
положения начальные условия возмущенного движения спутника в режиме

гравитационной ориентации имеют вид

= 70, <5(то) = /3(т0) = 0, П1(т0) = 51,

^2(то) = 1 +52COS70
- 53Sin7o, w3(t0) = £2Sin7o + E3COS70,

f

где 7о произвольный угол, £j (J = 1,2,3) — ошибки в задании угловых

скоростей Qj(to). Примеры возмущенных движений спутника для tq = O.

61 =&2 = £3 — 0.1 и некоторых значений 70 приведены на рис. 8.8. Здесь пред¬

ставлены графики функций 7(т), 5(т), /3(т) (0 т 247т) для этих движе¬

ний и указаны соответствующие максимальные отклонения (втах) оси Ох\
от местной вертикали. Рисунки 8.8а в показывают возмущенное движение

спутника в течение 12 оборотов но орбите. Для представления таких дви¬

жений на более длинном интервале времени были построены стробоскопиче¬
ские картины. На них для решений с начальными условиями (8.23) отмеча¬

лись точки (7(27™)mod2%, Qi(27m)) (n = 0,1,..., 100) в плоскости (7, Qi).
Примеры стробоскопических картин для то = О, ед = = £3 — 0.1 и некото¬

рых значений 70 приведены на рис. 8.9. Во всех примерах 0тах<7°. Таким

образом, режим гравитационной ориентации в рассматриваемой модельной

задаче оказался реализуемым.
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