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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Данная книга может служить пособием по теории упругости для 
сравнительно широкого круга читателей: студентов старших курсов 
высших технических учебных заведений, аспирантов, инженеров, 
научных работников. 

Первые три главы посвящены общему исследованию поля напря- 
жений и деформаций, формулировке закона Гука и выводу основ- 
ных уравнений теории упругости. Здесь же излагается теорема об 
однозначности решений и принцип Сен-Венана. К этому разделу 
примыкает седьмая глава, в которой формулируются энергетические 
зависимости и, в частности, принцип дополнительной работы. В седьмой 
главе изложены также вариационные методы решения задач, причем 
наибольшее внимание уделено методам Ритца и Бубнова — Галеркина. 

В четвертой главе рассмотрена плоская задача, в пятой главе — 
теория кручёния стержней произвольного сечения. Дополнением к этим 
разделам служит восьмая глава: в ней для решения тех же задач 
применяются функции комплексной переменной. 

Девятая глава содержит задачи, относящиеся к продольно-попе- 
речному. изгибу балок и устойчивости сжатых стержней, и некото- 
рые сведения по устойчивости рам и по устойчивости плоской формы 

изгиба полосы. 
Большое место в книге уделено численным методам решения 

задач. В шестой и десятой главах подробно изложены метод конеч- 

ных разностей и метод релаксации. Дан ряд примеров на приме- 
нение этих методов к задачам по кручению стержней и расчетам 
на устойчивость и сравнительный анализ результатов решения в раз- 

личных приближениях. 
Одиннадцатая и двенадцатая главы посвящены теории тонких 

пластинок и оболочек. Здесь приведен вывод общих уравнений, 
относящихся к оболочкам произвольного очертания. В качестве част- 
ных случаев рассмотрены оболочки вращения и безмоментные обо- 
лочки. Разобраны некоторые задачи по устойчивости пластинок. 
Дано решение одной задачи по устойчивости цилиндрической обо- 
лочки, в линейной постановке. 

Изложение многих разделов иллюстрируется числовыми приме- 
рами. В конце каждого параграфа помещены задачи для самостоя-
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тельного решения читателями. Математический аппарат книги отвечает 
примерно уровню подготовки, получаемой студентами втузов. Выклад- 
ки проводятся достаточно подробно. Читатели, имеющие математи- 
ческую подготовку в объеме университетской программы, могут 
пропустить некоторые вступительные разделы по функциям ком- 
плексной переменной, по теории поверхностей и т. д. 

Настоящая книга охватывает лишь часть разделов теории упру- 
гости и, конечно, не может заменить таких фундаментальных кур- 
сов, какими являются книги Н. И. Мусхелишвили, П. Ф. Папковича, 
или А. Лява. Ван Цзи-де не приводит ссылок на обширную совет- 

скую литературу по теории упругости, за исключением некоторых 
трудов Б. Г. Галеркина и Н. И. Мусхелишвили. Результаты ‘исследо- 
ваний советских ученых в области теории упругости изложены в курсах 
Н. И. Безухова, В. В. Новожилова, М. М. Филоненко-Бородича и 
других авторов, а также в монографиях В. 3. Власова по теории 
оболочек и тонкостенных стержней, А. И. Лурье — по теории обо- 
лочек и по пространственным задачам, С. Г. Михлина — по вариа- 
ционным методам, В. В. Новожилова — по нелинейным задачам и 
т. д. Большое число статей, относящихся к различным разделам 
теории упругости, помещено в журнале «Прикладная математика и 
механика». 

При подготовке перевода книги Ван Цзи-де были сверены аме- 
риканское и английское издания 1953 г. и устранены замеченные 
опечатки. В числовых примерах английские меры переведены в мет- 
рические.



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРА 

В течение последних лет автор читал курс теории упругости 
студентам Нью- Йоркского университета — будущим инженерам. На- 
стоящая книга отражает содержание прочитанных лекций. При под- 
готовке курса автор преследовал две цели. Во-первых, необходимо 
было добиться, чтобы студенты твердо усвоили основы теории и 
умели правильно поставить любую задачу, относящуюся к классиче- 
ской теории упругости. Во-вторых, имелось в виду познакомить 
студентов с наиболее эффективными аналитическими и численными 
методами решения задач. Это должно было научить студентов дово- 
дить до конца решение поставленной задачи, используя один из 
рассмотренных методов. 

Автор учитывает, что обычно студенты, изучающие теорию упру- 
гости, одновременно с этим проходят специальные главы курса выс- 
шей математики. Поэтому при изложении материала предполагается, 
что слушатель владеет лишь сравнительно простым математическим 
аппаратом. В тех случаях, когда приходится прибегать к более 
сложным разделам высшей математики, даются некоторые предва- 
рительные сведения. Автор надеется, однако, что это ограничение 
в отношении математического аппарата не повлияло заметно на стро- 
гость изложения. 

Так как эта книга предназначена, главным образом, для инжене- 
ров, автор старался осветить физический смысл встречающихся обо- 
значений и математических зависимостей. Задача инженера, специали- 
зирующегося в области расчетов на прочность, состоит обычно в том, 
чтобы в пределах сравнительно короткого периода времени снабдить 
конструктора необходимыми сведениями и числовыми данными для 
расчета. Поэтому здесь особенно подробно рассмотрены некоторые 
эффективные численные методы. В тех случаях, когда точное реше- 
ние задачи затруднено, подобные методы приводят к приближенному 
решению, вполне удовлетворительному с точки зрения практических 
приложений. 

Во всех разделах книги делаются ссылки на источники. Однако 
автор должен особо отметить труды С. П. Тимошенко, Р. В. Саус- 

велла и И. С. Сокольникова, повлиявшие на построение данного 

курса.



ГЛАВА 1 

ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕНИЙ 

1.1. Определение и обозначение напряжений. Если тело нахо- 
дится под действием внешних сил, то форма и размеры его изме- 

няются, причем влияние сил распространяется на все тело. Выделим 

внутри тела малую плоскую площадку, действие сил передается через 

нее от части тела, находящейся по одну сторону площадки, на часть 
тела, находящуюся с другой ее стороны. Под напряже- 
нием понимается внутренняя сила, приходящаяся на еди- F 
ницу площади. Будем считать, что материал имеет He- 
прерывное строение. ‘Тогда напряжение, передающееся 
в некоторой точке через малую площадку AA, можно 
выразить как предел отношения. 

А 

_ _ АВ cy 
напряжение == win | =A” у _ 

х 
где АР — приходящаяся на площадку ДА внутренняя сила. 
Допущение о непрерывности строения материала будет 
рассмотрено позднее. 

Через данную точку можно провести бесконечное 
множество площадок. Рассмотрим в качестве примера | 
стержень, подвергающийся простому растяжению. На 
рис. 1.1 изображены два плоских сечения, проходящих Рис. 1.1. 

через точку Р. Результирующие силы, действующие по 
этим сечениям, совпадают, однако напряжения, действующие по сече- 

ниям, будут различными, так как наклоны площадок, а следовательно, 
и их величины неодинаковы. Для того чтобы определить напряжение, 
необходимо знать не только его величину, линию действия и направ- 
ление, но также и площадку, по которой оно действует. Поэтому 
мы должны понимать напряжение как тензор: оно зависит не только 
от вектора усилия, но и от вектора, характеризующего соответствую- 
щую площадку. В произвольно выбранной прямоугольной системе 
декартовых координатных осей сила полностью определяется компо- 
нентами вдоль этих осей. Эти компоненты вдоль осей х, у, 2 удобно 
обозначать, присоединяя к букве F соответственно один индекс: F,, 

F, Е.. Однако такие обозначения недостаточны для напряжений; 
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чтобы полностью охарактеризовать напряжение, нужно еще опреде- 
лить сечение, в котором напряжение действует. Для этого можно 
ввести второй индекс, соответствующий направлению нормали к 
плоскости сечения. Например, нормаль к сечению, параллельному 
плоскости у2, направлена вдоль OCH х; поэтому для обозначения 
такого сечения можно воспользоватся индексом х. 

Напряжение в сечении, проходящем через некоторую точку, 
можно разложить на две сосгавляющие — нормальное напряжение, 
перпендикулярное к сечению, и касательное напряжение, лежащее 
в плоскости сечения. Будем обозначать нормальную составляющую 
напряжения через с, а касательную — через <. Направление нормаль- 
ной составляющей. является вполне определенным; здесь достаточно 

одного индекса, обозначающего соответствующую площадку. Касатель- 
ную же составляющую напряжения можно снова разложить на 
два компонента по направлениям координатных осей, лежащих в 
плоскости сечения; поэтому для определения касательного напря- 
жения необходимы два индекса: первый должен обозначать плоскость, 

в которой напряжение действует, 

ду р бу > а второй — направление напряже- 
—я ния. При этом, например, три со- 

№ Tay ставляющие напряжения, дей- 
0, «- PA Foy A р ствующие в плоскости у, следует 

т. pe в’ обозначать через Oy, Toy, Taz. Через 
/ 9; любую точку тела можно провести 

A A’ три взаимно перпендикулярные 

_.,;  КОординатные плоскости, так что 
0 всего мы получим девять состав- 

ляющих напряжения. Обозначе- 
ния для остальных компонен- 

й тов напряжения указаны на 
рис. 1.2. 

Примем следующее правило 
знаков. Нормальное напряжение 

будем считать положительным, если оно является растягивающим, 
т. е. если напряжение направлено от площадки, на которую оно 
действует. Сжимающее напряжение, направленное к площадке, будет 
тогда отрицательным. Как легко видеть, для сечения, расположенного 
подобно грани A’B’C’D’ на рис. 1.2, нормальное напряжение будет 
положительным, если его направление совпадает с направлением коор- 
динатной оси; между тем, для такого сечения как ABCD, положи- 

тельное нормальное напряжение обращено в сторону, обратную направ- 
лению оси. Положительные направления для касательных напряжений 
условимся выбирать соответственно следующим образом. В площадке, 
подобной A’B’C’D’, где растягивающее напряжение совпадает с на- 
правлением одной координатной оси, касательные напряжения будем 
принимать положительными, если они действуют по направлениям двух 

Рис. 1.2.
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других координатных осей. Если же растягивающее напряжение 
направлено обратно по отношению к оси, то положительные касатель- 
ные напряжения будут также действовать в сторону, обратную поло- 
жительным направлениям координатных осей. Следовательно, поло- 
жительные направления компонентов напряжения, действующих на 
правую, переднюю и верхнюю грани элементарного кубика на 
рис. 1.2, должны совпадать с положительными направлениями коорди- 
натных осей. Для левой, задней и нижней граней элемента поло- 

жительными надо, напротив, считать направления, обратные направ- 
лениям осей. 

1.2. Дифференциальные уравнения равновесия. Приложенные 
к телу внешние силы считаются уравновешенными, если при дей- 

ствии этих сил тело находится в состоянии покоя или прямолиней- 

ного равномерного движения. Различают, вообще говоря, два рода 

внешних сил: поверхностные и объемные силы. Например, гидро- 

статическое давление, распределенное по поверхности тела, относится 

к поверхностным силам. С другой стороны, сила веса и центробеж- 

ная сила, распределенные по объему тела, являются объемными. 

Поверхностную силу относят к единице площади, а объемную 

силу — к единице объема. Чтобы различать эти два рода сил, усло- 

вимся обозначать компоненты поверхностной силы вдоль осей x, у, Z 

через X, У Z, a компоненты объемной силы — через Х, У, 7. 

Прежде чем перейти к составлению уравнений равновесия, выпи- 
шем выражения для составляющих напряжения в различных площадках 
бесконечно малого элемента. Выделим элемент длиной, равной еди- 
нице, и площадью поперечного сечения ахау. В общем случае 
напряжения в теле меняются от точки к точке. Рассмотрим простой 
случай, когда тело подвергается действию растягивающих напряжений 

только в направлении x (рис. 1.3, а). Обозначим напряжение в точке A 

Ox —? С — Ore 27 С 

= gy Ш oO, =— a 

= | —- Ort oe ах 

Or 4 Bp Os A B 
az — }+~¥— 77 ——o] 

a) 0 

Рис. 1.3. 

через o,. Так как через dx обозначен бесконечно малый линейный 
элемент, то напряжение в точке В, равное 573, можно представить 
как сумму 6, и малого приращения напряжения на отрезке от A 
до В. Это малое приращение можно определить по известным 
правилам дифференциального исчисления: скорость изменения с.
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по координате х, относящуюся к точке А, надо умножить на длину 
отрезка АВ: 

oon = 0_-+ 9 dx. (1.1) 

В выражении (1.1) используется символ частной производной, так 
как 3, зависит не только от координаты х, но и от у. Выражения 
для напряжений в точках Ди С запишутся аналогичным образом: 

д 
бар = 0-Е Zr dy, (1.2) 

= („+ се ах)-- зу ( aa iar Oop "@ dx) dy = 

=o, +S dx +S oe dy. (1.3) 

Поскольку величины dx и dy являются бесконечно малыми, их квад- 
раты или произведения надо рассматривать как величины второго 
порядка малости. Поэтому в выражении (1.3) можно было пренебречь 

02° Oc Oc 
членом “dxdy по сравнению с членами dx или ду ЧУ. 

дхду Ox 

Члены, содержащие малые величины в высших степенях, называют 
членами высшего порядка, и ими можно пренебречь по сравнению 
с членами, содержащими малые величины в низшей степени. 

Выражения (1.1) — (1.3) могут быть получены также путем раз- 
ложения в ряд Тэйлора. Рассмотрим произвольную функцию f(x, у). 
Пусть при х == хо, у= у эта функция равна / (ху, Yo) или fp. Новое 
значение функции /(-—ах, у» АУ), отвечающее аргументам 
х = м-Нах и y=y+t+dy, разложим в ряд Тэйлора: 

Пон ах, у-над=л-+ (52) ая (5) 4+5 (5) а + 

+35( $n), 4 *+(sray), ахау т. 

>) (21 через (55 =) и т. д. обозначены первые частные производ- 
Хх \OY Io 

ные для Х=хХ И y=Y. Если принять f(x, y)=o,, dy=0n 
отбросить члены высшего порядка, мы придем к выражению (1.1). 
Принимая 4х =0, мы получим выражение (1.2). Сохраняя dx и dy 
и снова пренебрегая членами высшего порядка, получим выраже- 
ние (1.3). 

Когда мы пренебрегаем членами высшего порядка, то допускаем 
тем самым, что вдоль граней АД и ВС напряжения распределяются
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по линейному закону. Сила, действующая в сечении AD, будет при 
этом равна 

д 1 oO Pi =z(%o+% +52 dy) ау» ау +5 де ay. 
Аналогичным браво находим силу в сечении ВС: 

Е. == (ч» бе dx to,+ Se dx+ Fed dy) dy = 

д 1 д =s,dy+—2 dx 4у-+ 5 oa уз. 

Результирующая сила, действующая на элемент ABCD, будет равна 

NS) F =F, — Е, = 52 dx dy. 

Если предположить, что среднее напряжение по AD равно oy 
и приложено в центре грани, то среднее напряжение по ВС будет 

Ос 
82 +5 „ aX. Что  KacaeTca 00 

by yay Ч 
 _езультирующей силы, то это f Cyn GE 
второе предположение о равно- D у 
мерном распределении напря- т у or, ты 
жений приводит к тому же [ у OI 
результату, что и первое пред- ау = x Le 00: 
положение. В уравнения равно- Та, " 02 
весия входят, прежде всего, 1 A 7, 8 

эти результирующие силы. | 
Таким образом, при выводе 
уравнений равновесия можно 

взамен первого, более деталь- | 

| 
ного подхода — пользоваться 
вторым предположением, упро- 2 _ 
щая закон распределения Ha- Рис. 1.4. 
пряжений. 

На рисунке 1.4 показан более общий случай, когда тот же эле- 
мент находится в двухосном напряженном состоянии, причем усилия 
считаются положительными и принят упрощенный закон их распре- 
деления; изображены также объемные силы. Под двухосным напря- 
женным состоянием понимается случай, когда су, бу, Try И Ty 
не зависят от 2, а остальные компоненты напряжения равны нулю. 
Объемные силы Хи У принимаются не зависящими от 2; величина Z 

считается равной нулю. Такое напряженное состояние называют пло- 
ским напряженным состоянием. Суммируя проекции всех сил 

на направление х и пользуясь условием »Р,=0, получим 

дс Ot 
(o, +2 dx) dy— oy dy + (ty += dy) AX—Ty, dx4+-Xdxdy=0.
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Приводя подобные члены, находим 

0х Oye 
(S248 + Х)ахау=о. 

Произведение dx dy, вообще говоря, не равно нулю; поэтому условие 

УЕ, ==0 сводится к уравнению 

Oc Ov 

in tay t+ Х=0. (1.4) 

Таким же образом из условия ХР, =0 получаем 

Ot Oc 
дж tay + 7=0. (1.5) 

Уравнения (1.4) и (1.5) являются основными дифференциальными 
уравнениями равновесия в декартовых координатах. 

Обратимся к наиболее общему случаю элемента, находящегося 
под действием положительных усилий в трех направлениях. Как 
легко показать, дифференциальные уравнения равновесия в декар- 
товых координатах примут тогда вид: 

—— + De +Y=0, › (1.6) 

Обратимся к рисунку 1.4 и определим моменты всех сил отно- 

сительно точки О; исходя из условия > M, =0, будем иметь: 

вау) (у- 3) — (cn + FE ax) ау(у-+ 5) — Cay dy) «+ 
Orn ax 

+ (toy + get dx) dy (x ая —(@ydx)(x +5") + 

+ (0, + Fay) ax(x 4) 4 Gye dx) y— 

— (eyo GH dy) ax (y+ dyy—(Kax dy (y+ F)4 

+(Wdxdy)(x +) <0;
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здесь моменты, вращающие против часовой стрелки, считаются поло- 
жительными. Приводя подобные члены и отбрасывая члены высшего 
порядка малости, получим 

Os Ov 
(Fay — Sa) dx dy — (G24 SY +X) yax dy 

OT ny у 
+ ( эх Е у —- У) хахау=0. (1.7) 

Согласно равенствам (1.4) и (1.5) выражения во второй и третьей скоб- 
ках уравнения (1.7) обращаются в нуль. Так как произведение dx dy, 
вообще говоря, не равно нулю, уравнение (1.7) преобразуется к виду: 

дс 

д 

3ху — Туз == 0, 
ИЛИ 

Tay — Туз. (1.8) 

Рассматривая общий случай объемного напряженного состояния 
и определяя моменты сил, действующих на элемент, относительно 
осей Zz, уи х, получим 

ту = Тух’ Tee Та» Туз -— Ту. (1 .9) 

Равенства (1.9) показывают, что компоненты касательных напря- 
жений симметричны. В параграфе 1.1 говорилось о девяти различ- 
ных составляющих напряжения, действующих по трем координатным 
плоскостям в любой точке тела. Теперь мы знаем, что из шести 
касательных компонентов напряжений только три являются незави- 
симыми. Поскольку величины Toy И Ту, Tye И Tem, пу, и т,у попарно 
равны между собой, мы в дальнейшем не будем делать различия 
между ними. 

Задача 1. Вывести уравнение (1.3), выразив с„с через вр и вводя 

производную от напряжения для точки D, вместо того, чтобы пользоваться 
величинами с,в и производной для точки В, как это было сделано в тексте. 

Задача 2. Вывести уравнения (1.6). 
Задача 3. Вывести уравнения (1.9). 
Задача 4. Показать, что в случае, когда имеются пары объемных 

сил, компоненты касательного напряжения не будут симметричными, т. е. 
уравнения (1.9) перестанут быть справедливыми. Примером этого будет 
случай, когда в упругом теле содержится большое число беспорядочно рас- 
пределенных малых намагниченных частиц, и поэтому каждый элемент тела 
находится под действием момента, создаваемого магнитным полем. 

1.3. Определение напряжения в точке. Покажем теперь, что 
напряженное состояние тела полностью определено, если известны 

значения шести компонентов напряжения в каждой точке. Рассмотрим 

снова более простой случай плоского напряженного состояния. Зная 

компоненты Gy, Sy, Ty, напряжения в каждой точке тела, можно 

вычислить напряжения в любой площадке, проходящей через эту 

точку перпендикулярно к плоскости ху и наклоненной к осям X и у.
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Рассмотрим произвольную точку О тела; пусть компоненты напря- 
жения в ITOH точке О равны Gy, в, и Ty, (рис. 1.5). Для того чтобы 
найти напряжение в другой площадке, проходящей через О и накло- 

ненной к осям хи у, проведем на бесконечно малом расстоянии dh 
от О параллельную ей площадку ВС так, чтобы эта площадка вместе 
с координатными площадками образовала треугольную призму ОВС. 
Так как напряжения непрерывно меняются по объему тела, то ком- 
поненты среднего напряжения, действующего в площадке ОС, будут 
равны: з» -- 45% и т, -Е atz,; соответствующие компоненты для пло- 

щадки ОВ равны св, + ds, и Tay + Atay. Обозначим через Xu У ком- 

поненты по осям хи у напряжения в площадке, параллельной ВС 
И yf и проходящей через О. Тогда соот- 

| И уау ветствующие напряжения в площадке ВС 

Им можно выразить в виде Х--АХ и 

7 rok / / У--аУ. При уменьшении размеров 
+ Oy. oy / XedX элемента значения этих компонентов 

gn 3 напряжепия приближаются к тем, KOTO- 

тучи” 0 ту, *Т рые относятся к точке О. Другими сло- 
ах —ы вами, при 4й-—0, все приращения 

Oy +20, , — 
Puc 15. ds,, @3,, Atyy, Atyy, а также dX и 

ДУ будут стремиться в пределе к нулю. 
Рассмотрим равновесие элемента призматической формы. Силы, 

действующие на элемент, можно определить, умножив компоненты 
среднего напряжения на площади тех граней, по которым они дей- 
ствуют. Обозначим нормаль к плоскости ВС через N, и косинусы 
углов между нормалью N и осями x My 

со$ (№, x)=1, cos(N, у) = т. 

Нормаль N условимся считать положительной, если она направлена 
наружу по отношению к элементу. Если через А обозначить пло- 
щадь грани ВС призмы, то площади граней ОС и ОВ будут соответ- 

ственно равны Al и Ат. Условие У, Е’ =0 приводит к уравнению 

(X + dX) А— (в, + dog) АР (чу ат) Ат—Х (5 А dh) —0, (1.10) 

где Х — составляющая объемной силы по оси x. Разделив все члены 
уравнения (1.10) на А и перейдя к пределу при АЙ 0, получаем 

X = log тли. (1.11) 

Таким же путем из условия > F,=0 найдем 

Y= [Tay + My. (1.12) 

Выражения (1.11) и (1.12) позволяют определить компоненты напря- 
жения в точке, лежащей на любой площадке с направляющими
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косинусами [ и т, если для данной точки известны компоненты 
напряжения ох, Sy И Ty. 

Введем новую систему координатных осей х’и у’ так, чтобы 
направление x’ совпало с N. Пользуясь уравнениями (1.11) и (1.12) 

для Хи У, легко выразить компоненты напряжения на площадке ВС 
через o ит: 

Gyr = IX mY = Po, + ms, + Qmtoy, | 

Toy! = [У — тХ = (22 — т?) tay + Lm (sy — сх), 

/ 

(1.13) 

где /=cos(x’, x) и m=cos(x’, у). Уравнения (1.13) дают закон 

преобразования компонентов напряжения для двухмерной задачи при 
ортогональном преобразовании координатных осей. 

В общем случае трехмерного напряженного состояния уравнения, 
соответствующие (1.11) и (1.12), будут иметь вид: 

X =I0, + Mr py + Nex 

Y = [yy + sy + п, | (1.14) 
= ИН My, + по, | 

где Х, Уи 7 —компоненты по осям х, у, 2 напряжения на произ- 
вольной площадке с нормалью М, a 

[— со$(М№, x), m=cos(N, У), n==cos(N, 2). 

Можно показать, что уравнения, отвечающие преобразованию 

координатных осей для трехмерной задачи, имеют вид: 

5, = lis, mis, + пб, + 21, mt, 2m, пт, 21.41, | 

в, = —= 123, + m36 + nie в. 21 Ту + 2m,n,t yz + 21.1. oven 

= Po + тс, + nic, 24 Me oy + 2M, Nt yz + 2n, lt, 

Тау’ == за -Н MyMyoy + NyNes, + (Lyme 4- т1Ь) Tey 4- 

+ (My Ne пт) Tyz + (Myla + LN) Tee, ‚ (1.15) 

2! — в + Mgt y5y + попзо, + (ьтз- Mols) Tay t 

+ (Meng + Nets) tye 4- (Maly + lots) Tea, 

Tz" op! == Ио +- Тзтсу + Ngo, + (13m, + тзИ) Toy Е 

+ (пп. - gq) Tye 4+ (gly + L311) tee. 

Направляющие косинусы [, т, п между новыми координатными 
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осями x’, у’, 2’ и первоначальными осями х, у, = приведены в сле- 
дующей таблице: 

x y 2 

ГО 

Ly my ny 

y’ ly то Па 

2’ ls ТЗ Ng 

Согласно таблице имеем: [1 =с0$(х”, x), ть ==со$(у’, у) ит. д. 
Так как преобразование координат является ортогональным, то 

направляющие косинусы должны удовлетворять уравнениям такого 
вида: 

А-В =1, | 
2+ т п? =1, 

Llp + т.ть +- пап = 0, 

ит. + l,m, +- Вт: =0. | 

Пользуясь первыми тремя уравнениями системы (1.15) и соотно- 
шениями ортогональности (1.16), находим 

Oy Sy 0. = Sy! + Sy Но... (1.17) 

Таким образом, величина o,-+6,-+-0, инвариантна по отношению 
к ортогональному преобразованию координат. 

(1.16) 

Задача 1. Установить инвариантность следующих величин: 
2 2 2. a) 95, + 6,0, -+ 6,6, — тру — Ту, — Те 

2 2 2 6) 93945, Qty tyet eg — Ite — Чутар — F,T ye 
Задача 2. Вывести уравнения (1.14) и (1.15). 

1.4. Главные напряжения и круг Мора. Обозначая через a угол 
между нормалью N и осью x, получим: /==cosa и т == па. Выра- 
жения (1.13) для нормальной и касательной составляющих напряже- 
ния в площадке ВС можно записать в таком виде: 

бд’ == д Cos*a-+ 5, sin? a+ 2t,,, sin acos a, (1.18) 

Toy! == Try (Cos? a — sin? a) + (в, — сх) sina cosa. (1.19) 

Как видим, величины с» и ту.’ меняются в зависимости OT угла а. 
При определенных значениях & величина Oy’ может достигать мак- 
симума или минимума. Пользуясь известным приемом дифференциаль- 
ного исчисления, определим эти значения & из условия @с’/4а = 0. 
Дифференцируя выражение (1.18) для су’ по & и приравнивая резуль- 
тат нулю, получаем 

2 (су — 0) sina со5&-|- 21 (cos? a — sin? a) == 0, (1.20}
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откуда 
2 sin а cosa —_ 2 ру 

te 2% = . (1.21) 
cos? а — $112 а "Oy — бу 

Tak Kak tg2a—tg(x-+ 2a), то уравнение (1.21) дает два взаимно 
перпендикулярных направления. Можно показать, что величина ву’ 
имеет максимальное значение для одного из этих направлений и мини- 
мальное — для другого. Такие направления называются главными 
направлениями, а соответствующие нормальные напряжения — глав- 
ными напряжениями. Сравнивая уравнения (1.19) и (1.20), мы видим, 
что на площадках, перпендикулярных к этим направлениям, касатель- 
ные напряжения равны нулю. Величины главных напряжений можно 
получить, подставив значения угла (1.21) в выражение (1.18). После 
некоторых преобразований имеем 

2 TF Fy У 2—9) | 1 =n НИНУ (5) +4,» 
do ==5 fet ty у fo fy" a2 
2 “тт о 9 ay? | 

Если выразить сх’ И Tey через главные напряжения, TO уравне- 
ния (1.18) и (1.19) упрощаются и принимают вид: 

| (1.22) 

бт’ == 6, CoS? a + во sin? a, ] 

Toy! == 5 (6g — ¢,) sin 2a. | (1.23) 

Зависимость величин Oy И т», OT угла а можно изобразить с по- 
мощью графика, известного под названием круга Мора. Перепи- 
шем выражения (1.23) в форме: 

\ 

_ 4+ | 61—02 бд = +> cos 2a, 9 

4 —С ( ° 4) 

Tay’ = — =- sin 2a. 

4 

| 
| 
| ` 
| \ 

Круг Мора можно построить 4% В Fo EN 2 A 
следующим образом: Ha горизон- р | 

a тальной OCH из произвольной 

точки О откладываем отрезки ОА 2 
и ОВ, пропорциональные соот- -——_ 92 9“ _ 
ветственно напряжениям с, И Gp б 
с учетом их знака (рис. 1.6). На Рис. 1.6. 
рисунке 1.6 оба напряжения при- 
няты положительными, т.е. растягивающими. Если напряжения являются 
сжимающими, т. е. имеют отрицательный знак, то точки А и В бу- 
дут лежать влево от О. Из точки С, делящей отрезок АВ пополам, 

как из центра, описываем окружность радиусом СА. Полученная
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окружность и является так называемым кругом Мора, изобра- 
жающим графически уравнения (1.24); этот круг дает возможность 
наглядно представить и вывести другие важные соотношения между 
напряжениями. 

В общем случае главные напряжения не являются известными; 
тогда круг Мора можно построить следующим образом. Допустим, 
что заданы компоненты напряжения су, Sy “„,. По горизонтальной 
оси откладываем отрезки ОР и ОР’, отвечающие в известном мас- 
штабе напряжениям ох и с,. В точке Р восстанавливаем перпенди- 
куляр к ОР и на расстоянии, равном “„,, отмечаем точку О. Ана- 
логичным образом от Р” откладываем отрезок Р’О’, направленный 
противоположно FD и равный ty. Проводим прямую DD", пересе- 
кающую горизонтальную ось в точке С. Теперь можно снова начер- 
тить круг Мора, как показано на рис. 1.6, с центром С и радиу- 
сом СО. Пользуясь кругом Мора, можно найти главные напряжения, 
соответствующие отрезкам OA и ОВ. 

Чтобы найти напряжения по любой площадке ВС, нормаль к кото- 
рой составляет угол a с напряжением oc, (рис. 1.5), откладываем OT 
оси СА угол 2a и получаем на круге точку О. Из чертежа имеем 

ОЕ = ОС-- СЕ =“ +159 cos 2% — sy", 

DF —CDsin2a—=1 
Sy 

——j— Sin 2% = — Пу. 

Сравнивая эти соотношения с уравнениями (1.24), видим, что коор- 
динаты Точки /) дают компоненты напряжения в площадке ВС. 

Заметим, что угол можно откладывать по часовой стрелке или 
в обратном направлении; это не влияет на численные результаты. 

Для касательных напряжений, полученных при помощи круга 
Мора, можно установить правило знаков *); однако мы не будем на 

этом останавливаться, так как для практических приложений напра- 
вление касательных напряжений обычно не является существенным. 

Из рассмотрения круга Мора можно сделать несколько важных 
заключений. 

1. Взяв угол w-+ 2a вместо 22, т. е. продолжив радиус CD до 
точки 0)’, получаем напряжения в площадке, перпендикулярной к ВС 
(рис. 1.5). Из рисунка видно, что касательные напряжения по двум 
взаимно перпендикулярным площадкам численно равны между собой; 

ранее это уже было показано аналитически [см. равенства (1.8) 
и (1.9)]. 

2. При изменении & сумма нормальных напряжений по взаимно 
перпендикулярным площадкам остается постоянной; так как сумма 

“) См. 5. Timoshenko, J. М. Goodier, Theory of Elasticity, New 
York, 1951, стр. 15.
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отрезков OF’ + ОР =20C, то должно быть 

91 -- 92 = Gy" Sy’, 

что соответствует результату (1.17) для двухмерной задачи. 
3. Максимальное касательное напряжение равно радиусу круга 

Мора и действует в площадках, наклоненных под углом 45° к глав- 
ным направлениям. Отсюда 

01 -— Sq On — Sy 2 

aes (=) + ту. (1.25) 

Ha площадках, отвечающих максимальным касательным напряжениям, 

нормальные напряжения равны друг другу и определяются выраже- 

нием 

91-92 од Oy 
Sm’ = Sy’ —- о) — о) ° (1.26) 

Распространим наши рассуждения на случай трехмерного напряженного 
состояния. Покажем, что существуют три взаимно перпендикулярные глав- 
ные площадки, для которых три составляющие нормального напряжения 
имеют стационарное значение (максимум, минимум, или минимакс); компо- 
ненты же касательного напряжения в этих площадках равны нулю. Такие 
нормальные напряжения будут главными напряжениями. Рассмотрим нор- 
мальное напряжение на площадке, перпендикулярной к оси x’. По форму- 
лам (1.15) находим 

ср, = Род + ma, + п?о, 4 Wmigy + 2тпту, + 21, (1.27) 

где [, т, п— косинусы углов между осью х’ и соответственно осями х, 
у, г. Косинусы [, т, п не являются независимыми; они должны удовлетво- 
ять уравнению 

pare ¥ [2 + m2 п? = 1. (1.28) 

Следовательно, можно считать / и т в выражении (1.27) независимыми пере- 
менными, которым мы вправе придавать произвольные значения, а 3, и 
л — функциями [и т. , 

Чтобы найти направляющие косинусы площадки, для которой в, имеет 

стационарное значение, примем 

ду, —_ 0 дз, _ 0 

09 — °'’ дт ° 

После дифференцирования и группировки членов находим: 

дп 
62 + Тугу + tae + (tee + Mr yz - пс.) ou 0, 

) (1.29) 
дп 

Калу + msy + плуг + (гг + Mtyz + пог) эт = 0. 

Найдя частные производные выражения (1.28) по [и по т, будем иметь: 

дп _ дп _ 4 
Lj na, =9, m+n =0. (1.30)
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Подставив эти равенства в (1.29), получим 

[oq -- Mi gy + Nog ay + moy + плуг Кв + mty, + ns, 

l m n 
. (1.31) 

Но из уравнений (1.14) вытекают соотношения: 

поэтому равенства (1.31) можно переписать в виде 

Y 2 
— = —. (1.32) 
т n 

Равенства (1.32) показывают, что компоненты по осям x, у, 2 результирую- 
щего напряжения в площадке, где с„, имеет стационарное значение, будут 

пропорциональны направляющим косинусам [, т, п нормали к площадке, 
т. е. результирующее напряжение в площадке направлено по нормали к ней. 
Мы доказали, таким образом, что в площадке, для которой с, имеет ста- 

ционарное значение, касательное напряжение равно нулю и что такая пло- 
щадка является главной. 
п Докажем, что через любую точку можно провести три главные площадки. 
римем 

— 

тогда величина главного напряжения будет 

LX + mY + nZ =1 (Is) + т (то) + п (пс) = (22+ т? - п?) в =в. (1.33) 

Перепишем теперь равенства (1.31) в форме 

L (oy — в) -- Mtyy + Пт = 0, 

Ку т (Sy — 9) + Ntyz = 0, | (1.34) 

[toy + Mtyz +7 (в, — в) =0. 

Равенства (1.34) можно рассматривать как уравнения для определения на- 
правляющих косинусов [, т, п для главных площадок. В силу равенства 
12 +. т? - п? =1 величины [, т, п не могут одновременно обратиться в нуль. 
Уравнения (1.34) являются однородными линейными уравнениями относи- 
тельно /, т, п и дают решения, отличные от нуля только в том случае, если 
детерминант этих уравнений равен нулю. Вычисляя этот детерминант и при- 
равнивая его нулю, приходим к следующему кубическому уравнению отно- 
сительно с: 

2 2 2 
3 — (Sz, ++ бу -- Cz) с? ++ (a2, -- бб -- бб, — Voy = Tye = 2.) o — 

2 2 2 — (соус. + 2 рут ат — бабу: — Чупа, — ватт) = 0 (1.35) 

Три корня этого уравнения дают значения трех главных напряжений. Под- 
ставляя каждое из этих напряжений в уравнения (1.34) и учитывая (1.28), 
можем найти три группы направляющих косинусов для трех главных пло- 
щадок. Заметим, что величина главных напряжений не зависит от положения 
координатных осей x, у, 2. Поэтому в уравнении (1.35) выражения, стоящие в 
скобках, не должны меняться при произвольном изменении направления коор-
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динатных осей и являются инвариантными относительно ортогонального. 

преобразования координат. 
Задача 1. Определить главные напряжения и определяющий их на- 

правления угол а, если дано: 

сл = 438 кг/см?, ву == — 88 кг/[см?, Tey = 455 кг/см^. 

Задача 2. Определить максимальные касательные напряжения, со- 
ответствующие им нормальные напряжения и угол а для напряженного со- 
стояния задачи |. 

1.5. Граничные условия, выраженные через заданные поверх- 
ностные силы. Выше было показано, что в том случае, когда тело 
находится в равновесии под действием внешних нагрузок, компо- 
ненты напряжения во всех точках тела должны удовлетворять диф- 
ференциальным уравнениям равновесия. Ly м 
Компоненты внутренних усилий меняют- У 
ся по объему тела, и на наружной по- 
верхности, т. е. на границе тела, дол- у 
жны уравновешиваться приложенными 
там внешними силами. Поэтому си- 
стему внешних сил можно рассматри- 
вать как «продолжение» напряженного 0 т 
состояния, имеющего место внутри тела. " 
Условия равновесия на границе могут 
быть получены из уравнений (1.14); они 
носят название граничных условий Рис. 1.7. 
для тела, находящегося в равновесии. 
Если для некоторой точки поверхности обозначить компоненты 

внешних сил, приходящиеся на единицу площади, через Х, У, Z, а 
направляющие косинусы нормали N к поверхности через [, т, п, TO 
согласно уравнениям (1.14) граничные условия будут иметь вид: 

X = Io, + Mr ay + По, | 

y= It + то, пли, | (1.36) 

Z = It,4 + Mty, + по... 

В частном случае плоского напряженного состояния (рис. 1.7) выра- 
жения (1.36) преобразуются к виду: 

X= loy+ тт, УИ= И my. (1.37) 



ГЛАВА 2 

ТЕОРИЯ ДЕФОРМАЦИЙ 

2.1. Компоненты деформации. Под деформацией тела подра- 

зумевается изменение взаимного положения точек тела. Примем, что 
материал заполняет сплошь объем тела. Тогда в любой точке тела 
расположена частица материала. Пусть координаты этой частицы до 
деформации будут х, у, 2. В процессе деформации тела частица 
получает перемещения и, UV, W по направлениям х, у, Z и в ре- 
зультате будет иметь координаты x-+-u, у--9, z+w. В общем 
случае перемещения и, UV, меняются от точки к точке и потому 
являются функциями Хх, у, 2. 

Мы начнем исследование деформаций со случая двухмерной или 
плоской деформации. Под этим мы понимаем такую деформацию, 
при которой все частицы, находившиеся первоначально в одной 

плоскости, останутся после дефор- 
мации в этой же плоскости. Пусть 
координатные оси выбраны так, что 
оси хи у лежат в плоскости дефор- 
мации; тогда  —0, аи и YU не 

зависят от 2. Рассмотрим малый 
прямоугольный элемент ABCD не- 
деформированного тела со сторонами 
dx и dy (рис. 2.1). После деформа- 
ции элемент перемещается в поло- 
жение А’В’С’О’. С геометрической 
точки зрения можно различать два 

0 -х основных типа деформации: измене- 
I ние длины первоначально прямой 

Рис. 2.1. линии в определенном направлении 
и изменение величины данного угла. 

В соответствии с этим будем в дальнейшем различать продольную 
деформацию и деформацию сдвига. 

Отношение изменения цлины к первоначальной длине элементар- 
ного отрезка определяется как продольная деформация; будем 
обозначать ее буквой в. Е случае сплошного материала деформа-. 
цию = в любой точке теля можно выразить через начальную 

AY 
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длину AL отрезка как предел отношения 
Ad 

где Аб — изменение длины отрезка. 
Изменение величины первоначально прямого угла называют де- 

формацией сдвига и обозначают через 1. В случае прямоугольного 
элемента ABCD, показанного на рис. 2.1, до деформации длина 
отрезка АВ была равна 4х. После деформации точка А переме- 
стилась в A’. Обозначим составляющие перемещения точки А вдоль 
осей x, у через и и 9. Так как величины ий и UV изменяются в теле 
от точки к точке, то их можно разложить в ряд Тэйлора, как это 
было сделано для компонентов напряжения. Отбрасывая члены выс- 
шего порядка малости, мы можем записать составляющие переме- 

шения из В в В’ в виде и-- 5 ax И о = ах. Таким образом, 

проекция отрезка A’B’ на ось х равна dx+ 2% ах, а проекция на 

ось у окажется равной oP ax, Квадрат длины отрезка A’B’ будет 

2 2 
(А’в’ = (ax + ах) + (5 dx). 

Составляющая по OCH х продольной деформации е„ определяется 
как продольная деформация элемента, направленного до деформации 
вдоль оси x. Поэтому можно записать 

__ А’В" — АВ 
‘2 АВ 

ИЛИ 

А’В’ =(1+¢,) АВ = (1 Ре.) dx. 

Подставив эту величину в выражение для (А’В’)? и разделив на 
(4х)?, получаем 

ди Ou \2 Ov \2 2en ten = 25°-+(32) + (5) (2.1) 

Будем рассматривать случай, когда деформации тела весьма малы; 
тогда величины = и производные от и и UV будут малыми. Поэтому 
квадратами и произведениями этих величин можно пренебрегать по 
сравнению с самими величинами. Отбрасывая эти члены высшего 
порядка малости в выражении (2.1), имеем 

ди 
ба — 9х ° 

Подобным же образом найдем составляющую продольной деформации 
в направлении у: 

до 
5 — >. 
у ду
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Чтобы определить деформацию сдвига, рассмотрим искажение 
первоначально прямого угла. Деформация сдвига yz, в точке опре- 
деляется как изменение величины угла между двумя элементарными 
отрезками, первоначально параллельными осям х и у. Следова- 
тельно, величина 71»у в Точке А представляет собой изменение угла 
между отрезками АВ и AD. Перемещение точки В’ в направлении у 

Ov / 
равно ох ax, а перемещение точки D" в направлении x равно 

ди 
Ц + ду 45. Пренебрегая членами высшего порядка малости, находим, 

что линия АВ, занимая после деформации положение A’B’, окажется 
U 

наклоненной к ee начальному направлению под малым углом Ox’ 

Ou 
a направление A’D’ будет наклонено к AD под малым углом ay" 

Как видим, прямой угол DAB между отрезками АВ и AD умень- 

ov + ou . Отсюда шился на угол ~— 
УГОЛ Ox у 

Ov Ou 
Tay = 0х 1 ay: 

Компоненты деформации для трехмерной задачи можно получить 
таким же образом. Они будут равны: 

__ Ou __ Ov __ Ow 
2 дх’ “у ду, 2 Oz” 
du, dv | vw ow pe | 9 

Tey Oy Tox’ 11—02! ду’ Tex Oe Г Oz" | 

Шесть величин вх, by, Е., Yay Туг» Yer Называются компонентами 
деформации. Из этих формул легко видеть, что деформации сдвига 
обладают симметрией: 

Yay — Туз’ Туз-= Tey Таз = Та». 

Формулы (2.2) показывают также, что к любым выражениям для 
перемещений и, 9, можно прибавить соответственно величины 

u=atby—cz, v=d—bxtez, w=ftex—ey, 

не меняя компонентов деформации. Постоянные а, а, f в приведен- 
ных выше выражениях представляют поступательное перемещение 
тела, а постоянные 6, с, е— вращение тела вокруг координатных 

осей. Поскольку перемещения и, UV, W выражают перемещение тела 
в целом и не определяют каких-либо деформаций в теле, мы будем 
называть их перемещениями абсолютно твердого тела. 

2.2. Определение деформации в точке. Если заданы три ком- 
понента продольной деформации и три компонента деформации 
сдвига в данной точке, то можно определить удлинение в любом
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направлении и искажение угла между любыми двумя взаимно пер- 
пендикулярными направлениями. 

Обратимся снова к случаю плоской деформации. Рассмотрим 
в недеформированном теле малый 
линейный элемент АВ длиной dL 4 
с направляющими косинусами J, В 
т (рис. 2.2). Проекции эле- | f 

’ + W gD 9 мента на координатные оси будут ТА 9 ar д, 9 
4х =14а[, dy=mdL. После v ы В + | 
деформации отрезок АВ переме- nen И, 
щается в положение A’B’; компо- и—- wu 8 
ненты перемещения точки A yr seat ay Ч 
равны и и 9. Примем длину А’В’ —-х+ 
равной dL’. Поскольку элемент АВ 
первоначально наклонен к коор- 
динатным осям, то, следуя тем же 
рассуждениям, как при выводе уравнения (1.3). полузсем компоненты 
перемещения точки В’ равными: 

ди ди 
и 491 =#- 5; dx —- ду ay, 

Puc. 2.2, 

| (2.3) д оао dx +5 dy. 

Продольная деформация = в направлении АВ определяется выра- 
жением 

А’В’— АВ _ а —аЕ 
АВ ade” & — 

ИЛИ 

4—9 аг. 

Выразим величину AL’ через проекции: 

, ди ди 2 (AB? = (1+ в) 42 = (ax Нах de +S dy) + 

Ou Ov 2 +(ay + 5p ax t+ 5 dy) . (2.4) 

После раскрытия скобок получим: 

dL? -- 2в dL? - г? dL? = dx? ау’ + 

ди ди Ou Ou 
25; dx’? +2 ay ах dy+-2 ar dx dy 25) dy + 

Ou\? 142 Ou\? 1 5 Ov\? _ 5 Ov\? „> уу. es 
Квадрат начальной длины элемента равен GL? = dx?-+-dy*. В случае 

6 A де мации величины € ди ди ou ov 6 есконечно малой деформац Bl & дх» ду’ Ox? удут
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бесконечно малыми, и их квадратами можно пренебречь по срав- 
нению с ними самими; поэтому выражение (2.5) принимает вид 

__ Ou ро , Ou ov OU го 
: dL’? = 5 ax + gy 9% dy + ay ax dy Роу dy", 

Разделив на 4[2, получим 

ди ou Ou , Ov __ № о 
ea SEPA m+ (5х) т Ре т ey + ПИТ хи, (2.6) 

где l=dx/dL 1 m=dy/dL. 
Если обозначить направления новых координатных осей через x’ 

и у’, то будем иметь 

ед’ == Ре, + те, | lmyazy, (2.7) 

где [—с0$ (х’х) и т = с0$ (х’У). 
Чтобы найти деформацию 

сдвига для новых направлений, 
рассмотрим два отрезка OA и ОВ, 
взаимно перпендикулярных до 
деформации (рис. 2.3). После 
деформации они соответственно 
принимают положение О’А’ и 
О’В’. Пусть начальные длины 
отрезков OA и ОВ равны соот- 
ветственно dL, и aly, а компо- 
ненты продольной деформации по 

направлениям OA и ОВ равны в, И &. Обозначим направляющие 
косинусы отрезков ОА и ОВ соответственно через /1, m, и [, Mo. 
Используя соотношения (2.3), найдем, что направляющие косинусы 
р, т, отрезка О’А’ равны: 1? 

Ou Ou 

и — Say __ ( +9» и Роу O91 
1 ам + &) aL; (1-- =1) 

—__ ди ди (2.8) 
=L(1-a+s2)+m 5%, 

fe ау1 -- av; — dv ( >) . 

т = а: dx т: |1 — Роу , 

здесь после деления были отброшены члены высшего порядка Ma- 
лости. Таким же образом направляющие косинусы [, и т, отрезка О’В” 

будут определяться выражениями: 

/ д ди 

= (1-5) Не». 

/ д Ov 
my = ly 52 + ma (1 —e+5). 

4 

(2.9)
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Пусть угол между О’А’ и О’В’ равен a. По рисунку 2.3 находим 

cos x = cos (8 — В) == со$В со$ 6 + sinB п =ДА- mim). (2.10) 

Подставляя в уравнение (2.10) значения [, mi, № um}, определяемые 
выражениями (2.8) и (2.9), и пренебрегая членами высшего порядка 
малости, получаем 

cos a = (ИБ +- mymz) (1 — в, — в) + 2 (пе, + My M284) — 

+ (Lym, + Ьт.) Yay: (2.11) 

Из определения деформации сдвига следует, что 

к 
Для малой деформации сдвига угол (#—) также мал, и потому 

можно записать 

у." . ® 
Тоту =F — ая (5 — a) = соза. 

С другой стороны, имеем 

у." 

5 —0; Ll, + mm, = с0$ AOB == с0$ 

поэтому, подставляя (2.11) в выражение для Tory Найдем 

Tory! = 2 (ел 4- mymgty) + (ит, + 1m) Т ху (2.12) 

Зависимости (2.7) и (2.12) позволяют для случая плоской дефор- 
мации определить компоненты продольной деформации и деформации 
сдвига в любом направлении через ey, &y, и Yay. Пользуясь соот- 

— — —“ 

ношениями [5 = COS (y’¥) == cos (п — х’у) = —cos(x’y)=—m, и 
ip 

Mz = с0$ (у’у) = cos(x’x) =, перепишем выражение (2.12) в виде 

Тени = (4 — т) Tay 2 т. (+, — е,). (2.13) 

Сравнивая выражения (2.7) и (2.13) с (1.13), убеждаемся, что они 
будут иметь одинаковый вид при замене е на си 1 на 2х. Если 
принять 1 = 21”, то все выводы, касающиеся главных напряжений, 

будут справедливы и для главных деформаций, выраженных через е.,, 
е, И Тху. Следовательно, мы можем построить круг Мора для де- 

формаций аналогично кругу Мора для напряжений.
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В общем случае трехмерной задачи направляющие косинусы, как 
и ранее, определяются следующей таблицей: 

|2 
’ Ly т! ny 
tA 

y Ly та Ng 

2’ [3 ТЗ Ng 

Формулы преобразования компонентов деформации можно предста- 
вить в следующем виде: 

— lie, + mic, + nie, + Lm, wy + AMT ye + nT, 5 a’ 

ey  — eet mse, + ne, Е LMT ny + ТП Ту НТ, 

a = Vex + mE + nze, +b, ТТ oy + m,N,% yz + nl Тат, 

Тау = 218. — ататое, + 2Ny Netz + (ить + Mylo) Yay + 

+ (пп 4- 1M) Yyz + (Mle Е ИП?) Year (2.14) 

Ту” — 211е - 2тьтзе, +- 2ngnge, + (ытз-- Meals) Tay + 

+ (ies + п>тз) Yyz + (Mls + lens) Yea, 

Tory == Зе + 2mgmyey + 2ngnye, + (Lym, + mMsly) Toy + 

+ (тала + пзт,) Tye + (als + п.) Teo ) 
Складывая первые три выражения (2.14) и воспользовавшись усло- 
виями ортогональности (1.16), можно показать, что сумма компонен- 
тов продольной деформации также инвариантна относительно преоб- 
разования прямоугольных координатных осей: 

Ex + ey + ег" ==е„-Не, + е.. (2.15) 

Задача. Доказать, что следующие величины также являются инвариан- 
тами: 

1 
a) Е2у + Eyez + a — 4 (voy + Tye + тер), 

1 
6) extytet | Vaylyclee — баТуг — утв — Лу). 

2.3. Уравнения совместности. Возвратимся теперь к выраже- 
ниям (2.2) для компонентов деформации через перемещения. Легко 
видеть, что здесь шесть компонентов деформации выражены через 

три компонента перемещений. Поэтому данные соотношения можно 
рассматривать как систему дифференциальных уравнений в частных 
производных относительно перемещений и, VU, W, если компоненты



2.3] УРАВНЕНИЯ COBMECTHOCTH 33 

деформации Ey, Fy, Ez, Тру, Туг И {ze ЯВЛЯЮТСЯ заданными функциями х, 
у, 2. Поскольку имеется шесть уравнений относительно трех неиз- 
вестных функций, то в общем случае нельзя считать, что эти урав- 
нения будут иметь решение при произвольном выборе компонентов 
деформации. На компоненты деформации должны быть наложены 
некоторые условия с тем, чтобы эти шесть уравнений дали систему 
однозначных непрерывных решений для трех компонентов переме- 
щения. Тот факт, что компоненты деформации не могут быть вы- 
браны произвольно, становится очевидным из следующих геометри- 
ческих соображений. Представим себе, что упругое тело до дефор- 
мации разбито на ряд малых элементарных кубиков. Допустим, что 
каждый элемент подвергается произвольной деформации. После де- 
формации эти элементы примут форму параллелепипедов, и может 
случиться, что они уже не составят сплошное деформированное тело. 
Чтобы обеспечить условие, по которому параллелепипеды образуют 
сплощное тело, компоненты деформации для каждого элемента должны 
удовлетворять определенным соотношениям. 

Продифференцировав выражение 
ди , Ov 

Tay = ду + ox 

по хи у, получим 

012, _ 0? ди 0 dv 
дхду Ooxdy dy ' дхдудх° 

Так как ци о являются однозначными непрерывными функциями, 

это выражение можно переписать следующим образом: 

Ory _ 0 Ou , 0? Ov 
дхду ду? ax + Oat ду. (2.16) 

П __ Ou __ Ov 
ользуясь зависимостями в — 57 И в, = ду, получим 

4 Mey Miry (2.17) 

Продифференцируем далее выражение для 1х, ПО х и 2 и выраже- 
ние для 71.,„—ПО у и X, и сложим полученные выражения; тогда 
будем иметь: 

О?1ту | O22 _ 0? (= Ov 02 (ow , ди 

дхдг Г dy ox dx 02 \Oy 1 5s) T дудх (sy + 5s) 
Используя по-прежнему TO обстоятельство, что и, UH W являются 
однозначными непрерывными функциями, мы можем придать этой 
зависимости следующий вид: 

д? ди 2 (dv , OW\ 4 Oey 0? 1уг 

2 sas ge baw (get 9) =? dy oz + дх? ' 
ИЛИ 

Ore, _ д Эту: Osx 91.5 
2 t= от (— Е - 9 ). (2.18)
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Другие подобные зависимости могут быть получены циклической 
перестановкой. В результате мы придем к шести зависимостям, ко- 
торым должны удовлетворять компоненты деформации: 

Ox Ore, __ Oxy Ore, —__ oO (— Oye 4 022 4 Nny ) 

ду? дх? axdy’ дуд2 Ox ox * ду oz /’ 
Ore, Ore, —__ Oye о Ore, 9 (= __ 012 4 ее) 

02? Oy2 dy dz’ 0д20х  dy\ Ox ду Oz /’ 

де» Oey __ 0" 2a Oe, д (Sve От “rey \ 

Ox? Oz? 0г0х’ “дхду  Oz\ Ox + ду Oz 

| (2.19) | 

[ 

Эти дифференциальные уравнения называют уравнениями сов- 
местности деформации. Если компоненты деформации удовлетво- 
ряют уравнениям (2.19), то перемещения и, UV, W, связанные с де- 
формациями зависимостями (2.2), будут однозначными непрерывными 
функциями. 

Задача 1. Показать, что деформирозанное состояние является воз- 
можным, если компоненты деформации заданы выражениями 

ед = R(x? | У?), гу = Ry, 1ту==2ЕХУ, &2 = Туз = Yer = 0, 

и невозможным, если 

д = Кг (x? + у?), =, = КУ?2, Yay = 2ЕХУ2, в = Туг = Yer == 0; 

здесь Е — малая постоянная величина. 
‚Задача 2. Упругоз тело неравномерно нагрето, причем температура 

является функцией х, у, 2 и распределяется по закону 7 =Т (х, у, г). Если 
тепловое расширение каждого элемента не стеснено, то компоненты дефор- 
мации будут равны: 

Еж — Fy — 82 = aT, Tay = Туз — Ter — 0, 

где а — постоянный коэффициент теплового расширения. Доказать, что такая 
деформация может иметь место лишь в случае, если Т будет линейной функ- 
цией от д, у, 2. 

Задача 3. Определить зависимости между постоянными Ау, Ay, Ву, 
By, Co, Су, Со так, чтобы имели место следующие компоненты деформаций: 

ед = Ag Ay (x2 + у?) + (44+ y4), 
cy = By — By (22+ y2) + (xt + yh), 

lay = Co Cyxy (x2 - y? + Ca), 

Е = Туз = ler = 0. 

Отв. A, + By—2C, = 0, Ci = 4.
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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ И ДЕФОРМАЦИЯМИ. 
ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

3.1. Идеализация материалов, применяемых в технике. Для 
того чтобы математически исследовать поведение материалов, при- 
меняемых в Технике, необходимо несколько идеализировать их свой- 
ства. В теории упругости, так же как и в других разделах мате- 
матической физики, мы с самого начала сталкиваемся с двумя 
противоречивыми требованиями. С одной стороны, необходимо, 
чтобы теория возможно точнее описывала поведение реальных ма- 
териалов под действием приложенных к ним сил. С другой стороны, 

теория должна быть настолько простой, чтобы ее можно было при- 
менить к широкому кругу задач, доводя решения до числовых ре- 
зультатов. 

Как известно, любое твердое тело, подвергающееся ‘действию 
внешних сил, испытывает деформацию. Каждому типу напряженного 
состояния соответствует определенная деформация. Если напряжения 
не слишком велики, то деформированное тело принимает» после 
снятия нагрузки первоначальную форму и размеры. Это свойство 
тел восстанавливать первоначальную форму после удаления нагрузок 
называется упругостью. Если тело возвращается полностью к ис- 
ходной форме, мы называем его @бсолютно упругим. В TOM же 
случае, когда после снятия нагрузок начальная форма восстанавли- 
вается не полностью, вводят понятие остаточной деформации и 
говорят, что тело находится в пластическом состоянии. Если 

к твердому телу приложены постепенно возрастающие силы, то, 
как показывают эксперименты, его можно считать абсолютно упру- 
гим до Тех пор, пока не будет достигнут так называемый предел 
упругости материала. За пределом упругости материал будет на- 
ходиться уже в пластическом состоянии, и в нем будет накапливаться 
остаточная деформация. В теории упругости принимают, что мате- 
риал является абсолютно упругим; таким образом, мы сосредоточим 
свое внимание на поведении материала до достижения предела 
упругости. 

В дальнейшем мы будем полагать, что материал обладает свой- 
ствами сплошности, ‘однородности и изотропности. Считая 

3*
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материал сплошным, мы не принимаем во внимание дискретности строе- 
ния реальных тел. Однородным называют тело, если его свойства оди- 
наковы по всему объему, т. е. во всех точках тела. Если упругие 
свойства Тела в любой заданной точке одни и те же по всем на- 

правлениям, то оно называется изотропным. При исследовании на- 
пряжений и деформаций в главах | и 2 мы уже использовали допу- 
щение о сплошности материала; понятия же OO однородности 
и изотропности не являлись необходимыми, пока мы не касались 
зависимости между напряжениями и деформациями. 

Большинство материалов, применяемых в технике, имеют либо 
кристаллическую структуру, например, латунь, либо волокнистую, 
например, дерево. Поэтому, на первый взгляд, наши допущения про- 
тиворечат известным данным о реальных материалах. Однако размеры 
кристаллов и волокон, как правило, настолько малы по сравнению 
с размерами всего тела, что в среднем поведение материала будет 
таким, как если бы он был сплошным и однородным. В случае ма- 
териалов кристаллического строения кристаллы обычно распределены 
так хаотично, что тело в целом можно считать изотропным. Сле- 
дует заметить, что процесс прокатки часто вызывает определенную 
ориентацию кристаллов, так что многие металлы после прокатки 
анизотропны. Такой технический материал, как, например, дерево, 
определенно анизотропен, и упругие свойства дерева в направлении 
волокон значительно отличаются от свойств в направлении, перпен- 
дикулярном к годовым кольцам. Предполагая материалы изотроп- 
ными, мы, естественно, не сможем дать методов расчета конструк- 
ций, состоящих из анизотропных материалов. 

3.2. Обобщенный закон Гука. Все тела, находящиеся в напря- 
женном состоянии, получают деформацию. Зависимость между де- 
формацией и приложенной силой впервые была сформулирована 
Гуком. Закон Гука о пропорциональности между силами и переме- 
щениями гласит, что «удлинение пропорционально силе», и в нем 
идет речь о средней величине удлинения тонкого стержня, подвер- 
гающегося действию растягивающего усилия. Рассмотрим тонкий 
стержень с площадью поперечного сечения A, на который действует 
растягивающая сила F, и предположим, что растягивающее напря- 
жение с равномерно распределено по плошади поперечного сечения; 
тогда закон Гука можно записать в следующей форме: 

с — С, (3.1) 

где с — постоянная, а = — продольная деформация. 

Естественно обобщить закон Гука на случай объемного напряжен- 
ного состояния, при условии, что предел упругости не превзойден: 

в любой точке сплошной среды каждый из шести компонентов 

напряжения является линейной функцией шести компонентов 
деформации, и наоборот. Это положение называется обобщенным
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законом Гука. Выражая его математически, мы получим шесть за- 
висимостей «напряжение — деформация» типа 

On = Сие + С12у H+ C1382 + Саи Тжи + Са5Туз + СавТах» (3.2) 

или, наоборот, шесть зависимостей «деформация — напряжение» вида 

м / / / / / 

Е ~~ C1195 + C105 + €43°, + Ci ry + Cis" ys + Cie cas (3.3) 

4 причем величины C,,, ...,C,,, ... Определяют упругие свойства мате- 

9 С риала. Для однородных материалов коэффициенты C,,, .. Це 

будут постоянными, не зависящими от координат x, у, 2. Если известны 
шесть зависимостей типа (3.2), то из них можно получить шесть 
зависимостей (3.3), и наоборот. 

Выражая закон Гука с помощью зависимостей (3.2) и (3.3), мы 
вводим 36 постоянных. Однако не все эти постоянные независимы; 
покажем, что для Изотропных материалов число независимых по- 
стоянных можно свести всего к двум. 

Прежде всего, покажем, что направления главных напряжений 
совпадают с направлениями главных деформаций. Пусть линии J, 2, 
3 будут направлениями главных де- 422' 
формаций. Компоненты деформации 
сдвига относительно этих направле- 
ний равны нулю*) и из уравне- 
ний (3.2) получаем “7 

Tip == Cg) + С 4282 + C 43°33. (3.4) , „7“ 

Введем систему координат 1’, 2’, 3” 0 
путем поворота системы Г, 2, 3 
на 180° вокруг оси 2 (рис. 3.1). 9 
Тогда оси /’ u 3’ будут соответ- Рис. 3.1. 
ственно направлены противоположно 
осям / ид, a оси 2 и 2’ совпадут. Для определения направляющих 

косинусов осей 1’, 2’, 3’ пользуемся следующей таблицей: 

|1 | р. | 3 

I’ [1 т ny 

2’ lo Та По 

5’ [4 Ms Neg 

Эти направляющие косинусы будут иметь следующие значения. 

[ = И; = с0$ 180° = — 1, То —с0$ 0 = 1 

le = = mM, = mM, = nN, =n. == cos 90° = 0. 

*) См. параграф 2.2, стр. 28 и параграф 1.4, стр. 20.
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Для изотропниых материалов упругие постоянные, и в том числе 
Cai, С42 И С.з, Одинаковы по всем направлениям. Новые координатные 
оси по-прежнему совпадают с направлениями главных деформаций; 
поэтому уравнения (3.4) в новых координатных осях принимают вид 

71'2' == С1е1' -- Сцоео" + C4329". (3.5) 

Из формулы преобразования компонентов напряжений (1.15) нахо- 
IMM, что только одно произведение направляющих косинусов [1715 
окажется отличным от нуля, причем 

Ty'9' == 512 == — То. (3.6) 

Из формул преобразования компонентов деформации (2.14) имеем: 

2 2 2 
Ey’ = lye = 51, Eo! = MN2Eo = Eo, Ea! = ПЗЕз = 23. (3.Г) 

Принимая во внимание зависимости (3.6) и (3.7), можем приве- 
сти (3.5) к виду 

— Typ == Сале, + С42е> —- Сазёз, (3.8) 

Сопоставляя равенства (3.8) и (3.4), заключаем, что правые части 
их одинаковы. Отсюда получаем ty. —= — Ty; но это возможно лишь 
при условии 

TT. = 0. (3.9) 

Подобным же путем можно получить т = ".! = 0. Таким образом, 
если линии /, 2, 3 являются главными направлениями деформации, 
то компоненты касательных напряжений вдоле них равны нулю; но 
тогда эти линии будут одновременно и главными направлениями 
напряжения. 

Исходя из сказанного, мы не будем впредь делать различия 
между главными направлениями напряжения и деформации. Уравне- 
ния (3.2), отнесенные к главным направлениям, принимают вид: 

By = С1181 - С1262 + C4383, 

> = С2161 + Соо82 + Созе, } (3.10) 

03 == С3181 -- Сз26› + СззЕз. 

Отметим, что коэффициент C;; является упругой постоянной, 

связывающей напряжение в направлении i с деформацией вдоль ли- 
нии /. Но для изотропного материала влияние деформации з, на 
величину напряжения с, должно быть таким же, как и влияние > 
на со ИЛИ €, на оз. Следовательно, Cy; = соо = C33. Из того же усло- 
вия изотропности следует, что влияние удлинений в и €3 на вели- 
чину напряжения 6, также должно быть одинаковым; но тогда С12 == C43. 
Подобно этому можно показать, ЧТО Coy == Cog И С31== С42. Далее, 
влияние =› или =. на с, должно быть таким же, как влияние =, или
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€, Hd 52, а влияние в или ез на Sg должно соответствовать влия- 
НИЮ 8, И & на 35. Поэтому 

С11 = С22 = С33» Cio == Cor — С13 = 631 = Cog = Cop. (3.11) 

Из равенств (3.11) следует, что, относя деформацию к главным осям, 
мы должны вводить только две упругие постоянные. Обозначим эти 
постоянные через @ и 2. Тогда уравнения (3.10) принимают вид: 

01 = ав, НВ (= +-&3), 

Gp — Ae, + В (в, + вз), } (3.12) 

0; == a3 +b (в, + е›). 

Принимая a—b= 2p и b=) и пользуясь обозначением 

е —= в, + e+ в, 

мы можем переписать уравнения (3.12) в следующей форме: 

с: = he-+ 21, 

Oo == he-+-2nen, $ (3.13) 

сз —= he + 2щез. 

Постоянные A и в были введены Ж. Ламе; в литературе их обычно 
называют постоянными Ламе. 

Уравнения (3.13) дают соотношения между главными напряже- 
ниями и главными деформациями. Зависимости между напряжениями 
и деформациями в произвольной системе декартовых координатных 
осей могут быть получены с помощью формул преобразования ком- 
понентов напряжения и деформации. Пусть такая произвольная 
система координатных осей х, у, 2 определяется направляющими 
косинусами, приведенными в следующей таблице: 

| 1 | 2 | 3 

Xx l 1 my ny 

y Ly My No 
г [3 Ms Ng 

Поскольку линии /, 2, 3 являются главными направлениями, TO 
касательные напряжения и деформации сдвига по этим направлениям 
равны нулю. Из формул для преобразования компонентов напряже- 
ния получаем: 

вв = Po. —- mide —- nis, (3 14) 

Toy = 19, 4+ MyMzdq + п Пос.
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Подобно этому из формул для преобразования компонентов дефор- 
мации следует: 

Е, — Йв, + mic, + Nis, | (3.15) 

Yay == 2 (Ш, my mye, +- п N2€5). 

Подставляя зависимссти (3.13) в (3.14), находим: 

<, == (4 + mi + пу) he + 2p. (Пе, + mie, + пуе,), | (3.16) 

Tay == (Llp тат» пап?) he +- 2 (Пе, 4- my mg&q + Ny N53). 

В главе 2 было показано, что сумма компонентов продольной де- 
формации является инвариантной относительно ортогонального пре- 
сбразования координат. Следовательно, 

ее, Ре ее, Не, +6." 
Вспомнив зависимости 

2 2 2 

ит: п! =1, Ll, 4- пить + пп = 0, 

и используя соотношения (3.15), можно привести уравнения (3.16) 
к виду: 

в» — Ле —- 215, 

Tay =P Tay 

где е—=е,--е, |-е.. Аналогичным путем могут быть получены по- 
добные соотношения для других компонентов напряжения. Таким 
образом, мы приходим к следующим шести соотношениям, выра- 
жающим обобщенный закон Гука для изотропных материалов в про- 
извольно выбранных декартовых координатных осях х, у, 2: 

(3.17) 

ба == Ле + 25, ту — Ти» | 

в, = he 2pe,, Туз == PY yes | (3.18) 

6, == he + 2ue,, Tze = PY za: 

Решая первые три уравнения системы (3.18) относительно Ey, ey, 
г., будем иметь: 

A+ p A 

2 = RFI 2 Зы А-а) ur» | 
о Atyp h 

бу TGR) WU Te pap Oe tee | (3.19) 
Atu A 

ee = TGA Duy ЗАЗ C2 oy) | 

3.3. Упругие постоянные, применяемые в технике. Рассмотрим 
элемент, грани которого параллельны координатным осям. Допустим, 
что элемент находится под действием нормальных напряжений э., 
равномерно распределенных по двум противоположным граням, при-
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чем все другие грани свободны от напряжений. В этом случае 
отношение напряжения к деформации называется модулем упру- 
гости при растяжении. Для большинства материалов, используе- 

мых в технике, модуль упругости при растяжении равен модулю 
упругости при сжатии; будем называть его коротко модулем упру- 
гости и обозначать через Е. Понятие модуля упругости впервые 
было введено Юнгом; эту величину часто называют модулем Юнга. 
В символических обозначениях имеем 

Sx 
. ба — <. (3.20) 

Экспериментальные наблюдения показали, что удлинение элемента 
в направлении х сопровождается поперечным укорочением в напра- 
влениях у и 2; это можно выразить следующим образом: 

Sa 
Cy = ва = VEG Ур, (3.21) 

где у — постоянная, называемая коэффициентом Пуассона. 
Согласно обобщенному закону Гука найдем, что для данного 

напряженного состояния зависимости (3.19) примут вид: 

лы Л 

58 и (ЗА Du) 2 2 Зы (АЕ) 2 
Сравнивая их с уравнениями (3.20) и (3.21), приходим к формулам: 

ЗА + 2) A FE #( — , 
+в '’ `— Заь (3.22) 

Отношение компонента касательного напряжения к соответствую- 
щему. компоненту деформации сдвига называется модулем упругости 
при сдвиге (модуль сдвига) и обозначается через G: 

G=—. (3.23) 
T 

Из уравнений (3.18) заключаем, что @ =. Так как для изотропных 
материалов независимыми являются только две упругие постоянные, 
то величины Е, у, С должны быть связаны между собой. Решая 
уравнения (3.22) относительно в, получаем 

Е 
а = . 

2(1+ v) 

Пользуясь этими, применяемыми в технике, упругими постоян- 
ными, можно представить обобщенный закон Гука в виде: 

(3.24) 

1 < 2(1+ У) ) 
Еж — Е [3 —v (су +-o,)], Yay = = = E Tay» 

1 Tyz 2(1-+ У) ву = = [ву — (с. | 5+)], Tye = a очи, |; 3-25 

1 2х 2 (1 
Её = FF loz — У (о -[ бу), Таш = АР == Cr) Ten:
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Эти же соотношения, выраженные через компоненты деформации, 

будут иметь вид: 

VE E 

"eT py ay) Thy 
УЕ Е __ __ Е 

бу = ApH day? К тру* “= Ste = 5 у) 1, 
vE E 

== И ГТУ 

‘ay = Flay — 7 Poy Taw 

Tem = Grex = 

| 
‚ (3.26) 

ПЕ СВИИ 
ау) Tea | 

B случае плоского напряженного состояния можно использовать 
—_—_— = 

`у уравнения (3.25), полагая o, 
мулы для деформаций: 

Выражения для напряжений принимают вид: 

Е 

ба == а (62 | Vey), | 

Е 
т (ey + Ух), 

Tay = GY ay: 

в, — 
> 

„==т,; ==0; тогда получим фор- 

(3.27) 

(3.28) 

При рассмотрении плоской деформации надо в уравнениях (3.26) 
ПОЛОЖИТЬ 6, = 1. = Tzr = 0; тогда найдем следующие формулы для 
напряжений: 

Е — | 
ба — aq+yd—2) [(1 — у) Ey + vey], 

E 

— ата = 1 Ув, 
VE 

6. — (1 + v) (1 — 2%) (€,, + Ey), 

Ty == GY ay: 

(3.29) 
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a ` 
деформации будут определяться выражениями: 

в; = у [1 —v) o, — vo,], 

1+ у ey =F" (1 —v) ay — vag], | (3.30) 
Tory 

Тжу — а ° 

Сопоставление зависимостей (3.27), (3.28), (3.29) и (3.30) пока- 
зывает, что в задаче о плоском напряженном состоянии нельзя 
говорить о соответствующей плоской деформации, и наоборот, при 

наличии плоской деформации мы не будем иметь соответствующего 
плоского напряженного состояния. 

Складывая первые три уравнения (3.25) или (3.26), мы получаем 
следующую зависимость между относительным изменением объема е 
и суммой нормальных напряжений ©: 

1 — 2% =— 6, (3.31) е — 

где 9 =o,-+4,-+-¢,. 
В случае равномерного гидростатического давления интенсив- 

ности р имеем 
ба = Oy == 9, = — Ps 

из уравнения (3.31) получим 

e=— 899 р. (3.32) 

Формула (3.32) устанавливает связь между объемной деформацией е 

и гидростатическим давлением р. Величина за —25) Называется 

модулем объемной деформации или объемным модулем. 

3.4. Постановка задач теории упругости. Задача теории упру- 
гости сводится обычно к установлению закона распределения напря- 
жений в упругом теле и, в некоторых случаях, к определению 
деформаций в любой его точке, при заданных объемных силах и 

заданных условиях на границах тела. Для того чтобы определить 
напряженное состояние в точке, мы должны найти шесть компонен- 
тов напряжения. Эти компоненты удовлетворяют трем уравнениям 
равновесия. Поскольку трех уравнений недостаточно, чтобы найти 
шесть неизвестных, мы вводим шесть компонентов деформации; 
при этом мы располагаем шестью выражениями для компонентов 
деформации через три компонента перемещения и шестью соотно- 
шениями между напряжениями и деформациями. В итоге для опре- 
деления 15 неизвестных имеется 15 уравнений. Такая система урав- 
нений, вообще говоря, достаточна для решения задачи теории упру- 
гости.
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Если нас интересует нахождение только компонентов напряжения в теле, 
мы можем сократить число уравнений до шести с шестью неизвестными 
компонентами напряжения. Так как в этом случае мы не интересуемся ком- 
понентами деформации, то для того, чтобы обеспечить однозначность пере- 
мещений, необходимо удовлетворять условиям совместности. Возьмем, на- 
пример, уравнение совместности 

Ors, Oe, Orr yz 

Oz? ду? Oy az” 

Пользуясь обозначением 9 = с. с,--с„, находим из уравнений (3.25) 

1 == [1+ )s,— v9], 

(3.33) 

| == [(1 +») в. — 8], 

2(i+ 9) Tye 

Туг = E . 

Подставляя эти выражения в (3.33), получаем 

05, дс. 070 09 

a+y(S + — (Sat Se) a2 ty oe (3.34) 

Из третьего и второго уравнений системы (1.6) имеем 

Otyz Os, От 

dy д дк“! (3.35) 

Продифференцировав уравнение (3.35) по г и уравнение (3.36) по у и про- 
изведя сложение, получим 

дуг _ 03, 0?c, д (= таг OY 07 

дд: =— бу — Oe — 9х ду dz / Oy 02° 

Воспользуемся первым уравнением системы (1.6) в виде 

А т.т. __ дб _ x. 

ду Oz Ox 
тогда будет 

ду 0 д%, 0%, OX OY OZ 

дуд2 Ox? Oy? 027 ' Ox Oy 92° 

Подстановка этого выражения в уравнение (3.34) дает 

(1 -+ у) (120 —v%s_— 55) —v (v2 в—5=)= 

(3.37) 

здесь для упрощения записи использован символ 

д? д? 

Ox? - ду ду? + oar = ° 

д” 

У? —
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Из двух других уравнений совместности типа (3.33) можно получить два 
уравнения, аналогичных уравнению (3.37). Складывая эти три уравнения, 
находим 1+ эх ay 5 

20 = — Y (< OF oe) 
ve 1 — x + ду + Oz /` 

Подставляя выражение для V20 в уравнение (3.37), получим окончательно 

1 oe У (0X , OY , 0Z OX 2 О Le Збибый 
Ув + Ty Ox? lie +5 +o) 2 ox" (3.38) 

Вводя выражение для V20 в два других уравнения, придем к трем уравне- 
ниям типа (3.38). Подобно этому остающиеся три уравнения совместности 
могут быть преобразованы к следующему виду: 

1 2020 az ду 
2 =—_— — | —__ —___ 

Wye t Toy By dz (5 + = )- (3.39) 
В результате получаем следующие шесть уравнений для шести неизвестных 
компонентов напряжения: 

0208 У OX , OY , OZ 0х 

(+9) Vint де = (ах +95 + Ge) 2a” | 
0208 У OX , OY , OZ oY 

2 = ff —_— — }— 9 —__ 
(РУ Wey - уз ms (G+ +s) ду, 

0208 у OX , OY 97 OZ 
2 eee | dC — — |} — 9 

(1 + v) Ус, -- 922 1—vy & +95 +3:) 25, 

3.40) 
020 aX ду r 

(1+ v) У? + Ox Oy =-(F +55): 

0208 OY , 02% 
(1 + v) Vet as = — (5=+ By)? 

020 OZ , ox 
(У) Ут + Ox =— (5=+ 92 )- 

Исходную систему 15-ти уравнений можно также привести к трем урав- 
нениям относительно компонентов перемещения. Из обобщенного закона 
Гука (3.26) имеем 

сд = he-+ 2Geg, Tay = Gay Ter = Чат, 

УЕ 
где A= аруа-—%®‘. Подставляя эти соотношения в первое из уравне- 

ний (1.6), находим 

де ( Oey Oxy Ovex ) 
Aa TG 250 ду + 9 + X=0. (3.41) 

Подставляя сюда выражения (2.1) для компонентов деформации: 

ди ди до 

‘@= 0х’ law = Gy T Ox? 
Ov Ou Ow 

у a 
e, = 9% — ow | Ou 
2 02’ lee = Oy T GE?
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получим 

О q) 2 4 GV +X =0, 
где 

ди . dv , Ow 
=, + ----—._. 

Ox ° Oy | Oz 

Аналогичным образом могут быть выведены два других уравнения. 
Окончательно три уравнения равновесия, выраженные через перемеще- 

ния, получат вид: 

é 

+ G22 4 Gv’u+X=0, | 

ха) x + СУ У =0, Г (3.42) 

+0) + 0+2 =0 
4 

Подстановка зависимостей (3.26) и (2.1) в граничные условия (1.36) дает: 

= Ou ди ди /, ди Ov Ow | 
Х = + 0(: ax t May Г” =) +4 (1 Sete te ol 

> Ov Ov Ov ди до Ow 

Ow ow Ow Ou до ди 
И = —— — — }-} — —_— _ nen + G (05 pms rn pe) t G(s то +" ae) 

При формулировке задачи теории упругости могут быть известны не поверх- 
ностные силы на границе, а перемещения и, 9, W точек граничной поверх- 
ности. Граничные условия могут также заключаться в том, что на одной 
части границы будут заданы поверхностные силы, а на другой — перемеще- 
ния. Уравнения (3.42) совместно с граничными условиями полностью опре- 
деляют три компонента перемещения и, 9, w. При этом нет нужды пользо- 
ваться уравнениями совместности; напомним, что единственное назначение 
последних состоит в том, чтобы наложить ограничения на компоненты дефор- 
мации, обеспечив однозначность и непрерывность перемещений и, 9, W. 

3.5. Энергия деформации. Допустим, что упругое тело нахо- 
дится под действием внешних сил; при деформации тела эти силы 
производят работу. Если деформированному абсолютно упругому 
телу дать возможность медленно вернуться в начальное состояние, 
то может быть возвращена вся работа, произведенная внешними 
силами. Поэтому работа, затраченная на деформацию такого типа, 
рассматривается как энергия, накопленная телом, и называется потен- 
циальной энергией деформации. 

Вычислим потенциальную энергию, накопленную в деформирован- 
ном теле. Выделим для этого внутри тела элементарный параллеле- 
пипед со сторонами dx, dy, dz и определим работу внутренних сил, 
действующих по граням элемента. Допустим вначале, что имеют 
место только напряжения o, (рис. 3.2). Если мы обозначим соста- 
вляющую перемещения грани A’B’C’D’ вдоль оси х через и, то COOT-
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ветствующее перемещение грани ABCD будет a SH dx. Для грани 

А’В’С’Р’ усилие o,dydz и перемещение и будут направлены в про- 
тивоположные стороны, в то время как на грани ABCD их напра- 
вления совпадают. В процессе деформации составляющая 3, напря- 
жения возрастает от нуля до некоторого значения з.„, а перемещение 

AY ‚ 

Рис. 3.2. 

возрастает от нуля до и. Таким образом, работа производится уси- 
лиями, действующими по граням ABCD и А’В’С’О’. Суммарная работа 
усилий, равная энергии, накопленной в элементе, будет: 

3 
° т У 

Г са (и + 9% ах) ay az — | зь и ауаг = 
св =0 „= 

Sa 
Ou 

= f ond (5%) 4х dydz. 

gy 9 

Пользуясь формулой для €, и законом Гука oe =e, = Е ‚ получим 

2 
Sz Ta 1 

] - 96% dx dy dz—= 5 р dx ау 42 = 5 4,8, ах dy dz. 

Итак, потенциальная энергия, накопленная в элементе Ax dydz, 
равна: 

dU == SpE, ах dy dz. 

Примем теперь, что в элементе имеют место напряжения су; и 5,- 
Пусть действие их происходит в следующем порядке: вначале с.
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возрастает ог нуля до значения с„, в то время как ва, равняется 
нулю; затем, при постоянном значении 5,,, с, возрастает от нуля до 
величины с,. Для той части процесса, когда у, ==0, работа, произ- 
веденная усилиями с,, будет такой же, как была вычислена выше. 
Принимая по-прежнему Teall получим 

01 = 57 ‚02 ах dy dz. 

В то время как 6, увеличивается OT нуля до значения oy, в, также 

изменяется от нуля до значения (— v3,/E). Но работа, соответствую- 

щая этому перемещению, будет равна нулю, так как в течение этой 

части процесса имеем с,—=0. Возрастание 3, от нуля до значения о 
будет сопровождаться увеличением деформации е,, равной с ylE. Этой 

части в, будет отвечать потенциальная энергия 

dU, = 550? 4х dy dz. 

В это же время величина в„ изменяется за счет возрастания с, OT 
o,/E до (в, — \,)/Е. Но здесь величина с, является постоянной; 
работа, соответствующая постоянному напряжению с„, будет равна 

(с dx dy) (— Voy) __ У 

— F 920, ах dy. 

В этой формуле множитель 1!/› отсутствует; это объясняется именно 
тем, что при изменении е„ напряжение o, остается постоянным. 
Таким образом, полная потенциальная энергия, накопленная элемен- 
том, равна 

dU =du,4+ du,+ аЦ. = aa (о — 25.3) dx dy dz. 

Для рассматриваемой системы напряжений закон Гука дает: 

1 1 
62 = Е (5 — %,), в, = =z (ву — Vox). 

Легко видеть, что выражение для AU может быть записано в сле- 
дующей форме: 

dU = + (чае + oyey) ах dy dz. (3.44) 

Можно показать, что энергия, накопленная телом, будет точно 
такой же, если мы примем иной порядок приложения усилий. Иными 
словами, потенциальная энергия зависит только от окончательного 
напряженного состояния и не зависит от порядка приложения усилий. 

Рассмотрим, далее, элемент, по граням которого действуют каса- 
тельные напряжения Tt,,. Из рисунка 3.3 видно, что усилие, прихо-
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дящееся на грань элемента, равно т», 4х dz, а перемещение в напра- 
влении усилия будет 1„,4у. Энергия деформации равна 

1 1 
dU = (Tay ax 42) (Yxy ЧУ) = 5 TayTay 4x dy dz. (3.45) 

Из закона Гука можно заключить, что нормальные напряжения He 
будут вызывать деформации 
сдвига, а напряжения сдвига не iy 
вызовут продольной деформации. Уд ly 
Следовательно, если на элемент > 
dx 4у 42 одновременно действуют г Ту 
напряжения эх, dy и Ty, общая 
энергия деформации, накоплен- Jew. 
ная элементом, может быть полу- | Е 
чена сложением выражений (3.44) ay 
и (3.45): | 7 Vey 

<=_—T > 

au = = (теж Е Зуев, "Lon вы 

+-tryfay) ах 4у 42. (3.46) Рис. 3.3. 

Мы получили выражение для энергии деформации, накопленной 
элементом Gxdydz при плоском напряженном состоянии. 

Если напряжения в элементе являются переменными, мы получим для 
энергии деформации то же выражение (3.46) (рис. 3.4). Предположим, что 

OT: 
Txy* ay ay 

Puc. 3.4. 

элемент находится под действием напряжений сх и ty, и объемных сил X, 
У. В процессе деформации напряжения oy и ty, возрастают от нуля до не- 
которого значения сх и tyy; соответственно возрастут цзремещения UH Uv,
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Работа, елена при деформации элемента, будет равна: 

1 ди dU = J (< 4 ах) d (ut Se ax х+5 5, dy) ауаг— 

_ ин 
Г( re ay) a ( Lou ое ау) 

++ ‘ay + By y Utz oy “Ту у) ахаг — 

— зы (et aged) dade 

f( “2 ax) a( OY a. dy) dy d ++ (sey + x UT 55 XT By y )dy dz — 

_f Top yl (0+ 55 4y) ay az + 

+ f xa(ut тах НЫ 

+ rales 5 ax x-+ sh ое dy) dx dyde= 

= f ead (98 (20) ceayaz-+ [va (55 +55) 4 ay det 

ie 
+f =~ + “2 4 x) dude dy d2+ 

+ | ( ета | у) aud 4у42; (3.47 , (= хауа2; (3.47) 

здесь интегрирование производится в пределах от и =0, о =0 до значений 
ии 9, соответствующих напряжениям Gy И tyy, членами высшего порядка, 
включающими dx? 4у 4г и dx 4у? 42, мы пренебрегаем. Если принять су = 0, 
то условия равновесия примут вид: 

дс ay Oty 
9х _—+xX=0, ax +Y=(0, 

и поэтому два последних интеграла в (3.47) обращаются в нуль. Это значит, 
что полная работа, производимая этими вариациями усилий, равна нулю. 
Пользуясь зависимостями 

ди о 
——=€& и == 
ox ТТ ду 1 ox Toy» 

придадим выражению (3.47) вид: 

ап = J Oy dey 4х dy dz+ J Tay 41ху 4х dy dz. 

Выполняя интегрирование, найдем: 

ай = 5 (соед + тлиу1ту) 4х dy dz. 

Мы получили то же выражение, что и в случае, когда изменение напряже- 
ний не учитывалось.
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В общем случае трехмерного напряженного состояния энергия 
деформации, накопленная в элементе 4х 4у 42, может быть найдена 
таким же образом; будем иметь 

1 
au = 5 (Заер -Н Syy + 9-е, +- Try Try 1 угТуг + 722.2) Х dy dz. (3.48) 

Общая потенциальная энергия U, накопленная в деформированном 
упругом теле, может быть найдена интегрированием @U по всему 
объему У: 

1 
(7 = 5 Г [ f Cote + сие + се. + прутки + Tyztye + tener) dx dy dz. (3.49) 

и 

Пользуясь выражениями (3.25) для деформаций через напряжения, 
можно выразить величину М только через компоненты напряжения. 
Тогда формула (3.49) запишется в виде 

и ЛГ Ее — Еее Над + 
1 

+59 (©, 9.9, |4хауаг. (3.50) 
В случае плоского напряженного состояния, при в. = ty, =, == 0, 
будем иметь 

=>ЛЛ ЛЕ |e (e+. — 200,9,) + 2, | dxdydz. (3.51) 

С другой стороны, соотношения «напряжения — деформации» позво- 
ляют выразить энергию Ц только через компоненты деформации. 
В этом случае 

Janis /Лтечеча+ю+ 
lags Tye Н 12.) | 4х dydz. (3.52) 

При плоской деформации, используя (3.28), получаем 

U = Ба II Se [ее + 2ve,°,) + 5 12, | dx dy dz. 

(3.53) 

3.6. Существование решения и его однозначность. Рассматри- 
вая систему основных уравнений теории упругости совместно с гра- 
ничными условиями, мы можем ‘доказать не только существование ре- 
шения этих уравнений, но и то, что решение является однозначным.
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Иными словами, можно показать, что заданной внешней нагрузке 
отвечает только одно определенное напряженное состояние. Строгое 
доказательство существования решений основных уравнений дали 
Корн *) и Лихтенштейн **). Требующиеся для доказательства вы- 
кладки настолько длинны, что не могут быть приведены в данной 
книге. Мы займемся здесь только теоремой об однозначности реше- 
ния, которую можно сформулировать следующим образом *** ). 

Если, в дополнение к объемным силам, заданы усилия или пе- 
ремещения для граничной поверхности тела, то осуществляется 
только одна определенная равновесная форма тела, причем распре- 
деление напряжений и деформаций в теле является однозначным. 

При выводе этой теоремы надо иметь в виду, что в задачах 
теории упругости мы оперируем с бесконечно малыми деформа- 
циями и перемещениями. Если деформации или перемещения не 
являются бесконечно малыми, решение основных уравнений может 
не быть однозначным; это будет показано в последующих главах 
для задач, касающихся упругой устойчивости. 

Для того чтобы установить однозначность решения краевых задач, 
предположим сначала, что могут быть получены две системы решений: 

7 бу, 4... wv, Ww 

которые удовлетворяют 15-ти уравнениям теории упругости и гра- 
ничным условиям. Тогда для первого напряженного состояния должны 
удовлетворяться уравнения 

/ 0s, Ot, | Oty, x 
dx Ty oz РАО, 

а также граничные условия 

V __ 2 , / X= Io), + пи, TOT 

*) А. Korn, Ueber die Lésung des grundproblemes der elastizitatstheo- 
rie, Math. Ann. т. 75, 1914, 497—544. 

**) L. Lichtenstein, Ueber die erste Randwertaufgabe der Elastizi- 
tatstheorie, Math. Z., т. 20, 1924, 21—28. 

' ***) G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Math. Phys. Mechanik, Leip- 
zig, 1883.
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при заданных усилиях на поверхности, или Условия 

если заданы перемещения на границе. Для второй системы напря- 

жений должно быть соответственно 

и с” и 

2 Coy OT, 

st ду Oz +X =0, 

ИЛИ 

Благодаря линейности задачи, при вычитании мы получим уравнения 
для напряженного состояния, отвечающего разностям с op oo, secs 

9(°=— в) | O(tay — ши) ‚0 (таз — Tae) 
дх + ду +- 92 v2 = 0, 

и — тет, + oe)? 

Мы пришли, таким образом, к новому, «разностному» распреде- 
лению напряжений, при котором все внешние силы и перемещения 
на контуре равны нулю. Если внешние силы или перемещения на 
контуре отсутствуют, то работа этих сил будет равна нулю. Согласно 
закону сохранения энергии, мы можем сказать, что потенциальная 
энергия деформации, накопленная в теле, также должна быть равна 
нулю. Но из формулы (3.52) видно, что энергия деформации яв- 
ляется квадратичной функцией компонентов деформации. Если любой
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компонент деформации отличается от нуля, то энергия деформации будет 
иметь определенное положительное значение. Она может быть равна 
нулю только в том случае, если все компоненты деформации будут 
равны нулю. Поэтому, если потенциальная энергия, накопленная 
в теле, равна нулю, то в любой точке тела компоненты деформации, 
и, соответственно, компоненты напряжения, должны равняться нулю, 
так что тело будет находиться в ненапряженном состоянии. Таким 
образом, «разностное» напряженное состояние oo), —с,,... 

не может иметь места, и оба решения должны быть тождественны; 
это значит, что для напряжений и деформаций существует одно опре- 

деленное решение. Перемещения же будут определены однозначно в 
том случае, если заданы перемещения на контуре. В том случае, 
когда на границе заданы силы, перемещения будут определяться с 
точностью до величин, представляющих движение абсолютно твер- 
дого тела. | 

При доказательстве теоремы однозначности мы предполагали, 
что перемещения и, 9, W являются однозначными функциями и что 
начальные напряжения отсутствуют. В тех случаях, когда имеют 
место начальные напряжения, можно воспользоваться так называемым 
принципом наложения и сказать, что деформации и напряжения, вызван- 
ные внешними силами, не зависят от начальных напряжений и могут 
быть вычислены точно таким же образом, как если бы начальные напря - 
жения отсутствовали. Полные напряжения представят собой алгебраи- 
ческую сумму напряжений, вызванных внешними силами, и начальных 
напряжений. В некоторых случаях принцип наложения неприменим, 
как например, при изгибе призматического бруса, сопровождающемся 
осевым растяжением или сжатием; здесь уже нельзя определить 
напряжения, вызванные внешними нагрузками, если неизвестны началь- 
ные напряжения. 

3.7. Принцип Сен-Венана. Применяя методы теории упругости 
к задачам инженерной практики, мы часто будем обращаться к прин- 
ципу Сен-Венана; сущность его можно выразить следующим образом. 

Если систему сил, действующих на малом участке поверхности упру- 
гого тела, заменить другой, статически эквивалентной системой сил, 

то такое перераспределение нагрузок оказывает существенное влия- 
ние на напряжения лишь в непосредственной близости от места при- 
ложения нагрузки; в тех же частях тела, которые находятся от нагру- 
женного участка на расстоянии, значительном по сравнению с линей- 
ными размерами этого участка, напряжения существенных изменений 
не претерпевают. 

Термин «статически эквивалентные системы сил» означает, что 
в обоих случаях имеются одна и та же результирующая сила и один 
и тот же результирующий момент. 

Если при решении практических задач граничные условия задаются 
в строгом соответствии с истинным распределением сил, то решение
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задачи с математической стороны может оказаться весьма сложным. 
Часто, изменив слегка граничные условия, мы можем сделать реше- 
ние задачи выполнимым; таким путем мы получим решение, которое 
для большой части упругого тела дает распределение напряжений, 
очень близкое к истинному. Поэтому, пользуясь принципом Сен-Ве- 
нана, можно упростить решение задачи, изменяя граничные условия 
и рассматривая систему приложенных сил, эквивалентную заданной. 
Кроме того, во многих практических задачах точное распределение 
сил на контуре неизвестно, в TO время как статически эквивалентную 
нагрузку легко определить; в подобных случаях мы можем решить за- 
дачу, относящуюся к этой статически эквивалентной нагрузке; принцип 
Сен-Венана указывает, что такой путь должен привести к удовлетво- 
рительному приближенному решению.



ГЛАВА 4 

ПЛОСКОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ И ПЛОСКАЯ 
ДЕФОРМАЦИЯ 

4.1. Основные дифференциальные уравнения. Основной задачей 
теории упругости является отыскание такого решения общего 
уравнения (3.40) или (3.42), которое отвечало бы граничным усло- 
виям для напряжений или перемещений. Однако осуществление такого 
решения общей системы уравнений часто оказывается весьма слож- 
ным. К счастью, во многих практически важных задачах можно 
сделать ряд упрощающих предположений, касающихся распределения 
напряжений или деформаций, благодаря чему решение становится 
относительно простым. 

Рассмотрим длинный призматический цилиндр, находящийся под 
действием поперечной нагрузки, равномерно распределенной вдоль 

оси (рис. 4.1). Допустим, что составляющая объемной силы Z равна 
нулю, а Хи У являются функ- 

AY циями только хи у. В этом 
случае деформация значитель - 
ной части тела, находящейся 

Pepi py iily Ь на некотором расстоянии от 
2 —=- Г) —й -— концов, не зависит от коор- 

динаты 2, а перемещения ий 
и VU являются функциями только 
х иу. Если торцы цилиндра 
не могут смещаться в направ- 
лении 2, то перемещение W 

Рис. 4.1. будет там равно нулю. В сред- 
нем сечении цилиндра, как это 

следует из симметрии, величина W также должна равняться нулю. 
Поэтому мы можем сделать приближенное предположение, что 
в любом поперечном сечении цилиндра значение W равно нулю. 
Тогда компоненты деформации 

ди Ov 

2 — 0х’ “uy ду’ Ти = ду Гдх
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будут функциями только хи у, а компоненты деформаций 

Ow Ow , Ou Ov Ow 

= oz" 12 —0х oe" 02 Г ду 
окажутся равными нулю. Такое напряженное состояние носит назва- 
ние плоской деформации. 

Как видно из соотношений (3.29), выражающих закон Гука, 
в данном случае компоненты напряжений Oy, Sy, 92, Toy будут функ- 

циями только X и у, а величины Tyg и tz, во всех точках окажутся 

равными нулю. Следовательно, уравнения равновесия примут вид 

Os, . Отту 

Ox Oy 

Otay Os 

Наибольшее значение для практики имеют два вида объемных сил: 
сила тяжести и центробежная сила. Здесь мы сосредоточим свое 
внимание на случае, когда объемной силой является сила тяжести; 
в последующих разделах этой главы будет рассмотрен также случай 
центробежной силы. Если объемной силой является только сила 

тяжести, то мы можем написать: Х==рё, и Y=—pgy, где р — плот- 
ность материала, а #.„, &,, — компоненты ускорения силы тяжести 

соответственно по осям x и у. Уравнения (4.1) перепишутся в виде: 

03% | 0тху Ото дс 
dx "бу + pg,= 0, yt ax + pgy = 0. (4.2) 

Система уравнений (4.2) будет удовлетворяться, если ввести функ- 
цию напряжений ф(х, у) следующим образом: 

02 92] 92 
Ca = Gy? бу — дх?’ tay = дхду  PSx) — P&y*- (4.3) 

Пренебрегая силой тяжести, получим 

__ 02h __ 92 024 
52 — ду’ бу = 9 “ву =~ Ox dy’ (4.4) 

Таким образом, наша задача сводится к определению функции напря- 
жений ф при соответствующих граничных условиях. После того как 
найдена функция напряжений, можно по формулам (4.3) или (4.4) 
определить напряжения. 

Если задача решается в напряжениях, необходимо использовать 
уравнения совместности (2.19). Рассмотрение этих уравнений пока- 
зывает, что только одно из них не будет удовлетворяться тожде- 
ственно; это относится к уравнению 

02; Ore, OY ny 

‘Oy? Ox2 ~~ Ox dy * (4.5)
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В случае плоской деформации зависимости между деформациями и 
напряжениями имеют вид: 

= = + - [(1 — У) 55 — voy], 

I+ у 
ву — + д], р (4.6) 

_ 2(1-+ У) и 
xy E xy? 

Подставив эти соотношения в уравнение (4.5) и опуская общий MHO- 
житель, получим 

2 0? 02 
ду IC — v) 32 — Voy] + 55510 — ¥) dy — voz] = 2 беду . 14.7) 

Если выразить компоненты напряжений через функцию напряжений 

по формулам (4.3) и (4.4), то уравнение (4.7) получит форму: 

оч 04 
sat 2 0x2 0x2 Oy? = (4.8) 

Мы получили основное уравнение для ф. Пользуясь обозначением 
да д4 4 д? д? \2 

__ —_—_ —_— — |{ __ — 2 

axt деду baa == (ба + ув) = (У), 

перепишем уравнение (4.8) в виде 

Уф = 0. 

5 04 0? 
Оператор У = 73 + дуг называется оператором Лапласа или гар- 

моническим оператором, а уравнение (4.8) носит название бигармо- 
нического уравнения. 

Рассмотрим, далее, случай, когда концы цилиндра могут сво- 

бодно смещаться. Тогда можно предположить, что продольная дефор- 

мация в. представляет собой постоянную величину. Такое напряжен- 
ное состояние можно назвать обобщенной плоской деформацией. 

Из равенств (3.25) находим: 

6, = — v(5,-+ 3,) + Ее. (4.9) 

в; = i [(1 — У) эх -— v5y] — vez, | 

ey =F" 11 — У) oy — v4] — vee, (4.10) 

__ 20+) и 

boy —— Е ту’ 

величина в, рассматривается как постоянная. Подставляя выраже- 
ния (4.10) в уравнение (4.5), после упрощений получаем в качестве 
основного дифференциального уравнения снова уравнение (4.8). После
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определения 5, и с, постоянное значение в, можно найти из условия, 
что результирующая сила, действующая по торцам цилиндра в на- 
правлении 2, равна нулю: 

Г з.ахау= 0. (4.11) 

Плоская деформация может иметь место в случае длинного цилиндра, 
размер которого в направлении 2 велик по сравнению с другими 
размерами. 

Рассмотрим теперь другой крайний случай, когда размер тела 

в направлении 2 весьма мал, т. е. случай тонкой плоской пластинки. 

Предположим, что пластинка находится под действием сил, прило- 
женных по контуру параллельно ее плоскости и равномерно рас- 
пределенных по толщине (рис. 4.2). Допустим также, что объемная 
сила Z равна нулю, а силы Х 
и У являются функциями 
только Хи у. Очевидно, по- 
верхности пластинки = == + h/2 
будут свободны от внешних 
сил, и компоненты напряжений 

Oz, Tre» Tyz ЗДеСь должны быть A 

y | 
| | 

2? 

равны нулю. Если пластинка 
тонкая, то без существенной 
ошибки можно принять, что 
эти компоненты равны нулю 
по всей толщине пластинки, и 

что три других компонента — Рис. 4.2. 
бд» Sys Tay — практически оста- 
ются постоянными по толщине пластинки. Тогда мы получим случай 
плоского напряженного состояния, для которого в, = ty, == ty, = 0, 
а величины су, су, Try являются функциями только x и у. При 
этом уравнения равновесия сохраняют форму (4.1) или (4.2); для 
того чтобы эти уравнения удовлетворялись, можно по-прежнему 
ввести TY же функцию напряжений Ф. 

Соотношения между деформациями и напряжениями будут иметь 
ВИД: 

| 

4 ty
 

м“
 

А 

1 
6 — = (Sy — Voy), 

i 
E ву = Е (Sy — Va); | (4.12) 

Tay 2(1 +- у) 

Tay ="G ОЕ "ew 

Подставляя зависимости (4.12) и (4.3) в (4.5), мы вновь получим 
уравнение (4.8) в качестве основного уравнения для функции напря- 
жений ф.
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Обратимся к уравнениям (2.19). Если положить 5, = ty, = ty, = 0, а ве- 
ЛИЧИНЫ Sy, Sy, Ty считать независимыми OT 2, то, в дополнение к уравне- 
нию (4.5), должны быть удовлетворены еще три уравнения совместности. 
Они имеют вид: 

2 =0 —*%=0, ~~2%=0. (4.13) 

Интегрируя эти уравнения, получаем 

ег = — = (в зу) = ax+ ву с, 

где а, 6, с — постоянные интегрирования. Однако при решении задачи о пло- 
ском напряженном состоянии с помощью уравнения (4.8) это условие, вообще 
говоря, не будет удовлетворяться. Очевидно, решение по уравнению (4.8) 
не может считаться точным, поскольку не все уравнения совместности удо- 
влетворяются. Можно получить точное решение, удовлетворяющее всем урав- 
нениям совместности, если по-прежнему положить в, = ту, = ty, == 0, но не 
ставить условия, чтобы величины оу, су, Ty, являлись независимыми от 2. 
Будем пренебрегать объемными силами и считать внешние силы располо- 
женными симметрично относительно срединной плоскости пластинки; тогда 
можно показать *), что функция напряжений |, определяемая уравнением 
(4.4), имеет следующий вид: 

Y= by— ) 2%, 2(1 + у) (241 

причем функция Yy должна удовлетворять уравнению (4.8). Для тонкой пла- 
стинки значение г обычно весьма мало, и потому вторым членом в выпи- 
санном выражении можно пренебречь. Следовательно, решение задач с по- 
мощью уравнения (4.8) дает в случае тонкой пластинки достаточную точность, 
хотя при этом не все уравнения совместности оказываются удовлетворенными. 

Предыдущее изложение показывает, что для задач о плоском 
напряженном состоянии, о плоской деформации и об обобщенной 
плоской деформации функция напряжений определяется одним и 

тем же дифференциальным уравнением, при условии, что объемные 
силы представлены только силой тяжести. Решение этих задач отли- 
чается только тем, как будут определяться компоненты деформации 
после того, как найдены компоненты напряжения. В случае плоской 
деформации при этом следует использовать уравнения (4.6), в слу- 
чае обобщенной плоской деформации — уравнения (4.10), в случае 
плоского напряженного состояния — уравнения (4.12). То обстоятель- 
ство, что все компоненты напряжения можно выразить через одну 
функцию напряжений, впервые было установлено Эри **); функцию 4 
обычно называют функцией напряжений Эри. 

4.2. Изгиб консоли с узким прямоугольным сечением силой, 
приложенной на конце. В качестве первого примера сделаем попытку 
найти точное решение задачи для случая консольной балки с узким 

*) 5. Timo shenko, J. М. Goodier, Theory of Elasticity New York, 
1951, стр. 241—244. 

**) Ц. В. Airy, Brit. Assoc. Rept., 1862.
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прямоугольным сечением, загруженной на конце силой Р. Если тол- 
щина й мала по сравнению с высотой d, то распределение напряже- 
ний в такой балке (рис. 4.3) можно рассматривать как плоское 
напряженное состояние. 
Граничные условия заклю- -“-= 
чаются в том, что верх- 
няя и нижняя грани сво- 
бодны OT нагрузки, а 7 
результирующая перере- Py й 
зывающая сила при х= 
— 0 равна Р. Если вели- ty 
чина Р велика по срав- 
нению с рг, то силой тя- 

жести можно пренебречь. 
Из условий статики вытекает, что изгибающий момент в любом 

сечении пропорционален х, а напряжение o, в любой точке сечения 
пропорционально у. Поэтому положим 

_ 9% 
> Oy? 

где с! — некоторая постоянная. Интегрируя, находим 

p= -е ху with), 
где f,(x) и Л(х) — неизвестные функции координаты x. Подста- 
новка полученного выражения в основное уравнение (4.8) 

Уф = 0 

A mF 
2 и7 

A
N
 

= 
© 

+ 

1 я 

A
N
A
 

Рис. 4.3. 

6 — Cixy, 

дает 
у d4 af, + Te —0. 

У ая dx4 

Так как f, и /›— функции только х, то второй член в этом урав- 
нении не зависит от у. Но рассматриваемое уравнение должно удо- 
влетворяться для всех значений х и у, относящихся к балке. Это 
возможно лишь при 

44 __ АА _ 
ах* —=0 4х4 =0 

fy Cgx8 + 05x27 Нах Нес» fo == C gx? + сх? сх + Cg, 

ГДЕ Co, Cg, ...› Cg’— постоянные интегрирования. Окончательно имеем 

Cz . 
pS KVP у (Cox? сх -Е сах + Cg) + сем сом? + сх Н со. (4.14) 

Пренебрегая силой тяжести, получаем согласно выражениям (4.4): 

в, = ae a = 6 (Coy Cg) ¥ 2 (Ca¥ + Cy), 

д 
чу == — Gedy = ZH” — Bene? — Pepe — eg 

ИЛИ
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Исходя из граничных условий, находим 

в, =0 при y= +5, 

откуда 

6 (© THe) «2 (5) =0, 

6 (— с, +4) +2 (9) =0. 

Эти уравнения должны удовлетворяться для всех значений х от 0 

до L, следовательно, 

а а 
Co5 + Св =0, C35 +c, =0, 

а а 
— Coy + в = 0, — C357 с. = 0. 

Решая эти уравнения, находим 

Со = Cg == Cg == С. =0, 

откуда 

tay — — 3 J 

Чтобы удовлетворить условию tyy,—=O0 при y= + 4/2, мы должны 
положить 

d2 
— > d’—c,=0 или с: = — 7% . 

На нагруженном конце балки сумма распределенных перерезываю- 
щих усилий должна равняться P: 

+42 4/2 

— { хуй dy = [ th (4? — 4?) 4у=Р, 
—а/2 —d/2 

Следовательно, 
_  12Р 

Ci = Bh . 

Учитывая, что величина / = 43й/12 представляет собой момент инер- 
ции поперечного сечения, приходим к окончательным выражениям 
для напряжений: 

Рх P (a = — 9, oy =0, чит (GH). (4.15) 

Полученный нами результат полностью совпадает с элементарным 
решением, которое дается в курсах сопротивления материалов. Из 
этого решения вытекает, что перерезывающая сила по торцам изме- 
няется по закону параболы, и что напряжение з„ в сечении у места 
заделки зависит линейно от у. Поэтому решение будет точным, если
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усилия, действующие по торцам, заданы именно таким образом. 
Если же усилия в граничных сечениях изменяются по какому-либо 
иному закону, решение не может считаться точным; однако, в соот- 
ветствии с принципом Сен-Венана, это решение будет отвечать рас- 
пределению напряжений в некотором поперечном сечении, достаточно 
удаленном от концов. Мы видели, что постоянные Cz, Cg и Cg B вы- 
ражении для ф не зависят от граничных условий. Определение этих 
постоянных не входит в решение, поскольку напряжения от них не 
зависят. 

Найдя напряжения, мы можем перейти к определению перемеще- 

ний в балке. Используя выражения для компонентов деформации и 
закон Гука, находим: 

du _. __ oy __ Рху | 

9х %  E EI ' 

OV Von УРху 
ду vy Е ЕТ > (4.16): 

Ou , Ov 2(1+ У) Toy __ (< 2) 
ду Г дх lew = Е Е \4 У), 

Интегрируя первые два уравнения, получаем 

Р 

и— — рту 81 (5), 9= т ху - в (х), 

где £,(y) и 2>(х) — некоторые функции от у и x. Подставляя эти 
выражения в третье уравнение (4.16), будем иметь 

аи +) =Ь— 
Легко видеть, что члены в левой части равенства зависят только 
от у, а члены в правой части — только от х. Функция от х может 
быть равна функции от у для всех значений х и у только в TOM 
случае, если обе они равны постоянной величине; обозначим ее 
через a,. Отсюда 

Р 

РЕГ 
481 1-- УР 

dy a’. 2 
* 4EI 

£8 Sf 

dg  _Р. Y\ ye dg. _ Р (l-+yP . 
ау ET (1 + >) а, ay = per — 4 4 

Интегрируя, получим 

Р v\ 3 
£1 (У) = sz (! +=) + AY + а», 

Р 1 Р 
&> (x) = 6ЕТ x3 — ( то 2х — a,x +43,
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где 4. и аз — постоянные интегрирования. Перемещения и и VU ока- 
зываются равными: 

р р 
= — орт У ЗЕГ(! +5) 8 ay tan, 

__ УР 9 Р ., И-УР р 

= ppp ХУ Г Sep — 4 Ч ха. 

Допустим, что точка (x ==[, у==0) закреплена. Тогда будем иметь 
следующие граничные условия: 

__ Ov 
Е — ——_= 

о Ox 
О при x=L, у=0. 

После подстановки выражений для и и 9, находим 

_ РР _ 2" у ‚РМ 
@1 — SET AEE * “2 —~%s (3- ЗЕ 

И 

Р .. Р У\ 3 Р 2 4? 
и — — op PY BEF (1 +5) + ЭЕ7 [2 а) |». 

vP Р „ PL РЗ 
__ 2 _ —_ —____— 

U= 55” + GE —ЭЕГ ХТ BET 

Уравнение упругой линии получаем из выражения для VY при 

у = 0: 
_ РЗ PL | PL 

(y-0= GET — DET Г SET’ 

Кривизна упругой линии равна 

1 (ss) Px M 

R ~\axt),_9 El El’ 

toe Ю — радиус кривизны, а М =Рх — изгибающий момент в сече- 

нии х. Мы получили хорошо известную из элементарной теории 

изгиба формулу Эйлера — Бернулли. Рассмотрим, далее, сечение 

х ==с, являющееся плоским до изгиба. При изгибе балки точка (х, у), 

лежащая в плоскости х — с, переместится в точку с координатами 

х’—=Сс-Ри, у’ —= уф 9. Уравнение полученной поверхности будет 
иметь вид: 

хе —а 95| —o+ 
+37 (1 +5)’ — 

Эта поверхность будет мало отличаться от плоскости, если отрезок с 
мал по сравнению с [, Т. е. если сечение достаточно удалено от 
заделанного конца. Однако вблизи заделанного конца поверхность, 
очевидно, будет искривленной. Можно показать, что при действии
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на балку одного только изгибающего момента (см. § 9.1), сечения, 
являющиеся плоскими до изгиба, продолжают оставаться плоскими 
после изгиба. 

Задача 1. Пусть на консольную балку, изображенную на рис. 4.3, 
вместо сосредоточенной нагрузки действует равномерно распределенная на- 
грузка интенсивности р. Найти функцию напряжений и компоненты напря- 
жений. Граничные условия будут иметь вид: 

а 
oy = — Pp при у=--, 

а 
в, =0 при у=— 5, 

Try = 0 при yas 

H 
d/2 4/2 

Г ви dy = J cay dy = при х=0. 

—d/2 —а4/2 

Указание. Следует выбрать функцию, исходя из соотношения 

02 

toy — — т — xf (У). 

8 3 1 4? / \5 8 Oms. = — ра (3 — +4) + (Se) ахуе, 
Задача 2. Допустим, что распределенная нагрузка, действующая на 

консольную балку (рис. 4.3), изменяется по линейному закону как функций 
OT х; эта задача соответствует случаю вертикальной консоли, нагруженной 
гидростатическим давлением. Плотность жидкости обозначим через р. Гра- 

ничные условия пусть будут следующими: 
а а 

ву = — px при у=ъэ, с,=0 при y=—>» 2 

Try == 0 при у = = 

=~ а! 

Найти функцию напряжений и напряжения. , 
Указание. Следует воспользоваться функцией, отвечающей выражению 

Е о == x8f,(y) + х (9). 

_ px pxy _ ; 
Ome. ф = -5а3 (4уз — За?у — a3) — 8043 (16у* ва?у--а4)-Нс1х-соу-- C3. 

Задача 3. Треугольная пластинка узкого прямоугольного попереч- 
ного сечения и постоянной толщины находится под действием равномерно
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распределенной нагрузки р, приложенной вдоль верхнего края, как показано 
на рис. 4.4. Показать, что функция напряжений 

_ pctga __ 9 __ У 
b= aq SS | Piga+ xy + (xt y%)(a arctg>)] 

удовлетворяет основному уравнению и граничным условиям. `Для частного 
случая а == 30° выяснить, как распределяются нормальные напряжения в се- 

чении АВ и сравнить их с на- 
р L < пряжениями, определяемыми по 

К элементарной ормуле изгиба ОРРЕТЕЕЕЕЕЕЕК „д Фи Форму 
a \ 

К 4.3. Основные уравнения 
и, к в цилиндрических координа- 

| к тах. При рассмотрении задач 
у B А для цилиндрических тел круг- 

\ лого очертания удобно пользо- 
ваться цилиндрическими коор- 
динатами г, 0, 2. В случае 
плоского напряженного состоя- 

ния или плоской деформации х,, ==), == 0, а остальные компоненты 
напряжения будут функциями только Г и 0; тогда цилиндрические 
координаты переходят в полярные. Рассмотрим равновесие малого 

hy 

Puc. 4.4. 

Рис. 4.5 a. 

элемента ABCD, показанного на рис. 4.5,а. Радиальные компоненты 
сил, соответствующих напряжениям 

o, + oe dr Mu 4,, 

будут равны: . 

(c, + 2 ar) (r +-dr)d§ —o,r d8. 
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Радиальные компоненты сил, отвечающих напряжениям 

дс Ot 
oy + —,- 46, Зв, и-Н-55- do H Teh» 

как это видно из рис. 4.06, оказываются равными: 

40 о 28 
—(a +o a6) dr sin > — 55 dr sin > + 

т 49 dé 
+(x Tr 9 56 48) dr COS—5- — Ty dr cos an 

Поскольку угол 40 мал, это выражение принимает вид: 

дс 40 db 
—(o, 4+ 140) dr > — or +(e try te va do) dr — ли г. 

Обозначим через F,, Fy компоненты объемных сил, приходящихся 
на единицу объема, COOT- 
ветственно в радиальном и ( Ore то) dr 
касательном направлениях. "00 тра 
Найдем сумму радиальных 28/2 082 

компонентов сил. Отбрасы- = =/ 
вая малые величины выс- ac a 
шего порядка и деля все (+5 р 4) ar и; 

06/2 \ 

| 

| 
| 146/92 

величины на элементарную | 106) 
площадь га 49, получим | 
слелующее уравнение равно- \ | 

весия для радиального на- i] 
правления: \ ly р odo к 

©,
 

а ч —
 

jo
y)

 
a _
 

as ro Sy р 

“or ' r 00 Гого 

2 
ч (=>

) 

Таким же образом можно 
получить уравнение равно- Рис. 4.56. 
весия для направления вдоль 
касательной. Окончательно уравнения равновесия для плоских задач 
в цилиндрических координатах, соответствующие уравнениям (4.1), 
будут иметь вид: 

Os, 1 ov, <, — 4, ) 

i ae +P, = 0. | 
1 O55 OT, “1 

Допустим, что объемными силами можно пренебречь; уравнения 

(4.17) будут при этом удовлетворяться тождественно, если ввести 

(4.17) 
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функцию напряжений ф по формулам: 

14 , 1 0% 
в = 

r r or “062” 

ов = Ze (4.18) 

ta lt 94% 1 99 __ 9 (1 oy 
rs ~~ “72 00 г 000 or 5 )- 

Обратимся к выводу уравнений совместности для плоских задач 
в цилиндрических координатах. Предноложим, что элемент ABCD 

переходит после деформации в положение A’B’C’D’, как показано 
на рис. 4.6. Пусть через ц и Vv обозначены перемещения точки А, 
соответственно в радиальном и касательном направлениях. Тогда 

ди 
перемещения точки В будут и; dr И o+ баг: квадрат 

отрезка A’B’ окажется равным 
Ay 

u (А’В’ = (ar 4. ce dr) + 

+ (5- а г). 

По определению, имеем 

a A’B’ =(1+e,) AB=(1+e,) dr. 

2 Пренебрегая членами высших поряд- 
< ков, находим 

Рис. 4.6. = — 9%. 
7 Or ° 

Компонент продольной деформации в направлении касательной зави- 

сит от величин ци 9. До деформации было АР =г 44. После де- 
формации длина AD за счет перемещения & становится равной 
(Г -- и) 40. В то же время точка А’ получает перемещение © вдоль 

ду 
касательной, а точка О” — перемещение V+ aR г 49. Отсюда 

ar do] +( ote 48}. (A’D)? = [(1 +e) г db = [(r + a) 40 + 

Пренебрегая членами высшего порядка, получаем 

и 1 ov 

= Tr 06. 

Рассмотрим, далее, деформацию сдвига. Угол B’A’l’ между напра- 

влениями АВ и А’В’ равен oY а угол О’А’Н между AD и А’О’
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ди 
равен -58 Следовательно, изменение угла DAB (т. е. деформация 

сдвига 1.) равно 

1 = LDAHALBAI=LDAH+AL BAY — ДА’ = 

ди о 
=a +t: 

В результате имеем: 

ди и 1 ду 1 ди U 
=F РТТ, м-р. 419 

Исключая и и uv из формул (4.19), легко установить, что уравнения 
совместности принимают здесь вид: 

Oe, 0? 2 dé, 1 ds O71, OH 

“Or? + Foe FOr те = тб roroo th 4 r? 00 ° (4.20) 

Перейдем к случаю плоского напряженного состояния. Соотно- 
шения между напряжениями и деформациями в полярных координа- 
тах можно выписать, заменив в выражениях (4.12) индекс х наги 
индекс у на 0; тогда получим: 

1 
a Е (3, — 5%), 

1 
Eq — Е (<, — УС), р (4.21) 

] 2(1 
Tri ="G tr ( +.) ув. 

Подставляя эти соотношения в (4.20) и сокращая на 1/Е, будем 
иметь: 

д? д° 
on (3, —_ v5) + 72 O02 (©, — Ув.) += <6, — v3,) — 

д? 1 д-, + 2 (6, — vm) = 2(1 +y) о. +211 +y5—8. 

При введении функции наПряжений, определяемой формулами (4.18), 

уравнение совместности примет вид: 

02 1 oO 1 02 \ ( 0% 1 oy 1 02% 
тив) (тив) =0 4.29 

Уравнение (4.23) представляет собой основное дифференциальное 
уравнение для функции meme ф. Так как выражение 

1 90? 
о э=-+ r a +a 902 

является оператором Лапласа У? в полярных координатах, то 
уравнение (4.23) является просто уравнением (4.8), написанным 

(4.22) 
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в полярных координатах. Отсюда вытекает, что оно будет основным 
уравнением и для задачи о плоской деформации, и для обобщен- 
ной задачи о плоской деформации. 

Задача 1. Показать, что функция напряжений |, заданная ‘выраже- 
ниями (4.18), по существу совпадает с функцией ф, определяемой равен- 
ствами (4.4). 

Задача 2. Зависимость между полярными и декартовыми коорди- 
натами имеет вид: 

r= хр у?, d= агс >. 

Проверить соотношение 

07+ 0? 071 1 ov 1 0% 

дхт Г Oy? ~ Or? Тр Or + 08° 
Пользуясь этим, оказать что уравнение 

1 д? 0% , 1 dy 1 02% 

(Gat > eta sar) (a8 Tr Or tr sur) = 0 

представляет собой бигармоническое уравнение 

044 ary 044 
9 12 ддуз + Gy 

в полярных координатах. 

= 0 

4.4. Толстая труба под действием равномерного давления. 
Соединения с натягом. Рассмотрим толстостенный цилиндр, под- 

верженный равномерному давлению по 
внутренней и внешней поверхностям 

(рис. 4.7). Через а и 6 обозначим 
внутренний и внешний диаметры ци- 

линдра, а через р; и ру соответственно 
внутреннее и внешнее давление. Тогда 
граничные условия будут иметь вид: 

‹.=— р; при r=a, | 
(4.24) 

с, == — Рю ПРри Г = 6 

Судя по граничным условиям, напря- 
жения в этом случае должны распре- 
деляться симметрично относительно 

Рис. 4.7. центральной оси цилиндра, перпенди- 

кулярной к плоскости ху. Но тогда 

функция напряжений ф не зависит от 6 и является функцией только г. 

Уравнения совместности (4.23) принимают вид 

(= 11) (4 — St) =0, 
dr? + rar dr2 г ar 

или 

41 2 а3ф 1 ay 1 dy _ ‹ 

drt at; drs 1? а + dr = 0. (4.20)
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Уравнение (4.25) является однородным линейным дифференциаль- 
ным уравнением; его можно решить, введя новую переменную 
Е —= шг. Имеем: 

ay dy dé 1 
‘dr а dr г dé’ 

avy dd (44 = (44 —_ ay 
а“? а a) r2\ dé ee): 
ay dy _ 3 44 
an — я (= —Зав +2 4). 
44 _ 1 [44 43$ ay dy 
My (ae age + Il ge — 6 4c): 

После подстановки этих выражений уравнение (4.25) принимает 

форму: ay, ay any 
= — 4 а 4 ——- Че = 0. 

Мы получили обыкновенное дифференциальное уравнение с постоян- 
ными коэффициентами, решение которого хорошо известно: 

p= c,be% —- сое + 35 + Cy, 
или 

b=cr?lnr+cor*+cglnr+ са; (4.26) 

re Cy, Со, Cz и с. — постоянные интегрирования. Из уравнения (4.26) 
находим напряжения: 

та o, => eo (1+2lnr) +24, 
а? o = = с, (8-2 ши 2. — №, 

рб = 0. 

В приведенных выше выражениях для напряжений имеются три 
постоянные, полученные в результате интегрирования, в то время 
как граничные условия определяют только две постоянные. Для 
того чтобы однозначно определить эти постоянные, рассмотрим 

перемещения. В осесимметричной задаче выражения для компонен- 
тов деформации имеют следующий вид: 

сом Ща 9 
r~ dr’ a=» Tri Gp г’ 

Ниже будет показано, что при свободно смещающихся торцах 
цилиндра надо положить 5, =—=0 и использовать соотношения (4.21) 
между “npc и деформациями. Тогда получим 

аи и 1 
TE А G— Vg) и — = -Е (3 — у5,).
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Интегрируя первое выражение, находим 

Ви = с. [г (1 — 3v) +21 —v)(rinr — г)| + 

+26, (1 — У) г — 1 +++, 

где с, — постоянная интегрирования. Второе уравнение дает 

Ви — с. [г (3 — У) 27(1 — vy) Inv] 265 (1 —Уг— сз (1 +У-. 

Для того чтобы оба эти выражения для и совпадали, должны быть 
выполнены условия: 

с =0*) и c =0, 
а также 

Eu = 2» (1 — г —03(1 +9) =. (4.27) 

Отметим, что для рассматриваемой задачи с круговой симметрией 
мы могли бы не решать уравнения (4.25), а исходить непосред- 
ственно из уравнения равновесия (4.17); функцию напряжений при 
этом можно было определить способом, описанным в § 4.6, затем, 

исходя из уравнения совместности, относящегося к случаю круговой 
симметрии, можно получить выражения для напряжений, причем 
величина с, автоматически обратилась бы в нуль. 

Обратимся к определению остальных постоянных. Граничные 
условия (4.24) принимают вид: 

С: с 
2. в == —рь 265 — а = —Po. 

Решение уравнений дает: 

_ Pia” — Роб? __ ab? (Po — Pt) 

Компоненты напряжений оказываются равными: 

_ 2202 (po — pi) 1 + Ра? — Роб? 
п а т $2 — a2 

__ 420? (ри — pr) 1 pia® — Роб? ye ate | 
(4.29) 

Из уравнения (4.29) видно, что сумма o,-+-o, He зависит OT ги 
остается постоянной по всей толщине стенки цилиндра. Если торцы 

цилиндра могут свободно смещаться, то 

€, — const, 

*) Если вместо соотношений между напряжениями и деформациями 
для плоского напряженного состояния воспользоваться аналогичными зави- 
симостями для случаев плоской деформации или обобщенной плоской дефор- 
мации, то мы также получим Cy = 0.



4.4] ТОЛСТАЯ ТРУБА ПОД ДЕЙСТВИЕМ РАВНОМЕРНОГО ДАВЛЕНИЯ 73. 

Из зависимостей между напряжениями и деформациями находим 

3, == у (в, +0,) + Ве, = С; 
здесь С — постоянная, которую надо определить из условия, что 
результирующие силы по торцам равны нулю: 

b 

f o.2nr dr = xC (b? — a?) = 0, 

а 
откуда 

С —= в, =0. 

При определении компонентов деформации следует пользоваться 
зависимостями между напряжениями и деформациями, относяши- 
мися к плоскому напряженному состоянию. 

Уравнения (4.24) и (4.26) можно использовать для исследования 
распределения напряжений, вызываемых горячей посадкой или 
запрессовкой. На практике имеется ряд случаев, когда на ось или 
на колесо требуется надеть деталь с натягом. Внутренний диаметр 
охватывающей детали изготовляется обычно немного меньшего 
размера, чем внешний диаметр оси или колеса. Если, предварительно 
нагрев наружный цилиндр, надеть его на ось или колесо, и затем 
дать ему остыть, то получим так называемую горячую посадку. 
Подобный метод применяют при насадке стальных бандажей на 
колеса локомотива. Sanpeccoska имеет место при насаживании 
ступицы на ось. В том и другом случае, при соединении двух 
деталей, они оказывают друг на друга давле- 

ние, достаточное, чтобы предотвратить 
какое-либо относительное перемещение. 
Часто требуется определить давление, кото- 
рое соответствует заданной разности диа- 

метров или натягу. 
Предположим, что после соединения 

двух цилиндров, выполненного с помощью 
горячей посадки или запрессовки, радиусы 
внутреннего цилиндра оказываются равными 
аиф, а радиусы наружного цилиндра — бис 
(рис. 4.8). При а = 0 будем иметь случай, 
когда цилиндр насажен на сплошной вал. 

Обозначим через р радиальное давление между двумя цилиндрами. 
Если бы эти цилиндры были разъединены, внутренний цилиндр, 
очевидно, стремился бы расшириться, а наружный — сжаться. Co- 
гласно принципу наложения снятие давления р эквивалентно при- 
ложению отрицательной нагрузки р к внешней поверхности внут- 

реннего цилиндра и к внутренней поверхности наружного цилиндра. 
Если положить р; = 0, ру = — риг==фв уравнениях (4.27) и (4.28), 
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мы найдем увеличение внешнего радиуса внутреннего цилиндра 

bp 5 
uy; — "Ey (62 — a?) [1 + V4) a’ +-(1 ~~ У!) Ь?], 

где E,, у, относятся к материалу внутреннего цилиндра. Анало- 

гично, подставив р; = — р, Ро == 0, г = си заменив в уравнении (4.28) 

а и 6 соответственно на фи с, найдем радиальное перемещекие 

точек внутренней поверхности наружного цилиндра: 

bp 
Uy — — Ey (c? — 62) Ke! +- №) с +- (1 — ».) 62], 

где E,, у относятся к материалу наружного цилиндра. 
После разъединения труб внешний радиус внутреннего цилиндра 

будет равен 0--u,, а внутренний радиус наружного цилиндра будет 
р + и». Следовательно, после разъединения разность радиусов, 
соответствующая радиальному давлению р, окажется равной 

(1 + у.) a? 1 —v,) 2? 1 + ve) с2 1 — vq) 62 
6 = 2 (u,—u,)= 2bp | a 0 ite а?) 1) + ( + ia 62) 2) |. 

Если оба цилиндра изготовлены из одного и того же материала, TO 

463 (c2 — a?) D 

(62 — а?) (c2— 62) Е° 
a 
О — 

В случае цилиндра, насаженного на сплошной вал, будет а —=0, 
и полученная формула поеобразуется к виду 

4bc2 р 
= Я Е. 

Если заданы величины с, или с, в цилиндрах после соединения, 
можно из (4.29) определить значение р, а затем из приведенного 
выше уравнения найти 6. Применение эгих формул для расчета 
стволов тяжелых орудий было подробно разобрано Саусвеллом *). 

Задача 1. На цилиндр, внутренний диаметр которого равен 100 мм, 
а толщина стенки 25 мм, в горячем состоянии насажена втулка толщиной 
25 мм. Величина натяга такова, что при наличии внутреннего гидроста- 
тического давления, максимальные напряжения сдвига в трубе и во втулке 
равны 1120 кг/см?. Вычислить давление жидкости. Определить давление 

между втулкой и цилиндром при отсутствии давления жидкости. 
Отв. 1110 кг/см?; 200 кг/см?. 
Задача. На трубу, внешний и внутренний диаметры которой соответ- 

ственно равны 460 и 300 мм, насажена в горячем состоянии другая труба, 
толщиной 76 мм. Внутренний диаметр наружной трубы выполнен на 1,25 мм 
меньше внешнего диаметра внутренней трубы. Написать выражения для 
напряжений во внутренней трубе. Трубы изготовлены из стали, причем 
Е = 2,1 .108 кг/см?. 

*) Р. В. Саусвелл, Введение в теорию упругости, ИЛ, М., 1948.
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4.5. Влияние круглых отверстий малого диаметра на напря- 
жения в пластинках. Концентрация напряжений. Рассмотрим 
напряженную пластинку. Если в какой-либо точке пластинки про- 
сверлить круглое отверстие, то это вызовет перераспределение 
напряжений. В непосредственной близости к отверстию возникнут 
значительные дополнительные напряжения. Концентрация напря- 
жений по краям круглого отверстия имеет большое практическое 
значение. Это относится, например, к трещинам в сплошных дета- 
лях, К отверстиям в палубах кораблей или в фюзеляжах само- 
летов. 

Если отверстие мало, влиянием его можно пренебречь на рас- 
стоянии нескольких диаметров от его края. Поэтому точки, нахо- 
дящиеся на таксм расстоянии, можно рассматривать как бесконечно 
удаленные от отверстия. 

Рассмотрим сначала задачу о малом отверстии в бесконечной 
пластинке; из анализа полученных результатов можно установить 
погрешность, возникающую при замене конечной пластинки на беско- 
нечную. Пусть пластинка 
ных растягивающих напря- 
жений S в направлении x. 
Начало координат поместим 
в центре отверстия. Оче- 
видно, При отсутствии от- 

верстия 

с. =5, бу == Toy == 0; 

это соответствует выраже- 
нию для функции напряже- 
НИЙ 

Заметим, 

находится под действием равномер- 
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Рис. 4.9, 

что такое выражение для }, удовлетворяет бигармони- 
ческому уравнению и потому является точным решением. В цилин- 
дрических координатах, при у=г зп, 

v= 5 Sr? sin? 0 = 

Отсюда 

10 

n= + 
024. 1 

: Sr? (1 —cos 26). 
4 

1 0? 1 J, SH _ 5 S(1 +c082 0), 

S (1 — cos 26), (4.30)
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Если в пластинке просверлить отверстие радиуса а, то гранич- 
ные условия запишутся в виде 

6, +t, = 0 при Г—=а 

И 

6, Oy,» Og — 58,» Tra —= Tr, при Г=о®. 

Исходя из выражения для Ф,, попробуем принять функцию напря- 
жений в виде 

ф = Л, (г) +f, (Г) cos 26, 

где f,(r) и № (г) — неизвестные функции Г. Подставим это выраже- 
ние в бигармоническое уравнение 

oe 10 1 (2% 194,1 0% 
(sets art oe) (Se t poet ger) =O 

и отметим, что полученное при этом равенство должно удовлетво- 
ряться при всех значениях 0. Тогда найдем, что функции f,(r) и 
fo(r) должны удовлетворять следующим обыкновенным дифферен- 
циальным уравнениям: 

т), asp 
на Heo, aay 

Общее решение уравнения (4.31) было найдено в предыдущем пара- 
графе в виде 

fi(r)=ce,r?2Inr+cr?+c,lnr+¢. 

Уравнение (4.32) вновь можно привести к дифференциальному урав- 
нению с постоянными коэффициентами путем введения новой пере- 
менной & —=|пг, как при решении уравнения (4.25). После таких 
преобразований приходим к общему решению уравнения (4.32): 

с (р = сы + Cor Не 
Следовательно, функция напряжений имеет вид: 

`с 
ф — (cr? inr + cr?+c¢,lnr—+c,) + (cor? +-c,r* +4+ ca) cos 20, 

ГДе C1, Co, ..., Са— Постоянные интегрирования. Соответствующие 
компоненты напряжений будут равны: 

weed F280 чая (2 os ++) cos 28, 

op — с, (++ 2 Inv) + 2c, — (2c, + 12cgr? + “i a) cos 26, 

Tr) = (2c, + 6667? — 6 ы sin 26. 
r4
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Из граничных условий вытекает, что 

при Г=а o,=t,,—0 для всех значений 0; 

при F==0CO 9,—=5,:, G9 =3,, Try = Tro,- 

Из условия, что величины б,, Sg И Tey должны оставаться конечными 

при бесконечном радиусе г, имеем 

Cy = св = 0. 

Из остальных граничных условий находим 

с: 6c 4c 6c 26 
2.3 =0, 2% —7 4 a3 = 0, 2c. i-z 

y= —S, 2.=>. 

Решения этих уравнений будут иметь вид: 

5 а2 5 а4 
2—1, C3=— zo C= — FZ, 1 = — ZS, Св = 5 5. 

Компоненты напряжений оказываются равными: 

vail —5)+5 (1—5) cos 20, | 

в = = > (1 +-— A) (1 +4 ) соз 26, (4.33) 

т., = — (1 — “a 4 =) sin 29. 

Из полученных формул вытекает, что Sg принимает максимальные 
значения на концах диаметра отверстия, перпендикулярного к на- 
правлению растяжения. Подставив в выражение для с, значения г = а 
и 0—</2 или 32/2, найдем максимальное значение о, равным 35. 
Таким образом, максимальное растягивающее напряжение для 
плоской пластинки, имеющей малое отверстие и находящейся под 

действием приложенных по краям равномерных растягивающих 
усилий $, равно утроенному значению интенсивности равномерно 
распределенного напряжения. 

Определим, далее, погрешность, связанную с предположением 
о бесконечно большом размере пластинки. Для поперечного сечения 
пластинки, проходящего через центр отверстия перпендикулярно 
к оси x, будет 07/2; из выражений (4.33) получаем 

=5 (2+5 i+). Tre = 0. 

Мы видим, что с увеличением г напряжение о, быстро приближает- 
ся к значению 5. Члены, содержащие г в выражении для о, и 
соответствующие напряжениям, вызываемым наличием отверстия,
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составляют на расстоянии 10a от центра отверстия примерно 1/200 
от их значения у края. Таким образом, правильно было рассма- 

5 тривать расстояние от центра отверстия, 
1 | | | равное пяти его диаметрам, как прак- 

7х __  Тически бесконечно большое. 
— и © Рассмотрим, далее, задачу о пла- 
— Ye Na —-  стинке с небольшим круговым OT- 

и `\ | о  верстием при действии равномерно рас- 
5 и О `| с пределенных напряжений сдвига $. При 
—|\. /\—- изучении совместного действия различ- 

$ р ных нагрузок мы видели, что, прило- 
р 5 „А `` жив в направлении x равномерно 
— хи —_ распределенные растягивающие уси- 

> лия 5, а в направлении у=— такие же 
|| to || сжимающие усилия, мы получим по 

Рис. 410. диагональным сечениям равномерно 

распределенные напряжения сдвига S 
(рис. 4.10). Равномерным усилиям сжатия в направлении у отвечают 
напряжения 

„=—5(1—4%)— (1 — < 02 (8—5). 

и) 
и (1 бя) 912 (8—5). 

Накладывая эту систему напряжений на систему, определяемую вы- 
ражениями (4.33), находим: 

344 44а? „= (1-2 — 7%) cos 28 

a= — S(1 +=) cos 28, (4.34) 

t= — S(1 Ч =) sin 26. 

Легко видеть, что при Г=со и 0=—1/4 будет с, — а) —=0 и ти = 
== — 5. Максимальное значение о, равно 45; оно относится к точкам 

с координатами г==аи 0—0, к/2, к, 30/2. Следовательно, в слу- 
чае пластинки больших размеров, находящейся под действием чи- 

стого сдвига, максимальное касательное напряжение будет в четыре 
раза больше приложенного сдвигающего напряжения. 

Напряжения в бесконечной пластинке с эллиптическим отвер- 
стием были определены Инглизом *), а в дальнейшем Н. И. Мусхе- 

*) С. Е. Inglis, Stresses in а Plate due to the presense of cracks and 
sharp corners, Trans. Inst. Naval. Arch. (London), 1913.
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лишвили *). Решение Н. И. Мусхелишвили будет рассмотрено ниже, 
в § 8.11. Если одна из главных осей эллиптического отверстия 
совпадает с направлением растяжения S, то напряжения на концах 
оси, перпендикулярной к этому направлению, будут равны: 

o=S(1+24), (4.35) 

где 2а— длина оси эллипса, перпендикулярной к направлению pac- 
тяжения, а 26 -— длина другой оси. При а==ё получим в = 35, что 
соответствует максимуму напряжения с в случае круглого отверстия. 
Если отношение a/b весьма велико, то максимальное напряжение 
по краю отверстия также становится очень большим; следовательно, 
здесь имеет место значительная концентрация напряжений. Этим 
объясняется то обстоятельство, что трещины, перпендикулярные 
к направлению действия приложенных сил, имеют тенденцию рас- 
ширяться. Для того чтобы задержать развитие трещин, следует 
просверливать по их концам отверстия; тогда концентрация напря- 
жений станет меньшей. 

Задача 1. Бесконечная пластинка с круглым отверстием малого диа- 
метра находится под действием равномерного растяжения: су =, = 5 
при г = со. Пользуясь формулами (4.33) и методом наложения, найти закон 
распределения напряжений в пластинке, а также максимальное напряжение, 
обусловленные наличием отверстия. 

9 
Ome. = $(1—S), в=5 (1+5). св, = 0, max = 25. 

Задача 2. Показать, что решение задачи 1 может быть получено из 
формул (4.29). 

Указание. Сначала показать, что условие ву =в, = 5 эквивалентно 
условию с, = — ру = S. Затем принять 6 = со и р; =0. 

4.6. Напряжения во вращающихся дисках и цилиндрах. Опре- 
деление напряжений в быстро вращающихся дисках имеет важное 
значение для многих практических задач, и в том числе для рас- 
чета дисков паровых и газовых турбин. Напряжения, обусловленные 
передаваемыми касательными усилиями, в этих случаях обычно малы; 
значительные же напряжения вызываются центробежными силами 
вращающегося диска. Рассмотрим сначала тонкий диск постоянной 
толщины. Объемные силы здесь представлены центробежной силой 

F, = ро?г, 

где о — плотность материала диска, а ®-— угловая скорость. Оче- 
видно, напряжения распределяются симметрично относительно оси 

*) Н. И. Мусхелишвили, Изв. Росс. Акад. наук, 1919, стр. 663. 
(См. книгу Н. И. Мусхелишвили «Некоторые задачи теории упру- 
гости», изд. АН СССР, 1935. Прим. ред.)
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вращения диска. Уравнение равновесия имеет следующий вид: 

ds ЕЯ utr 50, 
а (r5,) — 6, + pw?r? = . (4.36) 

Легко убедиться в том, что уравнение (4.36) удовлетворяется 
при введении функции напряжений Y по соотношениям 

а 
Га, =, 6 = т - pw?r?, (4.37) 

ИЛИ 

Благодаря осевой симметрии величина и является функцией только г; 
кроме того, vO. Выражения (4.19) примут следующую форму: 

du и 
=. — — Ев — —. (4.38) 

Исключая п, приходим к упрощенному уравнению совместности для 
случая осевой симметрии в виде 

а 
ap (res) — в, = 0, 

или 

га — в, = 0. (4.39) 

Пользуясь законом Гука (4.21) и вводя функцию напряжений Ф, 
преобразуем уравнение (4.39) к виду 

Ett A454 8+») pwr =0. (4.40) 

Придадим этому уравнению иную форму: 

т [ ae (r ¥)|=— G+») por. 

Интегрируя это дифференциальное уравнение, получим 

3+ y r 1 
== — pwr? + Cy 62 — 

где C, и с› — постоянные интегрирования. Соответствующие компо- 
ненты напряжения равны: 

r r ra? 

а 1+ 3v c Са 

c= рр = — ES put — 
Если по контуру сплошного диска радиуса 6$ не приложены 

внешние силы, TO с, = 0 при г==6. Так как эти напряжения в диске
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не могут быть бесконечно большими, то должно быть с› =0. Из 
граничных условий находим 

st pw? + 3 

ИЛИ 

oe 0262. С — 

Напряжения будут равны: 

сб = 75 ~ pw? (b2 — r2), г — 

4 | (4.41) 
= ре? [(3 +- v) b? — (1 + 3%) г?]. 

2 

Напряжения достигают максимального значения в центре диска 
и равны: 

Если диск имеет в центре круговое отверстие радиуса а, то из 
условия отсутствия внешних сил на границе следует, что °, —=0 
при rb и г=а4. 

Это дает 

=P we +S4+H=0, — “рта 

откуда находим 

С1 3 + У 

8 
+a’), с2=— ote pwa2b2, — — 

2 

Напряжения оказываются равными: 

3, = =F pw? (62 + a — 2 — 72), 
r2 

oy ТР pw? (62 qe oe 262 ees =). | 

Максимальное напряжение имеет место на внутреннем контуре 

и равно: 
3 1 а? = pw? (1 +эЕя)- 

(4.42) 

Если круговое отверстие очень мало, то величиной (a/b)? можно пре- 
небречь по сравнению с единицей и максимальное значение напря- 
жения будет здесь вдвое больше, чем для сплошного диска. Это 
означает, что при наличии во вращающемся диске кругового отвер- 
стия малого диаметра максимальное напряжение в нем удваивается.
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В случае длинного вращающегося круглого вала или цилиндра 
мы получаем задачу о плоской деформации. Закон Гука при этом 
записывается в следующем виде: 

e = +211 — У), — voy], 

ев — НЕТ — 5) в — vey], (4.43) 

2(1+ 4 
{rs = ce ) т | 

Подставляя эти значения в выражения (4.38) и используя функцию 
напряжений по (4.37), получаем рвение совместности в виде 

any 1 ay _ КА 

dr2 + Gr +5 rar т 
2 pw?r = = 0. (4.44) 

В задачах, для которых единственной объемной силой является сила 

тяжести, основное дифференциальное уравнение будет в случаях 
плоского напряженного состояния и плоской деформации одним 
и тем же. Из сравнения уравнений (4.40) и (4.44) видно, что 
в случае, когда объемной силой является центробежная сила, это 

совпадение уже не имеет места. Интегрируя уравнение (4.44) тем 
же путем, что и уравнение (4.40), получаем 

pap so pws + Art ot, 

Соответствующие напряжения равны: 

13—29 ор 6 
тя, 

= 34+ purr? = — it oo оч. 

Постоянные интегрирования определяем таким же образом, как 
и в случае тонкого диска. Окончательно, для сплошного вала ра- 
диуса b имеем: 

1 3—2v 
Sy r= Toy PY pw? (52 — r?), 

] (4.45) 
(3 — 25) 62 — (1 + 25) 73. 98 — 5 

Для трубчатого вала, внутренний и внешний радиусы которого со- 

ответственно равны а и 2, получим: 

Ея "инея и), 
1 3— 2 (2 921 9808 1-2 

=F? pw (0 TO + — 3—5, г). 

в, = 

(4.46) 
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Максимальные напряжения для сплошного вала имеют место в центре 

и составляют: 

Максимум напряжения для полного вала на внутренней поверхности 
будет: 

__ 13—12 4, 1 — 2% a? 

=p py wre (1 Ня). 
Мы видим, что и здесь значение максимального напряжения удваи- 
вается, если в центре сплошного вала просверлено отверстие малого 
диаметра. 

В предыдущих рассуждениях мы предполагали, что напряжение а. 
в валу отвечает условию равенства нулю продольной деформации :... 
При ¢,== 0 имеем 

д. = ¥ (3, + 4). 
В случае сплошного вала получим 

vpw2 6, = FP yy 18 — 2%) — 27], (4.47) 

а в случае трубчатого вала 

3—2 2r3 У YO” (02 +g? — sx) (4.48) 

Если вал может свободно деформироваться в продольном на- 
правлении, то удлинение =, будет равномерным. Эту равномерную 
продольную деформацию =. можно определить из условия (4.11), по 
которому на торцах отсутствуют продольные силы. Находим 

2x 15 

9 аг = 0; J fore dr=0 

нижний предел а равен нулю в случае сплошного вала и равен вну- 
треннему радиусу в случае трубчатого вала. Так как o, не зависит 
от 0, то условие (4.11) можно переписать в виде 

b 

for dr=0. 

a 

Таким образом, для сплошного вала имеем 

yf с, Ев) г dr + Ве, 5. =0. 

0
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откуда 

Е, = — sf pw?b? 

5. — vpw2 

"—ча—у (62 — 2r?), (4.49) 

Для трубчатого вала 

62 — а2 

b 

vf ebayer ar + Ee, —5— = 0; 

0 
это дает 

У 

Е: — Е pw? (62 +- a?) 

ура? 

2—4 (1 — 
сб у Е — 27). (4.50) 

Задача 1. Тонкий диск внешнего диаметра 6 плотно посажен Ha 
несжимаемый вал радиуса а так, что нормальное давление между валом 
и диском равно р кг/см?. Показать, что угловая скорость w, при которой 
диск получает свободное перемещение относительно вала, равна 

‚4 Ya? | 
о (8—0) ЗтУР+а-уа, 

здесь а и b измеряются в CM, а р—в единицах массы на смз. 
Задача 2. Тонкий круглый диск постоянной толщины, имеющий 

радиус 6, составлен из двух концентрических частей; радиус разделяющей 
поверхности равен 4. Найти минимальное значение радиального давления 
по поверхности раздела в случае покоящегося диска из условия, что при 
вращении с угловой скоростью © внешняя часть диска не должна свободно 
перемещаться относительно внутренней части. 

Отв. = (З-НУ) pw? (62 — а?). 

Задача 3. Сплошной вал диаметром 60 см вращается со ско- 
ростью 300 06б/мин. Торцы вала закреплены таким образом, что он не 
может получать деформации растяжения или сжатия в продольном направле- 
нии. Вычислить полное осевое давление в поперечном сечении, возникающее 
при вращении. Удельный вес стали равен 7,5 2/cm3, v = 0,3. 

Отв. 3170 кг (растяжение). 
Задача 4. Показать, что задачу о толстой трубе под действием рав- 

номерного давления можно решить, положив ® =O и следуя методу, изло- 
женному в этом параграфе. 

4.7. Вращающийся диск переменной толщины. Метод, изложен- 
ный в предыдущем параграфе, может быть использован для решения 
задачи о врашающемся диске, толщина которого является функцией 
расстояния г от оси (рис. 4.11). Обозначим через с, и в, средние 
значения напряжений вдоль радиуса и по касательной, на расстоя- 

нии Г от центра, а через й — переменную толщину; уравнение сов-
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местности элемента диска будет иметь вид: 

а 
ar (hr 5,) — hs, + pw* hr? = 0. (4.51) 

Это уравнение будет удовлетворено, если ввести функцию напряже- 
ний ф, удовлетворяющую следующим соотношениям: 

hro, =, hay = 5* +-pw® hr? (4.52) 

Используя закон Гука и выражения (4.52), преобразуем уравнение 
совместности (4.39) к виду 

) Г Г eZee TTT 
г dah 1) 3 ор 3. 53) | мили: + (я: 1)4=— B+») purrs; (4.53) 

отсюда можно найти ф при заданном зна- Рис. 4.11. 
чении Й. 

Допустим, что толщина диска изменяется по закону 

й — сг-В, 

где с — постоянная, а В — произвольное число; тогда уравнение (4.53) 
принимает a 

oes На Ол — (1 +- vB) $ = — (3 + y) pw2cr3—B, 

Это уравнение можно преобразовать в уравнение с постоянными 
коэффициентами путем подстановки & = шг. С помощью зависимостей, 
выведенных в § 4.4, находим 

Fe +8 E+ P= — B+) peo? сев-9% 
Общее решение snes иметь следующий вид: 

зу» 
y= c,en® + Coen’ — 3 = aan Ув сре? е(3-—8) 5, 

ИЛИ 

ф — crt + core — 3 =“ Ув с ро?гз-В, 

где 4, и 4» —корни уравнения 

4 Ва — (1 + vB) = 0. (4.54) 
оответствующие компоненты Напряжения равны: 

= $ _ itp—1 at8B—-1__ зу 

Sar Se КО ВУ”, 
5 д 1-3 

ое Ge И Ч и о — ро
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Из уравнения (4.54) находим 

2 g=—Sy (SY +а+». 
Примем, что значение 4 является положительным и что через G2 обо- 

значен меньший корень; тогда 

nte=S—y (f)+a+. 

Так как У (6/2)?-+-(1 +-v8) > 8/2, To величина go+ 6 всегда отрица- 
тельна. . 

Для сплошного диска, при положительном значении В, будет 
с. =0; в противном случае с, и в, были бы бесконечно большими 
в центре диска. Если на контуре поверхностные силы отсутствуют, 
то из условия в, = 0 при г=—=ф получаем 

с __ зу —а,- 

с". 
Отсюда 

3 у Г г а. +8В-1 r 2 

or = В pord® ($) — ($) |. a , (4.55) 
__ ЗУ р? | (2 Ч +в __ 1-3» г. 

% = 8—8” [91 5) З- (5) “J 

Для диска постоянной толщины имеем В —=0. Из уравнения (4.54) 
найдем 4, =1; выражения (4.55) примут вид (4.41). 

Для диска радиуса а с круглым отверстием в центре постоянные 
интегрирования можно определять тем же путем, что и в предыду- 
щем параграфе, из условия o, =O при г=б и г= а. 

В теории вращающихся дисков было введено понятие «диска 
равного сопротивления». Для такого диска закон изменения тол- 
щины A должен быть таким, чтобы в любой точке диска было 6, == 5%. 
Подставляя это условие в уравнения закона Гука (4.21), находим 

=. — Ep. 

Уравнения совместности (4.39) преобразуются к виду 

de 
9 
= ИЛ 8в — 0$. dr 0 И 9 const 

Из закона Гука следует, что с, и og не только равны друг другу, 
но и являются постоянными для любой точки диска. 

Уравнение равновесия (4.51) запишется в виде 

d (hr) 

9 adr 
— ой -+-pw? hr? — 0,
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где с — постоянное значение напряжения. Произведя дифференциро- 
вание и группируя члены, находим 

1 ай | pw” 

после интегрирования получаем 

2 

Inh=—+~ r+ ¢,, 

ИЛИ 

h — e-(9w*r?/20)+¢s — else —(pw'r?/2s) — се —(pwir?/2s) (4.56) 

где сз и с. — постоянные. 

4.8. Температурные напряжения в тонких дисках и длинных 
цилиндрах. В предыдущих рассуждениях мы предполагали, что де- 
формированное состояние обусловливается исключительно действием 
приложенных сил. Но имеются и другие факторы, могущие вызвать 
напряжения в упругом теле. Одним из них является неравномерное 
нагревание различных частей тела. За редкими исключениями, эле- 
менты тела при повышении температуры расширяются. Если элемент 
может свободно расширяться, то тело будет деформироваться, но 
никаких напряжений это расширение не вызовет. Однако если тем- 
пература в теле возрастает неравномерно, а тело является однород- 
ным, TO расширение элементов уже не может происходить свободно; 
тогда возникают температурные напряжения. Определение темпе- 
ратурных напряжений в упругом теле, возникающих при данном 
распределении температур, имеет практическое значение при расчете 
многих деталей машин, и, прежде всего, при проектировании паро- 
вых и газовых турбин и двигателей внутреннего сгорания. 

Рассмотрим вначале недеформированное упругое тело при постоян- 
ной температуре Ту. Далее представим себе, что тело нагрето до 
температуры Т, превышающей Ту. Если температура Т меняется от 
точки к точке, то в теле возникнут напряжения. Деформацию эле- 
мента можно считать состоящей из двух частей. Одна часть обусло- 

вливается расширением элемента, происходящим в результате изме- 
нения температуры. Если через a обозначить коэффициент линей- 
ного расширения материала, т. е. относительное удлинение при 
повышении температуры на один градус, то эта часть продольной 
деформации будет равна «Г. Деформации сдвига здесь отсутствуют, 
так как при расширении элемента, обусловленном изменением тем- 
пературы, в изотропном материале не будет искажения углов. В слу- 
чае, когда элемент может свободно расширяться, температурная 
составляющая деформации будет единственной; напряжения в элементе 
отсутствуют. Если же элемент не имеет возможности свободно рас- 
ширяться, то в мем возникнут напряжения и общая деформация
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элемента будет складываться из составляющей, отвечающей напряже- 

ниям, и составляющей, обусловливаемой изменением температуры. 

Возвратимся к декартовым координатам и обозначим напряжения 

в некоторой точке через G,, 5., Toy Toy» Луг» Tze; ТОГДА компоненты 

деформации будут иметь вид: 

1 1 се [ба —V Gyo tel, Тау | 
1 1 

me [s, —v (Sq + ¢,)] + a7, Туг = “G "уз (4.57) 

1 
= + [6; — (9%, +l, Yen= С "== 

Из этих формул находим следующие соотношения между напряже- 
ниями и деформациями: 

Е ЕТ 
ae 

aET 4.58 

аЕТ 
poet eet | 

где A=vE(1-+-v)(1—2v) и е=в, |, |-в,. Зависимость между 
хи 1 остается такой же, как и в случае, когда температурные де- 
формации отсутствуют. 

Рассмотрим тонкий круговой диск при неравномерном распреде- 

лении температур. Предположим, что температура Т является функ- 
цией только радиального расстояния г; тогда получим случай осе- 
симметричного плоского напряженного состояния. Пользуясь цилин- 
дрическими координатами, из уравнения (4.57) находим: 

— = (в, — уз) КаГ, в = - (с, — vo,) | aT. (4.59) 

Уравнение равновесия 
arr Ff. Sr = —0 

тождественно удовлетворяется, если ввести функцию напряжений ф 
по формулам: 

..—%, = St. (4.60) 

Подставляя выражения (4.59) и (4.60) в уравнение совместности 
(4.39), получаем 
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После упрощений находим 

dy 14 aT 
art pdr rE ap’ 

ИЛИ 

а ат 

аг Eee ar p= aE (4.61) 

Это уравнение легко проинтегрировать; решение имеет вид: 

= теч (4.62) 

нижний предел интегрирования а можно выбрать произвольно. Для 
диска с центральным отверстием значение а должно равняться вну- 
треннему радиусу. Для сплошного диска принимаем a= 0. 

Напряжения можно найти, подставив выражение (4.62) в фор- 
мулы (4.60); тогда получим 

в, = тез. 

6, —аЕ —r+if Trdar|+3—. 
a 

Для сплошного диска напряжения в центре должны иметь конеч- 
ное значение, и потому постоянная с› должна равняться нулю. Если 
на контуре отсутствуют внешние силы, TO с, —=0 при г ==6. Отсюда 

b 
2«Е 

1 — 2. ] Tr ДГ. 

0 

Напряжения равны: 

b г 

с, = аЕ a | Trar—4, | Trdr|, 

° ° | (4.63) 
b r 

o, = «Е ть / Trar+-, || Теа 
0 0 

Рассмотрим в качестве примера тонкий диск, поверхности кото- 
рого нагреваются и отдают тепло по окружности таким образом, что 
температура в любой точке диска практически постоянна по толщине 
диска. Если Ту — температура у контура, а Т, — температура
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в центре диска, то приращение температуры в точке, имеющей ра- 
диус г, дается следующей формулой: 

r3 

Т =(T,— То) — (Г: — То) 52° 

Подставляя это выражение для T в уравнения (4.63) и интегрируя, 
получаем: 

1 r2 
6, = — д aE (Т, — Ty) (1—5), 

1 3r2 y= — Zak (T,—T)(1 —). 

Если в Центре диска имеется круговое отверстие радиуса a, 
а контур свободен от внешних сил, то 

в, —=0 при r=bu r=a. 

В этом случае 
b 

Е Г c с 
ая ы Se || Теа, > + =0; 

U 

отсюда 
b b 

[и aE ° aaE 
> = a/ Trdr, с2 = eel Trdr, 

a a 

и 

<; = Е ая „ти a =a | ea 
L 

— 

9 = aE | — Г-Н -, те" | tar Al =.) "тив 
L 

(4.64) 

Обратимся к температурным напряжениям в длинном круговом 
цилиндре с осесимметричным распределением температур. Если концы 
цилиндра закреплены таким образом, что в, = 0, то получим задачу 
о плоской деформации. Зависимости между напряжениями и дефор- 
мациями в цилиндрических координатах имеют вид: 

ep = le, — (m+ с.) аТ, 

=== [9% — (3, 4 с:)1-НаТ, | (4.65) 

= 5 [9: — у (а, 389] + a7,
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В случае плоской деформации ев. = 0, и третье уравнение дает 

6, == v(o,-+ o,) —a ET. (4.66) 

Подставляя значение (4.66) в первые два уравнения (4.65), находим 

5 = ee [1 —v)o, — voy + a ET], 
] (4.67) 

— уз, ЕТ]. Ey — 

Подставим, далее, выражения (4.67) и (4.60) в уравнение совмест- 
ности (4.39); после ряда преобразований получим 

214 4 aE aT 
a+ Чао та! (4.68) 

Сравнивая уравнение (4.68) с (4.61), убеждаемся в том, что эти вы- 
ат 

ражения отличаются только коэффициентом при Tr’ Следовательно, 

решение имеет вид: 

on 
ad | | 

_. | < 

| 
—
 

“J
 

a >.
 

™ +
 ©

 

>
 5 

отсюда 

Для сплошного цилиндра с. =0, так как напряжения в цилиндре 
будут конечными. На внешней поверхности г = 6 имеем с, = 0, откуда 

2аЕ 
y= TT i [Trae 

Следовательно ‚ напряжения равны: 

| 
6, = ———_ и (3 / па [ tear), 

E 1 1 
вв = — [та / та J tar}; 

0 0 

из выражения (4.66) получаем 
b 

E (Sf тат). (4.70) 

| (4.69) 

J
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Таков закон распределения нормальных напряжений, которые должны 
быть приложены, чтобы BO всех точках было в, = 0. Если концы 
цилиндра свободны, то можно ввести постоянное осевое напряжение 
с. — сз с тем, чтобы результирующая сила по торцам равнялась нулю. 
Интегрируя, убедимся в том, что условие 

ь 

fo.2nr аг = 0 

0 

приводит к значению C3, равному 

В этом случае 
b 

Е [2 
¢, = = —— 2 f trar—T . (4.71) 

0 

Постоянные интегрирования в случае кругового цилиндра с кон- 
центрическим круговым отверстием могут быть определены из усло- 
вия с, —=0 при г=ф и r=a. Будем иметь: 

b 
C1 Ca аЕ 1 ] Т C1 Са 
—_ — — ST" TT Г Г = — = 0. 

2 + b2 ] —у 22 dr, 2 + 22 
a 

Решая эти уравнения, получим 
b 

C1 аЕ 1 [т 
> = г аг 

2 1 —у 62 — а? , 
a 

b 
аЕ а? 

= — Ггаг. Со a ] а 

а 

Подставляя значения постоянных, находим 
b r 

aE 1 | г? — а? 
9 — у 2 eae | trar— || Trar > 

a a | (4.72) 
b r 

aE 1 | r2?+ а? 

а а 

Прибавляя к в, постоянное напряжение с тем, чтобы результирую- 
щая осевая сила равнялась нулю, получим 

b 

E 2 6, = — ah Trdr—T}. (4.73) 
a 

1—vy
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Если через Г! обозначена температура на внутренней поверх- 

ности цилиндра, а через Го — температура на внешней его поверх- 

ности, то в случае постоянного теплового потока приращение тем- 

пературы Т на некотором расстоянии г от центра равно: 

T,—T b 
Т —=—1 0 in—. 

b r 
In — 

a 

Подставляя это выражение в уравнения (4.69) и (4.70), получаем 
температурные напряжения равными: 

аЕ (Т1 — То) b а? (7? — 6?) 

9, — — in — Ща 
‘ bam | rr? (62 — a2) <]: 

aE (Т1 — То) b а? (r? + 6?) 

oy — 1 —- In —— = In | 

nim | rr? (62 — a?) ak (4.74) 

_ aE (Т1— То) b а? 6 
в, — b Пром |. 

2(1— у) In — 
2 

При Т, >> Го радиальные напряжения будут сжимающими во всех 
точках и обращаются в нуль на внутренней и внешней поверхно- 

стях цилиндра. Напряжения с; и св, имеют наибольшие числовые зна- 
чения на внутренней и внешней поверхностях цилиндра. 

Задача 1. На тонкий однородный диск радиуса 6 насажен жесткий 
обод, который при равномерной температуре плотно обжимает диск. Диск 
и обод изготовлены из одного материала. Если поверхности диска нагре- 
ваются и отдают тепло по окружности, то приращение температуры на рас- 
стоянии г от центра равно 

pr 
Г = (Ty — То) — (11 — То) Fe 

Предположим, что обод воспринимает постоянную температуру То и что 
деформации, вызванные возникающими при этом напряжениями, незначи- 
тельны. Показать, что радиальное сжимающее напряжение в диске на рас- 
стоянии г от центра равно 

У р? 

Задача 2. Допустим, что электрический ток вызывает повышение 
температуры внутри длинного, прямого сплошного проводника радиуса 6, 
постоянное по длине. Можно показать, что относительное повышение тем- 
пературы в проводнике на некотором расстоянии г от центра определяется 
формулой 7 = (5? — г?), где Х — постоянная. Предположим, что напряже- 
ния не превышают предела упругости и что отсутствуют внешние силы, 
препятствующие продольному или поперечному расширению. Доказать, что 
температурное поле вызовет следующие напряжения: 

Eak Eax Ear (р (32 — 62 — t=») (5 Г?), =i vy 08" 52), ag а —5 

5 Ea (Т — То) (—— я) 

в: = (21? — 62), 



ГЛАВА 5 

КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ РАЗЛИЧНОЙ ФОРМЫ 

5.1. Кручение призматических стержней. Прямой метод ре- 
шения задач теории упругости, заключающийся в интегрировании 
основных уравнений теории упругости совместно с заданными гра- 
ничными условиями, не всегда возможен. Для многих задач удобно 
применять так называемые обратный и полуобратный методы. При 
пользовании обратным методом выясняют, каким граничным усло- 
виям соответствуют некоторые функции, удовлетворяющие диффе- 
ренциальным уравнениям. Таким путем можно получить ряд полезных 
результатов. Полуобратный метод, впервые предложенный Сен-Вена- 
ном, состоит в том, что делают некоторые допущения в отношении 
напряжений или перемещений. При этом дифференциальные уравне- 
ния настолько упрощаются, что решение их не представляет особых 
математических трудностей. Принимая те или иные допущения, мы, 
как правило, ограничиваем общность полученного решения; но обычно 
их можно формулировать таким образом, чтобы все же получить 
решение частных задач. Например, в рассматриваемой ниже задаче 
о кручении призматического стержня мы будем задаваться опреде- 
ленными функциями для перемещений и, v, w, сводя таким образом 
основные уравнения к одному дифференциальному уравнению. 

Но при таких допущениях мы 
можем найти решение задачи 
о кручении стержней только по- 
стоянного сечения; решения же 
для стержней, не являющихся 
призматическими, получить этим 
путем нельзя. Полуобратный ме- 

x тод является одним из самых 
Рис. 5.1. эффективных методов решения 

задач теории упругости. 
Предположим, что один конец стержня призматического сечения, 

длины L, закреплен в плоскости ху, а на другой конец действует 
пара, вектор-момент который направлен вдоль оси 2 (рис. 5.1). 
Мы полагаем, что закрепленный конец не может вращаться, но 
что оба конца могут свободно перемещаться друг относительно 
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друга в направлении 2. Под действием пары стержень будет за- 
кручиваться, причем образующие цилиндра будут превращаться 
в винтовые линии. Угол поворота любого поперечного сечения 
зависит от расстояния, на котором находится это сечение от 
закрепленного конца. При малой деформации можно считать, что 
угол закручивания &« пропорционален расстоянию между сечением и 
закрепленным концом. Таким образом, y 

a= 02, (5.1) 7 S 

где 9— угол закручивания на единицу 
длины. Будем считать угол закручива- R A (doug) 
ния & малым. Рассмотрим сечение стержня, A 

которое находится на расстоянии Z OT 
закрепленного конца. Точка Р с коор- 
динатами х, у, 2 в результате деформа- 
ции перемещается в точку P’(x-+4, 
у, 2 &). На рисунке 5.2 показана 

точка P|, являющаяся проекцией P’ на 

плоскость ху. Предположим, что в пло- Рис. 5.2. 
скости ху точка Р перемещается в P, 

при повороте на угол закручивания а, причем ОР ОР, = г. Если 
угол a мал, то соза=1 и пала. Следовательно, 

fu 

Pz, y) 

uk 
—х 

S
 

u—rcos(8 а) —rcosB =rcosacos® — г sinasinB —rcosB == — ya, 

v—rsin(B-+a)—rsing8 —rsinacos8-+rcosasinB —rsinB > ха. 

Подставляя значение a (5.1), получаем 

и = — Oyz, v= 0х2; (5.2) 

таким оказывается закон изменения и и 9. В отношении W не 

будем пока делать никаких допущений, кроме того, что W зависит 

только OT х и уи не зависит OT 2. Следовательно, можно запи- 

CaTb 

WO= Op (x, У), (5.3) 

где (x, у) — некоторая функция OT x и у. Так как Ww определяет 

искажение (депланацию) торцевых сечений, то функцию ф можно 

назвать функцией депланации. Необходимо выяснить, будут ли 

отвечать принятые выражения для перемещений, вместе с неизвестной 
еще функцией 9, напряженному состоянию, удовлетворяющему за- 
данным граничным условиям. Эти условия в данном случае состоят 
в том, что на обоих торцах должны действовать только крутящие 
моменты и что боковая поверхность стержня свободна от сил.
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Пользуясь приведенными выше выражениями для перемещений, 
находим: 

Ед == Fy == 2, = Yay == 0, 

д д (5.4) 
t= 0 (5%), to = 0 (5—5). 

Из уравнений (3.26) следует: 

бр = 6, = 5, = Ty, = 0, ) 

д д (5.5) 
tye = 08 (5-х). ‘ee = 08( 22). | 

Подставим эти значения в уравнения равновесия (3.42); уравнения 

эти будут выполняться, если функция P(X, у) удовлетворяет урав- 

нению 
"4 02$ 

УФ — -5 x ace ду? — (5.6) 

для всех точек поперечного сечения R стержня; здесь 

д? 
2 — __ — - 

у =ja7 ду? 

— оператор Лапласа. 
Обратимся к граничным условиям. Так как 

X—Y=Z—0 

на боковой поверхности стержня, TO последнее из уравнений (1.36) 
принимает следующий вид: 

(55—5):+(5= +=) m=O на контуре $, (5.7) 

где $5 — контурная линия поперечного сечения стержня. Каждая из 
частей двух других уравнений (1.36) оказывается тождественно 
равной нулю; это следует из уравнений (5.5) и из того, что для 

om 

боковой поверхности п — cos(Nz) = 0. 
Покажем, далее, что на двух других граничных поверхностях, 

а именно, на торцах стержня, определяемых плоскостями 2==0 
и 2=/[, напряжения (5.5) сводятся к скручивающей паре, и резуль- 
тирующие силы отсутствуют. Результирующая сила в направлении х 
равна 

д 
| [== ахау= ав ff (3% — ууажау, (5.8) 

В R 

это выражение можно о к виду 

ое нае. 69
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При получении уравнения (5.9) были использованы соотношения 

д до д 0” Op _ 

де (бе + He (5 +*)] = (ar уе, ву; = 
— (99 0%% | 0 0$ 
+e tat) (5=— У}; 

здесь принято <. ое т =0 в соответствии с уравнением (5.6). 

AY 
_ B 

i f 
Ya $ 

! - р 
] 0 о <. т— 

Ys ат т 

dy | tas 
| ay т 

NV № ы 

4 NV 

4) 6) 
Рис. 0.3. 

Пусть / является некоторой функцией x и у; тогда можно выпи- 

сать равенства (рис. 5.3): 

f f axay= [(f Lax)ay= f ,—foay, 
R 

где f, и /›— значения функции f на правой и левой частях KOH- 
тура. Выполним интегрирование по у для контурной кривой 

в границах от y=—Ya до у= ув. Если мы будем вести 
интегрирование функции f по контуру в направлении против 

часовой стрелки, то для правой части контура приращение dy — 

положительно, а для левой — отрицательно. В результате каждая из 
величин f,dy и (— › 4у) окажется положительной, и, следовательно, 

[ [ %axay= pf dy. (5.10) 
R 5 

Г.Г ахау=— фа». (5.11) 
В 

Аналогично,
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Пользуясь формулами (5.10) и (5.11), придадим выражению (5.9) 
ВИД: 

д-р] 
м 2-42) Joe. on 

S 

Будем считать положительными направления вдоль нормали N во 
внешнюю сторону и вдоль контура — против часовой стрелки; тогда 
согласно рис. 5.3, 6 получим 

[== с0$ (Nx) = a = a , 

т —cos(Ny) = 4% =cos ($+ 8) = —sing=— 9%. (5.13) 

Равенство (5.12) принимает вид 

0$ 0$ _— 0. 
фе [(25 — 5) + (ву +=) m]as= 0 
8 

при этом выражение 

de 0$ 
(ae 9) + (+=) "] 

обращается в нуль’ Hd контуре S в соответствии с уравнением (5.7). 
Мы пришли, таким образом, к равенству 

| [0 ax dy=0. 

R 

Таким же путем можно показать, что составляющая результирующей 
силы вдоль оси у также равна нулю: 

Г [зы ахау о. 

Е 

Следовательно, результирующие силы по торцам цилиндра обра- 

щаются в нуль. 
Результирующий крутящий момент Т по торцам стержня, от- 

вечающий принятому распределению напряжений, равен: 

T= | [сете — Sen) dx dy = 

R 

=0 f f( (Ух St— уе) ах ay. (5.14)
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Интеграл, фигурирующий в выражении (5.14), зависит от функции 
кручения ф и, следовательно, от вида поперечного сечения А стержня. 
Вводя обозначение 

v= ff ( (x+y? ee —y5t)axdy, (5.15) 

получим 
Г= СЛ, (5.16) 

где /— постоянная кручения. Уравнение (5.16) показывает, что 
крутящий момент пропорционален углу закручивания на единицу 
длины, так что произведение GJ является мерой жесткости стержня, 
подвергаемого кручению; величина эта называется крутильной 
жесткостью стержня. 

5.2. Кручение стержней круглого и эллиптического сечений. 
Выше было показано, что для решения задачи о кручении надо 
найти функцию депланации (x, у), которая удовлетворяет диф- 
ференциальному уравнению 

0%; 0% _ 
Ox? + д Oy? (5.6) 

во всех точках поперечного сечения, т. е. в области Ю, и условию 

9$ 0% _ (Seo) + (5+ =)"= Ф.П 
на контуре S. Выясним, как найти решение для контура опреде- 
ленной формы. 

Задача о кручении стержней круглого и эллиптического сече- 
ний решалась с помощью обратного метода. Простейшее решение 
уравнения Лапласа имеет вид: 

ф = const = С. (5.17) 

При ¢==C условие на контуре (5.7) записывается в следующем: виде: 

а а 
И — хт = ух =0. 

Отсюда 

d x?+y? __ 0 
45 2 — 

ИЛИ 
x? +- у? = const, (5.18) 

где X, у— координаты некоторой точки контура. Из аналитической 
геометрии известно, что уравнение (5.18) отвечает окружности 
с центром в начале координат. Таким образом, выбор функции Ф 
в виде ф==С дает нам решение ‘задачи о кручении стержня круг- 
лого сечения. Уравнение (5.3) дает  —=0С. Примем граничное
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условие ®=—0 при z—0; тогда С =0. Следовательно, плоское 
сечение цилиндра, перпендикулярное к оси до закручивания, остается 
плоским и после деформации. Такое допущение обычно делается при 
решении этой задачи методами “противления материалов. Но урав- 
нение (5.18) показывает, что это предположение справедливо только 
в случае кругового контура; нельзя ожидать, что оно будет справед- 
ливым для сечений другой формы. 

Пусть радиус окружности равен го. Из формулы (5.15) при $ = С 
получаем величину J: 

j= || Го зах ау = port, 
д 

равную полярному моменту инерции /, круглого сечения. Далее, из 
уравнения (5.16) имеем 

Т = 9155, (5.19) 

а согласно выражению (5.15) 

tye = 0х = x, п.» == — Gby = — Ту. (5.20) 
р [р 

Результирующее касательное напряжение в некоторой точке P(x, у) 
равно 

= _Т T 
t=V чья, ИУ =. и, (5.21) 

где г — радиус-вектор точки относительно центра окружности, на- 
клоненный к оси х под углом В, причем 

пи. 

Следовательно, результирующее касательное напряжение в некото- 
рой точке направлено по касательной к окружности, проходящей 
через эту точку. 

Обратимся теперь к функции 

ф —= Аху. (5.22) 

Очевидно, такая функция удовлетворяет уравнению Лапласа. Усло- 
вие на контуре (5.7), после подстановки в него функции ф (5.22), 
принимает вид: 

а а (Ay — y) = — (Ах =0, 
ИЛИ 

яв (# + гл) =0. 
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После интегрирования получим ранение 

ge TA A ys const, (5.23) 

где x, у— координаты любой точки контура. 
Выпишем уравнение эллипса с центром в начале координат: 

x? 4 УР, (5.24) 

где аи р — полуоси эллипса. Сопоставление уравнений (5.23) и (5.24) 
показывает, что они будут идентичными при условии, если 

2 _ А 
52 А-З! 

Решая это уравнение относительно A, получим 

b2 — q? 

A= 62 -- q2° 
Таким образом, функция 

62 — а? 

представляет собой функцию депланации в задаче о кручении 
цилиндра эллиптического сечения. Постоянная кручения равна: 

I= J [CPt + At — Ay) dx dy 

=(A+1)f fPdxay+(1—A)f f x axdy= 
R R 

rah =A+)W+0—-Ala=arR (5.26) 

где /,, /, — моменты инерции соответственно относительно осей у 
HX. 

Касательные напряжения В некоторой точке поперечного сечения 

равны: 

tye ee = (5.27) 

Результирующее касательное напряжение в точке P(x, у) равно 

2 62x? 4 2 
х — ти —- Cer = т ту Be +5 . (5.28) 

Напряжение t достигает максимального значения на концах 
малой оси. Чтобы показать это, построим ряд эллипсов внутри сече- 

а’ 
ния. Пусть полуоси эллипсов будут а’ и 65’, причем —- ==-- <!.
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Уравнения этих эллипсов могут быть записаны в параметрической 
форме следующим образом: 

х = а’ с0$58, у=б’ В, 

roe @— угол, показанный на рис. 5.4. Подставляя эти значения x 
и у в уравнение (5.28), получаем результирующие касательные 
напряжения в любой точке этих эллипсов: 

7 \2 

<= — ci eV OG ) cos? B+ 2 (>) $112 В = 

— Е “ув cos? 8 + а? $1128 — 

a я ay 62 +- (a* — 652) sin? 6. 

к 
Если a>b, то t будет максимально при а’ =a и В = - =. Таким о e 

образом, касательное напряжение имеет максимум у концов малой 

ди оси, величина Tv пах В ЭТИХ 

точках равна: 

2T 
Tmax — “nab? . (5.29) 

При a=b эта формула 
переходит в выражение (5.21), 
относящееся к стержню круг- 

>Z лого сечения. Направление 
напряжения ^ определяется 
отношением величин ty, И Tey. 
Из формул (5.27) видно, что 
это отношение пропорцио- 
нально отношению у/х и, сле- 
довательно, постоянно вдоль 

Рис. 5.4. линии ОР. Это означает, что 
результирующее —касательное 

напряжение вдоль линии ОР имеет постоянное направление, совпа- 
дающее с направлением касательной Р’Р”. 

Если найдено выражение (5.25) для функции депланации, то 
легко определить перемещение w: 

T (62 — а?) 
ха363( 

Линии равной депланации w=const будут гипербо- 

w= 9% — ху, (5.30) 

где 9—7. 
~ GJ* 

лами (рис. 5.5). Допустим, что цилиндр скручивается крутящим 
моментом Т, действующим так, как показано на рисунке стрелкой; 
выпуклые части сечения, для которых положительно, отмечены 
сплошными линиями, а вогнутые — пунктирными. В случае свободно
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депланирующих торцов цилиндра нормальные напряжения на них 
отсутствуют. Однако, если на одном из концов стержня депланация 
затруднена, как в случае защемления, то будут возникать нормаль- 
ные напряжения, положительные в одном квадранте и отрицатель- 
ные—в другом. Они подобны напряжениям, `вызываемым двумя 
равными и противоположно hy 
направленными изгибаю- 
щими моментами и поэтому 
называются напряжениями 
изгига, возникающими при 

кручении. 
Задача. Показать, что 

для решения задачи о круче- 
нии стержня, сечение которого 
представляет собой равносто- 
ронний треугольник (рис. 5.6), 
функцию депланации следует 
взять в виде Рис. 5.5. 

ф = А (y3 — Зх?у), 

где А — постоянная, подлежащая определению. Найти постоянную круче- 
ния / и максимальные касательные напряжения. Контур определяется сле- 
дующими уравнениями: 

х—а=о0 для CD, 

x+2a—V3y=0 для ВС, 

x+2a+ V3 y=0 для BD. 

Указание. Вначале необходимо установить, что функция ф удовле- 
творяет дифференциальному уравнению. Чтобы показать, что функция отве- 

чает граничным условиям, надо опре- 
делить значение постоянной А для 

AY линии CD и выяснить, что при. этом 

C значении A и при y= + (x-+ 2a)/V 3 
граничные условия удовлетворяются для 
отрезков ВС и. BD. Для CD имеем 
1=1, т = 0. Для ВС будет 1 = cos 120°= 

= — 5. m= cos 30° = УЗ. Для BD 
8 md 

0 [ = cos 240° = — 5, m=cos 150° = 

5—. 

NY Отв. A= — ja? У 3 a4, 
ба ' 5 

$$ 2¢ ——>- - 37a 
Tmax = 97° Максимального значения t 

Рис. 5.6. достигает в точке х = а, у==0. 

5.3. Кручение стержней прямоугольного сечения. Пусть по- 
перечное сечение стержня представляет собой прямоугольник с цент- 
ром в начале координат и со сторонами 2a и 26, направленными
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параллельно координатным осям, как показано на рис. 5.7. Пользуемся 
полученными ранее уравнениями: для всей прямоугольной области 

A%~ д? 

и по контуру ; ; 
ф ф (st — )i-+(5¢ +-x}m=0. (5.7) 

На контурных линиях AB и CD, где х= а, будет [= +1 
и m==0, а на линиях ВС и AD имеем [—=0 и т= 1. Условие 
на контуре (5.7) можно переписать в следующем виде: 

5 = при х= а, 

(5.31) 
0% ду = при у= = 6. | ' 

Этим условиям можно придать более удобную форму, вводя 
новую функцию ф, так, что 

с № | , e= xy—. (5.32) 
T Легко показать, что для новой функции $ 

и— TT” основное уравнение по всей прямоугольной 
26 области будет иметь вид: 

0 т 0761 | 0741 ay + ду = 0; (5.33) 

р ий условия на контуре будут следующими: 
у 2a—>|4 д 

N tL = 0 при х= а, (95.34) 

Рис. 5.7. Sh 2x при у= Е. (5.35) 

Примем решение уравнения (5.33) в виде бесконечного ряда 

a= 2 Х, (9 Yn (9), (5.36) 
n= 

каждый член которого удовлетворяет дифференциальному уравне- 
нию; здесь X,,(x) и У„(у) — функции соответственно только X и у. 
Очевидно, если решение для ф, нельзя выразить в форме ряда (5.36), 
то мы не сможем найти решение для функций X, и Y,, удовле- 
творяющее граничным условиям. | 

Подставляя А„(х), Y,(y) в уравнение (5.33) и обозначая произ- 
водные штрихами, находим: 

К (<) Vay (Y) +X, (4) У’) =0, 
ИЛИ 

и 

X,, (4) У, (У) 
Xn (х) an Ув (у) °
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Так как левая часть полученного уравнения является функцией 
только от х, а правая зависит только от у, то уравнение можег 
быть удовлетворено лишь в том случае, если обе его части равны 

2 
постоянной величине; обозначим ее через (— Е) *). Таким образом, 
мы получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

a2X, 2 

Tx? + АА» = 0, 

2 Fe — taYn = 0. 

Эти дифференциальные уравнения легко решить с помощью извест- 
ных методов интегрирования обыкновенных дифференциальных урав- 
нений с постоянными коэффициентами. Решения их будут следую- 
ИМИ: 

X, = ¢,sink,x - 62 с0$ Ах, (5.37) 

Y,—=c;shk,y+e,chk,y. (5.38) 

Рассмотрим теперь условие Ha контуре (5.35). Во-первых, можно. 
установить, что выражение 

foe) 

д \' / 

Bm Xn VW) = 24 
n=0 

должно иметь одно и TO же значение при y= 5b и у=—-6. Это 
условие может быть выполнено, если производные У’ (у) являются 
симметричными функциями от у. Во-вторых, при у= + 5 будем 
иметь 

У У, (5) X,, (х) = 2х. 
n=0 

Это условие удовлетворяется, если Х„(х) являются антисимметрич- 
ными функциями относительно х. Исходя из этих соображений, 
находим, Что с› = с. ==0. Условие (5.34) будет выполнено, если 
Хх, (= a)=0, или 

Ck, с0$ Ра == 0. 

в = (Qn+1)x 

п 2a у 

Отсюда находим 

Поскольку с; и с› — произвольные постоянные, функцию $, можно 
записать в следующем виде: 

ф: = > A,, sin Вых sh Rny: (5.39) 
n=0 

*) Постоянную берем со знаком минус, так как иначе граничные условия 
не будут удовлетворяться.
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roe k,==(2n+-1)x/2a; постоянные A, следует определить таким 
образом, чтобы удовлетворялось граничное условие (5.35). 

Дифференцируя функцию $, по у и подставляя у= + 5, из 
уравнения (5.35) получаем 

2х— У A,k, chk,b т № х == У B, sink, x; (5.40) 
n=0 n=0 

здесь для упрошения записи введено обозначение: 

В, = АЕ, си Аб. 

Коэффициенты А„ можно определить, пользуясь схемой, применяемой 
при разложении функций в ряд Фурье. Умножим обе части уравне- 
ния (5.40) на sin [(2т —- 1) тх/2а] и проинтегрируем все члены No x, 
Учитывая соотношения 

т Ах sin Втх = 5 [cos (k,, — Rim) х — с0$ (^„ + Rm) x) = 

1 [cos amy TX — cos orm 1) =I, 

2 

sin? RX =5([! — воз Gate), 

получим 
а 

ff sin kax sin Вх dx = 0 при m-En, 

—-a =a при m=n 

и 
а а 

f Oxsink,»x dx = f By Sin? Rx ах. 
-—a —а 

Вычислив значения интегралов в этом выражении, найдем 

16(—1)”a 
Вт = x2 (2m + 1)2’ 

или 
A __ 82(—1)"@ 1, 
n—~73(2n + 18 chk,b? 

следовательно, решение будет иметь вид: 

За WY (—-1)" 1 
<= ху— 9 = хУ— ЕЕ che,b Sin k,x sh Ry у. (5.41) 

П=0
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Постоянную кручения / можно определить по формуле (5.15): 

y=b т=а 

= f[ Г ( (Py +x уе) dxdy= 

y=-bx=-a 

oO 

Bare =>) 384a YI ШБ 
— Ат — nb (Qn 1} |° 

n=0 

Принимая во внимание равенство 

[o@) 

a 1 14 

(п 14 96’ 
n=0 

приходим к формуле для J: 

| 64а \л thkyb /— 1686 | 3 ae a Tn Я — Kae. (5.42) 
0 

В таблице 5.1 даны значения К, соответствующие разным величинам 
отношения б/а. Ряд (5.42) можно записать в виде 

< Ш |, xb 
Onn — М За Г Таблица 5.1 

n=0 

1 thkenb va | K | К K t n 1 2 

+ > (2n + 1) * 

Мы замечаем, что сумма 9 2008 Tere O00" 

= bb 1,5 3,136 1,696 | 0,541 
У, ШТ 5 меньше суммы 2,0 3,664 1,860 | 0,508 

i Gn )) 25 3084 | 1.936 | 0,484 
о 3,0 4,208 970 0,468 

~ 1 4,0 4,496 0,44 
» Qn ps = 0,0046, 50 | 4656 | 1,998 | 0,430 
n=l 10,0 4,992 2000 | 0,401 

со 5,328 2,000 | 0,375 
так как 

th > 0,917 

при b>a. Следовательно, первый член ряда дает значение суммы 
< точностью до 0,5%, и для практических расчетов можно пользо- 
ваться приближенной формулой 

1 64 а п J= 1635 (5-3 Fth a) (5.43)
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После некоторых выкладок находим следующие формулы для Kaca- 
тельных напряжений: 

© ®) 

__Т (9$ _ 167a \^“ (—1)” shkny 

t= (98 — о У (п -- 1)? chk,b ~°S их, 
n=0 

oo ; 
__ T (09 _ Т 16а QV (—1)” chkny . 

уг 7 (5-х) = 7 |?*— 2 Li Gn it cheb ЭП АХ |. 
n=0 

(5.44) 
Можно показать, что если D>a, TO максимальные касательные 
напряжения имеют место посередине длинных сторон прямоуголь- 
ника, при х = +a. Подставляя в уравнения (5.44) значения x =a 
и у—=0, находим 

Tn == 0 

8 \ 1 Ta 
*max — Ty ~ F = (2n + 1)? ch Ryb =Ki-z- (5.45) 

n=0 

Бесконечный ряд в правой части уравнения, который мы обозначим 

через K,/2, сходится очень быстро при b>a, и вычисление вели- 
чины T., С достаточной точностью для любого отношения б/а не пред- 

hy ставляет трудностей. Значения Ki, 
т соответствующие различным вели- 

Stn „\ чинам б/а, включены в табл. 5.1. 

АХ 877997 Подставляя выражения постоянной 

СХ 4 0 В кручения J из уравнения (5.42) в 
р ьпукл. уравнение (5.45), получаем 

---” —- T 
(aS Tmax — Кь arb’ (5.46) 

р AN Cj Вогнул”. 
77 ‘SS где K,— второй числовой множи- 

(0 NN SN тель, значения которого также даны 
МГ в табл. 5.1. 

NX Горизонтали поверхности, для 
Рис. 5.8. которых w==const, могут быть 

легко определены из уравнения для 
функции Ф. Для стержня квадратного сечения, т. е. при а =, гори- 
зонтали показаны на рис. 5.8; здесь сплошные линии соответствуют 
положительным значениям W, а пунктирные — отрицательным, по 
правилу знаков предыдущего параграфа. 

5.4. Мембранная аналогия. Из примера, разобранного в преды- 
дущем параграфе, становится очевидным, что решение задачи о кру- 
чении стержня более сложной формы поперечного сечения может 
оказаться весьма трудным. Для приближенного решения задач о кру-
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чении стержней различных сечений, часто встречающихся в технике, 
весьма эффективной оказалась так называемая мембранная ана- 
логия. Она основана на математической аналогии между задачами 
о кручении и о деформации упругой натянутой мембраны, подвер- 
женной равномерному поперечному давлению. 

Пусть тонкая однородная мембрана (рис. 5.9) имеет постоянное 
натяжение и закреплена по контуру, который ограничивается кривой, 
лежащей в плоскости ху. Если 
мембрана подвергается равномер- 
ному поперечному давлению р, то 
точки ее срединной поверхности 

получат малые перемещения 2, 
зависящие от x и у. Рассмот- 
рим условие равновесия беско- 
нечного малого элемента ABCD 
мембраны после деформации. 
Обозначим через F постоянное 
натяжение, приходящееся на еди- 
ницу длины мембраны. Усилие F, 
действующее по стороне AD, 
наклонено к OCH под углом В. 
Так как деформации малы, то 

“ 

| 

a
 
e
e
 
e
e
 

aN
 

можно принять Вы -5. Про- 

гиб = меняется от точки к точке, 

поэтому усилие F для стороны BC 
наклонено под углом 

OB _, 02 022 
B+ 5х ax = 5; а 4х. Vy 

Таким же путем находим, что углы Рис. 5.9. 
наклона растягивающих усилий, 

= 
приложенных по сторонам АВ и CD, равны соответственно + 

Oz O22 
Hoy aye ЧУ. Складывая составляющие вдоль оси сил, действую- 

щих по четырем сторонам, получаем 

022 (Fay) 5 +(F dy) (SE SS ax) (Pde) Е + 
Oz 022 +(F dx) (5+ 55 dy)+-pdxdy=0, 

откуда 

a3 + POF для области R, (5.47)
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На контуре прогиб мембраны равен нулю. Поэтому граничное усло- 
вие имеет вид: 

2 —=0 на контуре $. (5.48) 

Вернемся теперь к задаче о кручении. Основное дифференциаль- 
ное уравнение будет: 

oe 
Ox2 

+5$=0 для области R, (5.6) 

а граничное условие имеет вид: 

д д 
(5—5) (5--+=)п=0 на контуре 5$. (5.7) 

На первый взгляд эти соотношения и уравнения (5.47) и (5.48) не 
являются аналогичными. Однако им можно придать идентичную 
форму, если ввести новую функцию $ (x, у) с помощью соотношений: 

Og _ 0% 0$ ___ 0$ дк ду НУ, dy = ox *. (5.49) 

Из уравнений (5.49) имеем 

Oty _ am 0 _ 94 
дх?` дхду’ dy?” —дудх° 

Дифференциальное уравнение (5.6) обращается в тождество, так как 

9% + OY — Oy __ 0 
ox? ' ду? дхду дудх 

Таким образом, если функция ~ определяется по формулам (5.49), 
то уравнения равновесия будут удовлетворяться тождественно. 

Выражая касательные напряжения T,, и ty, через функцию +, 
получаем 

= (&*— = 5 
га — TF \ox )= TF dy? (5.50) 

ШТ (de, АЦ 7 oy ) 
was (e+*)= Ox’ | 

Если функция Ф найдена, TO касательные напряжения можно вычи- 
слить путем простого дифференцирования. Следовательно, функция ф 
представляет собой функцию напряжений; определение функции ф 
равнозначно вычислению напряжений. Далее следует использовать 
уравнение совместности. Системе напряжений 

Зв == 3у==5. = Tey = 0, 

_ 7 oy —__ 7 oy 
Tea 7 ду’ “we T Ox?
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соответствуют компоненты деформации: 

Ед == by == 8, == Toy == 0, 

т | __ T a 
Tex GJ dy’ 1" GT dx ° 

Подстановка этих величин в уравнения совместности (2.19) показы- 
вает, что первые три уравнения и последнее из них тождественно 
удовлетворяются. Четвертое и пятое уравнения приводятся к виду: 

oO (— “ye -- ==) — —0, 

Ox 

9. Е — “ez —0 
ду \ ox ду ° 

Интегрируя ux, находим 

— “te Nex 
a +S -ду = const = С1. 

Эту постоянную можно определить, если подставить сюда выражения 

__ Зее я —5) 
Та =G = Grae 9)’ 

Тогда получим 

ИЛИ 

с! = —2TI/GJ. 
Подставляя значение с в уравнение COBMeCTHOCTH, получим диффе- 
ренциальное уравнение 

ja t+ar=—? для области R, (5.51) 

которому должна удовлетворять функция ф. Отметим, что уравне- 
ние (5.51) можно получить непосредственно, продифференцировав 
уравнения (5.49) и затем исключив из них функцию ©. Но тогда 
останется нераскрытым то обстоятельство, что уравнение (5.51) 
является уравнением совместности. 

Граничное условие (5.8), выраженное через Ф, имеет вид: 

oy 9% „__ ay! 9х т = О на контуре 5. 

В параграфе 5.1 были уже записаны соотношения 

pa 2X — 45 
м | (5.13) 

т— 4 — 4 
ам 4’. 
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Поэтому условие на контуре можно записать в виде 

др ау дах dy | 
ду 45 Г 0х 45 ds °° 

ИЛИ 

b=const=—c, на контуре 5. (5.52) 

Заметим, что при вычислении напряжений нам необходимы лишь 
прсизводные от ф и что значение постоянной Cy в уравнении (5.52) 
не влияет на решение задачи. Поэтому можно принять с. =0. 

Окончательно решение задачи о кру- 
|2 чении сводится к определению функ- 

ции Ф, удовлетворяющей уравнению 

aru , 0% 

| 

г 9 для области R д Г ду? 
чин т (5.51) 

и условию 

ф—0 на контуре $5. (5.52) 

Сравнивая эти уравнения с уравне- 
ниями для мембраны, мы видим, что 
между ними имеется полная анало- 
гия, если отношение p/F положить 
равным 2, и если форма контура 
мембраны совпадает с формой по- 
перечного сечения стержня. 

Мембранная аналогия эффективно 
используется для эксперименталь- 

Е Tez ного определения функции напряже- 
ний. Техника проведения такого 
эксперимента, а также опытов, свя- 
занных с другими аналогиями, по- 

Рис. 5.10. дробно описана в специальных посо- 
биях *). 

Мембранная аналогия может быть использована не только для 
численного определения напряжений; она дает также наглядную 
картину напряженного состояния. Ha рисунке 5.10 изображена такая 
мембрана и нанесены горизонтали изогнутой поверхности. Рассмот- 
рим некоторую точку В срединной поверхности мембраны. Прогиб 
вдоль горизонтали остается постоянным, так что 

< 

-
_
-
-
_
-
-
-
-
-
-
-
-
<
 

М.
 

И ( 
\ 

*) См., например, книгу М. Hetenyi, Handbook of Experimental Stress 
Analysis, New York, стр. 700—751, 1950.
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Пользуясь аналогией, можем написать 

9% —(. 
Os 

Из соотношений 

a _ oY ee = (1 ау =) = 

— ду а; ' dx ds” T 

J Xx d 
=F (te gy tt ae — T dN ¥2 dN 

вытекает, что составляющая касательного напряжения, направленная 
по нормали к горизонтали, равна нулю. Другими словами, каса- 
тельное напряжение в точке В закручиваемого стержня направлено 
по касательной к горизонтали, проходящей через эту точку. Вели- 
чину результирующего касательного напряжения можно найти из 
следующей Форму 

с — У: ии == T db 
"yz г 21 = J\ox dN ' oy dN ам’ 

Следовательно, величина касательного напряжения в точке В опре- 
деляется уклоном мембраны по нормали к горизонтали, и потому 
касательные напряжения достигают максимума в тех местах, где 
горизонтали особенно сгущаются. Рассмотрение поверхности мембраны 
показывает, что наибольший уклон имеет место на контуре. Отсюда 
можно заключить, что максимальные значения касательных напря- 
жений будут также в определенных точках контура сечения стержня. 

Обратимся к выводу выражения для постоянной кручения J через 
функцию $. Из торм (5.15) имеем: 

=] (ии yi) axa 

ae 
=~ Jf lez р. Oy — 2] ахау= 

=-$ ка | vant ff aydxdy—2 |] yax dy (5.53) 

Здесь использовано то обстоятельство, что по формуле (5.52) на 
контуре $5 будет ф—=—0. Из мембранной аналогии вытекает, что 
постоянная кручения J равна удвоенному объему, заключенному 
между изогнутой мембраной и плоскостью ху. Полагая с. =0, 
в (5.52) мы считали, что величина с› не влияет на решение задачи. 
Однако значение J, на первый взгляд, зависит от величины Co. Чтобы
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выяснить это, допустим, что с. == 0 и подставим $,-+Cy вместо ф 
в предпоследнее из выражений (5.53). Так как в точках контура 
b+ co== Cy, то для них ф, =0; следовательно, члены, содержащие 
ву контурные значения ф,, будут равны нулю 

Е так же, как это было для функции $ф. Таким 
образом, 

6 D 
Yj J=—Heredy + eryde + 

8 
Li, — TF 

+ Г [2 +e) dx ay. 
R Pue. 5.11. 

Пользуясь рис. 5.11, приходим к соотношениям 

фуах — [ах [ах = 

BCD ГЕВ 

— площади BCDD’B’ — площадь ВЕ)О’В’ = — А, (5.54) 

где А — площадь поперечного сечения. Подобным же образом можно 

показать, что Px dy =A. Но в то же время ГГахау=А. Следо- 

5 В 
вательно, 

= — А — A+ 2c,A+ ff 2, dx ау =f [2% ахау. 
R R 

что совпадает с формулой (5.53). 

5.5. Кручение тонкостенных стержней открытого профиля. 
Рассмотрим вначале кручение стержня с поперечным сечением 
в форме узкого прямоугольника. Из мембранной аналогии заключаем, 
что влияние коротких сторон прямоугольника распространяется на 
небольшие участки. Если отношение 6/а велико, то в формуле (5.43} 
величину Ш (пб/2а) можно приближенно считать равной 1; второй 
член в скобках становится пренебрежимо мал. Поэтому имеем 

J 1648. 
3 

Обратимся к формуле (5.45). При значительном отношении 0/а ве- 
личина 

b 

a 
2 1 ch kb = ch “2 *)® 

будет большой, сумма же бесконечного ряда получает пренебрежимо 
малое значение. В результате получаем 

Cmax SE (5.55)
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Если величина J известна, то угол закручивания можно вычислить 
по формуле 

Г 
9 — —_ (5.16) 

Обозначим через 6, длину, а через { — толщину прямоугольника 
(рис. 5.12, a); тогда эти формулы примут вид: 

6,68 3T 37 
Js = 84 , Tmax Ge == GUE. (5.56) 

В предыдущем параграфе было показано, что напряжение T,,,, равно 
произведению отношения Т// на максимальный уклон изогнутой мем- 
браны. Из формул (5.55) и (5.56) следует, что в случае узкого пря- 
моугольного сечения наибольший уклон изогнутой мембраны ра- 

вен 2a или {. 
Сопоставим теперь изогнутые мембраны с контурами, изображен- 

ными на рис. 5.12, аи 6. Очевидно, что если плошади поперечного 
сечения их равны между собой, то равными будут и объемы выпучин 

VfL. 
--t, 

$
 > 

} 

>
 

| Ba ty г [2 [> r 
| y > а : 5 — 

b, — о |~—— 6, —+-| 

u) 6) 9] 2) 

Рис. 5.12. 

в изогнутых мембранах. Если толщина ¢ мала, то кривизна сечения 
в случае (6) незначительно влияет на максимальный уклон мембраны. 
Поэтому мы делаем вывод, что формула (5.56) может быть исполь- 
зована при получении приближенных решений и для тонкостенных 
профилей иной формы. Для поперечных сечений такого типа, кото- 
рый показан на рис. 5.12, 6, надо только вместо 6, в формуле (5.56) 
подставить развернутую длину дуги. В случае дуги окружности раз- 
вернутая длина равна ГуВ, где г, — радиус, а В — угол, стягиваемый 
дугой, в радианах. 

Для таких тонкостенных профилей, как уголки, швеллера и дву- 
тавры, вид изогнутых мембран будет таким, как если бы они были 
натянуты на несколько отдельных узких прямоугольников *). По- 
стоянная кручения J будет равна удвоенному объему, ограниченному 
изогнутой мембраной и плоскостью ху; максимальный уклон мембраны 

*) Другие приближенные формулы приведены Трейером и Марчем. 
(Ч. W. Trayer, Н. \. March, The torsion of members having sections 
common in aircraft construction, NACA Techn. Rep, 1929, 334.)
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окажется равным ¢;, причем ¢;— большая из величин В или fo. 
Следовательно, для уголкового сечения имеем (рис. 5.12, в): 

I~ ВВ, 
“~ 3 , 

Oy (5.57) 
(6,¢3 + 6,03) G 

3Tt; 

bf; + bpt9 J 

а для швеллерного и двутаврового сечений (рис. 5.12, 2): 

bt? 26,6 
— 3 Й 

37 
9— 3 , 

(6,43 + 26,3) G 

om ort 
пах 6 03 4+-26,f3 ° | 

T тах — Got; = 

(5.58) 

a
n
”
 

Следует заметить, что во входящих углах имеет место значительная 
концентрация напряжений, зависящая от радиуса закруглений углов 

профиля. Для малых радиусов закруглений (г —==0,11) Трефц *) no- 
лучил следующее уравнение для максимальных напряжений в углах 
профиля: —_ 

tyra = ты Г, (5.59) 
где Г— радиус закругления угла. Уравнение (5.59) выведено для 
случая полок равной толщины. Если же полки имеют различную 

толщину #1 и fy, то в формулу следует 
Таблица 5.2 подставить большую из них. Концентра- 

; 1 1 1 ция напряжений во входящих углах изу- 

ат э|! чалась экспериментально, причем была 
использована аналогия с мыльной плен- 
кой **). Отношения сугз/ти,х, COOTBET- 

угл р ствующие различным значениям отно- 
Tax 2,5 | 2,25} 2,00 | 1,75 шения r/t, приведены в табл. 5.2. Экспе- 

риментально полученные величины отно- 
шения тугл,х ДЛЯ малых радиусов 

закругления ребер профиля значительно меньше вычисленных по 
формуле (5.59). Это, вероятно, можно объяснить тем, что при малых 
радиусах закруглений трудно определить истинные значения Tyr. 

*) Е. Trefftz, Uber die Wirkung ein Abrundung auf die Torsionspannun- 
gen in der innern Ecke eines Winkeleisens, ZAMM, т. 2, 1922, 263—267. 

**) Р. А. Cushman, Shearing stresses in torsion and bending by memb- 
rane analogy, University of Michigan, 1932; см. также ASME, Advance Paper, 

32.
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5.6. Кручение тонкостенных труб. Ранее было показано, что 
на контуре функция Ф должна быть постоянной величиной. В слу- 
чае сплошного сечения эту постоянную можно принять равной нулю. 
Пусть теперь профиль ограничен двумя замкнутыми кривыми, как 
изображено на рис. 5.13. Здесь по-прежнему можно принять, что 
функция Фф равна нулю на внешнем контуре S,; сделать же это до- 
пущение для внутреннего контура $2 нельзя. Известно лишь, что для 
точек внутреннего контура величина Фф 1, 
постоянна. В связи с наличием этой новой $ 
неизвестной, для решения задачи необходимо 
иметь дополнительное уравнение. Такое урав- 
нение можно получить из условия, что пере- в 
мещения должны быть однозначными. + 

Из уравнений (5.5) имеем: | 

тг = GO (5 4 x) = a(S? + 6x). Рис. 5.13. 

Вычислим интеграл [rds вдоль внутреннего контура: 

фак V (rege twas) =o $ (05 dx +> dy) + 
So 5: 

+ 00 (x dy —y dx). 

КУ 

Так как является однозначной функцией, и интегрирование произ- 

водится MO замкнутому контуру, то первый интеграл обращается 
в нуль. В параграфе 5.4 уже было показано, что второй интеграл 
равен удвоенной площади, ограниченной контуром $5. Поэтому имеем 

ф cds = 2G0A,, (5.60) 
S, 

где A, — площадь, ограниченная контуром 5.. 
Вернемся теперь к мембранной аналогии. Если мембрану внутри 

контура Sy заменить невесомой плоской пластинкой (рис. 5.13), то 
уравнение равновесия пластинки будет иметь вид: 

47. 5 ds = рАь (5.61) 

где Р — натяжение мембраны, 2 — прогиб (см. § 5.4). Пользуясь 
равенством
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находим из уравнения (5.61) 

ф Рав 4$ = РА, ИЛИ фт аз = 2G0A,, 

5. 5, 

что совпадает с выражением (5.60). Таким образом, в случае по- 
лого сечения надо считать, что мембрана натянута по внешнему 
контуру и связана с невесомой плоской пластинкой по внутреннему 

контуру. 
На рис. 5.13 точки В, В, и С, С, соответствуют уровням 

внешнего и внутреннего контуров, а линии BC и В’С’ представляют 
поперечное сечение мембраны, натянутой между двумя контурами. 
Если стенка тонкая, то линии ВС и В’С’ приближаются к прямым 
отрезкам; изменение уклона мембраны будет незначительно. Это 
равносильно предположению о постоянстве касательных напряжений 
по толщине стенки. Если через й обозначить постоянное значение 
функции Фф на контуре So, то из мембранной аналогии следует, что h 
равно разности уровней обоих контуров. Пусть { — переменная тол- 
шина стенки. Касательное напряжение в любой точке определяется 
уклоном мембраны и равно 

Th = (5.62) т — 

Формула для постоянной кручения J (5.53) должна быть теперь из- 
менена. При выводе уравнений (5.10) и (5.11) нормаль N прини- 
малась положительной, если она была направлена наружу по отно- 
шению к поперечному сечению. Для внутреннего контура надо 
пользоваться тем же правилом знаков, так что положительное на- 
правление будет внутрь. Следуя этому условию, придется при ин- 
тегрировании вдоль 5. изменить знак перед линейными интегралами 
в уравнениях (5.10) и (5.11). На контуре $, функция Ф равна нулю, 
а на 5> будет ф—=#. Поэтому формула (5.53) принимает вид: 

J=hb(xdy—ydx)+2 f [фахау: (5.63) 
5. В 

индекс Ю соответствует площади Ay, заключенной между конту- 
рами S, и So. Так как профиль является тонкостенным, величину ф 
во втором интеграле можно заменить средним ее значением между 5$, 
и 5, равным й/2. Поэтому получаем 

J=2h (A, +5 А!) — 2Ah, 

где А— площадь, ограниченная средней линией профиля. Подста- 
вляя найденное значение J в уравнение (5.62), находим
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Угол закручивания @ можно вычислить по формуле (5.60): 

Г 4$ | 

5 5 
отсюда т 1 

5 ® 

оф (5.65) 

здесь S отсчитывается вдоль средней линии профиля. Уравне- 
ния (5.64) и (5.65) впервые были получены Бредтом *) и известны 
как формулы Бредта. 

Если трубчатый профиль имеет более чем два контура (рис. 5.14), 
то части мембраны, ограниченные внутренними контурами, снова 
могут быть заменены невесомыми плоскими пластинками. Предпола- 
гая, что толщина стенки мала, имеем: 

Thy 
“ол, | 

T ha 
To — Sty , > (5.66) 

__ T hy— hg 211 — Tala 

В ° 
roe hf, и й›— уровни внутренних контуров СС’ и DD’. Уравне- 

ние (5.63) запишется в виде 

J=2f [фахау-+ 
А 

+ Ул: 2h,A, 2%, А», 

где А; — площадь, заключен- 

ная внутри контура $;, а A, | 
и А, — площади, ограниченные , 
средними линиями S, и Sp. 
Отсюда 

Т = 27,t,A, —+- 21255. (5.67) 

Будем считать толщины 41, fy, tg постоянными. Через $1, Sp и $. обо- 
значим длины средних линий. Находя интеграл из уравнения (5.60) 
сначала по площади A,, а затем по A>, получаем 

7151 -|- T3S3 == 2G0A,, 2252 — T3S3 — 2G0A,; (5.68) 

/ 

&
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—
 

© 
—
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Рис. 5.14. 

напряжения Ty, TT, T3 и угол 09 можно вычислить, решая совместно 
уравнения (5.67) и (5.68). 

*) К. Bredt, Kritische Bemerkungen zur drehungselastizitat, Z. Ver. deut. 
Jng. 40, 1896, 785—813.
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Из уравнений (5.66) можно видеть, что для той или иной ветви 

поперечного сечения произведение te является величиной постоянной. 
Если соединяются несколько элементов трубчатого сечения, как 
в точке Н, то имеем 

Tl; — Tol -|- Tal. (5.69) 

Здесь может быть использована гидродинамическая аналогия, при- 

чем величина д —"{ соответствует объему *) идеальной жидкости, 

циркулирующей по каналу; последний должен иметь ту же форму, 

что и трубчатый стержень. Тогда уравнение (5.69) означает, что объем 
втекающей жидкости должен быть равен объему вытекающей жид- 
кости. Величина 4 называется поэтому потоком касательных усилий. 

125-290 | 250 —\ 

7 т, 72 23 
[< t=O 79мм 1:1 2=075 т, 

t= A © Q | 250 
G62 125 

Lg 7h 25 LL, =O 75 [6 =] 

7 —< 7 
(2 13 (1; 

Рис. 5.15. 

Приведем численный пример определения касательных напряжений 
для тонкостенных профилей, в которых число контуров превышаег 
три. На рис. 5.15 показано поперечное сечение и нанесены его 
размеры. Пусть приложенный крутящий момент будет равен 
115000 кгсм. Вычисляем площади: 

вов» = 250 cm?, А. = А. =625 cm?. 

Примем, что касательные напряжения положительны по напра- 

влениям, указанным стрелками. Сопоставляя направления потоков 

касательных усилий, находим 

Til) — Tolo На, Toto — Tals —- tele, Tats — Telg. (5.70) 

A, = 

С другой стороны, имеем 

T = 20yt А, + 2-26 А, + 2.6.3. 

Подставив численные значения, получим 

115000 = 2 - 250 - 0,062t, + 2 - 625. 0,075*. +- 2 - 625 - 0,075t,, 

*) Имеется в виду секундный объем (расход) жидкости, протекающей 
в трубе. (Прим. ped.)
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ИЛИ 
31t, + 94t,-+ 947, = 115 000. (5.71) 

По уравнению (5.60) будем иметь: 

71S; + tS, = 2G0A,, | 

— 1.54 + 2155. + 1,5, = 2О8А,, (5.72} 

— TS, - 21353 + 165, = 2GOA3. 

Длины контуров равны: 

$1 = 12,0n, $2 = 53 = 54 == Sg = Sg =20 СМ. 

Используя уравнения (5.70), найдем: 

91,7, — 15t, = 950000, 

— 1,25t, + 9t, — 2,5t, = 12500, | (5.73). 

— 2,5t, -+ 9,47, = 12500. 

Решая совместно уравнения (5.71) и (5.73), получим: 

™,—= 400 кг/см?, T —= 045 кг/см?, т. = 486 кг/см?, 

t= — 127 кг/см?, t%—=67 кг/см?, т; = 364 кг/слм?. 

Знак минус перед напряжением т, означает, что оно направлено: 
в сторону, противоположную указанной на рисунке. 

Задача 1. Дана круглая стальная труба внешнего диаметра 10,2 см 
и толщиной стенки 0,4 см. Сравнить угол закручивания и максимальное: 
касательное напряжение этой трубы с теми же величинами для трубы, раз- 
резанной вдоль образующей. Надо отметить, что стержень открытого сече- 
ния относительно слабо сопротивляется кручению. При решении данной. 
задачи находим, что жест- 
кость замкнутого профиля т. 
в 400 раз больше, чем от- eb 07 т 
крытого, а максимальные 0; , 3 
напряжения — в 30 раз #1 1% ММ hTs 
меньше. 

Задача 2. Дан тонко- 27125 0, 62 
стенный трубчатый стер- 12 т, 
жень, размеры которого O 79MM 
показаны Ha рис. 5.16. Ha рык 900—— 
стержень действует момент 
115 000 кгсм. Найти ка- Рис. 5.16. 
сательные напряжения в 
трубе. 

Отв. т! = 445 кг/см?, та == 570 кг/см?, t= 400 кг/см?, t= 12 K2/cm?,. 
35 = — 180 кг/см®. 

А 2 S 

5.7. Кручение круглых валов переменного диаметра. Рас- 
смотрим кручение круглого вала переменного диаметра, изображен- 
ного на рис. 9.17, парами, приложенными по торцам. Когда мы 
встречаемся с телами вращения, удобно пользоваться цилиндрическими
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координатами г, 0, 2. Примем, что ось 2 совпадает с осью вала. 
Из рис. 4.5 легко получить уравнения равновесия элемента. Пре- 
чебрегая объемными силами, имеем: 

Os 1 Oc Ot r— с a +s sts a —* a — 0, | 

Mrs 5 Me ote +2 Oa, 2 4 Tre (5.74) 

ve = oem 4 Bn рн 7 

г oo 

‘Обозначим перемещения в направлениях г, 6, 2 соответственно 
‘через и, UV, W. Выражения для компонентов деформаций е,,, © и 1, 
могут быть выведены таким же образом, как и в параграфе 4.3; 
компоненты е., Yh, И {zy МОЖНО легко получить из обычных формул 
в декартовых координатах. В результате имеем: 

ди 1 ди о | 

и — Or? Ти = StS > р, 

и 1 dv 1 Ow 

ета, аа, | (5.75) 
Ow __ 

c= Og? r= Get Gr | 
В параграфе 5.2 было найдено, что в случае закручивания 

сплошного круглого вала парами, приложенными по торцам, пере- 
мещения вдоль оси вала будут отсутствовать, и перемещение точек 

любого поперечного сечения 
М Tre 

ar Is происходит в направлении Ka- 

| Pe сательной. Попробуем решить 
7, вилки ra Ss настоящую задачу, полагая, 

| что в данном случае 
— 2 

и = w= 0. 

> Докажем, что решение, в 
основе которого лежит такое 

Рис. 5.17. предположение, будет удо- 
влетворять дифференциальным 

уравнениям и граничным условиям. Из теоремы об однозначности 
решения можно сделать вывод, что такое решение является правиль- 
ным. Благодаря осевой симметрии, перемещение UV не может зави- 
сеть от угла 9 и будет функцией только г и 2. Пользуясь этим, 
из (5.75) находим: 

_ dv» д } (5.76)
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Из формул закона Гука легко получаем: 

®) ‚0, = 4, = *,, = 0, 

U 

t= G(s — 5), та, = G 

Заметим, что единственные компоненты напряжений сд H ть, 
отличные от нуля, не зависят от угла 0. Поэтому первые два урав- 
нения (5.74) тождественно удовлетворяются, а третье уравнение при- 
нимает вид: 

9%. (5.77) 

с +5 сть 4 Qt rp — 0. 
r 

Его можно записать в они Форме 

9 TA) T Oe iG г) = = 0. (5.78) 

Это уравнение тождественно удовлетворяется, если ввести функцию 
напряжений Ф по формулам: 

av 9% 
дк "в Gg = Гы» 

ли 

1 ov 1 od 

a= т бр’ le = FE д. (9.79) 
Чтобы определить функцию напряжений, надо обратиться к урав- 

нению совместности. Решая совместно уравнения (5.77) и (5.79), 
находим: 

фе, эта 
Or\r}) = 13 Oz’ Oz = 95 

Дифференцируя первое равенство по 2, а второе — по г и вычитая 
одно из другого, получаем следующее уравнение совместности: 

д? 3 OW Ory _ 
дг г or 02? 

Найдем теперь условие на контуре для функции Ф. Так как бо- 
ковая поверхность вала свободна от внешних нагрузок, то резуль- 
тирующее касательное напряжение должно быть направлено по ка- 
сательной к контуру осевого сечения, а его проекция на нормаль № 
к контуру должна равняться нулю. В соответствии с этим имеем 

T,- COS (Nr) — t), COS (Nz) = 0. 

С другой стороны, 

cos (Nr) — dz/ds, cos (Nz) = — dar/ds, 

где 4$ — элемент дуги контура. Подставляя сюда выражение (5.79), 
получаем 

9% 42 Oy аг _ 

Oz ds Г де ds =0,
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откуда 
dy __ 
ds = 0, 

или 
ф = соп${ на контуре. (5.81) 

Таким образом, задача о кручении круглого вала переменного 
диаметра сводится к решению уравнения (5.80) при условии на 
контуре (5.81). 

Величину крутящего момента легко вычислить, определив 
момент касательных усилий ts, в поперечном сечении: 

а 

т= | tof (2кг) dr=2n | Sar on [p(a, z)— (0, 2)]. (5.82) 

0 0 

Если вал имеет коническую форму, как на рис. 5.18, то Ha 
контуре имеет место зависимость 

Ar 
г 

— = cos, 
(7? + 2?) ls 

_- причем отношение, фигурирующее в 
2778 „г левой части равенства, является вели- 

Yd ee чиной постоянной. Поэтому любая 
функция этого отношения будет удо- 
влетворять условию на контуре (5.81). 
Легко проверить, что функция 

Рис. 5.18. __ 2 tL 2 3 

Се alam] р 
где С — постоянная, удовлетворяет уравнению (5.80). Постоянную С 
можно определить, подставив эту функцию в уравнение (5.82); 
тогда получим 

3T 

C= ОЗ (9.83) 

Таким образом, касательные напряжения т. и Te, равны: 

Ст Crz 
Tyg = —— 5], ? ва = —— ov /,? (5.84) (r2 21) (72+ 27) 

где С определяется по формуле (5.83). 
Обычно задачи, с которыми приходится сталкиваться на прак- 

тике, бывают более сложными. В таких случаях применяют числен- 
ные методы решения, рассмотренные ниже, в гл. VI*). 

*) См., например, К. У. Southwell, Relaxation methods т theoretical 
physics, М. У., 1940; А. Thom, J. Orr, Proc. Roy. Soc. (London), A, т. 131, 
1931, 30—37. 
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МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ И МЕТОД РЕЛАКСАЦИИ 

6.1. Конечные разности. После того как сформулирована та 
или иная задача теории упругости, становится необходимым отыскать 
решение исходных дифференциальных уравнений при заданных гра- 
ничных условиях. В главах 4 и 5 для решения ряда задач приме- 

нялись аналитические методы. Однако в некоторых задачах анали- 
тическое решение не всегда оказывается возможным, и следует 
обратиться к приближенным численным методам. Одним из таких 
эффективных методов является метод конечных разностей. Идея 
этого метода состоит в замене основных дифференциальных урав- 
нений в частных производных и уравнений, характеризующих усло- 

вия на контуре, соответствующими уравнениями в конечных раз- 
ностях. При этом задача сводится к решению системы совместных 
алгебраических уравнений, ко- 
торое осуществляется без осо- 
бых затруднений. 

Перед тем как осуществить 

переход от дифференциальных 
уравнений в частных произ- 
водных к уравнениям в конеч- 
ных разностях, напомним не- | 

которые основные положения, | 
касающиеся метода конечных | 

разностей. Рассмотрим неко- | 
торую непрерывную функцию | 
f(x), зависящую OT перемен- | | 
ной х, и допустим, что из- 2 | ; 2 
вестны значения /(х), относя- | Ly —! 
щиеся к равноотстоящим друг 
от друга значениям х. На Рис. 6.1. 
рис. 6.1 изображена кри- 
вая /—=/(х). В точке О, для которой x— ху, производная df/dx 
по определению равна: 

(2), = him (4) = lim Ao jim A> 6.1) 
AX ]0 доъо\АХ dso>0%1—-%X% h>o 

Afr 

| | 
| 

| | 
| 
Г 

| | 
и 
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где Ах —=й — длина интервала, АГ — разность значений функции f 
в точках / u O, a f, и ]. — значения f соответственно в точках /[ 
и 0. Индекс 0 при df/dx обозначает точку, в которой берется про- 
изводная. Если интервал Ё мал, то производная df/dx приближенно 
равна отношению А//Ах. Поэтому выражение (6.1) можно для, 
точки 0 представить в виде 

а 1 
(5), (Л 

для любого значения х будет 

SF ps “FF If (x +h) — f (x). (6.2) 
Величина Г называется первой разностью функ- 
ции f, отвечающей известному значению x. В выражении (6.2) фи- 
гурирует разность значений функции в рассматриваемой точке 
и в точке, лежащей справа от нее. Такая разность называется пра- 
вой разностью или разностью, взятой вперед. Подобным же обра- 
зом можно получить приближенное значение производной в точке 0 
с помощью левой разности, или разности, взятой назад: 

(12), ~ - (fo—f_1); 

для любой точки будет: 

SF mF f(x) —f (x— В). (6.3) 
Можно также выразить производную через центральную разность 

для точки 0: 

(95) = 5 1 -—Л-, 
или для любой точки Хх: 

SE mf (eth) — f(x — A). (6.4) 
причем здесь вводится интервал Ах = 2h. 

Пользуясь символами А, А, А для обозначения соответственно 

первых правой, центральной и левой разностей, получим: 

— 1 , 

Af=f(x+h—f(x), МИ —Л(хЫ— В) 
Af =f (x)—f (x— №. 

Таким же образом можно приближенно представить вторую произ- 
водную с помощью второй разности. По правилам дифферен- 
циального исчисления находим 

4?) df A2f = 
dx? — dx =(4)~ 57 фе › (6.9)
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где А? — обозначает вторую разность; в дальнейшем символами, 

A2, A?, A? будем пользоваться для обозначения соответственно: 

вторых правой, центральной и левой разностей. 

Вторая правая разность в точке 0 (рис. 6.1) будет равна: 

(A2f)y = A (АЛ). =A (Г, — №) = Af, — Af, = 

— (fo — f;) — (fi — №) — — 2 Ло. 

Из предыдущих выкладок ясно, что каждым из символов А можно 

пользоваться в качестве оператора. Под Д? надо понимать дважды 

примененный оператор A; величины (АГ), Af, и Af, будут первыми 
правыми разностями соответственно в точках 0 и J. В некоторой 
точке х имеем: 

A?f = f (x-++ 2h) — 2/(х Е В) -Е f(x). (6.6) 
Таким же образом находим вторую левую разность в точке 0: 

(A*f)o= A (Af)yo = А (fo —f_) = АХ — Af 1 = 

= (fo — f_1) — U1 —f_2) = ЛА. Л», 

или в Любой точке x: 

А = f (x) — 2f (x — h)+ f(x 4 2h). (6.7) 

Повторяя выкладки, проведенные при выводе выражений (6.6) 
и (6.7), получим вторую центральную разность в точке 0: 

А (Л, —Л_ № — 2h, +f_ ЛЬ A (Af.) = a) os 
Здесь вторая центральная разность выражена через значения функ- 
ции в точках, находящихся на два интервала правее и на два 
интервала левее данной точки. Можно добиться большей точности, 
если выразить вторую центральную разность через значения функ- 
ции в точках, отстоящих от данной точки вправо и влево на один 
интервал. При этом величина A2f определяется следующим образом: 

(Ао = А (АЛ) или (А = А (АЛ. 
Так, например, по первой формуле получим 

(A?f), =A(AS), =A(f, —f_,) = АЛ — АЛ, = 
— (Л, —^№) — (№ —f_,) =f, —2f,+f_. 

К тому же результату придем, воспользовавшись второй формулой. 
Следовательно, для некоторой точки х будет 

A?f = f(x +h) — 21 (x) +f (x — В). (6.8) 
Вообще говоря, производные в TOM или иной точке будут 

аппроксимироваться с большей точностью через соответствующие: 
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центральные разности; при этом рассматриваются точки, располо- 
женные вдоль кривой по обе стороны от данной, так что средние 
значения определяются более точно. В дальнейшем, если не будет 
особо оговорено, мы будем применять лишь центральные разности. 

Выше был указан путь вывода выражений для первой и второй 

разностей: не представляет затруднений, пользуясь тем же методом, 
определить центральные разности высших порядков. Так, например, 
третья центральная разность в точке х равна: 

43} = А (APS) = Alf (x+h) — 2f (x) Е Л(х — ®)] = 

= Af (x +A) — 2А/(х) + Af (x — В) = 
ла Л) ола лап 7-2 

2 2 2 
— 
— 

=F If (x +2h)— (e+ M+2f(e—-M—flx—2H (6.9) 
четвертая центральная разность будет 

Af = АЗ (АЗ) = A? [f (x A) —2f (x) + f(x — В = 
= bef (x +h) — 2Af (x) + A2f (x —h) = 
= [f(x + 2h) —2f (ex +H) +f (9) —2f e+ — 2f (x) + 

+f (x—A)) FU (x) — 2f (x —A) +f (*—2)] = 
— f(x+2h)—4f (x +h) + 6f (x)—4f(x—h) +f (x—2h). (6.10) 

В приведенных выше выкладках непосредственно использован опе- 
ратор (4Д?), определяемый формулой (6.8). Из формулы (6.10) видно, 
что коэффициенты при различных членах в разностях четных по- 
рядков совпадают с коэффициентами разложения бинома (а — 5)". 
Можно показать, что это положение справедливо в общем случае. 
Следовательно, для четных разностей, когда индекс п является 
четным, П-я центральная разность имеет вид: 

"Л (ха) — "(хе тив) 
+ nO a(x +5 2 28) — ... 

п! H-Va 5 Ця в— ги) + ... +f(x— Fh), (6.11) 

где г— некоторое число, равное п или меньшее, чем п. 
Для производных нечетного порядка соответствующие разности 

выражаются формулой: 

af _ 1 [Ао + hy) ме, 
dxn+l ~ On hn hn 
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ИЛИ 

Ау (Ау == LOY) — "УВ, = (6.12) 
где п — четное число; значения A™f(x-+h) и Af (x — №) опреде- 
ляются формулой (6.11). 

6.2. Уравнения в конечных разностях. В предыдущем пара- 
графе были получены приближенные выражения для производных 
разного порядка через конечные разности в предположении, что f 
является функцией только x. Если f будет функцией x u у, то 
должны быть введены частные производные. Воспользуемся теми же 

рассуждениями, что и ранее, и цу 
примем Ах —=Ау==й; тогда из , 
определения частных производ- 
ных вытекают равенства: gs [2 | 

| 

Of  Axf of  Ayf 9 5” ly "|, | 
Ox ЭВ ' ду ~~ Qh” 

9 2 2 2 10 ? Of  Apf Of  Ayf 4  |12 

о ™ "fo »? Ао ™ “po. »? Ox? р? ду? h2 р 

причем индексы в операторах 
A, и А, обозначают направле- - 
ние, для которого взята разность. 

Допустим, что исследуемая Рис. 6.2. 
область разделена сеткой на квад- 
ратные ячейки, как показано на рис. 6.2, при Ах =Ау==й; тогда 
из выражений (6.4) и (6.8) для точки О получим: 

of oe If (e--h, y)-— f(x -— Ah, = — Л), Ox 

SL ae f(t YAM — Л, IDI = oe (fe Sid. 

OE me Tf (xh, y—2f (x N+F(x—h, = 

= ar (АЛ 
02} 1 yr eT, УЕ В) — 2 (х, УЛ, у— В] = 

=-=(—2 Л). 

Определим оператор Лапласа 

92} O2f 

Vf = Ox? -- “Oy? .
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Из приведенных выше выражений непосредственно вытекает 

1 
У?) = aa (Л! Л +f; +f, — 4%). 

Если основным дифференциальным уравнением задачи является 
уравнение Лапласа У?] = 0, то соответствующее уравнение в конеч- 
ных разностях в точке 0 будет: 

fithe+hsth,— 4fo= 0. (6.13) 

Для каждой точки области существует одно уравнение в конечных 
разностях вида (6.13). 

Если область разделена сеткой, имеющей п внутренних точек 

(или узлов), то можно получить п уравнений в конечных разностях. 
Из них могут быть найдены значения функции для каждой точки 
области, причем должны удовлетворяться граничные условия. При 
этом вместо дифференциальных уравнений будем иметь систему 
алгебраических уравнений, решение которой не представляет мате- 
матических трудностей. 

Обратимся к случаю, когда основное дифференциальное уравне- 
ние имеет вид уравнения Пуассона. Это относится, например, к урав- 
нению (5.91): 

У — — 2. 

Тогда соответствующее уравнение в конечных разностях в точке 0 
будет: 

А-НЪ-В-ЛА — 4^ = — 2h’. (6.14) 

Наконец, рассмотрим тармоеское уравнение 

o4f 4 — 

= G2 Е дя ду“ = 0. 

Обращаясь к рис. 6.2 и вычисляя конечные разности для направле- 
ний хи у по формуле (6.10), получаем соответственно: 

Of му 1 
YT ae = EOI 

Of АГ _ Se и 4+ 6—4 thu 
04; 

Приближенное выражение для четвертой производной да дуг Можно 

представить в виде: 

af _ 9’ (2 _ Aa (4,7) _ 
Ox? ду? ~ Ax? \ ду] ~ 1 _ 

Gi Az (Л, — 25 Л,) — or (48, — ef, + dof.) = 

= fat fe t+Sio + Six — fs — — fs — Be + 4d 

|
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Тогда уравнение в конечных разностях в точке 0 будет: 

=x 20% — 8 fr the + hs +f +2 fst Sat fro tf) + 
+hth + fg Ли = 0. (6.15) 

Задача. Преобразовать в уравнение в конечных разностях в точке 0 
следующее дифференциальное уравнение: 

O2f 3 Of 4 Of _ 

or? r or 92? — 

Ответ. Принимаем направления Ги 2 за направления соответственно. 
хиу (рис. 6.2). Уравнение в конечных разностях в точке 0 будет: 

A(I—s>) ++л (+) +л-4л=0 

6.3. Решение уравнений в конечных разностях. Рассмотрим 
в качестве примера задачу о кручении стержня 

.2 
квадратного сечения. Основное дифференциаль- 2. ? I 
ное уравнение относительно функции Ф будет | 
иметь вид: | 

3 0 f Oty ary 1 

aye + дут = — 2 в области R (5.51) 

и 7 ‘ 
ф=—0О на контуре S. (5.52) - 6 

—@—= 
Разделим сечение на четыре квадрата и про- 
нумеруем узловые точки сетки, как показано Рис. 6.3. 
на рис. 6.3; тогда получим следующее уравне- 
ние в конечных разностях, отвечающее уравнению (5.51) в точке 0: 

Pit det 3 + — 4% = —2h?. (6.16) 

Из граничных условий (5.51) вытекает 

ф=0, 1=1,2,..., 8. (6.17) 

Подставляя значения ф по (6.17) в уравнение (6.16) и принимая 
й —= а, получаем 

— 4% = —24?, или Фф=0,5а°. 

oY Производная эх В Узловой точке Г может быть приближенно выра- 

жена через первую левую разность: 

(5) Fi — bo) = 0,50. 
Согласно формуле (5.53) постоянная кручения равна 

1=2 | фахау; 
В
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иными словами, величина J равна удвоенному объему области, 
ограниченной поверхностью ф. Объем легко может быть вычислен 
по правилу Симпсона (см. формулу (6.47) в параграфе 6.7)): 

122 [-5- (1640) | = 1,778a4, 

Подставляя это значение J в формулу (5.52), находим 

T O T T Cmax = Cyt =— 5% 55 — тат (9,52) = 0,281. (6.18) 

Аналитическое решение дает значение T_,. = 0,6007/43. Приведен- 
ное приближенное решение дало результат, лежащий ниже на 53,2%; 
при выбранной нами крупной сетке такая большая погрешность 
является естественной. 

oy 
Ox 

значениями, найдем последние аналитически. Из определения функ- 
ции Ф по соотношениям (5.49) следует: 

Чтобы сравнить приближенные величины Y, и / с точными 

о 9 _ 
Ox Oy у ду Ox 

д% 9$ 
Частные производные Ox” Oy легко вычислить, исходя ИЗ выраже- 

ния (5.41). Отсюда можно непосредственно перейти к определению 
функции напряжений ; она окажется равной 

__ 32? HY (— 1)" ch Ry pa т (1— Зв) сов Аня. (6.19) 
n= 

При выводе выражения (6.19) было использовано соотноше- 
ние (5.40): 

со 

__ 16(—1)"a . 
2х = У, 2 (21 ЕП) sin Ах. 

n=0 
Таким образом, имеем 

oy _ вах < (1 — Shay 
Ox = (2n + 1)? ch Ryb ) sin k,x. (6.20) 

n=0 

Пользуясь выражением (6.19), находим значение % при х==0, 

у= 0: 
b = 0,5894а?. 

Величина ($=), при х=а, у=0 no (6.20) будет 

04% \ __ (5=), =—1,350а.
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Точное значение постоянной кручения J получаем по формуле (5.42): 

J = 2,250а^. 

Сравнение этих данных с результатами решения в конечных раз- 
ностях показывает, что приближенное решение приводит к более 

0 oY низким значениям искомых величин: для Y на 17,99/,, для 9х |, — На 
1 

63%, для /— на 21%. 
Для получения большей точности разделим область на 16 квад- 

ратов со стороной # =а/2 и пронумеруем узловые точки, как пока- 
зано на рис. 6.4. При нумерации точек учитывается симметрия 
задачи: симметрично расположенным точкам придается один и тот же 
номер. Составляем уравнения в конечных р 3 4 $ 
разностях соответственно для точек 0, 

1, 2: 2 | и |2_ |! 
4), — 4 = 2(5) ’ 

а \2 / 0 7 | 

2—4 =—2(5)., | (6.20 
a\2 [ОИ РАН | 

2h, + 2%, —4%=—2(5). | 

На контуре имеем | р. | 

фз = by = =0. (6.22) Рис. 6.4. 

Решая совместно уравнения (6.21) и (6.22), получаем: 

b) = 0,562542, $, —=0,43754?, $, = 0,3438а?. 

Пользуясь этими значениями функции ф, находим: 

oY ) ~ + (b; — b,) = —0,8750a, Ox 

J=2f f pdxdyr2- S444 +954 
R 

Ay + 16h, + 4, + by + 4 + Yo) = 2,1254 
и 

тах —— J 

Снова проведем сравнение с точным решением; приближенные 3Ha- 
чения и здесь будут ниже точных: для ty) — на 4,6%, для числен- 

д 
ной величины (5) — на 35,2%, для Л/— на 5,6%, для <, — па 

3 Ox max 

31,3%. 
Проведем дальнейшее размельчение сетки, разбив область на 

64 квадратные ячейки со стороной # =а/4. Принимая во внимаине
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симметричность решения, нумеруем узлы, как показано на рис. 6.5. 
Составляем уравнения в конечных разностях для узловых точек 
от 0 до 9; учитываем при этом, что функция Фф на контуре равна 
нулю. Таким образом, для 10 неизвестных значений ф во внутрен- 
них узлах получим 10 совместных уравнений. Решение *) их дает 
следующие значения: 

Yo = 0,58224?, ф, =0,55094?, $, = 0,52174а?, $. == 0,4530а?, 

ф. = 0,430042, ф,=0,357242, $, =0,27614?, $, —=0,2632а?, 

Py = 0,221942, by = 0,1422a?. 

Пользуясь этими значениями, находим: 

’0ф ~ 4 T (5) = — 1.1044а, 1552,21754%, t,, 0,498 = 

Сопоставим эти данные с аналитическим решением; приближенные 
значения снова будут ниже точных: для Фф— на 1,2%, для чис- 

— —-- 
14 ленной величины (5) — на 

и xX /10 

9113 22,7%, для /— на 1,4%, для 
7 Tmax — На 17%. 

28 12 Из приведенного сравнения 
57 |, |7 |// ВИДНО, что при шаге сетки 

ot h =a/4 погрешность в значе- 
УГ и 13 [6 |0 ниях % и Л становится доста- 

точно малой. Большая ошибка 
при определении 7+ объяс- тах 

няется погрешностью в значе- 

д 
НИИ (5). В параграфах 

6.6 и 6.7 будут рассмотрены 
пути, ведущие к повышению 

[“__ ag ——-+»| точности решения. 

Рис. 6.0. 6.4. Метод релаксации. Из 
примеров, разобранных в пре- 

дыдущем параграфе, видно, что с уменьшением шага Й соответственно 
повышается точность решения. Однако при таком уменьшении шага 
быстро возрастает число подлежащих решению совместных уравне- 
ний, так что получение окончательных результатов становится 
весьма трудоемким. Вместо обычных схем решения было предло- 
жено много методов и среди них метод релаксации, развитый 
Саусвеллом. Время, требуемое для получения решения с заданной 

*) Для совместного решения большого числа линейных уравнсний можно 
пользоваться эффективным методом, предложенным Kpaytom. См.Р. О. Crout, 
trans, AIEE, т. 60, 1941.
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точностью по методу релаксации, оказывается значительно меньшим 
по сравнению с другими путями решения; рассмотрим поэтому дан- 
ный метод более подробно. 

Лучше всего изложить метод релаксации на численном при- 
мере *). Решение задачи начинается с того, что изображается иссле- 
дуемая область и наносятся узловые точки сетки. Допустим, что 
для каждого узла мы располагаем приближенными значениями ф, 
найденными из экспериментов, из решения аналогичных частных 
задач, из предварительных подсчетов и т. д. Уравнение в конечных 
разностях для некоторой точки O (рис. 6.2) будет иметь вид: 

Yr t+ $2 + 3 + Ys — 4% + 2h? = 0. (6.23) 
Если предполагаемые значения Ф совпадают с истинными, т. е. если 
они являются корнями уравнений в конечных разностях, то после 
подстановки их в уравнения типа (6.23) последние должны обратиться 
в тождества. Но в общем случае такое совпадение не имеет места. 
Поэтому мы будем иметь 

Pt b+ b3 + by — 4h - 2h? = 4, (6.24) 

где Q)— числовая величина, определяющая погрешность решения. 
Величина Qo называется невязкой в узловой точке 0. Аналогичным 
образом вычисляются невязки для всех остальных внутренних узлов. 
Если величины Ф определены точно, то невязки должны быть равны 
нулю во есей области. Нашей целью является свести невязки во всех 
узловых точках либо к нулю, либо к настолько малым величинам, 
что при дальнейшем уменьшении Q последняя значащая цифра в чис- 
ловом значении ф будет сохраняться. 

Вернемся к уравнению (6.24). Если ф, изменяется на (+1), то ©, 
также получает приращение, равное (--1); это же относится к из- 
менению Ha (-+-1) величин tb, bg или by. Между тем, если проис- 
ходит изменение на (--1) величины Y, то Ф меняется на (—4). 
Следовательно, изменение невязок происходит по определенному 
закону, благодаря чему невязки можно последовательно уменьшать. 
Количество операций по вычислению и изменению невязок может 
быть известным образом сокращено, если применять так называемый 
релаксационный оператор. Этот оператор представляет собой по 
существу уравнение в конечных разностях, изображенное в схема- 
тической форме. Например, для рассматриваемой задачи релакса- 
ционный оператор имеет вид, показанный на рис. 6.6. Пользуясь 
релаксационным оператором, легко вычислить невязки в каждой 
точке. При этом облегчается процесс изменения невязок: оператор 
указывает, что возрастание зиачения Ф в центре на (—1) меняет 

*) Метод релаксации подробно рассмотрен в книге К. У. Southwell, 
Relaxation Methods in Theoretical Physics, М. Y., 1946. См. также Н. W. Е m- 
mons, Quart. Appl. Math., т. 2, 1944, 173—195; Е. $. Shaw, Numerical 
Methods of Analysis in Engineering, М. Y., 1949, 49—65.
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невязку в TOM же точке на (—4), а невязку в окружающих ее точ- 
ках — на (--1). 

Приведем числовой пример релаксационного процесса. Примем шаг 
равным й—=а/2. Пронумеруем точки, как показано на рис. 6.7. 

Из мембранной аналогии мы получаем неко- 
+f торое представление о TOM, как меняется Ф 

в различных точках внутри области. Для 
_ простейшего случая, когда Й=а, нам 

7 =F] [<7] Известно, кроме того, что значение Vig 
приблизительно равно 0,0a. Намеренно при- 
мем, однако, в качестве первого грубого 

Ел приближения, что значения Ф равны нулю во 
+f всех точках. Вычисляем невязки для всех 

внутренних точек по выражению (6.24) и 
с помощью — релаксационного оператора 
(рис. 6.6); записываем невязку ниже и левее 

данной точки. Принятые значения Фф записаны ниже и правее данной 
точки. Все эти данные нанесены в качестве первого этапа на 
рис. 6.8. Для упрощения записи все значения Q и Ф умножены на 
коэффициент 1000/4?. 

Второй этап состоит в том, / 2 3 4 5 
чтобы найти точку, в которой 
невязка является наибольшей, и 
приступить к уменьшению О в 6 7 д 9g 10 
этой точке. В рассматриваемом 
случае величина @-—одна и та 
же во всех точках, так что мы Mf 2 13 14 19 
можем в качестве исходной 
выбрать любую из них. Начнем 

с центральной точки и умень- 16 7 16 19 20 
шим невязку в ней до нуля. Для 
этого мы должны увеличить Ф 

в ЭТОЙ точке на (+ г) или на 21 22 23 24 25 

(4-125). При таком изменении $ | 7 | 
значения невязок в каждой из 
соседних четырех точек увели- 
чатся на (--125). Выпишем окон- 
чательные значения невязок слева и внизу от каждой точки, а изме- 
нение величины Ф — справа и внизу. На рис. 6.8 эти данные 
представлены как второй этап вычислений. 

Будем далее уменьшать невязку в точке 14; ее значение, полу- 
ченное ранее, равнялось 625. Чтобы сделать эту величину близкой 
к нулю, придадим значению Ф в этой точке приращение, рав- 

Рис. 6.6. 

Рис. 6.7. 

ное (+ o/ пли 156. Тогда исвязка в точке /4 станет равной (--1);
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невязки в соседних точках даны как третий этап на рис. 6.8. Точка /5 
лежит на контуре, так что значение функции в этой точке опреде- 
ляется из граничных условий. Если условие на контуре удовлетво- 
рено, то невязка здесь будет равна нулю. Мы замечаем, что умень- 
шение невязки в точке 14 повлечет за собой новое увеличение 
невязки в точке 18. Чтобы уменьшить это приращение невязки, мы 
должны вновь увеличить Ф... Такое обстоятельство имеет место, 
если в точках, соседних с данной, невязки имеют один и тот же 
знак. Чтобы сделать сходимость более быстрой, придадим Физ во вто- 
ром шаге такое приращение, чтобы значение Q,3 не свелось к нулю, a 
сделалось отрицательным. Такой прием можно сравнить со стрельбой 
с перелетом. Величина превышения зависит от значений невязок 
с соседних точках. Если превышение окажется недостаточным или 
излишним, TO это не должно смущать нас, так как будет связано 
лишь с дополнительной затратой времени на вычисления. 

В точках 9 и 19 невязка равна 656. Чтобы уменьшить ее, при- 
дадим ей сначала завышенное значение, прибавив по 300 в обеих 

точках. Изменения значений невязок и Ф зафиксированы в качестве 
четвертого этапа. Затем, в качестве пятого этапа, прибавляем по 400 
к значениям Ф в точках 8 и 18; в последующем прибавляем по 400 
в точках /3 и 12, по 300-—в точках 7 u 17 и 250 —в точке 1/4. 
Окончательные невязки даны в виде шестого этапа. Максимальное 
значение невязок здесь приблизительно равно 100. Если во всех 
внутренних точках прибавить по 40, это сведет невязки до таких 
значений, что максимум не будет превышать 40. Вновь полученные 
невязки показаны в качестве седьмого этапа. После дальнейших 
изменений, приведенных в восьмом этапе, максимальное значение 
невязки сводится к 1. Дальнейшее изменение последней значащей 

цифры в числовой величине ф не может привести к уменьшению 
невязок, и потому наше решение справедливо с точностью до еди- 
ницы третьего знака. 

В рассмотренном примере мы заведомо удлинили вычисления, 
взяв первое приближение явно неудачным и игнорируя симметрич- 
носль решения. Для даннсй частной задачи решение уравнений 

в конечных разностях обычным методом может показаться более 
простым. Преимущества метода релаксации становятся: очевидными при 
большем числе точек, так как он позволяет тогда сократить время, 
затрачиваемое на вычисления. 

При осуществлении процесса релаксации желательно проверять 
вычисления, определяя время от времени невязки во всех узловых точ- 
ках. При наличии ошибок в вычислениях новые невязки не будут совпа- 
дать с теми значениями, которые были зафиксированы ранее. Если 
такое различие имеет место, то нет надобности возвращаться к преды- 
дущим вычислениям; следует выписать правильные значения невязок 
и вновь продолжать процесс. Это никак не отразится на результатах 
вычислений, а приведет лишь к дсполнительнсй затрате времени.
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6.5. Групповая релаксация и линии симметрии. В предыдущем 
параграфе был указан порядок вычислений при пользовании релак- 
сационным методом; мы видели, что этот метод не представляет 
собой итерационного процесса в обычном смысле слова, поскольку 
последовательность вычислений не является вполне определеннсй. 

Однако именно гибкость релаксационного метода и составляет его 
основное преимущество; расчетчик может без всяких затруднений 
изменять порядок выкладок с тем, чтобы наиболее быстро получить 
конечный результат, т. е. устранить невязки решения. Рассмотрим 
некоторые приемы, сокращающие процесс релаксации и ускоряющие 
исключение невязок. 

Один из таких приемов состоит в групповой релаксации вдель 
линии или на некотором участке. В этапе 7 примера, приведенного 
в параграфе 6.4, было найдено, что невязки могут быть сведены 
к минимуму прибавлением числа 40 к значению Ф во всех узлах. 
Здесь мы имеем одновременное изменение значений функции на одно 
и то же число лля группы точек, расположенных на определенном 
участке области. Аналогично этому может иметь место одновремен- 
ное изменение значений функции на одну и ту же величину для 
группы точек, принадлежащих области и лежащих вдоль некоторсй 
линии. 

Выясним, каков эффект одновременного изменения функции на 
одну и ту же величину в двух соседних точках. Очевидно, мы 
можем произвести отдельно каждую из этих операций, а затем 
сложить полученные результаты. В случае, если речь идет об урав- 
ненги Лапласа, можно, пользуясь единичными операторами, выпи- 
сать операторы релаксации вдоль линии в двух, трех, четырех точ- 
ках, как показано на рис. 6.9, и различные операторы групповсй 

релаксации для участка площади, изображенные на рис. 6.10 
и 6.11. Внимательное изучение операторов, приведенных на рис. 6.9, 
6.10 и 6.11, дает возможнссть сформулировать правило, с помощью 
которсго могут быть быстро составлены все подобные сператоры. 
В случае, когда речь идет об операторах групповой релаксации 
вдоль линии или на учаслке площади для уравнений Лапласа или 
Пуассона, это правило заключаст-я в следующем. Допустим, что 
одновременно изменились на (+1) значения функции для группы 
точек, принадлежащих области и лежащих вдоль линии UAL 

в пределах некоторого участка площади; тогда невязки во всех 
точках, непосредственно связанных с тремя внешними точками 
(как, например, в точках а на рис. 6.9 и 6.10), изменяются 

на (—3). Невязки в точках, подобных точкам 6, с двумя внеш- 
ними точками, изменяются на (—2). Невязки в точках типа с, 
связанных с одной внешней точкой, изменяются на (—1). Не- 

вязки в точках, подобных точкам 4, не связанным непосред- 
ственно с внешними точками, не изменяются. Невязки во всех 
точках типа е, находящихся за пределами области групповой
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релаксации, но непосредственно связанных с Одной из точек 
внутри области, изменяются на (+1). Невязка во внешней 
точке типа f, непосредственно связанной с двумя внутренними 
точками, изменяется на (+2). 

Преимущества групповой релаксации можно легко выяснить 
из рассмотрения рис. 6.11. При изменении значений в точках, лежащих 

на границе участка групповой релаксации, невязки во внутренних точ- 
ках участка не меняются. Удачное применение групповой релакса- 
ции может избавить от вычисления ряда последовательных невязок; 
это позволяет сократить время, требуемое для решения задачи. 

Другой полезный прием в методе релаксации заключается 

в использовании линий симметрии. Как известно, во многих задачах 
решение обладает симметрией относительно одной или нескольких 
линий благодаря симметрии области и граничных условий. При реше- 
нии таких задач нет необходимости определять неизвестную функ- 
цию по всей площади. Например, в случае кручения стержня квад-
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ратного сечения достаточно найти решение для 1!/, всей области, 
как показано на рис. 6.12. При этом нет надобности вводить какую- 
либо существенно новую процедуру выкладок. Необходимо только 
помнить об условии сохранения симметрии: каждый раз, когда 
меняется невязка в точке, смежной с линией симметрии, одно- 

временно надо изменить ее и для симметрично расположенной 
точки. Это значит, что любая опе- 
рация автоматически сопровождается 
эквивалентной операцией по другую 

сторону от линии симметрни. В ре- 
зультате на невязке в точке, лежа- 
щей на линии симметрии, отразится 

изменение невязок в двух симмет- 
рично расположенных точках. 

Процесс вычислений с использо- 
ванием линии симметрии хорошо 
иллюстрируется на примере пара- 
графа 6.4. Нумеруя точки как пока- 
зано на рис. 6.4, получаем цент- 
ральную точку, соответствующую 0, 
точку типа /, лежащую Ha CTO- 
роне, и угловую точку типа 2. 
Номера помещены в кружках вверху 
справа от этих точек на рис. 6.12. 
Процесс релаксации можно разбить 
на шесть этапов. 

Этап 1-й. Полагаем все значе- 
ния ф—0; при этом все невязки 

равны 900. 
Этап 2-й. В точке O прибав- 

ляем 125. В результате невязка 
в точке 0 обращается в нуль. 

Этап 3-й. Для того чтобы 

добиться уменьшения невязки в 
точке /, не меняя невязки в точке 0. 

осуществим групповую релаксацию, 
прибавив по 100 в точках Ои Г. Рис. 6.10. 
Если мы увеличиваем Ф на 100 в 

точке /, то это означает, что в действительности мы прибавляем 100 
во всех четырех симметрично расположенных точках. Точка 0 
является «внутренней», и поэтому невязка в ней не меняется. 
Точка / связана с тремя внешними точками; поэтому невязка 
в точке / меняется на величину (—З3. 100). Точка 2 связана с точ- 

кой / и точкой, расположенной симметрично относительно точки /; 
невязка ее меняется на величину 2.100. 

Этап 4-й. Групповая релаксация на (+350) во всех точках. 
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Этап 65-й. Групповая релаксация на (—5) в точках O и Г. 
Этап 6-й. Групповая релаксация на (—5) во всех точках. 

Алгебраические суммы величин, стоящих внизу справа от точек, 
представляют окончательные значения ф во всех этих точках. 

Задача. Найти наибольшие касательные напряжения при кручении 
стержня прямоугольного сечения в случае 6/а=2. Принять: 1) h=a, 
2) й = а/2; 3) В = а/4. 

6.6. Уравнения в конечных разностях высшего порядка. Одним 

из путей для повышения точности метода конечных разностей 
является применение более мелкой сетки. Даже при использовании 
метода релаксации объем вычислений, необходимых для решения 
задачи, существенно возрастает с увеличением числа узловых точек. 
Чтобы обойти эту трудность, Фокс *) предложил метод, по которому 
вместо обычных формул первого порядка (см. § 6.1 и 6.2) используются 
разностные выражения высшего порядка. Хотя этот подход под- 
вергся критике со стороны Саусвелла **), нам представляется, что 
такой метод во многих случаях может дать более точное решение 
при минимальном увеличении объема вычислений. 

Формулы для конечных разностей высшего порядка могуг быть 
получены следующим образом. Пусть через некоторую группу точек 
проведена кривая, уравнение которой аппроксимировано с помощью 
степенного ряда. Чем выше число известных точек, тем большее 
число членов степенного ряда может быть найдено; при этом будет 
лучше аппроксимирована истинная кривая. Если значения функции f 
известны для х =, X1, Xo, ..., TO формула Ньютона для аппро- 
ксимации кривой будет иметь вид: 

1 = Ay 4 а! (х — хо) + 2 (х — Xo) (х— X1) + 

+ аз (X — Xo) (х—х)(х—х)-Е 

+ Ay (X + хо) (X — %) (X — Xo) (* — X%3) +- ... (6.25} 

Если приращения х для всех точек одинаковы, и интервал равен Й, 
то будем иметь X,==X pth, х. = Хх 2й, ит. д. После подста- 

новки последовательных значений координат в формулу Ньютона 
могут быть легко найдены коэффициенты Ap, (1, Ap ит. д. 

Пусть при х = ху будет f =f. Подставляя эти значения в (6.25), 
найдем а =); по формуле Ньютона лолучим: 

f= fo а! (х — хо) + а2 (х — Xo) (х — х)-ф 

+ 43 (х — Xo) (хх) (фм)... 

*) L. Fox, Proc. Roy. Soc. (London), А, т. 190, 1947, 31—52. 
**) К. У. Southwell, Numerical Methods of Analysis in Engineering, 

М. Y., 1949, 66—74.
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При х==х, = --й, / =], будем иметь: 

fi=fo На! (% +h — Xo), 

a fi— Ai—fo _ АЛ. 
1 — СИ _ — р 

здесь АД), — первая правая разность при х = ху. Это дает 

откуда 

= А (X — Xo)  а2(х — Xo) (X — %X1) + 

- 3 (X — Xo) (%¥ — x1) (%¥ — xX) + .. 

Если продолжить вычисления, то формула Ньютона примет вид: 

j= b+ 8h (EGE) + Hh) (EG) + 
че (аа) 
еее) 

Подставляя (x — х)/й =u, получим 

X— 1 (и — Xp) — (и — %)] 
h h 

Подобным же образом получим 

(х — х)/й = и— 2, (хх) = и—З, 

—=и— |. 

И T. Д. 

Вводя величину и в формулу Ньютона, находим: 

ди оО у 
—1 — 2) (и — 3) - 

+= м м... (6.26) 

Судя по формуле (6.26), производные функции f в точке х = № 
можно выразить через конечные разности в точке ху с помощью 
простого дифференцирования. Tak, полагая и=(х — м)! и 
duldx =1/h, будем иметь: 

(ae), = (ак)... = (as ах) = 
(Ал А+ 

+ 4и3 = + 22и —6 Аа 4, ..)_ = 

=; (Ал — лм ...), (6.27) A 

(a), we И ...). (6.28)
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Аналогичным образом легко показать, что производные могут быть 
выражены через левые разности: 

(ах), = (уз А-а ...), (6.29 ах 

i 2h + Ау tty Af (6.30 ax? ), = 0 $5 0 .30) 

Чтобы выразить производные через центральные разности, надо 
сначала ввести последние в формулу Ньютона. По определению, 
имеем 

делла +5 (fi — Bo +f) =Afo + 5 9; 
Ha втором этапе выкладок вычитается величина f_,/2 в первых 
скобках, а такая же величина прибавляется во вторых скобках. 
Таким же путем получаем: 

Defy — АД + Ао = 4, 

B8fy = A8fy +5 М АЛ 5 Af 

Ао = M4fy + 2A%fy + 20°F + Af + 4 A%fo, 
Аналогичные выражения могут быть выписаны для разностей выс- 
шего порядка. Подставляя эти соотношения в выражение (6.26) и 
группируя члены, будем иметь: 

из (из — 12) 
f= fou Mfo А му + 

и (и? — 12) (и? + Yr) А... (6.31) 

Теперь мы имеем возможность выразить различные производные для 
кривой через центральные разности. Дифференцируя выражение (6.31), 
находим 

п (Motu dot cin — 1 eS — 7 
АА + А‘ + 

ы, 4—15u2+ 4 
+ nn as A® fy | ...). 

При х = х, будет и —=0, и потому производная df/dx при x= xy 
равна 

af 1 1 1 (5) = (Mo — Fo t+ ay Aho — ..). (6.32) 

Вторая производная будет 

(=e teeth) 39
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Аналогичным образом могут быть найдены производные высших 
порядков. 

Если в формулах (6.27) — (6.30), (6.32) и (6.33) пренебречь 
разностями высших порядков, то они перейдут в обычные формулы 
первого приближения. Сравнивая выражения (6.32) с (6.27) и (6.29), 
приходим к следующим выводам. При сведении формулы (6.32) 
к обычной формуле первого порядка, приходится пренебречь рядом 

членов, наибольший из которых равен (— 54°). В то же время 

в формулах (6.27) и (6.29) соответствующие члены равны (— + Ao) 

И (5 42). Вообще говоря, величина (— 542%) меньше, чем вели- 

x 1 
ЧИНЫ (-5 Ао) и 54%). Следовательно, пользуясь централь- 

ными разностями, мы получаем лучшую аппроксимацию, чем при 
использовании правых или левых разностей. Такое же заключение 
можно сделать и в отношении аппроксимации производных высших 
порядков через соответствующие разности того или иного типа. 

До сих пор мы полагали, что } является функцией только пере- 
менной x. Если же f является функцией двух переменных хи у, 

то можно легко получить частные производные, заменяя A, A, А соот- 

ветственно на A,, А», A, или A,, A,, Ay. Выпишем выражения для 

вторых производных через центральные разности: 

af 1 /,2 1 (4 1 6 

(вт) = Ta (АЛ — qq А-а Л — ...), | 
d°f 1 2 1 1 

(a2), = ae (Silo — тр +6 № — .-.). | 
(6.34) 

Вернемся теперь к задаче о кручении стержня квадратного сече- 
ния. От дифференциального уравнения 

ard Oy _ 
ox? | ду — —2 

можно перейти к уравнениям в конечных разностях с помощью фор- 
мул (5.34). Уравнение в конечных разностях высшего порядка для 
точки 0 принимает вид: 

фи, — 4% + 2h? + 2 =0, (6.35) 
где 

Q = — (Abbe + Ajo) Ну (Аю-- Afb) — ... 
Окончательно решение для ф можно представить в форме: 

oy + pO 4 gy, (6.36)
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где под yo, yp, ... Понимаются решения следующих уравнений: 

yy” +- yo” +- os” + yD — 440) + 21° —0 по области R, 6.37 

p — 0 на контуре 5, (9.37) 

Yr + os) +48? + yy) — 49? + 2 = 0, 
1 1 

2 — — 15 (ADH? + Аи) + gg (A290? + A798) — ... | (6.38) 
yp —0 

и т. д. Если сложить (6.37) и (6.38) с другими аналогичными чле- 
нами ряда, то функция Y, определяемая по (6.36), будет удовлетво- 
рять уравнению (6.35) и граничному условию: 

b==Q на контуре $. 

Вычисления можно произвести следующим образом. Заметим, что 

под yp понимается решение, которое мы уже получили в преды- 
дущем параграфе. Примем, например, шаг равным № =а/4. Значе- 

НИЯ y” в точках y/a = Ou x/a= 1; 0,75; 0,5 и0 приведены в табл. 6.1. 

Вторую центральную разность в направлении х для точки х/а = 0,750 
получаем из формулы: 

Ао л5 = 1,0 — 2V0,75 + Фо,5 = (1,0 — Фоль) — (Фоль — Фо,). 

Но выражения %19— 0,75 и Фоль — Фо5 представляют собой цент- 

ральные разности соответственно в точках х==0,875 и х == 0,625. 

Таблица 6.1 

Вычисление конечных разностей и © в различных точках при у =0 

х/а | 5 | ay | Ао | АБО | ALY АБУ АЗ Fang | aye | go) 

1,000 9 
0,875 —2761 
0,750 | 2761 —992 (—66) (0) | —52 | —44 9 
0,625 —1769 —202 (+12) 
0,500 | 4530 —790 —78 (6) | —76 | —26 | 13 
0,375 — 979 —124 6 
0,250 | 5509 —666 —84 10 —82 | —6| 14 
0,125 — 313 — 40 — 4 
0,000 | 5822 —626 —80 —8 —80 | — 8] 13 

Для Toro чтобы облегчить вычисления, приводим в табл 6.1 также 
эти нечетные разности в точках, лежащих между узлами. Разность 

4.4) в точках х —=0,750 не может быть вычислена, так как в ее 
выражение входят величины, относящиеся к внеконтурным точкам.
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Таблица 6.2 

Вычисление конечных разностей и ® в различных точках 
при у/а = 0,250 

xia} у | 4,4] 24] АО ВН АО АВ О | а | oe 

1,000} 0 
0,875 —2632 
0,750| 2632 —964 (—88) (1) | —74 | —45 | 13 
0,625 —1668 —213 (—1) 
0,500 | 4300 —751 —87 (1) | —89 | —12 | 15 
0,375 — 917 —126 —2 
0,250 | 5217 —625 —85 1 | —85 1] 14 
0,125 — 292 — 41 —3 
0,000 | 5509 —584 —82 —6 |—84 | 10| 14 

4, (0 
Мы можем приближенно принять величину Any” в этой точке рав- 
ной нулю. Однако большая точность будет достигнута, если экстра- 

полировать величину Аб по значениям для трех других точек. 
Это можно сделать графически; экстраполированное значение в этой 
точке равно (— 66). В таблице такие экстраполированные значения, 
а также величины, найденные с их помошью, даны в скобках. Ана- 

логично, в таблицах 6.2, 6.3 и 6.4 даны значения pO и разностей 

Azy® в узловых точках соответственно для y/a=0,25; 0,5 и 0,75. 

Вследствие симметрии значения Ат в точках х/а==0; 0,25; 0,5; 

0,75 и у/а = 0 совпадают со значениями Ат” при х/а =0 и 
y/a = 0,25; 0,5; 0,75, приведенными соответственно в таблицах 6.1, 
6.2, 6.3 и 6.4. Находим эти значения из указанных таблиц и зано- 
сим их в табл. 6.1. 

Таблица 6.3 

Вычисление конечных разностей и 2 в точках при у/а = 0,500 

х/а | YO | aw] АУ О | ary | AY) Ary | Ary | 460 | oo) 

0,875 —2919 
0,750| 2219 —866 (—163) (—60)| 141|(—32)| 24 
0,625 —1353 —9241 (—49) 
0,500 | 3572 —625 —114 (—24)| —114 | (—24)| 18 
0,375 — 728 —127 —95 
0,250 | 4300 —498 — 89 —12 | — 87| (1)| 15 
0,125 — 230 — 38 —13 
0,000} 4530 —460 — 76 —96 |— 78| (6)| 13 
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Вычисление конечных разностей и 2 в точках при у/а = 0,750 
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Таблица 6.4 

x/a 0) Av д? y Asp A‘ y Ary) AS (0) Ary Ary (0) 

1,000 0 
0,875 —1422 
0,750 | 1422 —625| . (—240) (— 1) |(—-240)| (— 1)} 40 
0,625 — 797 —241 (—99) 
0,500| 2219 —384 —141 (—32) |(—163)| (—60) | 24 
0,375 — 413 —100 —67 
0,250 | 2632 —284 — 74 —45 |(— 88) (1)| 13 
0,125 — 129 — 26 —22 
0,000 | 2761 —258 — 52 —44 |(— 66) (0) 9 

Таким образом, легко могут быть найдены величины 2. Если 
0 1 

известны значения 2), то можно определить величины 4, приме- 

няя обычный метод релакса- 
ции. На рис. 6.13 oTMe- 
чены эти величины, вместе 
с невязками в различных 
узловых точках. На рис. 6.14 

даны значения Y= Яо лы 
в сопоставлении с данными, 
полученными аналитическим 
путем; последние записаны 
сверху справа от точек. 
Как легко видеть, решение 
получилось более точным: 
приближенные значения от- 
КЛОНЯЮТСЯ OT вычисленных 

аналитически примерно на 
0,6°/,. Если желательно про- 
вести дальнейшее уточнение, 

то аналогичным образом можно 

найти yi) 48 ит. д. 

Определим наибольшие касательные напряжения. Производную 

f 

26 

th 46 0132 

д 
0 = 7152 +1! 32 

065 -254 132. 

Рис. 6.13. 

можно выразить через левые разности: 

ov 

9х (Ae pat zat ам. 

oy 
Ox
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Следовательно, для точки (а, а) будем иметь: 

О [(0— 0.2793) + (0—2 - 0,2793 0,4584) + 

+ 4(0—8 - 0,2793 +3 - 0,4584 — 0,5574) + 

+ + (0—4 - 0,2793 + 6.0,4584 —4-0,5574 + 0,5890) a? = —1,352a. 

По правилу Симпсона находим 

Jo 2,2460a*. 
Отсюда 

__ 0,6027 
— 3 _ a3 

max 

Сравнение CO значениями, полученными аналитически, показывает, 
и ov 

что погрешность в величине 9х 

J составляет 0,17°/, и в величине *„„, — лишь 0,33°/,. Такие результаты 
надо считать вполне удовле- 

составляет 0,15°/,, в значении 

4 творительными. 
и В параграфе 6.3 было ука- 

зано, что при использовании 
(2457) |0 первого приближения конечных 
Я разностей мы получаем сравни- 

, 01448 тельно большую погрешность 
0.3623) @2255) |0 В величине t,,,,, и что ее сле- 
03572 02219 дует отнести за счет значи- 

” | 0.0046 0.0032 тельной погрешности в вели- 
03618 02251 Ow 

чине ——. Вообще говоря, если 
(05283) (04356) (02665) |0 Ox 
05217 | 04300 02632 применять обычные формулы 

/ 0.0062 | 0.0052 | 0.0052 для разностей первого порядка, 
^ 05279 | 0.4332 | 0.2664 TO при определении функции 

LO5BI4) _ (0.5578) (04587) (02795) 0 точность получается большей, 

Е: aed я О чем при нахождении производ- 
05850 05574 04584 02793 ных функции. В том случае, 

когда необходимо найти про- 
Рис. 6.14. изводные, значительно луч- 

шие результаты дает примене- 

ние формул для разностей высшего порядка, даже если сама функ- 
ция найдена с помощью обычных формул с разностями первого 
порядка. Если принять в примере параграфа 6.3 шаг равным #й = а/4, 
то погрешности при определении % и J будут равны только 1,2 

Ov 
и 1,4%, в то время как погрешность для (=), составляет 22,7%. 

1 ow 
BbIUHCJIMM (55) с помощью 

дх }10 
Не повышая точносги в отношении 4,
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разностей высшего порядка: 

dv\ _ 4 1 9), = = |< — 0,2761) +5 0—2. 0,2761 + 0,4530) + 

+ 5©0—3 ‚ 0,2761 +3 - 0,4530 — 0,5509) +- 

+1©0—4.0,2761 6. 0,4530 — 

—4. 0,5509 0,5822] а? = — 1,3376а; 
ошибка составляет всего 0,91%. Как видим, этот прием позволяет 
получить более точные результаты. 

Задача. Решить задачу о кручении вала прямоугольного сечения при 
b/a =2, используя конечные разности высшего порядка. 

6.7. Метод экстраполяции. Если функция f(x) имеет непрерыв- 
ные производные в интервале (х — 1) < х < (х, +A), то функции 
(хо В) и /(х — A) могут быть разложены в ряд Тейлора по сте- 
пеням Й: 

vee 

fm +O =fothf tol + ah +A ..., (6.39) 
#7 

о-в =fo— b+ фл Л" .... 6.40) 
/ и п 

где fo, fo, ..., fo — соответственно первая, вторая, ..., п-я произ- 
водные при Xx = Xp. 

Пользуясь выражениями (6.39) и (6.40), находим первые централь- 
ные разности для x = Xp: 

ne h 

Mo=> [fm +)—f (%m—O|=Mi+Ah +S ... 
погрешность €, при замене первой производной через первое цент- 
ральное разностное отношение равна: 

/ АЛ __ 2 и, ht V 

Определяем далее по выражениям (6.39) и (6.40) вторую централь- 
ную разность при Хх = Xo: 

А? =f (x) +h) — 2f (хо) +f (хо — В) = 

и h4 У ра 

— И? 5 - 560 о... 

При замене второй производной через второе разностное отношение 
погрешность е› будет равна: 

и А? h2 IV h4 VI 

= — я = — а — 35 —
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Аналогично можно доказать, что ошибка е„ при замене п-й произ- 
водной через п-е центральное разностное отношение равна: 

Cn —/0 тв — Ир: (Xo) + 1“ go (хо) + 883 (хо ..., (6.41) 

где функции 2;(Хо) зависят только от ху и не зависят от A. Судя 

по уравнению (6.41), погрешность будет зависеть только от четных 
степеней A; ряд сходится быстро, если значение Й мало. Будем на- 
зывать подобную величину погрешностью порядка #2. Выраже- 
ние (6.41) было впервые выведено Шеппардом *). 

Попытаемся теперь показать, что погрешность при решении 
задачи, определяемой линейным дифференциальным уравнением и 
линейными граничными условиями, будет также порядка A?, 

Доказательство может быть проведено в общей форме. Однако 
с целью упростить изложение, ограничимся рассмотрением уравне- 
ния определенного типа, взяв в качестве примера уравнение Лапласа: 

0/0 __ 

ox? Т gy? 

Пусть через f, и f, обозначены, соответственно, решения дифферен- 
циального уравнения в конечных разностях. Тогда будем иметь 

4 =, (6.42) 
1 

h2 sy + Auf) = 0. (6.43) 

Распространяя уравнение (6.41) на случай двух переменных, без 
труда получим: 

д? A? f. 

sa a = hg, (x, у) #485 (х, y+... 

9270 A” fo 

Oy? № = hg, (x, y) hig (x, yt . 
ИЛИ 

(АЛ) — Нал) = се (а, У. 

где gj, р; и $; являются функциями x и у. Вычитая это выраже- 
ние из (6.42) и замечая, что второй член в левой части равен нулю- 

согласно (6.43) получим, 

д, Of, 077» , д? 0? 
(Sa+ )— (53+ д} = (Sat 9) е — 

= — 12$, (x, у) — 14. (х, у) — 

1 99. W. Е. Sheppard, Central Differences, Proc. London Math. Soc., т. 31, 
899. 
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где е =}, — }, — погрешность решений. Учитывая, что функции $; 
2 2 д д 

И дифференциальный оператор (s+ >i) не зависят OT A, заклю- 

чаем, что выражение для е может быть записано в форме: 

eho, (х, y) t+ hee (х, У- ..., (6.44) 
где o; — функции от хи у, не зависящие OTH. Как легко показать, 
подобное доказательство может быть распространено и на линей- 
ные дифференциальные уравнения иного типа *). 

Пользуясь этим, мы можем с помощью экстраполяции получить 
новые результаты, исходя из предыдущих данных, относящихся к не- 
которым значениям й. В параграфе 6.3 были найдены величины: 

0 = 0,500022 при h—a, 

% = 0,56254? при h= >, (6.45) 

% = 0,5822a? при = . 

Примем, что функция %, найденная с помошью дифференциального 

уравнения, получает в центре квадрата значение 4%. Исходя из вы- 
ражения (6.44) и пренебрегая членами, содержащими A® и высшие 
степени A, получим 

Yo — Yo = 17$: -- h* go. 

Под 9; и $. понимаются новые постоянные, поскольку в качестве 
исходной здесь избрана определенная точка. Подставляя значения by 
и й по (6.45), найдем: 

фо — 0,5000a? = а2ф, + а4‹,, 
— 8 — 4 — 
% — 0,562502 —= (5) #-+ (5) + 

ф‹ — 0,5822a? = (1) + (1) фо. 

Решая эту систему уравнений, получаем % = 0,589142, что отли- 
чается от точного значения менее, чем на 0,05°/,. Зная величины by 
и ф> (рис. 6.4), найденные при шаге А =а/2 и й=а/4, экстрапо- 
лируем эти значения с помощью формулы 

р —ф = hoy. 

Выполняя вычисления, будем иметь ф, = 0,4582a2 и Up = 0,3617a?, 
что на 0,11 и 0,16% меньше, чем соответствующие точные значе- 

ния. Мы получили несколько большие погрешности, так как сохра- 
нили в правой части уравнения (6.44) только член, содержаший #2. 

*) L. В. Richardson, Phil. Trans. Roy. Soc., London, т. 210, 1911.
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oY Чтобы найти значение 9х В Точке х— а, у = 0, заменим произ- 

водные левыми разностями. Желая экстраполировать эти разности, 
определим отвечающую им погрешность. По уравнению (6.40) имеем: 

a п? 0% №3 03% 
Ab = ч(х, у) — P(x — 1, У=й 5: — 5 9x2 Tor oer eee 

«Следовательно, погрешность равна: 

ow AW 

ea = hay (x, y) + h(x, У. (6.46) 

где &;-— функции OT X, у. 
Экстраполируя значения Ф, найдем для точки x =a, y= 0: 

д% __ 9—0,5891a? __ —0,589la при h=a, 
Ox _ a 

д% _ O0—0,4582a? а 
9х — 0,54 — — 0, 9164a при й—= о. 

oy Юбозначая через = точную величину, будем иметь: 

au ду а 
“ + 0,589la = ав, a 0,9164а = (5) a1 

Из этих уравнений находим: 

OY 1.24374; 
дх 

эта величина на 7,8% ниже величины, вычисленной анали- 

тически. 

Для того чтобы экстраполировать значение J, определим сначала 

погрешность, связанную с применением правила Симпсона. Рассмот- 

рим прежде всего применение правила Симпсона в случае одной 

переменной. По уравнению (6.26) имеем 

f= fo uhf, + 24 — О! о A?fy -- Hew Den ASfy ee, 

где Xx =X )+hu и ах=йаи. Применим формулу Ньютона для п 
равноотстоящих интервалов с шагом й. Пределами интегрирования 
по х будут Хи Хх --пй; соотвегствующими пределами для и будут 0 
и п. Находим 

а 

= [| fdxah | [fads Ом... ди 
0 Ly 

=| nf +3 мнт) ...].
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Полагая п =2 и пренебрегая всеми разностями, кроме второй, по- 
лучаем 

2+ 2h 

Г fax=nl|2f.+28% (8 —2) ® | = 
Zz; 

= илл — ot 3 a— Ait fo] =F ot Afi t fo. 
Для следующих интервалов, OT Xo до хх 2h, по аналогии имеем: 

Lot2h 

fdx=<(fo+4fs+fy 
о 

и т. д. Складывая подобные выражения для всех интервалов от Xp 
до X, и считая п четным, найдем: 

х.+пй 

„= ах = 

a fy Af + et feeb + 44+. 6.47) 
Эта формула известна как правило Симпсона для случая одной пе- 

ременной. Геометрически это правило можно истолковать так, что 

мы заменяем график функции через п/2 дуг квадратной параболы. 

Применяя эту формулу, мы должны помнить, что общий интервал 

интегрирования должен быть разделен на четное число более мел- 

ких частей с шагом Й. 
Разделим интервал интегрирования, например, на шесть частей. 

Точное значение интеграла будет: 

z.+3h 

= | Лоах ЕЕ = Ро ЗВ) — Е (x) — 3h), 
т —3h 

где F (x)= { f(x) ах. Если разложить функции F(x)+-3h) и 

Е (хо — 3h) в ряд Тейлора, подобно уравнениям (6.39) и (6.40), 
и учесть соотношения Р’(х) =f (x), F’ (x) =f’ (x), ит. д., то по- 
лучим: 4 р 

h2 wv и 

Е (хо + 3h) = Ро 3Afyo+ Юн ar № +... 

912 27h F (%— 3h) = Fyo— 3hfy +5 fo— =a fot ... 
Отсюда 31 943 

Ty = 6hfo+ Ifo + зо Нав + ...
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Величина этого интеграла по правилу Симпсона равна 

h 
=z {f (%) — 3h) +f (%) + 3A) + 

+4 [f (xp — 2h) +f (Xo) +f (%) + 2h)] + 2 [ f (% — A) + f (%) + №]. 

Раскладывая функции f (хо — 3h), f(x) + 3h) и т. д. в ряд Тейлора, 
найдем 

329 3-” , 49 5 ДУ VI 1, = 6hfo+ 9h’ Ро зв fo + ... 
Погрешность, отвечающая правилу Симпсона для одной переменной, 
оказывается равной 

— й5 У 29 15 ,VI 
el =1,—-h=— x fo — 539 @ fo — _ eee — #58, - #78. + oes 

(6.48) 

причем функции 8; не зависят OT A. 
Чтобы ввести правило Симпсона для случая двух переменных, 

распространим сначала на этот случай формулу Ньютона. Повторяя 
вывод уравнения (6.26) и полагая 

Xx — Xp __ У— Yn 
В Эр 

a= 

получим *) 

f(x, 9) = fot uBafy + wy fo + [a (a — ПАЛ 
+ 2u0 Bey fot (o— 1) Gfol +z [ae — 1) @—2) А 

+ 3uv (4 — 1) Aney fot Зо (9 — 1) Aayyfo+ 

+o(u—1)(u—2) Av fo] + ... (6.49) 

где fof (Xo. У). Пренебрегая третьими pa3HOCTAMH и учитывая 
соотношения 4х = й аи, dy=—hdv, имеем: 

ой у +2h 

ь=/ | д ух = 
Фо Yo 

2 2 

=n ff {fp+uBefo + oByfo+ 

+ [4 —1) Rofo 2 Bay fo tv (o— 08] du av. 

*) Этот вывод можно найти в книге Biermann O., Mathematisclie 
Ndherungsmethoden, 138—144; См. также J, В. Scarborough, Numerical 
Mathematical Analysis, 1930, 104—106.
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Выполняя интегрирование и раскладывая разности по степеням зна- 
чений функции в различных точках (рис. 6.15), получим 

В (16f41 +4 (fot for t+-Si2 +fav) +foo+ foo + fas +-Sool. (6.50) 
Формула (6.50) представлена графически на рис. 6.15. Эту фор- 
мулу можно переписать также в виде 

= 5 [3 Fo 4-43 Prot Shut Л + 
+3 Soot 4h + food], 

ИЛИ 

h=3|5 (foo + Af io + Ло) +4 я for + Afi + fos) 

+2 (foe + 4h tz +» 

Как видим, применение формулы (6.50) эквивалентно использованию 
правила Симпсона сначала для каждого вертикального столбца 
рисунка, а затем — для горизонтальной строки, или наоборот. 

Определим погрешность формулы (6.50). Сначала найдем интеграл 

Bth Yoth 

h= | ff, дахау= 
L—-hk Yoh 

yc th 

= f Foth УР, yay 
и. —№ 

=G (ЖЕ В, у) — Ч (жж й, Yo — h) — 

— G (%— 1, ЛЕО (2% — 1, Yo— A), 
(6.51) 

rae F(x, = f f(x, Зах 
и G(x, у) = f F(x, yay. 
Раскладывая G(x, у) в ряд Тейлора и обозначая 

Рис. 6.15. 

7% 7 

Ox И ду" COOT- 

ветственно через дх и Oy, получим: 

G (Xp hy у = в (Oz + Oy) Go A (0p + д, в, 

+3 0» д, 6, ... 

G(X) A, yy — В = Gy +h (Oy — Oy) Go+ 4 (A, — д, Gy + 
h3 

+ ar (02 — Fy)? Go + ...
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б(ж— в, Yoh) = y+ h (— dy + Oy) Gg +57 (— dp + 04)? Gy + 

+ Fr (Op +,)® Gy + 
G (x9 — 1, Yo — ft) = Gy +h (— 0g — Oy) Gy +--5- (— Og — y)? Gy + 

+ (— dp — 9,6% ..., 
где Gyo = GXo, Vo). 

Подставим эти выражения в уравнение (6.51). Учитывая соотно- 
шение 

0°G 
Ox Oy =f (x, У), 

найдем 

— 9 Dh4 и о 2) hs 4 2 22 1 I, = 412) + (Oz + ду) fo + об (392 + 10020 4-305) fot ... 

По правилу Симпсона (6.50) имеем 

Ip =F {16F (x02 Yo) +ALL (or Yo FA) EF — в, Yo) +-F (0s Yo —В- 
+f (Xo +4, ил Л (о — В, УНР —h, Yo — В- 

+ f(% +h, Yo—h) -НЛ(ж-й, Yo+h)}. 

Раскладывая эти функции в ряд Тейлора, получим 

0% a9 , %y 
Г — -5 5 | 36% + 6h” (02+ 05) fo fa (224 ooh + St) + ... — 

9 5 д д? д? oy 

= 40, +2 ni (a +08) f, +0 (224 uy я fy ... 
Погрешность равна 

ет, —= 6 — [, = 

hs ‹ a, 0:0, 0:0, 0 
= — = (02 +05) fo th (—; баз + т9во + 7080 — O45 fot - 

— AB, + 188, +... (6.52) 

причем функции В; не зависят oT A. Используя экстраполированные 
значения Y, находим по правилу Симпсона для двух переменных: 

J=2,0946a2 при й = а, 

J=2,2316a2 при h= 5.
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Для определения экстраполированного значения постоянной круче- 
ния / необходимо решить уравнения: 

/— 2,0946a? = 8,a8, 
— а \6 

J— 2,.231644 = В, (5) 
Получаем: 

J = 2,2337a!; 

это значение на 0,5% ниже точного. 
Максимальное касательное напряжение оказывается равным: 

Cnr = 5 ot = 1.2437 T 05577. 
х 2,2337 a8 a3 

это значение на 7,3% ниже величины, полученной аналитически. 
В приведенном примере погрешность решения была доведена 

до значения, вполне удовлетворительного для практических расче- 
тов; при этом объем вычислений увеличился весьма незначительно. 
В процессе экстраполяции мы отказались от применения густой 
сетки, чтобы определить более точные значения искомых функций 
в некоторых точках; при вычислении касательных напряжений шаг & 
оставался сравнительно большим. Метод экстраполяции особенно. 
удобен в том случае, когда нас 
интересуют значения функции в опре- IY 
деленных точках области. м 

Задача. Пользуясь методом экстра- >, 
поляции, определить максимальные т 
касательные напряжения в задаче & 6.5 2 hy IN 4 
о кручении стержня прямоугольного 
сечения. 

p
a
 

> 
—
 

ES 4X
 

4 

6.8. Случай криволинейного 
контура. Изменение шага клетки. ep —> 

На практике BO многих случаях 
контур является криволинейным. 

Если делить область на квадрат- I 
ные клетки, TO может оказаться, 
что по соседству с точкой 0 Рис. 6.16. 
(рис. 6.16) лежит одна или более 
точек, для которых расстояния 071, 02, 03, 04 меньше, чем уста- 
новленный шаг fh. Для таких точек применение обычных опера- 
торов неуместно; оказывается необходимым получить специальные 
операторы. 

Пусть через fo, Ли, for fg, fg Обозначены величины функции соот- 
ветственно в точках 0, J, 2, 3, 4. Разложим f(x, у) в степенной 
ряд в области, прилегающей к точке (0, 0): 

F(x. УЛ ах ary + ах Рау tasxy+ ... (6.53) 
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При х =0, у=й, будет f=—f,; при х=0, y=—A будет f = fs. 

Поэтому по (6.53) имеем: 

fi =fo + anh, + аа, = — ,h + a,h’. 

Решая эти уравнения, находим: 

KAT —fo) + hi (Fo — =f) A, -—Л) — 1, (fo — Л) 

02 — hhy(h+ hy) . 44 — РЕВ) 
Аналогичным образом получаем: 

BS) + Bs Sof) 7 te) Hg (FoF) 
1 — hh, (h-+ hg) , a пи. (В hy) ° 

В точке 0 (x=0, у=0) будет: 

(5:5), —2a,—=2 й (14 — fo) — ha (fo — Л№) 
Ox? hh, (h + hy) , 

OF __ __о ACh — fo) — #1 (fo — Ла) 

(a5 ) —24 =? hh, (h + hy) , 

следовательно, выражение для (V2f)) может быть записано в виде 

д2у` 2 2 2 

(Sat ae),~ тата ipa lt Ел 
2 2 2 

Нал (Нл 
где a,—h,/h, ahh. При Оха <Ти0«а, < | имеем: 

h? (Vf )y = АЛ + Bho + Cha + Df, — (Е Р)Л. (6.54) 

Значения А, В, С, О, Е, Е могут быть табулированы *). 
Аналогичным путем могут быть найдены формулы в конечных 

разностях, отвечающие дифференциальным уравнениям другого типа. 
Подобный эквивалент для оператора Лапласа, выраженный в ко- 

нечных разностях, может быть использован точно таким же обра- 
зом, как и стандартный оператор (—4, 1, ‚ 1). Пример опера- 
тора невязки, т. е. оператора, с помошью coroporo может быть 
определена невязка, дан графически на рис. 6.17; он относится 
к нерегулярной системе точек с центром в 0, причем все числа 
Ас, ..., Fo должны быть известны. Релаксационные операторы 

*) Б. 5. Shaw, The torsion of solid and hollow prisms in the elastic and 
plastic range by relaxation methods, Rept. ACA-II, Australian Council for Aero- 
пауНс$, 1944; см. также F. 5. Shaw, Introduction to Relaxation Methods, 
М. У., 1953.
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оказываются несколько более сложными. Это объясняется тем, что 
при изменении функции на (+1) в точке 0, невязка здесь должна 
измениться на [— (ЕР, Ро)]. В то же время для регулярных соче- 
таний с центрами в точках 2 и 9 (рис. 6.18) в каждой из точек 

-.. 

`` 
< 4 

3 0%. ! 

——i}-—ff 
< 

< 

NY 

2 2 

[8 a 

Рис. 6.17. Puc. 6.18. 

получаем изменение невязки Ha (-++1). Невязки в точках, лежащих 
на контуре, будут равны нулю. Соответствующий релаксационный 
оператор представлен на рис. 6.18. Если мы изменим значение 
функции в точке 2, то невязка в О получит изменение в By раз 
большее, чем в точке 2. Релакса- 
пионный оператор для точки 2 ~~ 
показан на рис. 6.19. < 

При наличии подобных «нерегу- \ 4 
лярных систем» в той или иной \ 

частной задаче релаксационный про- 

цесс может быть выполнен тем же ` 
путем, что и указано выше. Нали- N 
чие нерегулярных систем приводит 2 
к некоторому увеличению объема . [27] [4] eK 
вычислений, но не вносит какого- rl | 
либо усложнения метода с принци- 
пиальной стороны; имея определен- 

ный навык, можно проводить вы- [+7 -— 

числения автоматически. 
Выводы, приведенные в преды- Ty 

дущих параграфах, дают возмож- 
ность получить уточненные формулы Рис. 6.19. 
для такой области (см. рис. 6.20), 
где шаг сетки меняется от значения A в одной части до удвоенного 
значения в другой части. Подобное изменение сетки иногда выгодно 
вблизи контура, где функция меняется особенно быстро. Если 
основное дифференциальное уравнение задачи является уравнением 
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Лапласа, то типовые формулы будут иметь вид: 
ЕАН fo. 
Па -Н Ли Лз-+- Л). 
fr=— Ofte t ft 2. 
fo=y fs + 3fa+fiot 3fto) 
ое Л»). 
fe=Glsth+fot fis) = 
=e (4fs-+ 5/, + 5fy9+ fii t+ Siz). 

Путь получения этих формул очевиден. 

6 

2 7 ff 
ых 7 

318 

и < 

/ |4 `\ 2 4 

510 

13 

Ht /) = 2h — 

Рис. 6.20. 

[гл. 6 

Задача. Решить задачу о кручении стержня с сечением в виде равно- 
стороннего треугольника с помощью обычного релаксационного метода, раз- 
деляя область на квадратные клетки. Определить максимальное касательное 
напряжение. 

6.9. Другие. граничные условия. В примере, рассмотренном 
в предыдущих параграфах, были приняты наиболее простые гранич- 
ные условия; предполагалось, что функция принимает на контуре
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постоянное значение, равное нулю. Во многих практически важных 
задачах граничные условия являются более сложными; при этом 
усложняется и процесс релаксации. Проиллюстрируем применение 
релаксационного метода на примере изгиба балки с защемленными 
концами, при действии равно- 
мерно распределенной на- 

грузки р (рис. 6.21). Основ- 
ное дифференциальное уравне- 
ние имеет вид: 

44 _ р 
4х4 ~ ET’ (6.55) Рис. 6.21. 

` 
Т
о
 

х 

где & — прогиб, Е — модуль Юнга, а / — момент инерции. Гранич- 
ные условия будут: 

dw 
— —_—- = — + % — 0, Ax О при x — р. >. 

Принимая A=L/4, получим уравнение в конечных разностях 
в точке 0 (рис. 6.22): 

го 
к---- + ом — 4@2 6, — 42+ 

4 

Рис. 6.22. =. (6.56) 

Здесь учитывается симметричность прогиба. На рисунке 6.23 пока- 
зан релаксационный оператор. Для того чтобы выразить граничные 
условия через центральные разности, введем две воображаемые 
точки 1’ за пределами 
балки. Тогда граничные — —_ — 

условия примут вид: LA} 4 +6 4 {+/] 

Ws — 0 

и Рис. 6.23. 

<&1' — 1 —- 0. (6.57) 

Процесс релаксации может быть проведен по следующему плану 

(рис. 6.24). 
Этап 1-й. Полагаем w==0 во всех точках. Невязки во всех 

точках будут иметь вид: 

Для упрощения записи умножим все невязки на величину 100E//ph* 
и запишем значение (— 100) слева и внизу от точек 0 и 1. Приба- 
вим (+ 40) в точке 0. Невязка в точке O изменится на величину 
6.40 и станет равной (+ 140). Невязка в точке J будет 

— 100 —4. 40 = — 260.
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Этап 2-й. Прибавляем 50 в точке /. Согласно граничным усло- 
виям будет 1. = \!. Поэтому, если численное значение прогиба 

в точке возрастает на (+ 50), то такое же приращение должно 
иметь место и в воображаемой точке J’. Из условий симметрии 
надо прибавить (+50) и в точке / слева от линии симметрии. 
Следовательно, невязка в точке / изменится, с одной стороны, на 
величину 6.50, благодаря изменению, относящемуся к данной точке, 

/ 0 / ne 1 ' 
-10010 -100|0 0 ~ 10 
+/40\40 ~260 | | 

Этап! 

| | Ш 
+140 140 -26010 0 0 
-260 +/40190 50 

gman 2 

| | 

—260\40 +140| 50 0 50 
+100 160 -/00 

aman 3 

| | | | 

+100140 -100\50 0 90 
0160 0112,5 125 

100 629 

Iman 4 

Рис. 6.24. 

с другой — на (-- 50), благодаря изменению в точке 7, и, наконец, 
на (+50) за счет точки, расположенной симметрично слева от 0. 
Окончательная невязка равна 

—260-+ 8. 50 — + 140. 

Невязка в точке 0 меняется на величину [50 - (— 4)] по обе стороны 
от точки и становится равной 

+ 140— 8.50 = —260. 

Этап 3-й. Прибавляем 60 в точке 0. Невязки в точках Ou 1 
будут соответственно (-- 100) и (—100). 

Этап 4-й. Прибавляем 12,5 в точке J; невязки в точках О и 1 
обращаются в нуль. Окончательно прогиб в центре оказывается
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равным 

Wo — 1 00 
pht _ pht _ р ( +) = 0,00391 pLé 

100Ei~” ~EI” ЕГ\ 4A) _ El ° 

Точное значение Wy. равно 0,002604 pL‘/EI. 

Задача 1. Решить предыдущий пример, приняв A= L/6; пользуясь 
методом экстраполяции, найти прогиб в центре. 

Отв. 
0,003183pL4 

(Wo), L/é = EI , 

0,002604 pL4 
(@o)axerpan — ET . 

Задача 2. Решить предыдущий пример, пользуясь формулами в конеч- 
ных разностях высших порядков. 

Задача 3. Найти наибольший прогиб балки, если оба конца ее шар- 
нирно оперты. 

Указание. Согласно рис. 6.22 граничные условия будут: ша =0 и 
w, + w, =0, что вытекает из условия 

aw My = (215) = 0. 
a ах? 3



ГЛАВА 7 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ПРИНЦИПЫ И ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 

7.1. Принцип потенциальной энергии. Для численного решения 
задач теории упругости легко использовать, наряду с методом 
конечных разностей, другую группу методов, также являющихся 
весьма эффективными. Эти методы основаны на том, что исходные 
дифференциальные уравнения теории упругости могут быть непо- 
средственно получены при минимизации определенного выражения 
для потенциальной энергии. Вместо того, чтобы решать дифферен- 
циальные уравнения, мы можем, следовательно, прямо разыскивать 
решение, которое отвечает минимуму энергии; это позволяет избе- 
жать математических затруднений, связанных с интегрированием 
дифференциальных уравнений. Техника применения этих методов 
будет подробно описана в данной главе. При изложении по- 
добных методов используется раздел высшей математики, называе- 
мый вариационным исчислением; поэтому их иногда называют 
вариационными методами. 

Прежде чем обратиться к вариационным методам, напомним 
принцип возможных работ, сформулированный Иоганном Бернулли 
в 1717 г. Рассмотрим материальную точку Р (рис. 7.1), на которую 

р действуют некоторые силы. Обозначим 
oe одну из сил через F. Допустим, что нам 
® 9 —»>f неизвестен характер реального движения 
Р точки под действием сил; представим 

Рис. 7.1. себе, что точка совершает произвольное 

малое перемещение Or. Следует подчерк- 
нуть, что это перемещение, вообще говоря, не совпадает с дей- 
ствительным перемещением точки. Достаточно того, чтобы пред- 
полагаемое нами перемещение принципиально могло иметь место. 
Поэтому его называют возможным перемещением; символ 9 
используется здесь для обозначения возможной бесконечно ма- 
лой величины. Как легко видеть, работа, произведенная на таком 
возможном перемещении, равна 

8W = Е 0гсо$ 0 =, dr, (7.1) 
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где Р, — составляющая силы Р в направлении or, Работа, отвечаю- 
щая возможному перемещению, называется возможной работой. 

Предположим, что материальная точка Р находится в равновесии 

под действием п сил F,, Ро, ..., Fy. Принцип возможных переме- 

щений состоит в следующем. 
Если материальная точка находится в равновесии, то пол- 

ная возможная работа этих п сил на любом возможном пере- 

мещении точки равна нулю. 
Это утверждение легко доказать. Пусть возможное перемещение 

равно or. Из формулы (7.1) следует, что работа силы Р; 1=1, 

2,..., п) представляет собой произведение составляющей силы 

в направлении возможного перемещения на величину перемещения: 
© N 

OW; = F;,0r, 

где F,; обозначает составляюшую силы Р; по направлению cr, 
Общая возможная работа будет иметь вил: 

п п 

а; & ы x 
у — МВ; — Fy or + Fe, Or -- bP yr = (Х Fear 

$ = 
$ = 

Но равновесие этих статически приложенных сил имеет место при 

условии, ЧТО сумма ИХ проекций на любое направление равна нулю: 

п 

> Ри = 0; 
4=] 

отсюда 

МИ —0. (7.2) 
Таким образом, общая возможная работа, произведенная на любом 
возможном перемещении, равна нулю. 

Упругое тело можно рассматривать как систему материальных 
точек. Если упругое тело находится в покое под действием поверх- 
ностных и объемных сил, то оно представляет собой систему мате- 
риальных точек, на каждую из которых действуют некоторые 
уравновешенные силы. Допустим, что произошло возможное пере- 
мещение каждой из точек тела. Так как возможная работа сил, 
действующих на любую материальную точку, обращается в нуль, 
то и общая возможная работа, произведенная всеми силами, должна 
быть равна нулю. Единственная особенность рассмотрения точки 
в упругом теле по сравнению со свободной точкой заключается 
в том, что, придавая возможное перемещение первой из них, мы 
должны соблюдать условие сплошности материала, а также условие, 
по которому перемещения на контуре имеют заданное значение. 
Условия сплошности материала будут удовлетворены, если возмож- 
ные перемещения можно выразить с помощью непрерывных функ- 
ций. Условие, относящееся к заданию перемещений на границе, 
удобно пояснить на примере. Рассмотрим случай изгиба свободно
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опертой балки. Здесь граничные условия требуют, чтобы на обоих 
концах балки поперечные перемещения равнялись нулю. Так как 
концы балки не могут перемещаться *в поперечном направлении, 
то возможные перемещения в поперечном направлении следует здесь 
принять равными нулю. 

Обозначим через ци, 9, W компоненты действительных пере- 
мещений в упругом теле под влиянием внешних нагрузок соответ- 
ственно по направлениям xX, у, 2, а через ди, dv, 5% — компоненты 
возможных перемещений. Примем, что эти компоненты возможных 
перемещений являются бесконечно малыми величинами, удовле- 
творяющими условиям непрерывности упругой деформации, т. е. 
by представляющими собой непре- 

рывные функции х, у, 2, а 
И также согласующимися с задан- 

5 раничными условиями. 
| | | Чтобы упростить рассужде- 
| ay | ния, будем рассматривать эле- 
| мент упругого тела dx dydz, 
| находящийся под действием 

одномерной системы усилий 

(рис. 7.2). Если мы придадим 
0 перемещению и приращение би, 

Рис. 7.2. то элемент переместится и зай- 
мет новое положение, показан- 

ное на рисунке пунктирными линиями. Полная возможная работа сил 
взаимодействия между частицами, внешних по отношению к данному 
элементу, будет равна: 

on (3. ам тах) dydz—o, bu dy dz =o, cet dxdydz. (7.3) 

Так как упругое тело является непрерывным, TO возможное пере- 
мещение би вызовет также изменение деформации. Составляющая 
деформации в точке А в направлении оси х получит значение 

95 (бе ахш 5 3 ax) — (e+ bu) ou. Oba 

oT fe = ах = 9х + д», 
отсюда 

0%и 
be, == 9х * 

ди 
Но при 62 = 5; Имеем 

Сравнивая эти результаты, получаем 

be, =8(5=) = oe (7.4)
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Следовательно, для величины f(x, у, 2), являющейся непрерывной 
функцией х, у, 2 и имеющей производные, должно выполняться 
соотношение: 

Sdf—d sf. (7.5) 

Пользуясь выражением (7.4), перепишем (7.3) в виде 

с 06, 4х dy dz = Ez, де ах dy dz. (7.6) 

В параграфе 3.5 мы получили следующее выражение для энергии 
деформации, накопленной в элементе 4х4у42 при одномерном 
напряженном состоянии: 

1 Е о 
dU = x Sake ах dydz= — dx ау 42. (7.7) 

Сравнивая выражения (7.6) и (7.7), убеждаемся в TOM, что выраже- 
ние (7.6) определяет приращение 8 4И при условии, если для опера- 
тора 6 приняты такие же правила, как и для дифференциального 
оператора d в дифференциальном исчислении. Единственное различие 
состоит в том, что символ 6 относится к возможному изменению, 
а символ 4 —к действительному изменению. Го аналогии с опе- 
ратором 4, называемым первым дифференциалом, оператор 54 
называется первой вариацией. 

Пойдем по тому же пути, который был избран в § 3.5 при выводе 
выражения для потенциальной энергии. Можно показать, что 
при возможных перемещениях ou, Sv, Sw полная работа усилий 
взаимодействия между элементами тела, являющихся внешними по 
отношению к каждому элементу, равна OU, а работа внутренних 
усилий равна (— dU), 

Вычислим, далее, работу объемных сил и сил, приложенных 
к контуру тела. Пусть составляющие объемных сил вдоль осей 
x, у, 2 будут соответственно Х, У, Z, а составляющие поверхност- 
ных сил вдоль тех же осей, приходящиеся на единицу площади, 

будут Х, У, Z. Работа объемных сил равна 

ГГ Г-Н Узо- 2 dw) ах ay az, (7.8) 
J 

а работа поверхностных сил 

f f Xta+ Veo +- 75%) dA, (7.9) 
A, 

где 4А — площадь элемента; интегрирование производится по той 
части граничной поверхности тела A,;, по которой перемещения не 
являются заданными. Это объясняется тем, что величины би, dv, dw 
равны нулю на той части граничной поверхности, где заданы пере- 

мещения, а интеграл (7.9) отличен от нуля только для той части 
граничной поверхности, на которой заданы поверхностные силы.
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Для определенности будем принимать здесь, что на TOM части 
поверхности, где заданы силы, перемещения не являются заданными. 

Как уже было показано, полная работа всех сил, произведенная 
на возможном перемещении, обращается в нуль. Поэтому приходим 
к уравнению: 

ГГ Оыш--Ую- Ед dA + 
A, 

+f f fxtet Y8u + 2 8) dx dydz—8’U = 0. 

Когда система получает возможное перемещение, внешние силы 
считаются постоянными; следовательно, оператор 8 в полученном 
выражении можно вынести за знаки интегралов. Проделывая такое 
преобразование для всех членов, получаем: 

8(И— №) =0, (7.10) 
где 

и= f (Хи-- Уэ-- 28) А + | || | (Xa+ Yo+ Zw) ах dy dz. 

А, у 
(7.11) 

Величина П = И —W называется потенциальной энергией системы, 
поскольку она состоит из потенциальной энергии деформации И и 
потенциала (— №) внешних сил, действующих на тело, причем для 
ненапряженного состояния (для и = —= и =0) потенциал принят 
равным нулю. 

Уравнение (7.10) можно выразить следующим образом. В упругой 
системе, находящейся под действием заданных внешних сил, 

из различных сочетаний перемещений и, 9, W в действительности 

осуществляются такие перемещения, что для любого возмож- 
ного отклонения от положения равновесия вариация полной 
энергии системы оказывается равной нулю. 

Как известно из дифференциального исчисления, равенство 

df = 0 

означает, что функция f имеет экстремум (или значение, соот- 
ветствующее точке перегиба); равенство 

sl =8(И — №) =0 
показывает, что потенциальная энергия системы в положении равно- 
весия имеет экстремум (или значение, соответствующее точке пере- 
гиба). Можно показать, что для устойчивого равновесия при любом 
возможном перемещении (вариации перемещения) изменение полной 
потенциальной энергии системы является положительным и, следова- 
тельно, в этом случае полная потенциальная энергия системы имеет 
минимальное значение. Из теоремы однозначности следует, что
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в задачах теории упругости, учитывающих малые перемещения и 
деформации, определяется только одно равновесное состояние. 
Может быть показано, далее, что это равновесное состояние является 
устойчивым. Отсюда можно заключить, что для упругого тела, 
в котором имеют место малые перемещения и деформации, потен- 
циальная энергия минимальна. 

Принцип потенциальной энергии можно сформулировать сле- 
дующим образом. Из всех перемещений, отвечающих заданным 
граничным условиям, те перемещения, которые удовлетворяют 
условиям равновесия, придают потенциальной энергии П ста- 
ционарное значение. В случае устойчивого равновесия — потен- 
циальная энергия минимальна. 

7.2. Принцип дополнительной энергии. Вместо того, чтобы 
рассматривать возможные перемещения от положения равновесия, 
мы можем варьировать компоненты напряжений. Напомним, что 
в том случае, когда мы имеем дело с перемещениями, достаточно 
удовлетворить уравнения равновесия; если же мы обращаемся 
к компонентам напряжений, то следует, помимо уравнений равно- 
весия, учесть и уравнения совместности. В дальнейшем будет 
показано, что из всех систем напряжений, удовлетворяющих задан- 
ным граничным условиям и условиям равновесия внутри упругого 
тела, те напряжения, которые удовлетворяют уравнениям совмест- 
ности, выделяются следующим образом: они придают стационарное 
значение особому энергетическому выражению, называемому допол- 
нительной энергией. 

Чтобы упростить вывод, рассмотрим случай плоского напряжен- 
ного состояния в упругой пластинке. Пусть су, oy, х„, обозначают 
составляющие истинных напряжений в упругом теле, удовлетворяю- 
щие условиям равновесия и совместности, а также заданным гранич- 
ным условиям. Обозначим через 65х,, бу, ру такие малые вариации 

компонентов напряжений, при которых новые компоненты напря- 
жений с,„- 00, с,--06, Ty,-+ S5tzy удовлетворяют уравнениям 
равновесия, но не удовлетворяют уравнению совместности. Для той 
части контура, где заданы поверхностные силы, эти новые составляю- 
щие напряжений должны отвечать условию, чтобы поверхностные 
силы не менялись; для другой же части контура, где вместо поверх- 
ностных сил заданы перемещения, значения этих сил могут из- 
меняться. 

Таким образом, имеем: 

д (с; + ds) д (toy + Sty) 

Ox + ‚ ду + X= 0, 

д (tay + бт) д (sy + 65) 

. Ox +r ду + ¥=0. 

: (7.12) 
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Объемные силы Х и У являются внешними заданными силами и 
потому не должны меняться. Вычитая из (7.12) уравнения равно- 
весия для неварьированных напряжений, получаем 

065 9 ру 9 ри 9 Boy, 

ox bay =O ee tay =0. (7.13) 
Для той части контура A>, где поверхностные силы не заданы, их 
величины будут меняться в соответствии с изменением компонентов 

напряжений. Обозначим через 6X и OY эти малые изменения поверх- 
ностных сил на контуре. Тогда для части контура А› должны иметь 
место равенства: 

(8 80.) 1-- (tay -Н 5) т = ХХ, 

(Toy + dtzy)l + (в, + 86) т = VY +8yY. 

Вычитая отсюда уравнения, содержащие неварьированные величины, 

имеем 

180, тб, ==8Х, [у тво, = bY. (7.14) 

Для части контура A,, на которой заданы внешние силы, должны 
выполняться условия: 

L8o,+motz,=0, lot, | тов, =0. (7.15) 

По формуле (3.51) находим изменение энергии деформации, 
приходящееся на единицу толщины пластинки и отвечающее вариа- 
циям компонентов напряжений: 

60 = И (в + 09%, бу + bey, Tay + Otay) —U (sz, бу, Toy) — 

1 1 
-ЛЛ - (92 60% 3,68, — voz 80, — voy 6) += tay Pay | 4х dy, 

R 

roe Ю — плошадь пластинки. Пользуясь законом Гука, находим 
вариацию OU равной 

ВИ = J J (Eq 69% + by бо, + Yay Stay) 4х dy. 

R 

Напряжения су, су, Toy, а вместе с тем и деформации ех„, Е,» Ти, 

должны удовлетворять уравнению совместности. Выпишем поэтому 
соотношения 

__ ди до ди 
——_ 
—_ = 

т — ‘0х’ би у’ te ду | Ox 

ди 
И будем интегрировать частные производные Ox’ Oy” Ox’ “Oy
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с тем, чтобы определить однозначно функции и и 9. Имеем: 

ди ди д (#5) д (и би) ( 055. д Otay 

ee een, dy Ne By ): 
_ 9 (uv Oty) 0(u 65) ( д Stary д oo, 

deny 422 5 Ox +r ду —? Ox ду ) у 

Подставляя эти соотношения в выражение для SU и пользуясь 
формулой Грина, выведенной в главе 5 [соотношения (5.10) и (5.11}], 
получаем 

04 one 0 dt Odt yy 0 bs, 

и=— ] fle ду )+o( ox Г oy и) lax dy+ 

- fw (80,, dy — dt, dx) Ро (8tgy dy — 8a, dx)). 
5 

С помощью формул (5.13) находим: 

doy dy — Stay dx == ( 0, — у“ a5 ) ds = (8. + т бу) ds 

Stay dy — ba, dx = (16%, + т sy) ds. 

Окончательно будем иметь: 

(= owe 0 dtpy ( Эт Oba, 

ш=— Л ду et) +* Ox + ду и. ах dy 

+ iit (180, + т 5) + 9 (15° „-т 63,)] ds, 
S 

где ds — элементарный отрезок контурной линии. Сопоставляя это 
уравнение с соотношениями (7.13) и (7.15), получаем 

5 — [шзХ-- озу) ds =0, 
S 

где $. — часть контура, для которой поверхностные силы He заданы. 
Так как для этой части контура $. перемещения и и VU не варьи- 
руются, то можно вынести оператор 6 за знак интеграла: 

8 \u- fux+onas| = 0. 

Sy 

В общем случае трехосного напряженного состояния можно таким же 
образом прийти к соотношению 

50 = 3(U — W*) = 0; (7.16)
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величина П*—( —\* называется дополнительной энергией, 
а под \” понимается выражение 

w= | [(«Х-- 7-92) А; (7.17) 
A, 

как и прежде, здесь Ap — часть контура, для которой поверхностные 
силы не являются заданными. Уравнение (7.16) выражает принцип. 
дополнительной энергии, который может быть формулирован сле- 
дующим образом. 

По сравнению с различными системами напряжений, удовле- 
творяющими условиям равновесия внутри тела и на той части 
контура, где заданы поверхностные силы, истинное напряжен- 
ное состояние, удовлетворяющее уравнениям совместности, 
отличается тем, что для него дополнительная энергия Ш 
имеет стационарное значенце. 

Для тех случаев, когда рассматриваются малые деформации и 
перемещения, можно, далее, показать, что величина П*” принимает 
минимальное значение. Следует отметить, что в нелинейных задачах 
потенциальная энергия П определяется по прежней формуле И — \: 
однако, дополнительная энергия П* уже не равна И — \*; выраже- 
ние для П* надо выводить отдельно в каждом частном случае *). 

7.3. Рассмотрение принципов потенциальной и дополнительной 
энергии как вариационных принципов. В предыдущих параграфах 
было установлено, что перемещения в упругом теле, находящемся 
в равновесии, таковы, что для них потенциальная энергия мини- 
мальна; компоненты же напряжений обладают тем свойством, что 

для них минимальна дополнительная энергия. Покажем теперь, что, 
пользуясь методами вариационного исчисления, из этих минимальных 
принципов можно вывести основные дифференциальные уравнения. 

Рассмотрим снова случай плоского напряженного состояния 
упругой пластинки. Основные дифференциальные уравнения, выражен- 
ные через перемещения, можно здесь записать в виде 

Е ди 1 —у 02 Е 02u __ 
я (5 - 2 ar) += дх ду +X=0, 

E 1—v o2u 02u E ди __ 
i 2 ros ed eae дяду РИО. 

Поставим перед собой целью показать, что эти уравнения можно 
вывести из условия минимума потенциальной энергии. Наша задача 
будет состоять, таким образом, в определении функций u(x, у), 
v(x, У), для которых энергия П = И — является минимальной. 

+ (7.18) 

3 

*) См., например, Chi Teh Wang, Principle and application of 
complementary energy method for thin homogeneous and sandwich plates and 
shells with finite deflections, NACA Techn. Note, 2620, 1952.
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Будем полагать, что функции u(x, у) и U(x, у) отвечают этому 
требованию; под би и bv будем понимать произвольные вариации и 
и 9, удовлетворяющие тем же условиям непрерывности, что и 
величины и и ®. Если в выражении для П величины п и ® заменить 
через utedu и vtedv, где е — произвольный малый параметр, 

то потенциальная энергия станет функцией параметра =; согласно 
принципу потенциальной энергии она должна принимать минималь- 
ное значение при = =0. Отсюда 

ап (=) -- = 0. (7.19) 
Е == 0 

Пользуясь соотношением 

ап (=) __ dU (e) __ dW (=) 

de  _ (Е de , 

по формуле oe находим: 

aU) =J/ ft [ем 0 bu O(u-+ebv) dbv 
isl Ox ох + ду ду + 

д (и =5и) dbu O(v +c bv) 0 bu 

ry Ox “Oy +y ду Sel+ 

ay (Sg + HE aca 
И 

сы Ам 
зая (5 +55) Set Se) 

Далее получаем: 

Е ди Ov\ 0 bu E Otu _ 

1] — v2 (5=- > "5х Ox ie (5 +55 3) Oy 7 

Е д [ди д — 2. (3,52) + у Сов) — Ts Ox (i у 23) и 
Е д [ди , Ov 

э2а-у) ss (art 3s) ви = — Ox о (6, Ш - 5. 55 (Fay 3d) — 

E д?и 1 —у 02и Е 07% Ta. 

— [= (5-5 2. St) + 2(1— 5) беду | 
Е fov ди\ 0 bu E Obtu __ 

1— v2 (+ 5s) at 2(1+) (SK +55) Se Ox — 
3 E 1 —v02u 0? = 55 Cay 20) + 5 Gy 80) —[ = ( 2 ant + ду) 

E д?и Su 
+ 2(1 — v) дхду | 
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В этих выкладках мы пользовались законом Гука. По формуле 
Грина 

д д 
ГГ Fe (c,, du) + ду (Toy 5. | dx ау = ] (o, bu 4у— ty, ви ах), 

В 5 

где 5 — дуга контура пластинки. Пользуясь соотношением 

а 
сз AY — Tay 4х = (55 — Тру a5) as — 

= [o,,cos (N, x) + Tay cos(N, y)] ds = X ds, 

будем иметь 

д д к _ 

If [5 (с»6и) +- ду (Tay би) | 4х ау = [ Хы ds. 

a $ 

Аналогичным путем находим 

д д __ 

J J E (Tay 60) -- ду (бу bv) | dx dy= f У buds. 

a 5 

Окончательно получаем 

=— JIA 1-я (sat 2 me) Tro ix dy | + 

E т — Y o?u Ou E д? Ц 

| [ ®u+¥ У dv) ds. 

S, 

+
 

На той части контура, для которой задано перемещение, линейный 

интеграл обращается в нуль; поэтому в последнем интеграле можно 
вместо S подставить S,. По формуле (7.11) для W находим, что 
в случае плоского напряженного состояния 

aW (>) =; > 
— (Хби + Y dv) ds + (Xdu+ Y 6u) dx dy. 

/ JJ 
de 

==0 

Таким образом, условие 

ап (&)| 40 (ec) dW (=) 

de e=0 de 0 de ao 

приводит к ie 

(5% 1 —у02и Е 
ЛУ al ot tT 2 at) toda seep + Хи 

[eal 9-9) + а 3х т ду + bubdx dy =0, 
(7.20) 
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Но вариации 62 и 69 являются произвольными функциями: поэтому 
интеграл (7.20) обращается в нуль только при условии, что выпол- 
няются уравнения 

Е д?и 1 — уд?и Е до 

= (5=- 2 st) + а Ox ду +X =0, 

E 1 — v 02u 029 Е д? 

a ( 2 aa tye) + vay dx dy 1 =0, 

совпадающие с основными дифференциальными уравнениями (7.18). 
В этом выводе мы использовали приемы вариационного исчисле- 

ния. Тот же результат можно получить, если рассматривать 5 как 
оператор, подчиняющийся тем же зависимостям, что и оператор 4. 
Это можно показать на другом примере, относящемся к свободно 
опертой балке постоянного попе- » р 
речного сечения, находящейся под (7 SSG" 

действием равномерно распределен- ‹ / > 
ной нагрузки (рис. 7.3). Энергия | 
деформации, накопленная в балке, 2 
состоит, вообще говоря, из двух Рис. 7.3. 
частей: потенциальной энергии из- 

гиба и энергии сдвига. Обычно энергией сдвига можно пренебречь 
по сравнению с энергией изгиба. Поэтому потенциальную энергию 
деформации балки можно принять равной энергии изгиба: 

, с 
u=| [ [ах ауа». 

у 

В параграфах 4.2 и 9.1 были получены соотношения 

Mz 42 

Sep и МЕ, 
где / — момент инерции поперечного сечения относительно оси у и 
и — прогиб. Обозначим через А площадь поперечного сечения балки. 
Используя формулу 

] f 22 4у 42 = Г, 

находим энергию деформации равной 
L 

1 4? \2 
—— | El|—~) а 

U и ] dx” * 
0 

Для балок` постоянного поперечного сечения величина EJ не зависит 
от х, следовательно, энергия изгиба оказывается равной 

L 
El а? \2 u=H | (=) dx. (7.21) 

0
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Потенциальная энергия внешней нагрузки будет 

L 

0 

где р — интенсивность распределенной нагрузки, отнесенная к еди- 

нице длины балки. Полная потенциальная энергия системы равна 

L L 
, El 4? \2 

n=u—w= | (22) ax— | pwax. (7.23) 

0 0 

Находим первую вариацию LI: 

L L 
Е 4? dw 

bu = > fe nt dah ax— | решах. 

0 0 

Интегрируем первый член по частям: 

L у L 
42 425 __ Го aw 45щ]2= By diw _ 
Даа ая =[2 ie de |g —2 | Fa Gea 
0 

L 

dw diw 43 feb | [490 
=(2 Te de — 28| +? Fi 0 ах. 

Условие 6П = 0 принимает следующий вид: 

2 I d4w wy diw 43 oa" 
Дети )iwax + [EIS Ge —ЕГая ве]  =0. 
0 

В силу условий 

42 __ — М=Е/ д =0, и=0 при х=0и х=ЬЁ, 

а также условия 

6—0 при х=0 и x=L, 

члены в скобках обращаются в нуль для граничных значений х =0 
и х=[. Для всех остальных сечений балки вариация Sw имеет 
произвольное значение; уравнение 

L 

| (er 23,—p)twax=0 

0
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будет выполнено только при условии 

4410 

Уравнение (7.24) представляет собой основное дифференциальное 
уравнение данной задачи. 

Обратимся теперь к принципу дополнительной энергии. В каче- 
стве примера рассмотрим задачу о кручении призматических стер- 
жней. Выше была введена функция напряжений Ф, связанная с на- 
пряжениями Ty, И т.» зависимостями 

_ oY — G9 OY. Ty: = — GO, = 095, ду} 

остальные компоненты напряжения были приняты равными нулю. 
Варьирование функции напряжений эквивалентно варьированию ком- 
понентов напряжения. Выразим энергию деформации, накопленную 
в стержне длиной L, через функцию напряжений: 

АНИ 

= f Дауна», 
где К, как и ранее, обозначает площадь поперечного сечения стержня. 
Величина W* обращается в нуль для боковой поверхности стержня, 
так как здесь поверхностные силы надо считать заданными. Для 
обоих торцов имеем: 

wt | Lf eat + ty,0) dx dy | 
R ] 2=0 

zo L 

В главе 5 было найдено, что перемещения и и 9 равны: 

и—— 02у и = 02х. 

При 2 =0 имеем и —= —=0; при 2=[ имеем иц=— — Гу, о —= 0х. 
Отсюда: 

и о анна dy = 

= or ff ( хе) ах ау = 

=200 | фахау— 064. § (x ду — Фуа); 
В 8
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последнее выражение получаем таким же путем, как и при выводе 
формулы (5.53) в главе 5. Окончательно дополнительная энергия 
системы оказывается равной 

ии у ака 
— GOL ф (bx dy—bydx), (1.95) 

Ss 

Вариация дополнительной энергии 6П* будет иметь вид: 

TT — ое 204.04 | dp 0% 

— 4921. ф bb (x dy — уах). 
8 

Пользуясь соотношением 

as ax у dy — ox (Sax) + ay (G5) — (Gat dye) 
получаем: 

"= — 094 | ] (5% Sai 2) dx dy + 

+ GOL $ (5 — x) ay —(St—yv) ax] 3p = 

— GOL i (55+ + + 2) фахау+ 

+ GOL 95 — x) cos(N, x) + (32 — y) cos (МУ) 545. (7.26) 

На контуре $ поверхностные силы считаются заданными. Усло- 
вие на контуре, выраженное через функцию ф, имеет вид: 

ф = const. 
Отсюда находим 

6ф —0 на контуре $, (7.27) 

Поэтому линейный интеграл в выражении (7.26) обращается в нуль. 
Поскольку вариация ob имеет произвольное значение для области Ю, 
то интеграл по поверхности может обратиться в нуль лишь при 
условии: 

ду 
5х2 +5 + 2 =0 по области К. (7.28)
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В параграфе 5.4 было показано, что постоянное значение ф на гра- 
нице $ можно принять равным нулю. Считая на контуре $ф=0, 
найдем дополнительную энергию равной: 

те у ак. 939 
7.4. Метод Рэлея — Ритца. Применяя принципы минимума по- 

тенциальной и дополнительной энергии, мы можем подойти с новой 
точки зрения к решению краевых задач теории упругости. Вместо 
того, чтобы решать основные дифференциальные уравнения совместно 
с граничными условиями, что часто связано со значительными мате- 
матическими трудностями, можно поставить перед собой задачу об 
определении функций, удовлетворяющих граничным условиям и мини- 
мизирующих потенциальную энергию IT или дополнительную энер- 
гию П*. Например, в случае кручения призматического стержня 
задача будет заключаться в отыскании функции Y, минимизирующей 

дополнительную энергию 

rat ff) + (8) чак 
и удовлетворяющей условию Y==0 на контуре $. Отметим, что, 
идя этим путем, мы заменяем дифференциальное уравнение условием 
минимизации. Имеется ряд методов приближенного решения краевых 
задач, использующих это условие. 

Одним из наиболее эффективных вариационных методов является 
метод Рэлея — Ритца *). Этот метод состоит в следующем. Вначале 
представляют решение в форме ряда, удовлетворяющего граничным 
условиям и содержащего неопределенные параметры с;. Затем при- 
нятые функции подставляют в выражения для потенциальной или 
дополнительной энергии и производят интегрирование. Полученные 
таким образом выражения будут являться функциями неопределен- 
ных параметров с;, где {=1, 2,... Так как для состояния равно- 
весия потенциальная или дополнительная энергия должны принимать 
минимальное значение, то, эти параметры можно определить из усло- 
вий минимизации: 

oll oll orl* orl* 
Oc, , Deg = 0, + ИЛИ Oc, , дс, = 0, te (7.30) 

Если в решении используются п параметров, то условие (7.30) при- 
водит к п совместным уравнениям, из которых можно определить 
эти параметры. Подставляя найденные значения параметров в выбран- 

*) Rayleigh, On the calculation of Chladni’s figures for а square plate, 
Phil. Mag., т. 22, 1911, 225—229; W. Ritz, Ueber eine neue methode zur [.6- 
sung gewissen variations — problems der mathematischen Physik, J. & Reine и. 
Angew. Math., т. 135, 1908, 1—61.
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ное выражение для функции, получаем приближенное решение рас- 
сматриваемой задачи. Можно показать *), что полученное таким 
путем решение является точным решением краевой задачи, если 
выбранный ряд включает полную последовательность функций **). 
Однако в большинстве случаев удается принять во внимание только 
конечное число параметров, и потому получаемое решение является 
лишь приближенным. 

В качестве примера рассмотрим кручение стержня прямоуголь- 
ного сечения со сторонами 2a и 26 (рис. 5.7). Чтобы удовлетворить 
граничному условию фЭ—=0 для сторон x= tau у= 6, можно 
выбрать полином в виде 

ф— (x? — a?) (у? — 62) (с. + cox? + зу + ам ...), (7.31) 

где Cy, Co, ... — неопределенные параметры. Так как мы знаем, 
что функция Y должна быть симметрична относительно осей x и у, 
в выражение (7.31) включены только члены с четными степенями 
x и у. В первом приближении ограничимся только одним неопре- 
деленным параметром и запишем (7.31) в виде 

фе: (x?— 42) (72—52). 
После подстановки получаем 

Oy \2 OY \2 _ 

(5+) +(35) — += 
= о (у? — (2 — a2)? уз] — 46, (x? — a2) (у? — 67). 

Интегрируя, находим 

х=а y=b 

пои Ту вано- 
2=—фа у=-0 

— GOL 64 273h3 2 2 3р3 = —x— a5 [2014 b3 (a2 ++ b?) — 5c,a3b ]. 

Условие минимизации 
а 
dc, a 

дает 

о 

1, 
Таким образом, получаем приближенное решение для ф: 

= а ры © — 4) 0? — 2). 

*) См., например, К. Courant, K. О. Friedrichs, Methods of mathe- 
matical physics, т. П, М. У. University, 1943. , 

**) Последовательность измеримых функций класса С называют полной, 
если произвольная функция в С может быть аппроксимирована с заданной 
точностью при помощи линейной комбинации конечного числа этих функций.
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Постоянная кручения J оказывается равной: 

д=а y=0 

j=2f [захау=з |] еде Рахау= 
R = —а = -—0 

o() , 
‘1+ (+) ° 

Максимальное касательное напряжение t,,, имеет место посредине 
длинной стороны, при х == а, у==0, и равно 

T /д Г 9 Г 
т = ——- x) = 2ab?e, = 5 (5 —. шах T\dx),-0 I 16\6) 23 

y=0 

— “< 933¢, = 

В случае b/a=1, т. e. для стержня квадратного сечения, прибли- 
женное решение дает значение постоянной Л равное 2,2224^, в то 
время как точное значение будет 2,2504“. Погрешность составляет 
(—1,2)%. Наибольшее касательное напряжение равно 0,563#/а3; 
погрешность по сравнению с точным значением 0,600#/а3 составляет 

{—6,2)%. 
При 6/а —=10 приближенное значение J равно 44,044, причем 

погрешность по отношению к точному значению 49,9244 составит 
(—11,9)%. Максимальное касательное напряжение равно по прибли- 
женному решению 0,0562Т/43; этот результат отличается от точного 
решения 0,04017/a? на (+ 40,1)%. 

Введем теперь три неопределенных параметра Cy, Co и сз. 
Будем иметь 

ф— (x? — a?) (у? — 52) (C1 4 Cox? + сз). 

После интегрирования получим: 

nt = 99 f f (38) +) ата 
OWL 64 
~ 2 4725 

+ bt (66a? +- 105?) сз a? (846? +- 60a?) сс, +- 6? (84a? +- 60652) c,c, +- 

+ 12426? (a? +~ 5?) сс. — 5256, — 105a?2c, — 10562с}]. 

ab? [210 (a? + 62) c? + a4 (6662 + 1042) c2 + 

Условия 

oll ОП: —0 ОП: 

OC, ° Oly " Oe, 
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дают соответственно: 

140 (a? +- 6?) c, + а? (285? +- 20a?) с. + 6? (28a? + 2062?) с. = 175, 

(8462 +- 60a?) с. + а? (13826? 4+ 20a?) co + 126? (a? + 62) cz = 105, 

(84a? +- 606?) c, + 12a? (a? + 62) с. + 5? (132а2 + 2062) с. = 105. 

Чтобы упростить решение этих уравнений, подставим сначала в них 
численное значение отношения 7/@. После определения постоянных 
С1, Co И Cg могут быть легко вычислены постоянная кручения и наи- 
большее касательное напряжение; они равны: 

62 

1=2.] [yard (ы + Нее сз), 

Тд Т пвын = — (70%) = 7226 (er + ene. 
#0 

Для случая 60/а = 1 находим: 

__ 1295 525 
1 — 291648 2 ~ ©3 = 443204’ 2216a2 ’ 

это приводит к значениям J И Tmax соответственно равным 2,24644 

и 0,6261Г/а3. Таким образом, здесь ошибка при определении J и Tmax 
соответственно составляет (—0,18)% и (--4,3)%. Для стержня 
прямоугольного сечения при 0/а —=10 находим постоянные равными: 

__ 0,008988 __ 0,00002853 __ 0,0002359 
1—- а? , (o> a4 , сз — А, . 

Используя эти значения, получаем /= 48,7544 и tmax = 0,03699T/a3. 
Погрешность при определении J составляет (—2,3)%, а при опре- 
делении Tmax Оказывается равной (—7,8)%. 

Для аппроксимации функции напряжений можно вместо полино- 
мов пользоваться тригонометрическим рядом. Например, можно 
принять 

— У, Ус ст COS (2m + 1) 5> cos (2n + 1) 5%, (7.32) 
m=0 n=0 

где с„„ — неопределенные параметры. Заметим, что принятое выра- 
жение для функции Ф удовлетворяет условию на контуре. Если взять 
только один член и произвести интегрирование, получим 

=o SLING Ha) Mien 

(021, 62 2, ab
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Минимизирующее условие 

ап _ 

соо 

дает 
__ 128 ab? 

Coo — а р. 

Далее находим 

(=) 1—4096_ \а аз 
6 1+(2) 

И 
b\2 

я 64 (=) Ta 
max — 73 т ° “1+ (5) J 

При b/a=1 эти формулы дают 

1—=2,13004 и tmax =e 

Погрешность при определении J и Tmax составляет соответственно 

(—5,3)% и (—19,3)%. 
Для случая b/a = 10 находим 

= 4,218236 и Tmax = 0,0484 a 

причем погрешность решения будет соответственно (— 15,5)% и 
— 20,7%. 

Из приведенных примеров видно, что при возрастании числа 

неопределенных параметров точность решения повышается. Однако, 

если аппроксимировать функцию посредством двух различных рядов, 

то может оказаться, что, взяв небольшое число неопределенных 

параметров в первом ряду, мы получим значительно более высокую 
точность решения, чем при использовании второго ряда с большим 

числом параметров. Вариационные методы применяют лишь в тех 

случаях, когда точное решение неизвестно. Но при этом весьма 

трудно оценить точность полученного решения. Единственный путь, 

который позволяет получить ориентировочное представление о точ- 

ности решения, состоит в последовательном увеличении числа пара- 

метров и сравнении окончательных результатов. Если результаты 

быстро сходятся, то можно сделать предварительное заключение, 

что аппроксимация является удачной. 

В качестве второго примера рассмотрим изгиб шарнирно опер- 

той балки под действием равномерно распределенной нагрузки
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(см. рис. 7.3). Представим упругую линию с помощью тригонометриче- 
ского ряда. Граничные условия здесь будут: 

aw 
W=F5 = 29 при х=0 и x=L. 

Чтобы удовлетворить этим граничным условиям, можно выбрать ряд 
в виде 

со 

п OE 

w= и, 
причем Cy, Co, ... — неопределенные параметры. Подставив это выра- 
жение в (7.23) и произведя интегрирование, находим потенциальную 
энергию равной 

Г (oe) (oe) 

42 Elz! 4.2  2pL У Cn 
== (ie) te ок У неа —-Pe oe 

0 n=1 n=1, 3,5 

Минимизируя П no с„, получаем 

EIx4 2pL 1 
Fe 2nte, —P- — = 0 для нечетных индексов п 

и 
4 

a 2n*c, — 0 для четных п. 

4pl4 

Отсюда c= Pe для нечетных п, И С, =0 для четных п. 

Таким образом, уравнение упругой линии получает вид: 

со 

__ 4pleé NY 1 пах 

к М ante. 
n=1, 3, 5 

Так как в данном случае параметры C, определяются для всех зна- 

чений п, то рассматриваемый бесконечный ряд дает точное решение 

краевой задачи. Этот ряд быстро сходится, так что, взяв небольшое 

число членов, можно получить удовлетворительный результат. Наи- 

больший прогиб имеет место при х =[/2 и равен 

4pL4 1 1 
Wax = fs (1 — 35 1 as — .. .). 

Взяв только один член ряда, получаем 

pls 
тах = 76 6ET* 

Приближенное решение дает в знаменателе множитель 76,6, в TO 
время как по точному решению этот множитель равен 76,8; таким
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образом, погрешность при определении Wax C помощью одного 

только первого члена ряда составляет лишь 0,26%. 

Задача 1. Принять уравнение упругой’ линии в виде 
со 

2 > С за — n .. L ° 

n=1 

Определить сп, если Ha балку действует сосредоточенная нагрузка Р в сече- 
HHH х = а вместо равномерно распределенной нагрузки р. 

Отв. с ПЕ sin BAA 
+ ~ Elxtnt Е * 

Задача 2. В задаче об изгибе консоли силой Р, приложенной на 
конце, принять уравнение упругой линии в виде w= ал? -- 953; это удовле- 

творяет граничным условиям WwW = при x = 0. Определить параметры au 6. 
ах 

Задача 3. Учитывая в выражении (7.32) три параметра сц, Со1, Cy, 
найти постоянную кручения и наибольшее касательное напряжение для слу- 
чаев кручения стержня квадратного` сечения, а также стержня прямоуголь- 
ного сечения с отношением сторон b/a = 10. 

7.5. Метод Галеркина. В параграфе 7.3 было показано, что 
условие минимума потенциальной или дополнительной энергии при- 
водит к соотношениям 

ГЛ [У east] ax ay deo; 
й 

здесь под (DE); понимаются левые части основных дифференциаль- 
ных уравнений, а под 6f; — произвольные вариации различных функ- 
ций. Например, в случае кручения призматических стержней условие 

минимума дополнительной энергии можно выразить в виде 

Г [+2 фахау=о, (7.33) 
R 

причем функция ф должна удовлетворять граничным условиям. При- 
мем выражение для ) в виде ряда 

Фи (Х, У) = 2 ci (x, У), (7.34) 

в котором постоянные с; являются неопределенными параметрами; 
функции F; должны удовлетворять граничным условиям. Тогда будем 
иметь 

9 ое sb, = “in Ber + Set beet. | =F 8, + Fodep+ ... (7.35) 

Подставляя 7.34) и (7.35) в уравнение (7.33), получаем 

ff (on +2) (F,8e,+-Fo8e,+ ...)dxdy=0, (7.36) 
В
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ИЛИ 

Г [ч.2 газах ау [[4,-2) Fria dxdy+ ... =0. 
Е R 

Так как вариации 4¢,, 8¢o, ... являются произвольными, TO полу- 
ченное выражение может быть тождественно равно нулю только в том 
случае, если каждый интеграл в отдельности обращается в нуль. 
Следовательно, должно быть: 

f f (Уф, +2) F, 3c, dx dy=0, 
R 

f f (У2ф, +2) Е, 8c, dxdy=0, 
R 

Так Kak 6¢,, 8c,,... и т. д. не зависят от хи у, то их можно 
вынести за знак интеграла, и тогда получаем: 

\ 

ff (V2, +2) Е, dx dy=0, 
R 

ff (Von +2) Fe dxdy=0, \ (7.37) 
R 

e e J 

Если выбрать п параметров с;. TO получим п совместных уравнений 
(7.37), из которых можно определить эти параметры. В отличие от 
метода Рэлея — Ритца, при использовании данного метода нет необ- 

ходимости формулировать энергетический принцип. Такой способ 
решения задачи был предложен Б. Г. Галеркиным *) и известен как 
метод Галеркина. 

Метод Галеркина может быть пояснен с другой точки зрения. 
Рассмотрим двумерную задачу; будем под @(х, у) понимать левую 
часть основного дифференциального уравнения. В случае задачи 
о кручении имеем: 

Q(x, у) = УФ 2. 

*) Б. Г. Галеркин, Стержни и пластины. Ряды в некоторых вопро- 
сах упругого равновесия стержней и пластин, Вестник инженеров, т. 1, 
стр. 897—908, 1915. (Этот метод был ранее предложен И. Г. Бубновым в отзыве 
о работе проф. С. П. Тимошенко «Об устойчивости упругих систем», 
сб. Ин-та инж. путей сообщения, вып. 31, 1913; см. И. Г. Бубнов, Избран- 
ные труды, Судпромгиз, 1956, стр. 135—139. (Грим. peod.).
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Допустим, что удовлетворяется неравенство 

f [ <=, уахау=к < о 
Е 

и что последовательность функций F; является полной в том смысле, 
что любая функция, удовлетворяющая граничным условиям, может 
при правильном выборе параметров с; быть аппроксимирована 
< заданной степенью точности и единственным образом рядом 

Усы тогда из условия 
i 

Гос, »Fidxdy=0 i=1,2,.., 
В 

будет вытекать равенство 

Q(x, у) =0 для области К. 

Чтобы доказать это положение, примем, что функция Q(x, у) не 
является тождественно равной нулю в области Ю. Тогда в области Ю 

должна иметься точка (Xp, Yo), в которой Q(X, Vo) # 0. Предположим, 
что в этой точке Q(X, У) > 0 и что такое же неравенство имеет 
место внутри небольшого круга С радиуса = с центром в (ху, Yo). 
Тогда можно определить функцию V (x, У) таким образом, что 

V(x, y)>0 BC’, 

где С’ обозначает малую окружность внутри С, имеющую, например, 
радиус =/2; 

V(x, y)>O0 внутри кольцевой области между С’и С; 

V(x, у) =0 за пределами окружности С. 

Тогда получим: 

f [Q@ NV, дах ау= | [Qe NV, Захау> 
Е С 

>f [ee NV уахау=т>0. (1.38) с, 
Но последовательность Fy; является полной; функция же У удовле- 
творяет тем же граничным условиям, что и Ф. Следовательно, функ- 

N 
цию У можно разложить в ряд >, d;F; так, что при достаточно 

j=1 
большом N для области R будет удовлетворяться неравенство 

N 

V (x, y— Mari < aK 
$=1
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независимо от значений х и у. Отсюда 

[fo(v-¥ a dx dy 
i=1 

N 

v— Dar; <f fia 
R $=1 

Принимая во внимание соотношение 

f fee. y) Fi, dx dy=0, 

R 

< 

dxdy <x f { \Qlaxay=2. 

получим 

о УУ(х, уахау < 2. (7.39) 
R 

Сравнивая (7.39) с выражением (7.38), приходим к соотношению 

т<5, которое может иметь место только при ч=0. Но функ- 

ция V(x, У) не равна нулю; следовательно, величина 1 может быть 
равна нулю только при 

Q(x, y)=0 для области В; 

это положение завершает доказательство. 
Проиллюстрируем применение метода Галеркина, взяв для при- 

мера задачу о кручении стержня прямоугольного сечения. Примем, 
как и в предыдущем параграфе, функцию Y в виде 

фу = с: (x? — a’) (y? — 6°). 

Подставляя Ф, в дифференциальное уравнение, находим 

Qi = 9-2 = 20, [(x? —a%) +-(y? — BJ 4-2. 
По методу Галеркина должно быть 

R 

= ff (2c, (2? —a%) + (92 — 8] + 2} (x? 0%) (9 — 8) dx dy = 0; 
В 

отсюда вытекает: 
5 1 

1 — 4 ам. 

Такое же значение с, было найдено с помощью метода Рэлея — 

Ритца.
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Задача 1. Принимая $ ввиде (7.32), определить Cog, Coy И С10 C ПОМОЩЬЮ: 
метода Галеркина. 

Задача 2. Решить задачи из параграфа 7.5 по методу Галеркина. 

7.6. Метод Бицено — Коха. Выше было показано, что, приравнивая 
нулю первую вариацию интеграла энергии, мы приходим в случае двумерной 
задачи к равенству 

Г f | De ал | dx dy =0. (7.40) 
R 4 

При использовании методов Рэлея — Ритца и Галеркина мы аппроксимируем 
функции с помощью рядов, каждый член которых удовлетворяет граничным 
условиям; под 5/1; понимаем бесконечно малое изменение выражения, приня- 
того для fj. В вариационном исчислении считается, что величина Bf; может 
быть выбрана произвольно. Метод Бицено — Коха состоит в том, что выби- 
раются п неопределенных параметров, а затем область А делится на п под- 
областей Ry, причем величины bf; принимаются равными 

f(x, у) = {i для Ri О в области А, вне А; 

Если в задаче о кручении выбрать dy по (7.41), то уравнение (7.40) при- 
мет вид 

(7.41) 

f f (Узфи -+ 2) dx dy =0. (7.42) 

Я; 

Отсюда получим п совместных уравнений, соответствующих числу п пара- 
метров; следовательно, эти параметры могут быть определены однозначно. 

Метод Бицено — Коха впервые был выведен *) при рассмотрении функ- 
ции погрешности; приведенная выше интерпретация метода была дана Куран- 
том **). Величина 

Qn = Уз, - 2 

представляет собой функцию погрешности, связанной с аппроксимацией $ 
через фи. Мы можем, очевидно, добиться того, чтобы функция погрешности 
была мала, если потребуем, чтобы она обращалась в нуль в п точках внутри 
области, рассматриваемой в задаче. Этот прием, известный как метод колло- 
кации, сводится к рассмотрению погрешности в п ючках; при этом полу- 
чается пл уравнений для определения параметров C;. 

Метод Бицено — Коха можно считать модифицированной формой метода 
коллокации: в нем ставится требование, чтобы в каждой из п подобластей Ку, 
составляющих область А, средняя ошибка обращалась в нуль. 

Проиллюстрируем оба метода в применении к задаче о кручении стержня 
квадратного сечения. Выберем, как и ранее, следующее выражение для $: 

hy = Cy (x2 — a?) (у? — а?); (7.43) 

Qi = Учи + 2 = 201 (2 — a2] + (y —2%)] + 2. (7.44) 
По методу коллокации принимаем 

тогда найдем 

Q(x, у) =0в точке х=0, y=0; 

*) С. В. Biezeno, J. J. Koch, Ingenieur, т. 38, 25—36, 1923; С. В. Bie- 
zeno, Graphical and Numerical Methods for solving stress problems, Proc. 
First Intern. Congr. Appl. Mech., Delft, 1924, 3—17. 

**) В дискуссии по статье Бицено.
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и получаем 

a Da?” 
Приближенные значения постоянной кручения и наибольшего касательного 
напряжения соответственно равны 1,778a4 и 0,562 Т/а3; погрешности при опре- 
делении этих величин составляют (—21)% и (—6,3)%. 

В качестве второго приближения примем: 

фз = (x2 — а?) (у? — 62) [ey + са (x2 + у?) + сзх?у?]. (7.45) 

Чтобы определить три параметра су, сз, сз, следует наложить условие, чтобы 
функция погрешности 

Оз = 261 (x2 + у? — 24?) + 265 [6 (2х2у? — a2x2 — ary?) + (x2 — a2)? + 

+ 0? — a2)2] + 205 [x2 (x? — а?) (бу? — а?) + у? (у? — a2) (6x2 — а2)] 4 2 
обращалась в нуль в трех точках, например, в точках с координатами (0, 0), 

а а а . (5 , 0) и (5 , 5) . Тогда получим: 

2а2с1 — 2а4со —] = 0, 

28 а?с1 — а4са — За6сз — 16 = 0, 

24421 — 12а4с» + 328, — 16 = 0. 

Решение этих уравнений дает: 

17 2 28 

(1= 962? (= 1344’ (= Boge 

Постоянная кручения J при принятом выраженни (7.45) для ф будет 

"Г 32 2 1 
1=2 | | ззахау =F at (q+ ater + se ates), 

а максимальное касательное напряжение равно 

Т (д Г 
*max — 7 (32). = 243 (cy + сэа?). 

y=0 

Подставив найденные значения Cy, Co, Cz, получим приближенные значения J 
И Trax Соответственно равными 2.64644 и 0,610 Г /a®; погрешность же соста- 
вит для первой величины --17,3%, а для второй -+1,7%. 

Определим, далее, эти параметры с помощью метода Бицено — Коха. 
Примем функцию | снова в форме (7.43); пусть область А; полностью за- 
полняет область Ю квадратного сечения. Уравнение (7.42) принимает вид 

а а 

Г [еее — a) + 0 — a%)] + 2} dx dy =0; 
-а —а 

отсюда следует 
3 0,5627 

= Да / = 2,66744, thax = в; 

погрешности в значениях J и тиах соответственно равны -|-18,5% и (—6,3)%.
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Во втором приближении примем 3 в виде (7.45). Здесь надо разделить 
поперечное сечение на три области. Из соображений симметрии можно вы- 
брать эти области следующим образом: 

Ry для 0<x< 5, 0<y<F, 

Ry для S<xX<a, 0<y¥<5, 

Ry дя 5 <х«а, F<y<a 

Подставляя (7.45) в уравнение (7.42) и интегрируя по площади каждой из 
этих областей, получаем следующие уравнения: 

44047с1 — 186446» — 174863 = 240, 

320а2с. + 564a4c, + 19а8с. = 240, 

200a2c,  594а4с. +- 235а6с. = 240. 

Решая их, находим: 

6 149 bo = 5 ; 20 

1 25292’ ? 63%’ 8 63a8 ° 

Постоянная кручения оказывается равной J = 2,260a4, что на 0,46% превы- 
9 

шает точное значение. Максимальное касательное напряжение ta, = 0,5 aah 
a 

будет на 1,2% меньше точного значения. 
Задача 1. Принимая ф в форме (7.32), определить параметры с по 

методу Бицено — Коха. 
Задача 2. Решить задачу 2 из § 7.4 с помощью метода Бицено — 

Коха. 

7.7. Теорема взаимности и теоремы Кастильяно. Теорема взаим- 
ности и теоремы Кастильяно получили широкое применение в эле- 
ментарных расчетах конструкций. Покажем, что эти теоремы спра- 
ведливы и в общем случае упругого тела. Проведем доказательство 
для случая плоского напряженного состояния плоской пластинки; 
этот вывод может быть легко распространен на трехмерную задачу. 

Рассмотрим два равновесных положения упругой пластинки; пусть 
первое из них отвечает перемещениям и, 9, вызванным объемными 

силами Х, У и поверхностными силами на контуре Х, У, а второе — 
перемещениям и’, 9’, полученным при действии объемных сил Х’, У’ 

и поверхностных сил Х’, У. Работа, приходящаяся на единицу тол- 
щины пластинки, которую произведут силы первого состояния (с обо- 
значениями без штриха) на перемещениях второго состояния (со 
штрихом), будет равна 

f [хи + Yo) dx dy+ f (Xu’ + Yo’) ds. 
S в
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Из уравнений равновесия имеем: 

ки +. Yu’) ахау = 

авы 
Воспользуемся соотношениями: 

д» , Otay и д , д , ( ди’ ди’ ) 

ox ty 4 ~ oC OT ay Gav) oa Ge tay Gy)? 
др, , 0s, € Ov’ Ou 

Ox Sho =F lan’) у (390) —\ Tay Ge Ну ду). 
По формуле Грина, аналогично выводу в $ 7.3, получаем: 

J [xe + Yu')dxdy= 

= [с = + Cay go) + (tay д Ox oy ву) ax dy — 

— ] (Хи — Yv’) ds, 
8 ИЛИ 

Ги Yo") dx dy+ Дает $ — 

Е 

нана 
Пользуясь законом Гука и выражениями для компонентов дефор- 

мации, находим: 

Е ди до Е Ov Ou 

= (get? =). oy => (5 +9 Ge) 
Ou до 

Подстановка этих выражений в последний интеграл приводит к соот- 
ношению 

Исаев 
+9 (5+9) (55 ene 

=ЛЛ| cel (5, ыы ах} 5% |+ 

+9 (5+ =) (5 + дж) } ax ay.
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С другой стороны, имеем: 

Применение теоремы Грина дает: 

ГГ + Yu’) dx dy+ | (Ки + Yv’) 5 — 

Я 5 

=f f XutYojdxdy+ [ (Ха Уз) аз. (7.46) 
R S 

Таким образом, мы пришли к теореме взаимности Бетти и Рэлея. 
Если упругое тело подвергается действию двух систем обжел- 
ных и поверхностных сил, то работа первой системы внешних 
сил на перемещениях, вызванных второй системой, равна работе 
второй системы сил на перемещениях, вызванных первой систе- 

мой. 

В соответствии с принципом дополнительной энергии должно 
быть 

в(И— №”) =0, 
ИЛИ 

ЗИ =ffe Хоу + wdZ)dA, (7.47) 
A, 

где A, — часть контура, на которой He заданы поверхностные силы- 
Рассмотрим случай, когда поверхностные силы не являются не- 

прерывно распределенными, а представляют собой сосредоточенные 
нагрузки. Пусть такими сосредоточенными нагрузками будут силы 

1» Р»,...; Перемещения в точках приложения сил по их напра- 
влению примем равными 41, do, ... Мы можем формулировать 
задачу таким образом, что перемещения 41, do, ... заданы на кон- 
туре, а нагрузки P,, P,, ... являются независимыми неизвестными 
величинами. Тогда энергию деформации И можно выразить через 
нагрузки P,, Po, ... Изменение энергии деформации, вызванное 
изменением в величине сил, равно 

90 oU 
8U = др, °Pi + op, 8Pet eee 

Далее, имеем 

Г [азХ- 37+ w8Z)dA=a, Р.Р а.8Р, +... 
А,
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Таким ern ранние (7.47) принимает вид: 

Spe Pit Sp p 8Pat . = 4,6P,+ d,5P.+ . 

ИЛИ 

90 Ww — d,)P, +-(5p- — а.) BP, + .. =0. 

Так как силы P,, Po, ... статически независимы, TO изменения или 

вариации OP;, 6Р., ... совершенно произвольны; следовательно, все 
вариации, кроме одной, можно принять равными нулю. Отсюда 
получаем: 

aU —_ aU _ 
OP, —d,= 0, OP, — d,=—)0, eee 

ИЛИ 

[194 [10 

ор: —@» ‘др, = 4», ... 
Итак, если энергия деформации U упругой системы выражена как 
функция статически независимых внешних сил Py, Po, ..., то част- 

ная производная от энергии по любой из этих сил равна истинному 
перемещению точки приложения силы в ее направлении. В этом 
состоит так называемая первая теорема Кастильяно. 

Если в граничных условиях заданы поверхностные силы, то инте- 
грал по поверхности в правой части уравнения (7.47) обращается 
в нуль. Уравнение (7.47) принимает вид 

И = 0. 

Этот результат можно интерпретировать следующим образом. 
Пусть имеется упругая система с заданными силами, действую- 

щими на контуре. Если варьировать компоненты напряжений таким 
образом, что они во всех случаях удовлетворяют уравнениям равно- 
весия и граничным условиям, то истинными компонентами напряже- 
ний будут Te, для которых энергия деформации минимальна. Так 
формулируется вторая теорема Кастильяно, или теорема нац- 
меньшей работы.



ГЛАВА 8 

ПРИМЕНЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

8.1. Комплексные переменные и комплексные функции. Реше- 
ние многих задач теории упругости может быть значительно упро- 
щено благодаря применению комплексных переменных. В комплекс- 
ную переменную Z входят две вещественные переменные х и у: 

2=х у, 
где i=V— 1— так называемая мнимая единица. Будем называть х 

вещественной частью комплексной переменной 2, а коэффициент у 

при { — мнимой частью. Поскольку i не принадлежит к системе ве- 

щественных чисел, следует установить смысл соотношений, включаю- 

щих равенство, сложение, вычитание, умножение и деление рассма- 

триваемых величин. 

Если мы говорим, например, о равенстве двух комплексных чи- 

сел, то это означает, что вещественная и мнимая части обоих чисел 

в отдельности равны между собой. Следовательно, равенство 

жж 
равносильно равенствам 

1—2 И Vi = у. 

Подобным же образом при сложении или вычитании двух ком- 

плексных чисел надо производить отдельно сложение или вычитание 

вещественных частей комплексных чисел и отдельно — мнимых ча- 

стей. Учитывая равенство ? = — 1, можно установить, что действия 

умножения и деления комплексных чисел производятся по тем же 

правилам, что и для вещественных чисел. Например, 

22 — (x + iy)? = x? + 2ixy + (iy)? = x? — У + i2xy, (8.1) 

Приведенные правила показывают, что комплексная переменная 
z=x-—+iy геометрически может быть представлена точкой A(x, у) 
в плоскости x, у (рис. 8.1). Ось х в этом случае называют веще- 
ственной осью, а ось у мнимой. Обращаясь к полярным коорди- 
чатам, будем иметь 

&=х Ну =г (со$0 isin 0) = гей.
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Из рис. 8.1 видим, что число 2 может быть представлено с помошью 
вектора ОА. Комплексная переменная, отвечающая вектору OA’, будет 

z= x —ly=r (cos — 131 0) = ге-®,. 

Эта переменная Z носит название сопряженной комплексной пере- 
менной 2. Имеем: 

22 == Г?, (8.2) 

причем г=У х?-{ у? называется абсолютной величиной или мо- 
дулем комплексного числа 2, а 0 — его аргументом. 

Функция комплексной перемен- 
AY HOM Z носит название комплексной 

функции. Подобно комплексной пере- 
A(z; y) менной, комплексная функция может 

быть разделена на вещественную 
и мнимую части: 

| 
| 
} 

о, Л=лячы= 
вы i =9(x, y) +ip(x, У), 

где ф и Ф являются функциями х 
и у. Например, вещественная и 
мнимая части комплексной функции 
1 (2) ==? согласно (8.1) равны 

ф= xi— У, p= 2xy. 
Функцию ф называют иногда сопряженной с функцией ф, и наоборот. 
Аналогично случаю комплексных переменных, функция, сопряжен- 
ная с комплексной функцией f(z), будет иметь вид *) 

<
 

—
 

<
 

2
 

l
e
 

SL
¢<
 №
 

a 

A’(z,-y) 
Рис. 8.1. 

1 (2) =$(х, У—№(%, У), 

причем символ f(z) будет относиться именно к сопряженной функ- 
ции. Допустим, что функция f(z) представлена в виде степенного 
комплексного ряда 

f (2) = 5 А. + А. - ..., 

rie Ap, А,, 4.,... — комплексные постоянные; тогда можно пока- 
зать справедливость равенства 

= Ay + Az + Az’ +... (8.3) 

здесь через Ay, A;, Ap... и т. д. обозначены числа, сопряженные 
соответственно с числами Ay, A,, Ao... ит. д. 

*) Часто для сопряженной функции применяется обозначение f (2) 
(Прим. ред.)
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Обозначением f (Z) иногда пользуются для определения функции 

1 (2) = Ap А.2 + А,2?- ...; (8.4) 

это обозначение не надо смешивать с обозначением для сопряжен- 

ной функции /] (2). 
Обратимся к правилам дифференцирования комплексной функции. 

Комплексная функция / (2) называется аналитической или регуляр- 
ной в области R, если она имеет единственную производную в каждой 
точке этой области. Точки, в которых функция / (2) не имеет произ- 
водных, называются особыми точками аналитической функции. 
Примем, что f(z) является аналитической функцией и найдем част- 
ные производные от нее по хи у. Учитывая равенство 

= х НИ, 

имеем: 
Oz Oz 

ae) a=! 
и 

Of af 02 __ af Of af oz _, af 
ox” dzox” 42’ oy dz oy dz° 

а 
Если производная of должна быть единственной, TO будем иметь 

of _, oF 
ду Ox" 

С другой стороны, 

of oe 5, OH д’ _ oe |, OF 
9х Ox ox’ ду ду ду * 

Следовательно, 

= OY 
би +! ду st. 

Разделяя вещественную и мнимую части, имеем 

0p _ OW Op _ _ 
dx = бу’ “ay = Ox" (8.5) 

Эти уравнения выражают так называемые условия Коши — Римана 
и являются необходимыми и достаточными условиями того, чтобы 
функция f(z) была аналитической. 

Можно показать, что если функция / (2) является аналитической 
в области А, то в этой области существуют не только первые про- 
изводные OT © и Y, HO и производные всех высших порядков. 

Исключим ф путем дифференцирования первого из уравнений (8.5) 
по х, а второго — по у; произведя сложение, получим 

a д Sart Ht = 0, (8.6)
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Аналогичным образом, исключая из этих уравнений ф, найдем 

oy ary 
ЕН == дуз = 0. (8.7) 

Из (8.6) и (8.7) видно, что вещественная и мнимая части любой 
аналитической функции комплексной переменной удовлетворяют 
уравнению Лапласа. Допустим, что необходимо решить дифферен- 
циальное уравнение типа уравнения Лапласа; эта задача сводится 
к нахождению аналитической функции, вещественная или мнимая 
части которой удовлетворяют граничным условиям. Уравнение Лап- 
ласа носит также название гармонического уравнения; функции фиф, 
удовлетворяющие подобному уравнению, называют иногда гармони- 
ческими функциями. 

8.2. Некоторые основные зависимости теории комплексных 
переменных. В последующем изложении будут использованы неко- 
торые основные зависимости теории комплексных переменных. Ниже 
дается краткая сводка этих зависимостей. 

1. Теорема Коши —Гурса. Если функция f(z) является 
однозначной и аналитической внутри замкнутой линии S и на 
самой линии, то интеграл от этой функции, взятый вдоль ли- 
нии, равен нулю: 

§ f (2) dz =0. (8.8) 
S 

Доказательство. В силу равенств f(z) =Ф-- № и dz= 
= ах || {Чу имеем: 

a 

По теореме Грина находим: 

$ (ede — day) = ad ct dx dy, 

федя J / (5— ах x dy, 

где Ю — область, ограниченная кривой $. Согласно условиям 
Коши — Римана (8.5) выражения, стоящие под знаком обоих двой- 

ных интегралов, обращаются в нуль во всей области Ю. Отсюда 

следует 

фл а# 0. 

Область R называется односвязной, если любая простая замкну- 
тая кривая, расположенная внутри нее, содержит только точки
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области. Если взять, например, кольцевую область, лежащую между 
двумя концентрическими кругами, то она не будет односвязной. 
Подобную область называют многосвязной. Многосвязную область 
можно представить как односвязную, если ввести линии, соединяю- 
щие внутренние контуры с внешними, как показано на рис. 8.2. 
Идя по контуру S в направлении, указанном стрелками на рисунке 
и принимая, что функция / (2) является ана- 
литической в области R и на контуре, мы iY 5 
получаем из формулы (8.8) 

флуда + фу аг + $f@az=0, 
5 S, 55 

ИЛИ и 
0 р 

фл) 42 — f f (2) dz - ff (2) dz; (8.9) Puc. 8.2. 

S S, Sy 

здесь интегралы с чертой соответствуют обходу контура по часо- 
вой стрелке, а остальные интегралы отвечают обходу против часовой 
стрелки. 

Таким образом, интеграл om f(z), взятый по внешнему кон- 
туру 5, равен сумме интегралов, взятых по внутренним кон- 
турам при условии, что интегрирование везде ведется в одном 
и том же направлении. 

2. Интегральная формула Коши. Рассмотрим функ- 
цию }(2), однозначную и аналитическую внутри замкнутого 
контура S и на контуре. Если & — любая точка внутри $, то 
Ly значение функции в этой точке опреде- 

5 ляется формулой 

_ 1 ff) 
м 19 == ф 242. (8.10) 

8 

Доказательство. Проведем вокруг > 
0 >= окружность 5, достаточно малого радиуса 

Рис. 8.3. [2 — 9 =r, 

так, чтобы эта окружность находилась внутри контура $ (рис. 8.3). 
По (8.9) имеем 

фе 42 — фе 42 = (©) фе фе © az. (8.11) 
< 5 81 8, 

Но на контуре $, будет 2 —Е==г:е и dz=ir,e* 40, поэтому для 
любого положительного г, должно выполняться равенство 

2 

dz фе, =1 | do — 2 (8.12) 
8, a 
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Функция f(z) является непрерывной при 2 ==, поскольку понятие 
регулярности включает свойство непрерывности. Следовательно, 
если задано некоторое положительное число ев, то имеется такое 
положительное число 6, что неравенство 

lf (2) -—fOl<e 

выполняется для всех 2, при которых (z—C)< 4 
Полагая г, —=06, получим 

ат | би Lo [42| < £ (2nd) = 2ne, 
S 

2—6 |= — 
1 1 

Если принять г; достаточно малым, то абсолютное значение полу- 
ченного выше интеграла может стать сколь угодно малым. Так как 
два других интеграла в (8.11) не зависят от г., то этот интеграл 
должен также быть независимым OT г, и равняться нулю. Таким 
образом, имеем 

фе 42 = 2nif (9); 

8 

теорема доказана. 
Формулу для производной f’ (5) можно получить, дифференцируя 

интегральную формулу Коши по 6 под знаком интеграла. Будем 
иметь (ра 

, __ 1 (г) dz 
f (6) —~ Ong 3 (z — C)3 

и, вообще говоря, 
n __ п! f (2) dz fi 7) = 5-7 (2—cjrrt: (8.13) 

3. Степенные ряды. Если функция f(z) является аналити- 
ческой во всех точках внутри круга $ с центром а, то в любой 
точке 2 внутри этого круга 

(2) =Л (а) Л’ (а) (2—а-.. 7" @ О ет. .. (8.14) 

Это значит, что бесконечный ряд сходится к f(z). Мы получили 
разложение функции f(z) в точке 2 =а в ряд Тейлора. При а =0 
это разложение преобразуется в ряд Маклорена: 

о, поло YS ft (8.15) 

Если функция f (2) является аналитической и однозначной на 
двух концентрических окружностях $, и Sp и внутри кольцевой обла- 
сти между ними, то в каждой точке 2 внутри этой области эта
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функция может быть представлена сходящимся степейным рядом по 
положительным и отрицательным степеням (2 — а): 

№ ©) [> ®] Bn 

f@=YAe—a"+Y т, (8.16) 
п =0 n=l 

где 

1 У (г) dz 
А, = 5 > п=0, 1,2,... 2a (z—a)"*1 

В — 1 У (г) dz n—=1,2.... 
по] —_ у nti $ (z— а) 

Ряд (8.16) называется рядом Лорана. 
4. Теорема вычетов. Как мы видели, функция f(z) всегда 

может быть представлена с помощью ряда Лорана в окрестности 
особой точки 2,. Проинтегрируем теперь ряд Лорана вдоль кон- 
тура S;, включающего особую точку 2==2:, но не охватывающего 
каких-либо других точек. 

При положительном п из формулы (8.8) находим 

ф (z— 21)" 42 =0. 

8, 

При п = —1 no (8.12) имеем 

а 
Чтобы вычислить интеграл ф G — при 2> 1, построим внутри $, 

23)” 
1 

/ 

малую окружность $: радиуса г с центром в Z=2;. Так как 
функция 1/(2 — 2)” является аналитической внутри области, заклю- 

/ 

ченной между контурами S; и $5, и вдоль этих контуров, TO 

42 42 1ге18 dv 

> oe — фе — ф rein’ = 0 при п > 1. 

S; 81 / 
1 

1 

Отсюда 

ф F(z) de — ея +.. . + A, (2—2) 

51 5 1 

+ (2—2... |а2== 2QniB,. 

Коэффициент В, при 1/(2 — 2!) называется вычетом функции в осо- 
бой точке 2—2, и обозначается через Ky.
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Если область Ю охватывает п изолированных особых точек 
21, 2,..., Zn, ТО можно построить п малых окружностей $; так, 
чтобы каждая точка была заключена в окружность, и чтобы KOH- 
тур 5 и все п окружностей He соприкасались. Эти окружности 
совместно с контуром $ образуют многосвязную область, в которой 
функция f(z) является аналитической. Из формулы (8.9) имеем 

b faz = фл dz + фу dz+...+ ф/Фаг. 
5 Sn 

В силу равенства 

 f (2) dz = 2niK; J=1, 2, ..., П, 

5. 
полученная выше формула преобразуется в формулу (8.17). Это 
доказывает справедливость следующей теоремы. Густь функция 
7(2) является аналитической во всех точках внутри замкнутой 
кривой $ и на этой кривой, за исключением нескольких особых 
точек, лежащих внутри 5. Если через Ky, К.,..., К» обозначены 
вычеты функции f(z) в этих точках, то будем иметь 

(pf (2) dz = 2nk (Ky НК... ЕК»). (8.17) 
5 

5. Конформные отображения. Вещественная функция 
вещественной переменной, например, у= /(х), может быть изобра- 
жена графически, если нанести значения х и у в качестве прямо- 
угольных координат точек в плоскости x, у. Можно сказать, что. 
функция /(х) отображает каждую точку на OCH х в точку плоско- 
сти, лежащую на расстоянии у вдоль вертикали выше или ниже 
исходной точки. В результате отображения всех точек оси х полу- 
чаем кривую, являющуюся графиком функции. Если переменные 
являются комплексными, то графическое изображение функций будет 
более сложным. Если имеется функция 2 = } (<), где 6 =Её- 7, то 
каждой точке (&, 1) в плоскости ©, на которой определена функция 
ГЕ), будет соответствовать точка (xX, у) в плоскости 2. Соот- 
ветствие между точками в двух плоскостях называется отображе- 
нием точек плоскости © на точки плоскости 2 с помощью функции 
отображения f (5). 

Допустим, что некоторая точка перемещается вдоль кривой S, 
лежащей в плоскости С; тогда соответствующая точка 2 опишет 
кривую $’ в плоскости 2. Кривая S’ называется образом кривой 5. 
Если функция Г (С) является аналитической и /” (©) #0, а две кри- 
вые $, и $. лежат в плоскости © и пересекаются под углом a, то 

/ 7 

соответствующие кривые S; и Se в плоскости 2 также будут пере- 
секаться под углом а. Отображение, произведенное с помощью
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аналитической функции 2==/(0) при f’(C)#O0, всегда сохраняет 
углы неизменными и называется конформным. В дальнейшем тер- 
мином конформное отображение мы будем пользоваться для обо- 
значения преобразования с помощью аналитических функций, при 
условии f’ (©) #0. 

Заметим, что с помощью конформной функции z= 1 (6), осу- 
ществляющей конформное отображение, аналитическая функция 
комплексной переменной 2 преобразуется в другую аналитическую 
функцию комплексной переменной 6; вещественная и мнимая части 
этой новой функции должны удовлетворять уравнению Лапласа. 

Допустим, однако, что для контурной кривой, охватывающей об- 
ласть А в плоскости 2, решение задачи оказывается сложным. Тогда 
эту кривую можно отобразить на плоскость G таким образом, что 
удовлетворение граничным условиям будет более простым. 

8.3. Кручение призматических стержней. Основное диффе- 
ренциальное уравнение в задаче о кручении призматических стерж- 
ней имеет форму уравнения Лапласа. Используем комплексные пере- 
менные и обозначим через х функцию депланации; тогда задача 
сведется к определению аналитической функции Р(2) =Ф-Е id, 

вещественная часть которой удовлетворяет граничному условию (5.7). 
Однако это условие применять неудобно. Поэтому рассмотрим гра- 
ничное условие, которому должна удовлетворять функция $. 

Вещественная и мнимая части аналитической функции связаны 
между собой условиями Коши — Римана, которые в данном случае 
имеют вид 

д$ _ _ 49 90 _9д 
дх ду’ ду Ox 

Подставляя эти Зависимости в граничное условие (5.7), получаем 
у 

(53 — у) 1+ (—5 st +x) m=0 Ha контуре S. Вводя значения 

ау an 
=F, И m=— 7, после группировки членов получим 

Ov ау Ov dx dy ax 

ay ds + dxds — У as + *as* 
ИЛИ 

Интегрирование дает 

ф=- РУС на контуре $. 

Так как постоянная С, фигурирующая в полученной формуле, не 
влияет на значения напряжений, то ее можно не определять. Учиты- 
вая соотношение 

х?- у? == г = zz,
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полученное выше граничное условие, выраженное через комплексную 
переменную 2, приводим к виду 

= 22 С на контуре $. (8.18) 

Решение задачи о кручении сводится, следовательно, к определению 
мнимой части аналитической функции Р (2) при условии, чтобы она 

принимала на контуре S значение 5 22. 

При этом необходимо конформно отобразить поперечное сечение 
стержня, лежащее в плоскости 2, на единичный круг в плоскости G 
с помощью функции 

= (5). (8.19) 

Если функцию F(z) выразить через комплексную переменную 5, то 
получим 

F(z) =o+i=FISOl=Fi ©}; (8.20) 

условие на контуре (8.18) принимает вид 

b=5fO 7 (2) на контуре S,, 

где через $, обозначен единичный круг |[C|==1. Из определения 
сопряженных функций имеем 

F,(C) =Ф— ty; 
отсюда 

2 = F,(C)—F, (5). 
Приведенное выше граничное условие преобразуется к виду: 

F, ©) —F,(¢)=if ОТОС’ на контуре $.. (8.21) 

Будем считать, что функция отображения f (C) задана. Ha еди- 
ничном круге она обращается в функцию одной только переменной 8 
и может быть разложена в комплексный ряд Фурье: 

Л = Л (8) => Але; (8.22) 

коэффициенты ряда определяются по формуле 

A, = 5- [ fem 49. (8.23) 
О 

В приведенных формулах через ¢ == е обозначены точки единичного 
круга.
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Так как функция Р, (©) является аналитической внутри круга S,, 
то ее можно разложить в степенной ряд 

Е. © = x B,{. (8.24) 
N= 

На единичном круге имеем: 

Fi) = У Ве и Е, (Р) = У B,e-i, 
П =0 n=0 

где В, — величины, сопряженные с B,. Подставляя эти ряды в урав- 
нение (8.21), находим 

> Вией" — > Вие-8 = ( > A,et)( > Aye) + С’ = 

=i У Сие" С’, 

где 

С,= DS Ан шА»  Cuon=Cy п=0,1,2,..., 00. 
m=—co 

Так как постоянные члены в выражении для F,(C) не играют роли 
в задаче о кручении, то можно оставить их не определенными. 
Приравнивая попарно коэффициенты при е?" в обеих частях урав- 
нения для всех п, кроме n==0, находим 

В, = iC, В» — — iC, 

Е. © = > Сп + const. (8.25) 

Разделение вещественной и мнимой частей в формуле (8.25) сразу 
определяет функцию депланации ф и сопряженную с ней функцию $. 

Чтобы выразить J через Р, (©) и f (©, надо поступить следующим 
образом. Из формулы (5.15) имеем: 

i= ] foermarayt ff (хо — эаз)акау= 

=] [угу + jz (9) ах +] [55 (x9) — 09| ахау= 

-—$ ху (x ах — ydy) _$ ф (x dx + ydy);



208 ПРИМЕНЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ [гл. 8 

последнее преобразование проведено с помощью формулы Грина. 
Имея 

г 2 2—2 
x — + , y= ; 

2 21 

находим 

f xy (xdx—ydy) = gh (22 —2*)(2dz +242) = 
8 8 

== ф (2342 2242.— 242 — 2°42). 

5 

Но по теореме Коши — Гурса 

ф242=0, фра = 
5 5 

Интегрируя другие члены подынтегрального выражения по частям 
~\2 

и учитывая, что функция (zz) является однозначной, находим 

Отсюда 

Используя соотношение 

1 — — 

= [8. ©О-+ Е, (©) 

перепишем приведенную выше формулу в виде 

=a фо“ — фе. ОР ОУ 47+ 

+F(C)adf@]. — (8.26) 
Из формул (5.5) и (5.16) получаем 

T (a9 0 т tee — bye = (5% — = — —ix) = = (3 1st —i(x—iy)]. 

С другой стороны, имеем 

ap dF ae Fi © 
ant Og = ata FO’
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где Р! (© обозначает oo ‚ а f’ (6) обозначает a или mea) ; 
Это дает © 

Tea Ку: = rao © ~F(8). (8.27) 

Таким образом, полное решение задачи о кручении осуществимо, 
если область, ограниченная контуром поперечного сечения стержня, 
может быть конформно отображена на еди- №? 
ничный круг. 

Рассмотрим в качестве примера случай 
кручения стержня, поперечное сечение кото- 
рого представляет собой кардиоиду. Уравне- 0 
ние кардиоиды в полярных координатах 55—45 
будет иметь вид: 

r= 2c(1 | со$ 8), 

где с — постоянная. Задача о кручении 
стержня с сечением такой формы представ- Рис. 8.4. 
ляет некоторый практический интерес: она 
позволяет учесть отверстие профильного очертания в круглом вале. 
Сечение, имеющее форму кардиоиды и лежащее в плоскости Z 
(рис. 8.4), можно отобразить на единичный круг в плоскости 6 
с помощью функции отображения 

2—1 (© =с(1— 6). (8.28) 
На единичном круге ¢ == ей 

f(t) =с(1 — 2et#+ е28) и f(th—=c(1 —2e-#+ е-2%). 
Находим 

КЛС = с? (e248 — 4ei8 — 4е-8 4 е-28 4 6), 

откуда 
C= 62, С = — 462. 

Это дает 
F, (© = ic? €2 — 4€) + const. 

По формуле (8.25) может быть теперь вычислена постоянная 

кручения J. Учитывая, что на единичном круге !$| = 1 будет # = 1/t 
получим: 

J= 7 9( +в) а — t+ 2) (—2--20 dt — 

2+ [е—4 —(в-+) (2¢ Аа — 
5 

re 

6 8 6 1 —Fo(e—se+s+6—F ttatpoate)e
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По теореме вычетов 
4 

j= ont {5 35 —S 6 (— 18) | = 17тс4, 

Отметим, что полученная при интегрировании неопределенная постоян- 
ная в выражении для F,(O), как и следовало ожидать, не влияет 
на величину J, 

Касательные напряжения можно вычислить по формуле (8.27): 
__ TT 521 (2% —4) Aol Ti fe(2—4) 2 

to — Ve [Ро —¥]=r,al 1—6 a—ty |. 

Полученная формула позволяет определить касательные напряжения 
для различных значений = -- 17. Коорди- 
наты соответствующих точек в плоскости Z 
можно найти с помощью функции отображе- 
ния (8.28). 

Задача 1. Сечение гофрированной формы 
в плоскости 2, как показано на рис. 8.5, может быть 
отображено на единичный круг в плоскости © при 
помощи функции отображения 

= 2 = Л (6) = cl (1+ mo”), 
п=/2, т=//б где с, т и п — положительные вещественные по- 

Рис. 8.5 стоянные. Найти функцию ф, постоянную кручения J 
oo и напряжения в случае, если стержень такого сече- 

ния подвергается кручению *). 
Задача 2. Сечение призматического стержня получено инверсией эл- 

липса относительно его центра. Стержень подвергается кручению (рис. 8.6) **). 
Контур поперечного сечения $ задан в параметриче- 
ской форме: ЛУ 

Хх 1 у 1 
sep yt с 1 60$ и, хер с SHA sing, 

где и — параметр, с = и ША _2. [т 
У 2-5 а 

Это параметрическое уравнение можно переписать 
в виде 

2 = с5ес (ю №), ч=0, 
Рис. 8.6. 

где м =и- iv, 
Такое поперечное сечение может быть конформно отображено на еди- 

ничный круг || =1 с помощью функции 

_ 2ее __ inw 
oC eth ead ONO 

n=0 

*) Cm. A. C. Stevenson, The torsion of a fluted column, Phil. Mag., 
Ser. 7, T. 34, 1943, 115—120, 

**) См. Т. J. Higgins, The torsion of a prism with cross section the 
inverse of an ellipse, J. Appl. Phys., т. 13, 1942, 457—459. См. также 
J.S. Sokolnikoff,R. О. Specht, Mathematical Theory of Elasticity, М. У., 
1946, 183 —185, 
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0 при п=0, 2,4,..., 

an = n=1 
2c(—1) 2 e-”k при п=1, 3, 5,... 

Найти постоянную кручения и касательные напряжения, 
Отв. J = пс4 (2 csch? 2k + csché 2k), 

T csch 2k ch (v + К) sh (vu -+ А) 

tee = — 7 2e sin we [ и —ch2(v +b) Г cos 58 + ch2(v <p) 

T csc 2k sh (uv + R) ch(v-+ k) 

Tye = — 7 20 Е OSPR TDI 

8.4. Кручение стержня эллиптического сечения. В предыдущем пара- 
графе было получено полное решение задачи о кручении в предположении 
что область, ограниченную контуром поперечного сечения, можно конформно 
отобразить на единичный круг. При этом имелось в виду, что отсутствуют 

dz 
особые точки преобразования, для которых ав = 0. Однако имеются попе- 

Ss 

речные сечения простой конфигурации, для которых такой прямой путь 
преобразования оказывается невозможным. Примером может служить эллип- 
тический цилиндр; функция конформного преобразования эллиптической 
области на единичный круг настолько сложна, что задача представляет зна- 
чительные трудности. Но решение задачи можно значительно упростить, 
если разрезать эллипс вдоль отрезка, соединяющего его фокусы, и отобра- 
зить рассеченный эллипс на круговое кольцо. Тогда функция отображения 
будет простой; чтобы перейти к сплошному эллиптическому сечению, необ- 
ходимо лишь удовлетворить условию непрерывности функции Р (2) при при- 
ближении к разрезу с одной и другой стороны. 

Рассмотрим функцию отображения 

С 1- z=f(t) =$(c +5). (829) 

где с — вещественная положительная постоянная. Решение относительно C 

дает 

t= zt У 28 8 =2+ V (z—c) (z+ 0). 

Рассмотрим функцию 

= + V (2—6) (20). 
Если принять 

и, 8, 2— с = пе", 2 с = гой 

С. = V Tira 2? (8,-+6.)/2 

Если не вводить каких-либо ограничений, то ©, может принимать два значе- 
ния для каждого 2, имеющие разные знаки, в зависимости от выбора 0; и Oy. 
Это можно показать, приняв, что 2 описывает кривую, включающую только 
точку 2=C и не включающую точку 2 = —с (рис. 8.7, а). Если за началь- 

* * 

ную точку принять 0, =8;, 0, = 6,, то после полного обхода контура полу- 

TO 

* * 

чим 9, = 6, | 2х, 0, =0., и аргумент функции &, возрастет на величину м. 

Это будет означать, что 2 возвращается к начальному значению, в то время 
как 51 не принимает своей исходной величины. То же относится к случаю, 
когда г описывает кривую, включающую точку г = — с, HO He охватывающую
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точку г = с. Обратимся к случаю, когда 2 описывает кривую, охватывающую 
* * 

обе точки (рис. 8.7, 6); тогда 8, возрастает от 0, до 0, -|- 2x, а 0, возрастает 
* * 

от 9, до 0. -|- 2; следовательно, $, возвращается к своему первоначальному 
значению. Точки А (2 = с) и В (2 = — с) называются точками разветвления. 
Чтобы обеспечить однозначность функции 41, надо исключить возможность 
обхода точкой 2 такой кривой, которая охватывает только одну из точек 
разветвления. При этом может быть сделан произвольный разрез, включаю- 
щий AB, т. е. разрез вдоль точек разветвления. Тогда функция &1 будет 
однородной в вырезанной полоске. Разрез удобнее всего производить вдоль 
отрезка АВ на вещественной оси. 

1 Ay 

2» 
5 tt alan . И 
Z=-C = / 2=-C 

а) 0) 

Рис. 8.7. 

Вернемся теперь к функции отображения, определяемой выражением 
(8.29). Отметим, что контур 51: единичного круга |&1|=1 соответствует 
отрезку АВ на оси 2. Это значит, что разрез в плоскости 2 отображается 
на единичный круг в плоскости & Когда точка & = = ей описывает круг 
|2 |= 1, то соответствующая точка 2 дважды описывает отрезок AB; это 
соответствует зависимости 

с 1 
00065 (1+), 

причем точки ¢ = e489 и #=е-4 в плоскости 6 соответствуют одной и той же 
точке отрезка АВ. Круг 5’ радиуса py в плоскости & соответствует эллипсу 
в плоскости 2, полуоси которого равны: 

c 1 c 1 ‚ен. F(a) 
Выражая py и с через а и 8, получим 

ао 
ре = are р. (8.30) 

а— 6 

Следовательно, точки А(— с, 0) и В (с, 0) являются фокусами эллипса. 
Очевидно, контурное условие (8.21) должно удовлетворяться в плоскости © 

на круге 5’, или при [(|=р1. Условие Р! (1) = Fy (Ё) должно выполняться 

на единичном круге $1, так как точки f= ей и =е-1 соответствуют одной 
и той же точке отрезка АВ в плоскости 2; функция F(Z) будет приближаться 
K одному и тому же значению при приближении 2 к разрезу АВ с обеих 
сторон. Иными словами, функция F(Z) будет аналитической в неразрезанном 
круге.
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Функция Fy (£) должна быть однозначной и аналитической внутри кольца 
между $51 и 5’. Поэтому ее можно разложить в ряд Лорана, 

Fi@= У Bro, (8.31) 
= =O 

который сходится при 1<|[&| <p; На единичном круге должно быть 

F, (2) = Fy (2) или р Вией = > Вие-#й; 

это возможно при 
B, — Ben. 

Приведенные выше зависимости были получены для случая, когда разрез 
сделан вдоль отрезка АВ вещественной оси. Отметим, однако, что подоб- 
ные же зависимости могут быть выведены при условии, что разрез сделан 
вдоль любой другой кривой, соединяющей Аи В. Условие (8.21) должно 

удовлетворяться на круге $’ при & = р1е. Отсюда 

< т ind с? 1 -48\/- _- 1 У, Виете"" — iB, pie in =F (ne Не i ) (ee #4 — eft) 4 

—со —0O 

tom les (tte) bem) te. 

1 

Сравнивая коэффициенты при ef? в обеих частях уравнения, находим 

_ ic? _ = ic? 
Вр: — В * =, Вэ“ — Вы: =-р. 

С другой стороны, 

Ви = —n ИЛИ Ви = Bn} 

отсюда . , 
= — ic ~ 5 .2 ic 

Bye — Bop} "= Bop, — Ву = р. 

Решая эти уравнения, получим 

все остальные значения В„ будут равны нулю. Отсюда 

ic” py 
Py ($) — — 4 

4 м1 

1 
Ё + а) + const. 

Учитывая соотношение 

2=ч (+в +2). 
будем иметь 

2 
tp; 

F(z)= 22 + const. 
1
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Подставляя в полученное уравнение величину 01, выраженную через 
большую и малую полуоси а и 6, найдем 

Ще 2 F(z) о Le 22 + const 

Это дает 
а? — b2 

ф == — Dob ху -+ const; 

такое же выражение было получено в $ 5.2. 

Чтобы вычислить J, подставим © = р1е и & = рне- в формулу (8.26). 
На круге 5’ имеем: 

По = (ре + 5-28); Убей + eo), 
Отсюда 

| 

5
5
 

xl
s 

и, далее, 

9 

ic? . 1 . ic? 2 
| ; (viet + ert) : Хх 

Ppl Py 4 +1 

2-20 , 1 is E ( ва 1 ') г 1 е —е — | ре — eth |) — [ре — — -#) х(# Тр ) gy РГ >, a \ PA ей) + 

c ( 6, 1 ic ( _; 1 )] 
+ — et + — e108) — [| — 46 + — gt 

9 р1 Py о р1е РЯ dQ, 

Непосредственное интегрирование дает 

а 9 о __® (а? — 62)? _ ха363 
498 (a? 6?) д ab ай те. 

Касательные напряжения можно вычислить по формуле (8.27). 

8.5. Задачи о плоском напряженном состоянии и плоской 
деформации. В параграфе 4.1 было показано, что решение задачи 

о плоском напряженном состоянии или плоской деформации при 
наличии объемных сил тяжести можно свести к определению функ- 
ции напряжения , удовлетворяющей бигармоническому уравнению 

Vib = 0.
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Зададимся целью дать решение этого бигармонического уравнения 
< помощью комплексных переменных. 

Перепишем это уравнение в виде 

V2 (Vb) = 0. 

Отсюда следует, что функция 

р = У*ф 

удовлетворяет уравнению Лапласа У?р —=0. Если обозначить вели- 

чину, сопряженную с р, через 4, то функция 

h@=p+iq 

будет аналитической, и интеграл этой функции по 2 будет также 
аналитической функцией. Примем 

F(2)=P+iQ= > f fi (2) dz: (8.32) 

тогда 

д д д Ве ел ФЕ: 
отсюда 

Эти соотношения дают 

V2 (xP + yQ)—= 25> + 25 =p. x 

Имеем V*b==p, следовательно, 

У" (ф— xP — yQ)= 0. 

Таким образом, функция (ф— хР — yQ) является гармонической 
функцией; обозначим ее через Py. Функцию напряжений можно выра- 
зить в виде 

ф—=Р + yQ+ Py. (8.33) 

Функция напряжений ф, определяемая по (8.33), может быть 
представлена с помощью нескольких различных выражений. Составим 
функцию 

x (2) = P, + iQ, 

где ©, — функция, сопряженная с P,. Учитывая соотношение 

ZF (2) = (x — iy) (P+ iQ) = («xP + yQ)-+ (хо — УР), 
имеем 

ф = Re [22 (2) +x (2)]; (8.34)
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здесь символ Ке обозначает вещественную часть данной функции. 
Обозначая функции, сопряженные с F(z) и y(Z), соответственно 

через F (2) и У (2); получим 

ЕР (2)=РЫ— Ю, y(@)=P,— iQ, 

при этом формула (8.34) перепишется в виде 

ф— 5 [2Е (2) + 2Р @) + к (а +. (8.35) 
Судя по уравнениям (8.34) и (8.35), любую функцию напряжений 
можно выразить через надлежаще выбранные аналитические функции. 

Найдем теперь выражения для перемещений и напряжений через 

эти аналитические функции. Из соотношений (3.27) и (4.4) следует, 
что в случае, когда объемные силы отсутствуют, будет: 

ие. 
=] т (бу — ¥2,) == (65—55). (8.36) 

oe 4 au Zab tay = — 20+") cae | 

Учитывая зависимости 

р—= У = ony 4 9% 09 _0Р _ 1 
ду? и ду дх 4.’ 

из первых двух уравнений получаем: 

ди _1 __ ory 074 

Ox — Е (р o)— у 9 | = 
1 Г, oP 9 

= zlp—at+y5h]= Е 49: —( =] 

1 
Е | 

Произведя интегрирование, находим: 

= Ра +5 0), 
= 5 [49—@- 5+8], 

где г’ (у) и 2>(х)— произвольно выбранные функции соответственно 
от yu x. Подставляя эти выражения в третье уравнение (8.36) и 
сокрашая на общий множитель 1/E, будем иметь 

4 (S455) —2а- agg t = 2 ay Sar
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С другой стороны, имеем 
oP a 0Q 

Oy = 0x’ 
следовательно, 

ag dg» 

dy Гах = % 
это дает 

dg 42 
dy ах = С, 

где С — постоянная. Отсюда 

£1 =Cy+C,, Qo = —Cx+C,. 

Из определения компонентов деформации следует, что данные KOM- 
поненты перемещения не вызывают какой-либо деформации и пред- 
ставляют перемещения абсолютно твердого тела. Отбрасывая эти 
члены, окончательно получаем: 

== [4P—a+ys2], 

v te a+954], 
ИЛИ 

нюх 4Ф--Ю—а-+5(5 #5). (8.37) 

Учитывая соотношения 

Oz Oz Oz Oz 
— 1 i —_ af — — —j, 

Ox” Ox ' Oy” Oy 

по формуле ©. 35) найдем: 

oY = 5 [2Р' (2) HF) +2 @+FO@+7O+7 @. 

р =f [ЕР (2) — F@—2F @+F@+y7 Хх 
onewna 

ee a г. — (2) 2Р' @ +7’ @. (8.38) 

Учитывая зависимость Р Ир = F(z), имеем 

3—\ 
at-iv= Е 

Эта формула позволяет вычислить составляющие перемещения для 
задачи O MJIOCKOM напряженном состоянии, если известны функции 
F(z) и у(2). Подобную же формулу легко вывести для задам о пло- 
ской деформации. 

Ее’ @ НУ. (6.39)
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Рассмотрим теперь составляющие напряжения. Дифференцируя 
уравнение (8.38) по х и у, находим: 

a 1 > = F’ (z) + 2F" (2) Р’ (2) +’ (2), 

дк HIF @)—2F @+F' ®—® EO). 
Умножив второе уравнение Ha / и вычитая полученное уравнение из 
первого, а затем, сложив его с первым, будем иметь 

On + 0, = 2F’ (2) + 2Р’ (2) = 4Re F’ (2), (8.40) 

Oy — Sq — у = 2 [2Р" (2) У" (2). (8.41) 

Уравнению (8.41) можно придать более удобную форму, заменив 

в обеих частях i на (— 2), 

Oy — Sp + ity == 2 [2Р" (2)+-y” (2). (8.42) 

Формулы (8.40) и (8.42) определяют компоненты напряжения, если 
известны функции F(Z) и У (2). 

Вычислим теперь результирующую силу, действующую в пла- 

стинке по дуге АВ. Пусть Х 45 и Yds представляют составляющие 
Ay по осям хи усилы, действую- 

щей на элемент 4$ дуги АВ 
Yas и совпадающей с положитель- 

2/2 ным направлением нормали М. 
ах Тогда получим: 

6) X= 6,c0sa-+ Ty, sing, 

Y—=o,sina-+-t, cosa, 

где «— угол между положи- 
тельным направлением нормали 
и осью х. Дуге 4$ соответ- 
ствуют проекции 4х и dy, как 

a) показано на рис. 8.8, 6. Если 
Рис. 8.8. принять положительное на- 

правление дуги ds от Ак В, 
то с возрастанием $ значение х будет уменьшаться, и отрицатель- 
ному значению dx будет отвечать положительное значение ds. Тогда 

——Х 

saa 2 и sing= dx 
COSA — Ts _ ds ° 

Вспомнив соотношения 

ar 
ow =~ Oy?
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найдем: 

pay yy OY ак о (40а _ a (a4 
X= Oy? ds + 9хду ds” oy ay) de + 5х yy a = (3): 

pa ax OY dy ad ( 04) 
— 9x2 4  дхду ds — ox /* 

Компоненты результирующей силы, действующей по АВ, оказы- 
ваются равными: 

В В 

ram к Гы, 
P = [Tw f£(e (55) 45 —— [St] 

здесь скобки | Г. обозначают разности значений в точках Ви А. 

Момент силы, действующей по дуге АВ относительно начала О, 

равен 

М = for и /| ха ( (52) +a (5 5). 

Интегрируя по частям, получаем 
В 

[ее |, +00. (8.44) 

| (8.43) 

] 

8.6. Решение задач о плоском напряженном состоянии и пло- 
ской деформации в полярных координатах. Обратимся к общему 
решению задач о плоском напряженном состоянии и плоской дефор- 
мации в полярных координатах. Обозначая через 9, и Up компоненты 
перемещения в точке Р’по направ- ду 
лениям изменения полярных коор- 
динат ги 0 (рис. 8.9), получим: р’ 

= vu, cos 8 — uy sin 0, AF 
Ги % y 

v=v,sin§-+ v,cos 0. of г \ г 
/ 

Так как (— 1) =, получим № 

7) u >| 
u+iv=vu,(cos 6 +-i sin 6) + Oo —»-Z 

+ iv, (cos 91 sin 0)—=(v,-+-iv,) ей. Puc. 8.9. 

Для задач о плоском напряженном состоянии находим отсюда 

о, м, = e- (и ю) = 

= eit! == F(z) lt Fr’ @+y GC 8.45 = ЕР — 5“ РР’ @+7@)}. (8.45) 
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Подставляя в правую часть уравнения (8.45) == гей и z—re-i и 
разделив вещественную и мнимую части, придем к выражению для 
перемещений VU, и Uy, в полярных координатах. 

Чтобы выразить составляющие напряжения через полярные коор- 
динаты, обозначим здесь координатные оси г и 0 соответственно 
через х’и у’. Тогда 

б, — 0х, 06 = бу’, Tye == Taylyle 

Учитывая обозначения 

д =с0$0, m,=sin8, [5 — — $10, m,=cos6, 

из формул (1.15) находим: 

д; = 6, Cos? 0 +a, sin? 6 + 2х, sin 0 cos 8, 

98 = 0, sin? 0 + с, cos? 6 — 2t,, sin 8 cos 8, 

Tp == (— 3, + ву) sin 8 cos 6 -+- т, (cos? 0 — sin? 6). 

Из этих формул непосредственно вытекают соотношения: 

6, в =z + Sy, 

Sy — с, + 2 = (oy — о» + 2itzy) е?8. 

По формулам (8.40) и (8.42) имеем: 

o, +o, =4Ве Р’ (2) = 2[F’ (2) Р’ (2, (8.46) 

5 — 0, + ии = [2Е” (2) НХ” (2)] e248, (8.47) 

Вычитая (8.47) из (8.46), получим 

„— Ин =’ (z) + Е’ (2) — [zF” (z) + у” (2) е?8. (8.48) 

8.7. Общее решение задачи для бесконечной пластинки с кру- 
говым отверстием. Выберем начало координат в центре кругового 
отверстия. Если граничные условия выражены через заданные напря- 
жения на контуре отверстия, то величины с, и t,, будут известны 
при 2 == ае, где а— радиус отверстия. 

Аналитические функции F’(z) и y” (2) можно разложить в сте- 
пенные ряды. Так как напряжения должны оставаться конечными 
при г-— со, то из формул (8.46) и (8.48) находим, что эти функции 
должны оставаться конечными и при Г—=со. Следовательно, эти 
функции должны иметь вид: 

F’ (2) = Ana", 

1 

(8.49) 

x” (2) = > B,z-", 
n=
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где A,, В, —комплексные постоянные. Из формул (8.46) и (8.48) 
видим, что напряжения на бесконечности определяются постоянной Ву 
и вещественной частью постоянной Ay. Мнимая часть комплексной 
постоянной Ау не влияет на напряженное состояние. 

Интегрируя (8.49) по 2, находим: 

ыы — 1 

Е (2) = Аг Ата — У, ine" с, 

п=2 

п2—+1 

п— 1 

NI В x’ (2) = В+ Ва ш2— У, 
П=2 

Со, 

где с: и с> — комплексные постоянные. Учитывая соотношения 

P@= > Ae, 
N= 

— — — - — В п — 

Х' (2) = Вог Выше — Sak 1 
N=2 

из выражения (8.45) получаем 

n—l 

„| 3— < —п+1 
ое 5 [ле-нли— У Ane с: | — 

® n=2 

15> (kere Sazen)— 
n=l 

_ a. Boz-+B,inz— \ Puen + | (8.50) 
n=2 

Исследуем функцию Inz. Положив 2 —=гей, будем иметь 

Inzg=Inr+ И. 

Эта функция не является однозначной, так как при обходе вокруг 
отверстия величина 8 возрастает от некоторого значения 0, до 9, {- 2х. 
Приращение v,-+-iv, при обходе отверстия будет тогда 

аще (== А, -- + В). 

Условие того, чтобы величина 9,--{®, была однозначной, имеет вид 

8—уА,-+а-у, =0, 
ИЛИ 

A, =— 5 В, (8.51)
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Так как напряжения с, и т. заданы при г==а, выражение (5,—{%, 5), -в 
можно разложить в комплексный ряд Фурье: 

(@,— и), _а= Dy Сей; (8.52) 
Tm — CO 

коэффициенты С„ находим по формуле 
an 

С. | (0, (0) — чье a8, n=0, 1, —1, —2,... (8.53) 

0 

По формуле (8.48) имеем 

„— ин = F’ (2) НР (2) — [2F” (2) х” (2) е28. 
Подставляя в полученное выше выражение ряды (8.49) и (8.52) и 
учитывая, что на контуре кругового отверстия г =a, находим: 

~~ . 

п= — со 

oe) oo foe) со 

— У An ет 1 У ет + У nen ет У Sn e-i(n—2) 0 — 

n=0 n=0 n=0 n=0 

со TO — 

Bn+e e—inb By ° . А . 
— __ 2 n =У [d+ 4,—32 |] a — Zt ett — Ве + St eins 

n=0 n=0 

Сравнивая коэффициенты при ев обеих частях полученного урав- 
нения, имеем: 

Ay + Ay — = С. (8.54) 

АРС, (8.55) 

>. — By = C2, (8.56) 

An =C, при п>3, (8.57) 

АС, при n>. (8.58) 

Поскольку величины А--А и Ву характеризуют напряженное 
состояние на бесконечности, будем считать их известными. Выше 
отмечалось, что величина напряжений не зависит от мнимой части 

постоянной Ay. Из формулы (8.50) следует, что при определении 
перемещений мнимая часть Ay будет соответствовать смещению абсо-
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лютно твердого тела. Следовательно, величина мнимой части по- 
стоянной Ay не существенна при решении задачи, и ее можно при- 
нять равной нулю. Тогда постоянная Ay станет вещественной; будем 
иметь 

Ао + Ay = 2Ap. 
Из (8.51) находим 

ry | 
А: = — ute B,. 

Подставляя это значение в выражение (8.55) и решая его OTHOCH- 
тельно B,, получим 

B,=— =o | (8.59) 
Из выражения (8.51) следует 

A, = Et Ce (8.60) 

Из уравнения (8.56) будем иметь 

Ao — Вуа? —- Сьа?. (8.61) 

Имея в виду, что постоянная Ау считается здесь вещественной, 
из (8.54) находим 

Bo — 2A,a? — C,a?. (8.62) 

Уравнения (8.57) и (8.58) дают 

A,=C,a" при n>3 (8.63) 

и 

В, = (п — 1) a®A,_-2—@"C_nig при п>3. (8.64) 

Таким образом, все коэффициенты оказываются известными. Задача 
будет полностью решена, если задано распределение напряжений 
по круговому контуру. 

В качестве примера рассмотрим задачу о широкой плите, имею- 
щей в средней части малое круговое отверстие радиуса а и под- 
вергающейся равномерному растяжению в направлении х. Эта задача 

была решена в параграфе 4.5 другим методом. Граничные условия 
здесь будут следующими: 

при r=co в6,=5, бу = Tay == 0, (8.65) 

а при Г=а 06,=%,—0. | 

Из формул (8.40) и (8.41) находим для Г == со: 

S=4A, —5=2В,; 
отсюда 

S sy S 
А =, В=— 7°
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Далее, из (8.52) и (8.65) находим, что все коэффициенты Фурье C,, 
обращаются в нуль. Тогда формулы (8.59) и (8.64) дают: 

A,=0, В, =0, 
Sa Sai 

A=—) B=. 
А, =0 при n>, 

В: = 0, B,=—, 

B,=90 при п>5. 

Соответственно, функции Р° (2) и x" (2) будут иметь вид: 

, S 2a? и S 3a4 rP@= (1-4). v@=—-Zs(1-F+4). 
Подставляя эти выражения в формулы (8.46) и (8.47), находим: 

„+ =5(1 —2 fx 608 28), 

20, 
Og — 0, + 2it, = S(2 ве ein 4 Se — а. ев. 

Это дает: 

б ‚= (1 —=)+ 5 (1-3 4—4 5 )cos26, 

=. (1+5 =)— = (1+3 22) cos 28, 

и=— 5 (1424 — 3-22) 9128. 

Мы пришли к тем же выражениям для напряжений, которые были 
получены в параграфе 4.5. 

Отбрасывая несущественные постоянные интегрирования С; и Co 
в формуле (8.50) и разделяя вещественную и мнимую части, имеем: 

p= 2) [ее ++ +r—)cos26], 
S(1+ 9) ( l—v — — 2a? +- г?) sin 20. 9% о Nip 2 +5 72 

Задача 1. Пользуясь методом, изложенным в данном параграфе, найти 
закон распределения напряжений в бесконечной равномерно растянутой пла- 
стинке с малым круговым отверстием в средней части. Граничные условия 
здесь будут Sz = в, = $, гу =0 на бесконечности и в; = 1,4 = 0 при г = а. 

Отв. F’ =>, Хх” (2) = se , 

2 2 

oy = s(1—4), a=S(1+4), Trp = 0, 

S (1 у, = CPG r+a), Up = 0.
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Задача 2. Найти распределение напряжений в бесконечной пластинке 
с круговым отверстием, если по краю отверстия приложено равномерно 
распределенное нормальное давление р. Напряжения на бесконечности при- 
нимаются равными нулю. Граничные условия будут следующими: 

бд =, =tyay =O при r=co, 

с, =— р, 5 =0О при г=а. 

a2 

Отв. F’(2)=0, у’ =, 
a a 

op = — FS , = ’ tra = 0, 

а? (1+ у) = 2204) | Шо 

Задача 3, Найти распределение напряжений в бесконечной пластинке 
с круговым отверстием, если давление р, приложенное вдоль кромки отвер- 

стия, изменяется по закону 

в, = ро cos 0 прр — «< 09а 

и 
в, = Ро со$ (п —0) при па 9 <т-а; 

напряжения на бесконечности считаются равными нулю. 

8.8. Бесконечная пластинка, находящаяся под действием со- 

средоточенных сил и моментов. Метод, описанный в предыдущем 
параграфе, можно также использовать для исследования. напряжен- 
ного состояния в бесконечной пластинке, находящейся под действием 
сосредоточенных сил и моментов. ly 
Начнем с рассмотрения бесконеч- 

ной пластинки толщины Й с круго- у 

вым отверстием радиуса a. Пред- 
положим, что распределение напря- 
жений по краю отверстия задано 

в следующей форме: OG \т 2 

— Onah ’ — Элай’? 

а на бесконечности напряжения 
равны нулю. Величины Р, и Py 
в этих выражениях являются по- Рис. 8.10. 

стоянными, это — составляющие ре- 
зультирующей внешних сил, действующих по кромке отверстия. 
Заметив, что положительная нормаль N составляет с положительным 
направлением оси x угол 9 --т (рис. 8.10), получим: 

1 
(9+) -а = — ор (Px cos 8 + Py sin 0), 

1 . 
(16) =а = — orgp (— Pa sin 8 -- Py cos 6).
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Следовательно, на круге будем иметь 

. 1 . 
6, — It, — — nah (P, — iP,) е18. 

Из этого уравнения следует, что коэффициент разложения (8.53), 
не обращающийся в нуль, равен 

1 Ci = —5_; (Pz — Py). 

Примем, что напряжения на бесконечности равны нулю. Тогда 

Ay = By = 0. 

По формулам (8.59) и (8.64) находим: 
1 P+ iP, д—— res и) A, = 0 при п> 2, 

(3 — v) (P,, —iP,) 

В, — 8xh : ы В. — 0, 

| P+ iP 
B,=—a?s ress у В, =0 при п> 4. 

Отсюда 
, (1 + v) (Pz + iPy) 1 

г (2) = — 8xh 2’ 

, (3—5) (Pp—iPy) 1 (1+ 9) (Pp +iP,y) а? 
x)= Buh =— Tah 2. 

Пусть радиус отверстия а стремится к нулю, и в то же время 

компоненты поверхностной силы Х и У возрастают так, что резуль- 
тирующая сила все время остается постоянной по величине и напра- 
влению. По мере приближения радиуса а к нулю второй член в вы- 
ражении для у” (2) стремится к нулю. Тогда 

x" (2) = 8 у) (Po — ait в 
8xh г 

Подставляя эти выражения F’(z) и yx" (2) в формулы (8.46) и (8.47), 
получим: 

(1 + у) (Pz cos 8 + Ру sin 8) 
on — — 2nhr , 

Ра, cos 8 -- P, sin 4 (1 — v) (Pz sin 6 — P, cos 0) 

09 — Sr + 21 6 — nhr + 2nhr ° 

Это дает: 
3» P,cos8-+ Р,зт8 | 

or — ath r , 

1— v Pz, cos 8-++ P,, sin 8 

58 — Tah r yf (8.66) 
1 — у P, sin 0 — P,, cos 0 

578 — Teh r ° 
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Формулы (8.66) дают распределение напряжений в бесконечной пла- 
стинке, вызываемое сосредоточенной силой, приложенной в начале 

координат. 

Определим, далее, напряжения в бесконечной пластинке, возни- 

кающие под действием момента, приложенного в центре координат. 

Вначале рассмотрим случай равномерного касательного усилия Т, 

приложенного вдоль кромки кругового отверстия радиуса a. При г = а 

в, —=0, ти —=Г. 

Снова примем, что на бесконечности напряжения обращаются в нуль, 
и потому А, = В, =0. В силу условия 

(с, = Иа —=— Г 

все коэффициенты ряда Фурье (8.52) обращаются в нуль, за исклю- 
чением постоянного члена 

Из формул (8.59) и (8.64) находим: 

A, = 0 для всех значений п, 

В, =0 для всех значений п, кроме п = 2, 

B, = — Са? = iTa?. 

Момент внешних сил, приложенных к контуру отверстия, равен 

М = — 2naPhT; 
отсюда 

iM iM 
В—— эр и Р (2)=0, = 5. 

Простые вычисления дают: 

М 
oO, — 09 — 0, т, — — Onhr? e (8.67) 

Этот результат отвечает распределению напряжений в бесконечной 
пластинке, находящейся под действием момента М, равномерно рас- 

пределенного по кромке отверстия радиуса @. Эти формулы не из- 
менятся, если радиус отверстия будет стремиться к нулю, а уси- 
лие Т будет возрастать так, чтобы момент М оставался постоянным. 
В предельном случае формулы (8.67) дают распределение напряже- 
ний в бесконечной пластинке под действием сосредоточенной пары 

с моментом М, приложенной в начале координат. 

8.9. Круглая пластинка, произвольно нагруженная по контуру. 
Общее решение задач, относящихся к круговому контуру, может 
быть легко составлено в форме ряда. Так как напряжения являются 
конечными и однозначными, то функции ЕР’ (2) и Х” (2) будут ана- 
литическими и однозначными в области га, где а — радиус
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круглой пластинки. Следовательно, имеем 

F’ (2) = У А,2”, "(= В”. (8.68) 
n=0 n=0 

Допустим, что круглая пластинка находится в равновесии под 

действием заданной контурной нагрузки 

(6, — Ин), =а = 1 (0) = > C,e™, (8.69) 

причем комплексные коэффициенты Фурье С». определяются по фор- 
муле 

27 

1 . C= {F@ e-ind 10. (8.70) 
0 

Так как круглая пластинка уравновешена, TO результирующее уси- 
лие F,-+-iF, и момент М вдоль контура должны обращаться в нуль. 
Учитывая соотношения 

Qn 

Pot Гу — Г (о, Е мн), а ea a6, 
0 

Qn 

М = [Crea dé, 

0 

имеем 

С_, — 0 H Co = Co. 

Таким образом, величина Су будет вещественной. 
Изменив теперь в формуле (8.69) знак перед { на обратный, под- 

ставим полученный ряд, а также ряд (8.68), в (8.48). Учитывая за- 
висимость 2 = ей при г—==а, найдем 

> ®) > ®) 

> Сев = Ay + Ay + »2 A,a%e- in — 
=—CO n=1 

> ®) co 

— У, (п — 1) A,anein —. > B,,a"et (+ 2) 9. 

Приравнивая коэффициенты при е в обеих частях полученного 
уравнения, будем иметь: 

Ay + Ap = Co, 
A,=C,a-", n=l, 2, 3,..., (8.71) 

B,=—a-™[(n+1)C,42+C min) 2=0,1, 2,3,... 

a
”
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В качестве примера рассмотрим круглую пластинку, находящуюся 

под действием нагрузки, приложенной по двум одинаковым и рас- 

положенным друг против друга дугам контура. В этом случае имеем: 

с«„—=—р при —а<%090<%а и r—acidcn+ta, 

T= 0 при всех значениях 0. 

Из формулы (8.70) следует: 
а T+a 

C,= = | | pent dé + ] (— ре-8) a 

T—a 

ИЛИ 

к 
Су = — 2ра Con = — Е эт 2na, Con ,,=0. 

Таким образом, из выражений (8.71) находим: 

Ao + Ap — — 

Ат 1 = 0, Bon41 == 0, 

2ра 
ж 9 

р п 2па 

ппат 

2p sin 2(n+ Па. 
Aon — — ’ Bon = 

Так как мнимая часть А не оказывает влияния на значения напря- 
жений, можно принять ее равной нулю. Тогда 

ra=—t(2+) Ал sin 2na = О Бои 
пав qin 

n=1 

Подставляя эти выражения в формулы (8.46) и (8.47), получаем: 

ыы on 
6, + в, = —-Р [a+ У sin one (-) cos a , 

n=l 

a 2n 

аа, 2 = BY sin a(n 1)a(L) (1—4) +0, 

откуда _ 

„--* >on 
(1 at 2) 12 (ntl) acos2(n-+1) 6 , 

„—— 2 + (GC Че) sin? (nfl) acos2(n1)0 ‚ 

w= 2 (=) (1 — =) sin 2 (a+ lasin2(n + 16.
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8.10. Пластинки, ограниченные двумя концентрическими окруж- 
ностями. Перейдем к рассмотрению пластинки, ограниченной двумя 
концентрическими окружностями; внешний радиус обозначим через в 
и внутренний — через a. Выберем начало координат в центре окруж- 
ностей и примем, что внешние силы приложены по контурам пла- 
стинки. Тогда граничные условия будут иметь вид: 

(с, — Ив), а — fi (9) — у Се, | 

р (8.72) 
(6, — Ин), =p = fe (0) = 2 Ci eins, 

причем коэффициенты ряда Фурье С, и С” определяются по фор- 
мулам: 

2" 

—— fa (8) e-in8 46, 

; | (8.73) 2 

r__ 1 — 119 

0 2 

Судя по формуле (8.40), условие однозначности напряжений будет 
выполнено, если вещественная часть функции F’(z) является одно- 
значной. Функция Р’(2), выраженная в виде комплексного ряда, 
имеет вид 

со 

Е’ (2) = Аша >) 4,2”. (8.74) 
N= — со 

Из выражения (8.41) следует, что напряжения будут однозначны, если 
функция 7у”(2) однозначна. Следовательно, выражение для у” (2) 
можно записать в виде 

x’ (2) = Dd Bz". (8.75) 
П= — CO 

Если произвести интегрирование функций ЕР” (2) и у” (2), опреде- 
ляемых по формулам (8.74) и (8.75), и полученные выражения под- 
ставить в (8.39), то условие однозначности компонентов перемещения 
примет вид: 

A’=0 и (8—vA.,+(1 —v)B_,=0. (8.76) 

Подставляя ряды (8.74) и (8.75) в формулу (8.48), получаем: 

ха —2) A, — B,_2a7*] areind + У, A,ate—ind — У C,e-imt, 

> [(1 __ п) A, __ Ви_26 "| pre ии > A, b"e~ i _ > Cie”, 

— со
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здесь было использовано условие A’ — 0. Приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях е?8 в обеих частях полученных уравнений, 
находим: 

(Ap + Ap) — В_›а-* = С, 

(Ay -+ Ay) — B_2b™” = Co, 
(1 —n) A,a"— B,_,a"-? + A_,a-™"=C,, | (8.77) 

п —= = 1, + 2 

(1 — п) Аб" — By_2b"~* ++ A_,b™" — Cn, 

—+1, +2...) 

Решая первое из этих уравнений, будем иметь: 

—~ Cib?—Cya® Ci — C,) ab" 
A+ Аб = а, в, —( я. (8.78) 

Так как величина (Аз -- Ap) вещественна, то и выражение (С.ё? — C,a*) 
будет вещественным. В самом деле, простые выкладки показывают, 
что такое требование эквивалентно условию равенства нулю резуль- 
тирующего момента всех внешних сил. Поскольку прибавление мни- 
мой постоянной к F’(z) не повлияет на распределение напряжений, 

можно принять, что величина Ap является вещественной и положить 

Ap = Ao. 
Принимая в третьем уравнении (8.77) п =1, получим 

A_,— B_,=C,a. 

Найдя сопряженную величину и учитывая второе из уравнений (8.76), 
будем иметь: 

3—y Са __1— у С1а __ 

Q2—v 2” Bi=—sz-— 7° (8.79) 
А_, = 

Разделив третье уравнение (8.77) на (—а"-?), а четвертое — 
—2 на 6”_”, и затем сложив их, получим 

(1 — п) (62 — а?) A, + [0-7 %-9 — a? @-®| А_„— Ср"? —C,a-"*?. 
(8.80) 

Заменяя в выражении (8.80) п через (— п) и найдя величину, сопря- 
женную с окончательным выражением, придем к следующему урав- 
нению: 

/ 

т") A, + (1 en) (6? — a?) A_, =C в 
N+2 ^ 2 

(8.81) 
Как легко видеть, условие равенства нулю результирующей всех сил, 
приложенных к контурам, получает вид 

Cib —C,a =0.
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Для п —=1 уравнение (8.80) тождественно удовлетворяется. Уравне- 
ние (8.81) дает 

(№ — a) A, +2 (6 — а?) А_ 
Определяем отсюда A;: 

Cc. 8 —C_,a° 1—v C,a 

= C’_B —C a3, 
1 —1 

i= я — эта. (8.82) 

Остальные коэффициенты A, (п= +2, 3, ...) можно найти, 
решая систему уравнений (8.80) и (8.81): 

(1+ л) (0? — a”) (сит? ca Mt?) — (pent? — g— ana) (спс _,a™**) 

nn (1—n2) (62 — a2)? — (b2?+2_ 021+?) (,—2+2_ g— M42) 

(8.83) 

Остальные коэффициенты B, можно определить из третьего урав- 
нения (8.77): 

В,_›=(1— п) A,a2 + A_,a-2"+2 — C,a-™+2, (8.84) 
В качестве примера рассмотрим толстостенный цилиндр, подвер- 

женный равномерному внутреннему давлению р; и внешнему давле- 
нию ро. В этом случае 

6, ——р; при г—а, 

в, —= —р При r=), 

T 9 == 0 при r=aur=68, 

Все коэффициенты в ряде Фурье (8.72) обращаются в нуль, за ис- 
ключением С, и Cj; последние будут равны: 

С=— р Co=— Po. 
Формула (8.75) дает: 

__ __ Роб? — pia? __ (Pi— Po) 4763. 
Ay = 2 (52 — a?) ’ В- = 62— ar ” 

все остальные коэффициенты в выражениях (8.71) и (8.72) обра- 
щаются в нуль. Находим: 

2— 2 — 262 
F’ (z) — Роб pia и (2) = (2 Ро) a*b 1. 

9—4)’ X 52 — 2? 22) 

отсюда 

__ __ 2003 — ра? , (Po— pi) 476? 1 
Or — ПП а а + 2 yp? 

3, — — 208 — р? (Po — Pi) а 1 
8 b2 — а? b2 — а? re? 

Trg — 0. 

Эти формулы в точности совпадают с теми, которые были получены 
в параграфе 4.4.
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Задача 1. Показать, что условия равенства нулю результирующих сил 
и моментов на контурах равнозначны следующим: 

С16 — Са=0; 

. / 

выражение (Св — oa”) должно быть вещественным. 
Задача 2. Найти распределение напряжений в круглой пластинке. 

если по равным и лежащим друг против друга дугам внешнего контура дей- 
ствует равномерное давление, а на внутреннем контуре давление равно нулю. 
Граничные условия в этом случае имеют вид: 

«„=— р при r=bu—aci<caunr—aci<cnta, 

в, = при r=4a, 

Trp = 0 при r=aur=b. 

8.11. Растяжение пластинки с эллиптическим отверстием. 
Метод конформных преобразований. В предыдущих параграфах был 
решен ряд важных задач для случаев, когда исследуемые области 
имели круговой контур. Если контурные линии не являются окруж- 
ностями, TO изложенные выше методы надо видоизменить, исполь- 
зовав конформные преобразования. В качестве примера рассмотрим 
бесконечную пластинку с эллиптическим отверстием. Область, лежа- 
щую вне эллиптического отверстия в комплексной плоскости 2, можно 
отобразить в область, лежащую вне единичного круга в комплексной 
плоскости €, с помощью функции отображения 

z=fO=e(6+ FZ), (8.85) 

где O< m< 1. Легко показать, что контур единичного круга |C|=— 1 
соответствует эллипсу с центром в начале координат для плоскости 2; 
полуоси эллипса будут: 

а=с(1--т) b=c(1—m). (8.86) 

Выразим величины с и т через большую и малую полуоси: 

cate ys (8.87) 

Примем, что большая полуось эллиптического отверстия совпа- 
дает с осью х, а равномерно распределенное растягивающее уси- 
лие S действует под углом В к оси x (рис. 8.11). Через Ox’, Оу’ 
обозначим декартовы OCH, полученные при повороте оси Ox на угол В 
до совмещения с направлением $5. Как легко видеть, зависимости 
(1.15) и (1.17) получают вид: 

ба’ + dy! = 6, + Oy, 

Sy! — бд’ + Qt gry: == ей (3, — a + Иду). 

Поскольку Ha бесконечности 

On! = S, Oy’ — Tay! = 0,
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будем иметь: 

0, =5, o,—s,-+ 2itz,—= —Se-? на бесконечности. 

Далее, по формулам (8.40) и (8.42) находим 

4КеР’ (2) =5, 2 [2Е” (2) + 4” (2)] = — 5е-2 на бесконечности. 

(8.88) 

Так как по контуру отверстия внешние нагрузки не приложены, то 

DY
 

Рис. 8.11. 

результирующее усилие в любой точке контура должно равняться 
нулю. Таким образом, для эллиптического отверстия имеем: 

F,+iF,=0 | 89) 

Е (2) 2Р' (А -Н У’ (2) =0. 

С помощью функции отображения 2 —=](5) можно выразить функ- 
ции F(z) и x(z) через переменную с: 

В (2) = РИ) =Р, ©), Х@) == У, ©. (8.90) 

Тогда 

dF dP, 4 _ Е! (© 

PO=Z-k =, 
rey __ 4х _ 4 & uO 

мл 4 | № ® a РОГ ®-РОГ” © 
д [7 | == УЖО 

Г © ze woOro-nuOsf © d 

YO=el7o lat if OF -
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Подставляя эти выражения в формулы (8.39), (8.40), (8.42), (8.43) 
и (8.44), получаем: 

ик ю —3 ТГ ЛО - — 

Е Fac F’O+y ©]. (8.92) 

Fy (©) 
f’ (©) 9 

oy — oo + May = ров FOF OF O-FOR OS O+ 

хол —ж©ОЛ |, (8.94) 
— 7B 

f(® = 20] 
C) *. 

Г’ (©) POTS A 

бт + в, = 4Re (8.93) 

F,+iFy=—1 lr, () += (8.95) 

" C гие 19 ик в инь око 199.ко],. «6 
Для того чтобы напряжения были однозначными, функции 

F’ (5) u 7” (5) должны иметь вид: 

Fy O= Darr x (O= 2B". (8.97) 
П=0 

Из уравнений (8.89) и (8.95) видно, что на круге |6 |==1 имеет 
место соотношение 

ГОРЛО РО ©=0. 
Переходя к сопря`‹енным функциям, будем иметь 

ГОР. 70 Е'О9+ЖО=О при | =1. — (8.98) 
Интегрируя (8.97), получаем: 

© и г. © = 45- Аш с У" 
n=2 

71 +4. 
| (8.99) 

С-П+1 

7, (© = BS+ В, ш* + ee + B, 

д 

где Аи В — комплексные постоянные интегрирования. Подставляя 
выражения (8.99) в (8.92), находим, что компоненты перемещения 
будут однозначными при условии 

(3 —v)A,+(1-+ v) B, = 0. (8.100)
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Постоянные A, В и вещественная часть Ау характеризуют только 
перемещение абсолютно твердого тела, поэтому эти величины можно 
принять равными нулю. Для |(|=1 имеем: 

Г 9=с(1 — в) = — me), | 

Ло = (ЕЕ )=с(е-®- те®), 

ПАР лиг. М А" 
Е, ©) = А A, ш&-- п 1 = 

П==2 

>; 8.101 _ ; _ A pi (n—1)8 ( . ) 

= Aye? — 14,0 — У — J > 

n=2 

Fi (©) = > A,e7 ims 
n=0 

> Bnew? (n—1)6 

Хх, (©) = Вьей + {8,0 — т . | 
n=2 

Подставляя эти выражения в (8.98), получаем: 

, __ | _ т $(п-1)0 
с (1 — те-128) [Же — 13,9 — Апе |+ 

п 1 
N==2 

; . к < Breath 
+ c(e-%+ тей) » Aye + Boe + 18,0 — У me ——=0 

n=0 n=2 

Приравнивая коэффициенты при @ и е178 в последнем уравнении, 
находим: 

cA, + В, =0, 

А, =0 при n>, 

ее A,+cmA)+ By =0, 

cA, ст, — 28 =0, (8.102) 

cAy + cmA, + cAy-+ mA, — B, = 0, 

—cmAy + cA, -+ стА, — <4 = 0, 

В, =0 при n>sd. | 
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Граничные условия на бесконечности дают: 

cS c2Se— 2 
Ay = 7 В, = — 5. 

Решая первое уравнение (8.102) совместно с (8.100), получаем 

A, =— B, — 0. 

Решая остальные уравнения (8.102), будем иметь: 

2 A, =F (п— 2699), В, =F (1 + т? — 2m 008 8), 
365 о. 

В. =0, B, 4? e278. 

Тогда найдем: 

ко = + +4 (m — ne с, 
у” © = —=— -5— $ в- 278 4£ > 5 (1 — 11? —2mcos 28) "2 — Ses ertht —4, 

отсюда следует . 
Г’ (©) __ 

в» + oy = 4 Re ру РО — 

— oll — т? — 2 с052(8 — 8) + 2mcos 20 cos 2 (В — 8) — 2m sin 20 sin 2 (8 — 8)] 

1 + m2 — 2m cos 20 

(8.103) 

Максимальное напряжение имеет место на конце большой полуоси 
(9—0) при В = /2. Поскольку в этой точке в, —==0, имеем 

1-22 9 3+m 
1+m?*—2m ~~ 1—m°* с ax = 

Из формул (8.87) находим 

а—6. 

«5; 
Snax = 5(1-+2%). 

возрастает по мере того, как эллипс 

m= 

отсюда 

Таким образом, величина си, 
становится более вытянутым. 

Задача 1. Определить функции 2” ($) и У” (©) в случае, если беско- 
нечная пластинка с эллиптическим отверстием подвергается равномерному 
растяжению. Показать, что в этом случае максимальное напряжение, имею- 
щее место на конце большой полуоси, равно 

25а 
бтах = 5°
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Задача 2, Определить функции F’ (г) и у” (2) для бесконечной пла- 
стинки с круглым отверстием, находящейся в условиях простого растяжения 
на бесконечности. Применить вместо формулы (8.48) формулу (8.43), как 
было сделано в этом параграфе. 

Задача 3. Бесконечная пластинка, ослабленная криволинейным поли- 
гональным отверстием, подвергается простому растяжению; усилия растяже- 
ния на бесконечности наклонены к оси х под углом В. Криволинейное по- 
лигональное отверстие в плоскости может быть отображено на единичный 
круг в плоскости © с помощью функции отображения 

z=c(1l-+m~”), 

где с, т — вещественные положительные постоянные, и Ох т(п— 1) <1. 
Найти закон распределения напряжений в пластинке.



ГЛАВА 9 

ИЗГИБ И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ. 
УСТОЙЧИВОСТЬ УПРУГИХ СИСТЕМ 

9.1. Чистый изгиб призматических стержней. Если стержень 
изгибается двумя равными и противоположно направленными мо- 
ментами M (рис. 9.1), то говорят, что стержень подвергается чи- 
стому изгибу. Из физических соображений вытекает, что в этом 
случае все компоненты напряжения, кроме с„ должны обратиться 
в нуль. Поэтому предположительно примем: 

в, =. (х, У, 2), б = 6, == T == Tye == Tey == 0; (9.1) 

здесь 6,(X, у, 2) — неизвестная функция от x, у, 2. Пользуясь 
законом Гука, находим ком- 

y М = поненты деформации: Я =p y ШЕЯ 
бр < ГА 2$ 20; 

co =F , 2 0) 6) 
Von 

Ву ва — EE Рис. 9.1. 
Yay = Туг == Таз = 0. 

Подставим эти выражения в уравнения равновесия; последние будут 

удовлетворяться тождественно при условии 

Oo 52 = 0. (9.2) 

Это значит, что 6, не зависит от х и является функцией только у 
и 2. Если учесть условие (9.2), то уравнения совместности преоб- 
разуются к виду: 

02a 
Oy? = 0, (9.3) 

026 
= = 0, (9.4) 

“Se — 0), (9.5) 
Oyoz _
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Интегрируя уравнение (9.3), получаем 

вв == Vf, (2) + Л (2), (9.6) 

где f,(2) и / (2) — неизвестные функции, зависящие только OT #. 
Подставляя выражение (9.6) в равенство (9.5), находим 

а 
АЛ _9, или f, (2) = Cy, 

где С, — постоянная. Подстановка (9.6) в равенство (9.4) приводит 
к уравнению 

dfs, 
de — 0. 

После интегрирования находим 

2 (2) = С52-Н С,, 

где C, и С. — постоянные. Отсюда 

6, = Cyyt C,z +C,. (9.7) 

Выберем начало координатной системы в центре тяжести попе- 
речного сечения, а плоскость х2 совместим с плоскостью изгибаю- 
щего момента. Тогда для любого плоского сечения, параллельного 
плоскости у2, должны иметь место равенства: 

Ра J ] звал —0. | 

My= J J ood M, | (9.8) 

M,= [ [ o,ydA=0, 
A 4 

причем интегрирование распространяется на всю площадь попереч- 
ного сечения A. Подставив (9.7) в первое из уравнений (9.8) 
и произведя интегрирование, получим 

третье условие дает 

Ci, + Colyz — 0, 

где /,. — центробежный момент инерции поперечного сечения стержня 
относительно осей у и &, a /— момент инерции относительно 
оси 2. Для симметричных сечений Г,, = 0 и, соответственно, С; = 0. 
Из второго уравнения (9.8) находим 

М 
Col, = М, ИЛИ Со = Ty’
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Отсюда следует: 

(9.9) 

где /, — момент инерции поперечного сечения стержня относительно 
оси у. Это выражение для o, совпадает с расчетной формулой на 
чистый изгиб, известной из курса «Сопротивление материалов». 

Определим, далее, перемещения при чистом изгибе. Из уравне- 
ний (9.1), (9.9) и соотношений закона Гука имеем: 

ди М а, (9.10) 

=e (9.11) 

=H? (9.12) 

tae toe tay HO C1) 
Из уравнения (9.10) после несложного интегрирования получаем 

М 
| = EL, XZ-+ щ (у, 2), 

где (у, 2) — неизвестная функция уи 2. Второе и третье урав- 
нения (9.13) дают: 

ov 0 _ 9 
Ox Эду — Oy’ 

ow 0 __ М, 90 
Ox — Oz El, Oz’ 

откуда 
ди 

= — бух (о, 2), 

__ М х? дио 

= — EET Gz XT MO 2), 
где (у, 2) и Wo(y, 2) — неизвестные функции y и 2. Подставляя 
эти выражения в (9.11) и (9.12) и группируя члены, находим: 

д?и Ov УМ д?и Ow оо а Oy УМ 
ду? ду Ely 02? 02 El, 

Так как члены в правой стороне этих уравнений не зависят OT X, 
то должно быть: 

#. 

д?ио ди 

ду? — 0, 922 _ 0 
и 

90% УМ 990 УМ 

ду | Ely * = 0, да El, ~~ 0.
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Имеем , 
УМ УМ 2 

Uy = — Ep V2 81 (2), о СЕ 5 + &> (5), 

где 2, (2) и 25 (у) — соответственно функции от 2 и у. Перемещения 
оказываются равными: 

__ ди УМ 

— бух ЕР т 81), 

__ М «x? Ou УМ 22- 

=~ Er, 2 08 ХВ, 9 1&2). 
Подставляя эти выражения в третье из уравнений (9.13), 

ду Ow 

92 + Oy — 0. 
находим 

0? Uo dgi(z) | dgo(y) wM . _. 
—* дудг * 1 42 + dy — ET, ¥=°- 

Последние три члена не зависят от х; поэтому можно записать: 

0% | ав  wmM._ _ 421 
ду Oz du Ely, - — dz ° 

Рассматривая второе из этих уравнений, замечаем, что члены, 
стоящие в левой его части, являются функциями только от у, а член 
в правой части — функцией только от 2. Функция от у может быть 
равна функции от 2 для всех значений у и 2 только в том случае, 
если обе функции равны постоянной величине; обозначим ее через а. 
Следовательно, функции 2}, 25 и Uy должны удовлетворять урав- 
нениям: 

ag _ 4 20 УМ __ 

dz “ay Е 
и 

0?ио ___ д?иб __ д0?иу —0 

ду? ’ 922 ~*~ 0у0г2 `` 

Сравнивая эти зависимости с уравнениями (9.3) — (9.5), находим 

Uy == @›у- аз2 + а.. 

Прямое интегрирование дает 
УМ у? 

1 —= — аа» 6 = ЕТ. tay +a, 
y 

где Qs, аз, а., а и а; — постоянные. Выражения для перемещений 
принимают вид: 

и—-М nz 4+ apy t+ ааа-Ра,, El, 
УМ 

о — Ep, 2 — 2% — UZ 

M 
© =— SEL (x? — vy? - vz?) — ах ау- ag.
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Чтобы определить постоянные интегрирования, будем считать, что 
центр тяжести сечения стержня, а также элементарный отрезок оси х 
и элемент плоскости х2, закреплены в начале координат. Следова- 
тельно, при X= у=2 —=0 должно быть 

Отсюда вытекает 
Q, == 42 = аз = 0, = а, = а: =0. 

Окончательно перемещения получаются равными: 

_. * 
“= Ep, *~* 

v= “0 y2, (9.14) 
M 

о = — apr 0—5. | 

Из формул (9.14) находим, что в плоскости z==0 будет u=0 
и о==0. Следовательно, плоскость 2 =0 является нейтральной пло- 
скостью стержня при изгибе. Чтобы определить - изогнутую ось 
стержня, рассмотрим какую-либо точку OCH, например, точку, имею- 
щую до деформации координаты (х, 0, 0). После изгиба эта точка 
будет иметь координаты (x’, у’, 2’), причем 

x’=x+u=x, у=Оо-9=0, ое да, ЕТ, 
или 

и __ М op 
2! = — 5х’. 

Таким образом, изогнутая ось представляет собой параболу с ра- 
диусом кривизны А, определяемым из уравнения 

42” М 

1 ах?  _ _ Ely ~ — М 
en a(Zyye (4 ise El;* (9.15) 

ML 
Мы принимаем здесь, что величина Ef, является малой. Tlomy4eHe 

ные соотношения совпадают с формулой, Бернулли — Эйлера из эле- 
ментарной теории изгиба. 

Рассмотрим поперечное сечение стержня x==C, плоское до 
изгиба. После деформации точки этого поперечного сечения будут 
иметь следующие новые координаты: 

x’ =C+u=C+ 77-20 =С(1 +72), 

f etwas зву. Ct).
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Решая совместно эти уравнения и пренебрегая членами, содержа- 

щими в степени выше первой, получаем 
М 

El, 
М / / 

x’ Cli —— 2’), ( +r ) 

Это значит, что при чистом изгибе плоские поперечные сечения 

остаются плоскими, как это предполагается в элементарной теории. 

Чтобы исследовать искажение поперечного сечения в его плоскости, 
рассмотрим стороны у= =, (см. рис. 9.1). После изгиба будет 

УМ УМ У=ы-9= + (1 и г) == + (1 —> 2"). 
у у 

Обе стороны остаются прямыми, но оказываются наклоненными 
к своему первоначальному положению, как показано на рис. 9.1 
пунктирными линиями. Для двух других сторон 2 == + b, попереч- 
ного сечения после изгиба находим уравнения 

Ир = ЕТ, [czy (22 — 52) = 

М , 
=, — ЕР, [C2 4+-v (65 — vy I. 

Следовательно, эти стороны переходят в параболические кривые, 
как изображено на рисунке. 

Задача. Определить величины Cy, Со, С. в уравнении (9.7), если изги- 
бающий момент приложен в наклонной плоскости и поперечное сечение 
стержня не является симметричным. 

Ome. 
Ви Mylz— Melzy , Му — Mylzy 
a ‘ 

Igly — iy у — 1 

9.2. Призматические стержни при совместном действии изгиба 
и сжатия. Рассмотрим случай сосредоточенной поперечной нагрузки, 

действующей на сжатый 

@ стержень CO свободно или 
ВР: шарнирно опертыми кон- у 

00 ° = LF цами (рис. 9.2). Свободным 
уд я , С|-а—1 92-2) или шарнирным опиранием 

stk считается такой вид закреп- 
Рис. 9.2. ления, когда эги концы 

могут свободно вращаться, 
но не могут перемещаться в направлении 2. Будем пользоваться 
обычным в теории сопротивления материалов правилом знаков 
для изгибающих моментов: момент будем считать положитель- 

ным, если он вызывает напряжения сжатия в верхних волокнах 
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балки. Таким образом, слева от нагрузки Q изгибающий момент 
равен 

M = Pw+ Чах , 

а справа от нагрузки Q 
М — Ра ее» 

где L — длина балки, а — расстояние от точки приложения нагрузки Q 
до правой опоры В, « — прогиб. 

Можно показать, что в данном случае справедлива та же фор- 
мула Бернулли — Эйлера, которая применялась в параграфах 4.2 
и 9.1 *): 

Здесь под / понимается момент инерции относительно оси у. Для 
малых прогибов имеем 

1 42% 4? 
ва и М—— Е! Ч. 

Отсюда 
42% ах 

В — Pw — 8% при x<Ll—a, (9.16) 

aw Q (L—a)(L — x) 
El[3 = — Pw т при x >L—a. (9.17) 

Введем обозначение 

Р — pb2 

-ЕГ =F. 
Уравнение (9.16) принимает вид 

42% РИ Ча _. 

dae К = — Err 

*) Знак плюс или минус в формуле Бернулли — Эйлера зависит от пра- 
вила знаков, принятого для моментов М, и от выбранных координатных 
осей. Определить знак можно следующим образом. Примем, что на балку 
действуют положительные изгибающие моменты. Найдем упругую линию, 
отвечающую этим моментам. Если кривизна упругой линии отрицательна, 
то в формулу Бернулли — Эйлера надо подставлять знак минус. Если же 
кривизна положительна, то в формуле берется знак плюс. Например, в рас- 
сматриваемом примере упругая линия балки под влиянием положительных 
изгибающих моментов будет иметь вид, показанный на рис. 9.2. При такой 
упругой линии уклон уменьшается с увеличением х, и поэтому кривизна 
будет отрицательной. Следовательно, в формуле Бернулли — Эйлера надо 
выбрать знак минус. С другой стороны, если направление вверх принять 
для оси 2 за положительное и оставить то же правило знаков для М, то 
прогиб w, направленный вниз, становится в этом случае отрицательным. 

Здесь уклон будет уже увеличиваться с возрастанием х. Кривизна в 

окажется положительной, так что в формуле Бернулли — Эйлера надо брать 
знак плюс.
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общее его решение будет иметь вид: 

w=C,coskx -|- Сьзт kx — Чад. (9.18) 

Аналогичным образом находим общее решение уравнения (9.17): 

w==C,coskx+C, sin kx — че) , (9.19) 

где C,’ Cy, С., С. — постоянные интегрирования, которые опреде- 
ляются из граничных условий. 

При х=0 и х== должно быть  —=0. Поэтому имеем 

C,=0 И С: = — С.Ю АГ. 

В точке приложения нагрузки Q при х =[ —@ оба отрезка упру- 
гой линии согласно уравнениям (9.18) и (9.19) должны иметь оди- 
наковый прогиб и одинаковый уклон. Получаем: 

Со sin А ( 

—С |sink (L — а) —tgkLcosk(L—a)| — 82 и —a) 

и 

C,k cos k(L—a) — 84 = 2 PL 

= Сай [cos k (L — a) + tg kL sin & (L —ay] + 2E— 9) 

Решая эти уравнения, находим: 

с — Qsinka С — Q sin А (2 — а) 

2 PrsinkL’ 4 РЕ ЕЁ 

Уравнения для обеих частей упругой линии при таких значениях 
постоянных будут иметь вид: 

О sin ka Qa 
W = —Drsin BL sin kx — x при х<[— а, 

_ Qsink(L—a) | 9 (£ —a) (L—*) W — Pk sin BL sin k (L — x) — PL при x >Ll—ua. 

В частном случае нагрузки, приложенной посередине балки, 
упругая линия будет симметричной; наибольший прогиб имеет место 

L 
при х—5. Подставляя х=ы и a=> 

ных выше формул, находим 

RL 

0 (5) oy 
шах ̂^ 2PR ЧР. 

в каждую из приведен- 
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Пользуясь соотношением Р = А?Е/, запишем это выражение для 
Wa, В следующем виде: 

max 

3|tg КЕ\ _ RE 

шах = Е | ia 2 ] (9.20) 

При увеличении осевой силы Р значение А возрастает. Если 
RL п RL 

параметр -— приближается к значению —, TO tg =) стремится 
2 2’ 

RL п 
К бесконечности. Следовательно, если положить > = Oe ИЛИ 

Е] 
Р=-—.-, (9.21) 

то прогиб стержня окажется бесконечно большим даже при весьма 
малой поперечной нагрузке Q. Бесконечно большое значение для 
прогиба было получено нами из-за того, что кривизна определялась 
по приближенной формуле. Этой формулой можно пользоваться 
только при малых прогибах. Расчет показывает, однако, что при 
действии на стержень сжимающей нагрузки, равной Р (9.21), стер- 
жень получит большие прогибы и разрушится вследствие интенсив- 
ного изгиба, независимо от того, как бы мала ни была поперечная 
сила. Эта продольная сжимающая нагрузка носит название крити- 
ческой нагрузки или нагрузки, вызывающей продольный изгиб 

(buckling load). Задача о продольном изгибе стержней впервые 
была рассмотрена Эйлером; поэтому критическую нагрузку назы- 
вают также эйлеровой силой. В следующем параграфе мы вновь 
вернемся к определению этой силы. 

9.3. Призматические стержни под действием осевого сжа- 
тия. Устойчивость упругого стержня. Рассмотрим случай, когда 

стержень, шарнирно опертый по концам, находится под действием 

сжимающей нагрузки Р, приложенной в центре тяжести сечения. 

Допустим, что величина нагрузки Р лежит ниже критического 

значения. Можно показать, что при этом стержень будет оставаться 

прямым, подвергаясь только осевому сжатию. Эта прямолинейная 

форма упругого равновесия называется устойчивой. Иными словами, 
если в результате бесконечно малого возмущения (например, благодаря 

действию малой поперечной силы) стержень окажется выведенным 

из равновесия, то он будет возвращаться к прямолинейной форме, 

как только прекратится действие возмущающего фактора. В том 

же случае, когда нагрузка Р превышает критическую, оказываются 

возможными две равновесные формы *). Стержень может остаться 

*) Теорема об однозначности решения, о которой говорилось в пара- 
графе 3.6, здесь теряет силу, так как соотношения между деформациями и 
перемещениями становятся нелинейными (см. об этом параграф 10.6.)
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прямолинейным, либо принять изогнутую форму. Мы увидим ниже, 
что прямолинейная форма равновесия является неустойчивой, 

а изогнутая форма— устойчивой. При критическом значении нагрузки 
состояние равновесия будет безразличным. Говоря о неустойчивом 
равновесии, мы имеем в виду, что тело, будучи выведено из состо- 
яния равновесия в результате приложения малой силы, получает 
нарастающую деформацию и после удаления этой силы. Если же 
деформация тела сохраняется после удаления нагрузки, то принято 
говорить, что тело находится в состоянии безразличного равно- 
весия. 

Допустим, что стержень оказался изогнутым вследствие дей- 
ствия малого возмущения. Координатные оси выберем, как показано 
на рис. 9.3; изгибающий момент в любом поперечном сечении mn 
окажется равным Pw, а дифференциальное уравнение упругой линии 

будет иметь вид: 

—>^7 EI 

В 
Точное выражение для кри- 
визны имеет вид 

Рис. 9.3. 1 dé 

‘Rds’ 

здесь $ — длина кривой, отсчитываемая от конца A изогнутого 
стержня, а 9 — угол между касательной к кривой и осью x, как 

изображено на рис. 9.3. Следовательно, 

РА & -% _В_Р 
— — Pw, 

Е. + Рш=0. (9.22) 

Дифференцируя уравнение (9.22) по $ и учитывая соотношение 

dws, 6 
а: == ЗПУ, 

получаем 
4260 . 

El 55 +Psin§=0. (9.23) 

Умножим оба члена уравнения на 40 и проинтегрируем по 0. При- 
нимая во внимание зависимость 

р (2 
420 ds d§\ do 
“ds? 48 = ds d=a()F, 

dé dé . er [| a(2)+eP f по а0 = С, 

где С — постоянная интегрирования. Отсюда 

0 \2 
5 ( d —Pcos#=C, 
“2 \45 

найдем
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На конце А должно быть 

dé 
6 — а И М = EI — — 0, 

45 

следовательно, величина С равна (—Pcosa). Введем обозначение 

К? = =; тогда 

1 dé 
—— —- = + АУ со$0 —cosa. 
У? ds 

При увеличении дуги $ угол 9 уменьшается. Поэтому производная 
dé 
— отрицательна, И перед корнем следует выбрать знак минус. 
ds 

Отсюда 
dé 

RVD У cos 8 — cosa’ 

Общую длину L стержня получим, интегрируя выражение для ds: 

ds 

a -_а 

do 
L= [as=— f — =f = do — 

RV2 У cos 8 — cosa RV 2 У cos 6 — cosa 
—a 

1 Г hi) 
— OR, и a 9 |) ° 

a sin? ($)—sin (5 

. a 
Обозначим sin= через р и введем новую переменную $, определяе- 

мую соотношением 
. 0 

sin = = psing. 
2 

При изменении 8 от —a до +a величина Sing меняется от — 1 

до +1, а угол ф принимает значения от —= до ae Выразим 

49 и Г через 9: 
2p cos ф de 

40 = 
Vi — р? sin? ф 

И 
к 

2 
2 d 2K L == [ ¢ —=2^. (9.24) 

“ У1— 2? sin? ф k 

Величина 

2 
49 к-/ 

8 V 1—p?sin? ф
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называется полным эллиптическим интегралом первого рода. Зна- 
чения К для разных параметров р помещены в таблицах *), 

Если прогиб весьма мал, то угол a, а следовательно, и пара- 
метр р будут очень малы, и величиной р? sin? можно пренебречь 
по сравнению с 1. В этом случае 

Отсюда находим выражение для критической силы: 

п? Е! P=. 

Вычислим, далее, прогиб посередине стержня при 0 =0. Учиты- 

вая соотношение dw = 4$ т 0, имеем 

а 

51 ] __ 3116040 , 

# 0 У sin? (+ )—sina (=) 

Выражая 6 через угол ф, найдем 

2 2 
ВР | singdg = 7. (9.25) 

Из таблиц эллиптических интегралов определяем величину К 
для разных значений a или р. Из уравнения (9.24) имеем 

Р РГ? 4К?. 
—— == 
Prep п2Е] п? 

максимальный прогиб определяется равенством 

5 2p 

LT у Г.) 
"И Psp 

*) Краткие таблицы значений К можно найти в книге В. О. Peirce, 
A short table of integrals, Boston, 1929. (Такие таблицы приведены в «Спра- 
вочнике по математике» И. Н. Бронштейна и К. А. Семендяева и многих 
других справочных книгах. //рим. ped.) 
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Координату хв можно вычислить следующим образом: 

cos 0 40 
вр J dem ] 0505] И) 7) —= 

а
 

(1 — 2p? sin? 9) de 

V 1— p? sin? ф 
—2 
А 

О 

Учитывая соотношение 1 — 2p? sin? o —=2(1 — р? 912 9) —1, находим 

i 

x
f
a
 

_ 4 — чи? —2 | а _ 22Е— К) 
= р” sin фа k ‘ Ут раз o — k 9 

ИЛИ 

roe Е— так называемый полный эллиптический интеграл второго 

рода. 
В таблице 9.1 приведены величины Р/Рр хв/Ё и 0/1, вычис- 

ленные для различных значений о“. 

Таблица 9.1 

a 20° | 40° | 60° | 80° | 100° | 120° | 140° | 160° | 176° 

РР, | 1,015| 1,063] 1,152] 1,293 | 1,518] 1,884| 2,541 4,029 | 9,116 
хв/Ё | 0,970] 0,881 | 0,741 | 0,560 | 0,349] 0,123} —0,107 | —0,340 | —0,577 
a/L 0,110] 0,211] 0,296] 0,359} 0,396 | 0,402! 0,375 | 0,313 | 0211 
M 0,112] 0.224 | 0,341| 0,464] 0,60! | 0,757| 0.953 1,261 | 1923 

Выясним теперь, в какой мере устойчивы различные формы 

равновесия. Изгибающий момент в середине стержня, отвечающий 
равновесному состоянию стержня, равен Pd. В безразмерной форме 
имеем 

P 68 _ 4Кр 

М Pe р 
В таблице 9.1 даны безразмерные параметры момента М, отно- 
сящиеся к разным значениям @ На рис. 9.4 дан график изме- 
нения М в зависимости от 6/L. Будем считать, что на стержень 
действует сжимающая нагрузка Р’и что стержень имеет некото- 
рую стрелу прогиба 6, причем величины Р’и 6 не обязательно
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соответствуют равновесному состоянию. Наибольший безразмерный 
параметр изгибающего момента равен 

М! —_Р_ 8 
Pep [° 

Так как величина P’ не зависит от 6, то график зависимости 
момента М” от 6/L будет иметь вид прямой линии. 

Стержень окажется в состоянии равновесия при условии 

М = М’, 

т. е. если кривая M(5/L) пересекается с кривой М’ (5/1). На ри- 

сунке 9.4. видно, что при P’ < Рь› эти кривые пересекаются только 
в одной точке, совпадающей с началом координат. Таким образом, 

05 Jee, | P=, РЗ, 
у 

«Е / 
2-Е 7 и 

ВИ IN 03 ee 

6 ff в 
“2 | 7, 

| 
ЦИ 

V4 
8/1 

0 
0 05 10 м [5 

Рис. 9.4. 

стержень будет иметь только одну возможную форму равновесия — 
прямолинейную, при которой 68/1 =0. При P’ > Pep имеют место 
уже две точки пересечения; одна из них соответствует ординате 
5/1 —=0, а другая — некоторому значению 6/Ё, отличному от нуля. 
Следовательно, в этом случае имеются две равновесные формы 
стержня — прямолинейная и изогнутая. 

Примем, что в исходном состоянии было 6 =0. Пусть некото- 
рое малое возмущение вывело стержень из состояния равновесия 
и придало ему прогиб 8,. Из графика видно, что при P’ < Pry 
будет M> М’. Это означает, что величина изгибающего момента, 
вызываемого силой P’, недостаточна, чтобы удержать стержень 
в изогнутой форме; стержень возвращается к первоначальной пря- 

молинейной форме, как только возмущение будет прекращено. 
Таким образом, при P’ < Py, прямолинейная форма равновесия
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является устойчивой. При Р’Рь› имем M< М’. Момент М’ 
вызывает дальнейший прогиб стержня; прогиб будет увеличиваться. 
Отсюда вытекает вывод, что при P’ > Pry прямолинейная форма 
равновесия является неустойчивой. Стержень, будучи выведен из 
прямолинейной формы, будет продолжать изгибаться, пока 6/L не 
достигнет значения, при котором линии М и М’ вновь пересе- 
кутся. Если стержень выведен из состояния равновесия так, что 
наибольший прогиб превышает 6,/L, то М > М’, и стержень вер- 
нется к равновесному положению, определяемому точкой А на 
рис. 9.4. В том же случае, когда после 
возмущения наибольший безразмерный = 1 
прогиб стержня будет меньше, чем 5/1, 9 

то М окажется меньше M’, и стержень 20|. 
будет изгибаться дальше, переходя 
к положению равновесия А. Следова- 
тельно, эта изогнутая форма равнове- В 
сия является устойчивой. При Р’=Рк 10 “ss 
линия М’ (8/L) совпадает с касатель- 
ной к кривой М (5/1) в начале коор- 
динат. Таким образом, если возму- 
щение бесконечно мало, то стержень 0 02 04 
останется в равновесии в смещен- 
ном положении. Это соответствует Рис. 9.5. 
понятию безразличного равновесия *)* 

На рис. 9.5 вычерчена кривая зависимости прогиба от на- 
грузки, полученная по данным таблицы 9.1. Из графика ясно, что 
при заданной ` нагрузке Р стержень имеет одну равновесную форму 
(6/L =0) при Р/Рь› < 1, и две формы равновесия, если Р/Рь > 1. 
Принимая прогиб весьма малым, получим ту самую критическую 
нагрузку, которая отвечает точке бифуркации на графике зависи- 
мости Р/Р;р от 5/L. Напомним о сделанном нами выше допущении, 

по которому при возрастании нагрузки материал остается упругим. 
В некоторой точке В на рис. 9.5 совместные напряжения сжатия 
и изгиба во внешних волокнах достигнут предела упругости. За этой 
точкой сопротивление стержня быстро уменьшается, и кривая «на- 

грузка — прогиб» будет следовать по пунктирной линии ВС. Таким 
образом, максимальная нагрузка, которую может выдержать стер- 
жень, соответствует ординате точки В и несколько превышает кри- 
тическую нагрузку. Ниже будет показано, что максимальную сжи- 
мающую нагрузку, которую может выдержать реальный стержень, 
можно также приближенно считать равной Px. Вычисления, кото- 
рые надо провести для определения максимальной нагрузки, весьма 
громоздки; между тем критическая нагрузка может быть найдена 

7 

©
»
 

*) См. Е. L. Ryder, A rational explanation of column behaviour, Trans, 
ASCE, т. 113, 1948, 40—78.
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относительно просто. Исходя из этих соображений, в практических 
расчетах в качестве максимальной нагрузки, которую может выдер- 
жать стержень, принимают именно критическую силу. 

9.4. Критические нагрузки для стержней постоянного попе- 
речного сечения. В предыдущем параграфе было показано, что 
расчет на продольный изгиб может быть значительно упрощен, 
если требуется определить только критическую силу. При этом 
можно считать прогибы малыми и применять приближенную фор- 
мулу для кривизны. Воспользуемся этим методом и вычислим кри- 
тические нагрузки для стержней постоянного поперечного сечения 
при разных условиях закрепления концов. Если определять кривизну 
по приближенной формуле 

1 43% 

R ах? ' 

то для стержня с шарнирно опертыми концами уравнение (9.22) 
принимает вид 

(9.26) 

Это уравнение вытекает из условия, что сумма моментов отно- 
сительно любого сечения равна нулю. Простота структуры урав- 
нения объясняется тем, что в рассмотренном выше случае моменты 
и поперечные силы в концевых опорах были равны нулю. При 
других граничных условиях поперечная сила и момент в опорных 
сечениях будут, вообще говоря, неизвестны; поэтому уравнение 
равновесия примет следующий вид: 

410 
W — (ох + Mo; (9.27) 

здесь ©, — поперечная сила, а My — изгибающий момент для конце - 
вого сечения стержня. Дифференцируя уравнение (9.27) по x, 
получаем 

а pew 

ах (zl ax? =) Ра Ра =. 

Выполняя повторное дифференцирование, находим 

а? г vw пра (Е! си) + Ро =0. (9.28) 

Мы пришли к дифференциальному уравнению равновесия стержня, 
имеющего любые граничные условия. Это уравнение можно выра- 
зить так, что результирующая поперечных сил, действующих на 
элемент стержня, равна нулю. 

Для стержней постоянного сечения, изготовленных из однород- 
ных материалов, величина EJ не зависит от х; при этом уравне-
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ние (9.28) приводится к виду 

d4w aw et +. Е? Te = 0, (9.29) 

где по-прежнему А? —= Р/ЕГ. Уравнение (9.29) представляет собой 
обыкновенное дифференциальное уравнение с постоянными коэф- 
фициентами; метод решения его хорошо известен. Общее решение 
уравнения будет иметь вид: 

w—C,sinkx +C,coskx +Cyx С., (9.30) 

где C,, Cy, Сзи С, — постоянные. 
Рассмотрим задачи с различными граничными условиями. 
Случай 1. Оба конца стержня оперты шарнирно. 

В случае стержня с шарнирно опертыми концами (рис. 9.6, а) гра- 
ничные условия выражаются в том, что прогиб и изгибающий 

Г г AZ м 

| их ТЫ @ 
A < 

L 
ра W 

Z 

я tz (| J р, ^° __2 
р р № р 

О] 6} 0} 2) 

Рис. 9.6. 

момент на обоих концах равны нулю. Здесь должно быть, следо- 
вательно, 

42%) 

и —0 = —0 при х=0 и x=L, 

Пользуясь выражением (9.30), находим: 

СНС. =0, С: яп РЁ - С. соз ЕЁ Е С3Ё -Е С. =0, 

C,=0, —C,k?sinkL — СЕ? со$ ЕЁ, = 0. 

Решая эти уравнения, получаем: 

C,=0, C,=0, С.=0, С, зп ЕЁ =0.



256 ИЗГИБ И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ. УСТОЙЧИВОСТЬ УПРУГИХ СИСТЕМ [ra. 9 

Последнее условие будет выполнено, если С, =0 или зш ЕЁ = 0. 
При С, =0 прогиб w тождественно равен нулю. Это означает, что 
одна из возможных равновесных форм стержня является прямоли- 
нейной формой. Если величина не равна нулю, то должно быть 

sinkL =O, 

откуда 

ИЛИ 

(9.31) 

Если P, определяется выражением (9.31), то прогибы стержня, 
находящегося в равновесии, могут быть отличны от нуля. Другими 

словами, изогнутая равновесная форма оказывается возможной лишь 
при том условии, что значение Р,„ отвечает равенству (9.31). 
Наименьшее значение P, имеет место при п ==1; таким образом, 
критическая сила равна 

ЗЕ 
Pup = a ° 

Уравнение упругой линии имеет вид 

‚ TX 
w=C, sin —. 

1 L 

Величина прогиба зависит от постоянной C,, которую нельзя найти, 
исходя из приближенной теории. Определить прогибы становится 
возможным лишь с помощью точной формулы для кривизны. Решение 

C,=0 (n=1, 2, 3, 4) 

называется тривиальным решением исходного уравнения. Задачу 
определения значений А, при которых C, ~ 0 и решение не является 
тривиальным, называют иногда задачей о собственных значениях. 
Таким образом, применяя приближенную формулу для кривизны, 
мы сводим задачу к определению наименьшей нагрузки, при KOTO- 
рой становится возможной изогнутая форма равновесия. 

Случай 2. Оба конца стержня защемлены. В этом 
случае (рис. 9.6, 6) граничные условия будут: 

dw 
w=—O0u7=0 при x =On x=L. 

После подстановки выражепия (9.30) эти условия принимают BHA: 

СС. =0, С, чп ЕЁ - С. соз ЕЁ + СЁ -Н С, =0, 

ЕС, + С: = 0, RC, с0$ ЕЁ, — АС, sin RL +C, = 0.
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Отсюда находим: 

Cy=—Cy  С=— С, 
C, (sin RL — RL) - С. (со$ ЕЁ — 1) =0, 

C,(coskL — 1) —C, яп ЕЁ = 0. 

Исключая C, из последних двух уравнений, получаем 

С. [(соз RL — 1) sin RL (sin RL — RL)] =0. 

После упрошений приходим к уравнению 

. RL. RL RL RL 
С, sin (sin = — cos) =0. 

}Келая найти нетривиальное решение, мы ДОЛЖНЫ ПОЛОЖИТЬ 

sin =0, tg 1 
либо 

sin RL АЕ gg RL 0 
2 2 2 °° 

‚ RL 
При яп —5- = О имеем: 27 р 

Ae Е пт, п=1,2,... 

И 

412? Е] 
PL= в 

Наименьшая нагрузка имеет место при n= и равна 

4? Е] 
P, — а. 

Рассмотрим, далее, уравнение 

. RL 
sin ——— — RE cog FE =Q, 

2 2 2 

которое можно записать в иной форме: 

где ф= [/2. Это уравнение можно решить графически. Начертим 
кривые, изображающие зависимость ф от ф (рис. 9.7). Корням 
уравнения (9.32) отвечают точки пересечения этих кривых с линией, 
имеющей уравнение tg » = инаклоненной к оси абсцисс под углом 45°. 
Наименьший корень оказывается равным 

__ RL 
ф — > = 4,493,
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что соответствует величине силы 

р— 80,6427 = 

Но это значение Р больше P,; из этого сопоставления заключаем, 
что в данном случае критическая нагрузка равна Р.: 

412 Е/ 
Prp = e 

[2 

Принимая $1п(АГ./2) =0, находим С, —=0, следовательно, уравнение 
упругой линии будет иметь вид 

w= С: (1 — cos =); 

значение С. остается неопределенным. 
Случай 3. Один из концов стержня защемлен, 

а другой — свободен. Граничные условия запишутся в данном 
случае (рис. 9.6, 6) следующим образом: для защемленного конца: 

dw 
при х=0 w=0 и -—=0; 

ах 

для свободного конца: 

4? aw > dw . 
при ХР паб и цы Tea 0: 

последнее уравнение выражает условие равенства нулю поперечной 
силы на свободном конце. Пользуясь выражением (9.30), получаем: 

C,+C,=0, С:Е-НС. =0, 

C,sinkRL+C,coskL=0, С.=0. 

Из этих уравнений находим: 

С = С. =0, C,=—C,, Cy,coskL=0. 

Последнее условие будет выполнено при С.=0, что приводит 
к тривиальному решению, либо к уравнению с0$Ё —=0; в по- 
следнем случае будет 

в. = (28-115 n=0,1,... 
ИЛИ 

р _— (1-17 EI 
a 4/2 ° 

Минимальное значение Р отвечает n=O и равно 

п? Е[ 
Prp — 4] ° 

Уравнение упругой линии имеет вид 

w= С» (1 —cos 57).
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Случай 4. Один конец стержня защемлен, а дру- 
гой —оперт шарнирно. В этом случае (рис. 9.6, г) граничные 
условия имеют вид: 

при х=0 w=0 и 2—0; 

aw 
при x=L w=0 и ae == 0. 

Подставляя в эти условия выражения (9.30), получаем 

С.С, =0, СЕ- С. ==0, 

C,sinkL+C,coskL+C,L+C,=0, С, яп РЁ - С, со$ ЕЁ = 0. 

Отсюда 
С, = — С.А, С = — С.К, 

C,=C,kL, С, (т РЁ — АЁ соз ЕР) =0. 

Последнее условие приводит либо к тривиальному решению С, = 0. 

либо к уравнению 
sin RL — АЁ с0$ ЕЁ = 0, 

из которого можно определить параметр А. Это уравнение можно 
переписать в виде (9.32): т 

igg—o=0, 
° р @ р 

где p==RL, Наименьший корень _ At Qo и 
уравнения равен т Я 

RL = 4,493; mi ' 
A \ 1 

он соответствует критической силе 9 | 

р _ 20,16E/ 2 || | 

р | 3 
Уравнение упругой линии прини- ayy ! 
мает вид \ 

— : __ У 49 \  — С, [п Ах —RkLcoskx + Bh in Zz 

+ k(L — x)]. pi —— p 

9.5. Выпучивание pam. Стержни Рис. 9.8. 
с упруго защемленными концами. 
Исследуем выпучивание симметричной рамы, изображенной на 
рис. 9.8. Узлы рамы будем считать жесткими. Это означает, 
что узел может воспринимать изгибающие моменты и что углы 
между различными элементами рамы, сходящимися в узле, остаются 
неизменными. Примем также, что узлы не получают боковых.
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смещений. Граничные условия для стержня АВ будут: 

при х=0 w=0 и 2—0; 

при х=Ь w=0 и a8, 

Пользуясь выражением (9.30), получим: 

C,+C,=0, C,k+C,—8, 

C,sinkL-+C,coskL+-C,L+C,=0, 

C,kcoskL +-C,k sin RL + С. = — 9. 

Решая эту систему уравнений, находим: 

1+ со$ ЕЁ 

С: = Sa aL Сь  Сз=0, 
1-- cos kL 

C,=— sin RL С, G= RC. 

Отсюда 
1 -- со$ kL 

w==C, sin kx + (cos kx — О]. 
sin RL 

Момент, действующий на конце А стержня АВ, равен 

__ 4? _ ль 1+ cos kL M, =(— EIS ) — EIRC, (sin kl +E cos kL) 

Рассмотрим, далее, деформацию элемента AC под действием 
концевых моментов M,. Расположим систему координат, как пока- 

зано на рис. 9.9. Уравнение равно- lyr 

Г весия получит вид 

а?’ El, — 5 = М.. 
| yr dx’ 

o и 

OF ee После интегрирования будем иметь 
ry} 

, М: x? , 

Рис. 9.9. w’ +- ET, ~~ t+ Cet + Се. 

Граничные условия будут иметь вид: 

и dw’ __ и 
Ww = 0, ях’ = при x = 0, 

и 
и dw’ __ / _—_ 

w’ — 0, ant 6 при x’ =—8. 

Это дает: 
С — 0, С — 6, 

М1 b2 __ М! —— 

Eh;
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Решая эти уравнения, получаем 
_ Mb 
_ 2E/, * 

Подставляем сюда соотношение 9 — kC,, а также выражение для М, 

1-Е со$ kL — 2 i М, = ЕС, (sin kL + — “5 —coskL). 

После упрощений находим 

lb RL 

с, (< 57 om - 77 >) =o. 

Нетривиальному решению отвечает уравнение 

в kL. 
> = + Er 7 = 

из него можно определить Rk и Ри». В случае квадратной рамы 
с элементами одинаковой жесткости надо положить O—Lu / ==); 
тогда будем иметь 

igo = 0. (9.33) 

Это уравнение может быть решено таким же образом, как уравне- 
ние (9.32). Если вычертить график зависимости tg? OT ф, то зна- 
чения ф, соответствующие уравнению tg p= —ф, определятся точками 
пересечения линии tg o и пунктирной прямой, накло- 

ненной под углом (—45°) к оси ф (см. рис. 9.7). 
Наименьший корень оказывается равным 

—=-5^ = 2,029; 2} 
| J 

критическое значение силы будет | i! 
/ Г / 

р. — 1647EI i 
Kp — [2 ° / 

\ 

L + Е у 
9.6. Выпучивание стержней переменного попе- п х 

речного сечения. Можно показать, что стержень по- ПИ, 
стоянного поперечного сечения не является наибо- || 
лее экономичным конструктивным элементом, пред- 
назначенным для восприятия сжимающих нагрузок. 
Чтобы получить более экономную конструкцию, сле- 14 | 

7 7 дует вводить в нее стержни переменного поперечного 
сечения. В данном параграфе будут решены некото- Рис. 9.10. 
рые задачи такого типа. 

В качестве первого примера рассмотрим стержень, изображенный 
на рис. 9.10. Он состоит Из двух частей, каждая из которых имеет 
постоянное поперечное сечение. Обозначим через /, и /5 моменты 
инерции поперечного сечения, соответственно в более тонкой и более
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толстой частях стержня. Предполагается, что один конец стержня 
защемлен, а другой — свободен. Если выбрать координатные оси, 
как показано на рисунке, то уравнения равновесия примут вид: 

а? 

El, +Pw,=0 при 0<x <L,, 
d? 
— + Ри, =0 при <<. El, 

Введем обозначения №! = P/EI, и Е — P/EI,. Решения выписанных 
уравнений будут имель вид: 

< —= Су зт Ах | С.созАх при Об<х< И, 

шо = С. чп Ах -- С, со$№х при L<x<l, 

где C,, Cy, С., С, — постоянные интегрирования. Граничные условия 
здесь таковы: 

AWy 

ax 
@,=0 при х=0 и — 0 при х == Г. 

Из этих условий находим: 

Со = 0, С. =С, tg RoL. 

При x=L, должно быть 
dw, dw, 

dx ~ ах’ 
W, — Wo 

отсюда 

Су sin [1 = С, (tg ЕЁ sin ЕЁ,  с0$ 2.1), 

и 

СА! cos RL, = C Re (tg RoL COs RoL, — sin Rol). 

Решая эти уравнения, будем иметь: 

C= С. (tg Rol sin Rol, cos Ral, ), 

sin 111 sin 2121 

Ка Cy [(tg вы tg Roly + 1) — Иа Ral — te Rols)| = 0. 

Мы получим либо тривиальное решение при С, =0, либо уравнение 

(tg Rob tg Rel, + 1) — os tg R,L;, (tg Rel — tg RL.) = 0. 

Учитывая соотношение 

to RoL — tg Ко. 
tg RjLp = tg ko(L — Ly) = 782 T+ tg&Ltgk,l,’ 

можно переписать это уравнение в следующем виде: 

R 
tg k,l, tg hola = =i (9.34)
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из него может быть определена величина Pp. Уравнение (9.34) 
можно решить следующим путем. Выразим критическую нагрузку 
в форме 

mE], 

Prep = Fa 

где m?—uHCJeCHHbIA множитель, зависящий от параметров a, == L,/L 

и t= У hhh. Уравнение (9.34) принимает вил: 

tg тона tg т (1 —a,) = a. (9.35) 

Допустим, что параметры @, и Gy заданы; тогда можно вычислить 
выражения [tg ma,a, tg т (1 —9,)], соответствующие различным 
значениям т. Наименьшее зна- 
чение т, удовлетворяющее 
уравнению (9.35), можно опре- 
делить путем аналитического 
или графического интерполи- 
рования. Так, например, для 
параметров a, = 0,4 и 2 = 2,5 

находим 1 — 1,46, что соот- 
ветствует критической нагрузке 

P., — 2,12E/, 
P—" 12 * 

В качестве второго при- 
мера исследуем выпучивание 
стержня, состоящего из четы- 
рех уголков, связанных диа- Рис. 9.11. 
гоналями (рис. 9.11); примем 
снова, что нижний конец стержня защемлен, а верхний — свободен. 
Момент инерции произвольного сечения AA с достаточной точностью 
может быть определен по формуле 

«(= 
где /, — момент инерции верхнего сечения стержня, а х — расстояние 
по вертикали от сечения до точки, в которой пересекаются напра- 
вления ветвей. 

Располагая координатные оси, как изображено на рис. 9.11, 
выпишем дифференциальное уравнение упругой линии в виде 

2 ———— () 

р 

у 

х \? aw ЕЛ (=) aa t+Pw=0. (9.36) 

В параграфе 4.4 было показано, что это однородное линейное диф- 
ференциальное уравнение может быть приведено к дифференциаль- 
ному уравнению с постоянными коэффициентами с помощью
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подстановки & = шох. Уравнение (9.36), выраженное через перемен- 
ную & принимает вид 

aw dy Pa? 
Ee aE НЕЕ w= 0. (9.37) 

Решением уравнения (9.37) будет 

w= ей. 
Е 

Подставив это выражение в уравнение (9.37) и разделив на еГ, 
получим 

ра? 
a 

Pa? 1 =5 + У 22 
9 — У чл: 

ВИ общее решение уравнения (9.37) будет 
1 

1 1 
’ —-{+18] Е / ——iB}§& 

ciel ) се ) , 

это выражение можно представить следующим образом: 

w=Vx [С sin (8 In =)+¢, cos(B In =| , 
/ / 

где Cy, Cz, Су и С, — постоянные интегрирования. Граничные усло- 
вия будут иметь вид: 

отсюда 

Обозначим B= 

иметь вид 

<) — 

dw 

ax 

Чтобы удовлетворить этим условиям, надо положить 

С. =0 и С, [5 (28 ша) — 28] =0, 

причем 92—а/(а-—- Г). Тривиальному решению отвечает значение 
С, =0. Критическую нагрузку можно определить из уравнения 

tg (28 In a) = 28. (9.38) 

Если параметр © задан, TO это уравнение можно представить 
в форме 

 —0 при х=а и —=0 при x=—a-+l. 

tg Кф = 9; 

коэффициент К равен Ina и является постоянным. Решение этого 
уравнения можно получить подобно тому, как это было сделано 
при рассмотрении уравнений (9.32) и (9.33). При а ==0,5 получим 
В = 4,82; тогда 

4,048 El, 
Pap = [2
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9.7. Разрушение реальных стержней. В предыдущем изложении 
было принято, что стержень изготовлен из однородного материала, 

имеет в первоначальном состоянии прямолинейную форму и подвер- 

гается центральному нагружению. Реальный стержень является в той 

или иной степени несовершенным: он может иметь начальный про- 

гиб, а материал может быть несколько неоднородным. Что касается 
неоднородности материала, то этот фактор трудно учесть в теоре- 

тических исследованиях, и здесь мы его рассматривать не будем. 

Обратимся к случаю центрально-нагруженного т 

стержня, имеющего начальный прогиб. Примем, | 

что стержень имеет постоянное поперечное сече- р 

ние. Обозначим через Wy начальный прогиб оси | 
стержня от линии действия силы, как показано на | 

рис. 9.12. Изменение кривизны в произвольном 
4? 275 \ 

сечении равно (3-2) И дифференциаль- > А 

w
n
 

— ное уравнение для прогиба имеет вид: 

42 40 
5 — = + 2 = 0; . ча аа К (9.39) 

здесь, как и ранее, ^? = Р/ЕГ. Закон изменения 
прогиба w будет зависеть от того, как Wo меняется 

f > по длине. Примем для Wo выражение: - 2) > 

р со 

< . ATX 
Wyo= »,8n эт ——, Рис. 9.12. 

n=1 

где 5, — заданные постоянные. Решение уравнения (9.39) можно вы- 
разить в виде тригонометрического ряда 

(oe) 

- ATX 
3 — Уз, т. 

\ 

| 
1 
! 
! 

| 
| 

J 
| 

| 

П=1 

После подстановки этого выражения в (9.39), найдем 

ом 
no i_ PP’ (9.40) 

Pn 
где 

nen? ET 
P= Ta 

Прогиб стержня посередине длины можно определить, положив 
в полученном уравнении x = [./2: 

/ 6’ == 6 ах = 8, —83 +6, —... (9.41) 

График зависимости прогиба от нагрузки для реального стержня, в 
соответствии с найденным выше графиком для аналогичного идеального 
стержня, показан на рис. 9.13. Закон нагружения для реаль-
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ного стержня отвечает кривой ЕС, построенной по уравнению (9.40). 
Однако при значительных прогибах нельзя пользоваться приближен- 
ной формулой для кривизны. Если находить кривизну по точной 

формуле, то изменение нагрузки будет определяться кривой Е/Н. 
В некоторой точке / или /’ кривой наи- 
большее напряжение достигает предела упру- 
гости; в последующем истинная кривая FIJ 
или РГУ будет проходить ниже, чем кри- 
вая РН. 

Отметим, что для реального стержня 
имеет место только одна изогнутая форма 
устойчивого равновесия. Таким образом, 
здесь не происходит разветвления равновес- 
ных форм; нельзя говорить и о соответ- 
ствующей критической нагрузке. Вместе 
с тем, линия АВ является асимптотой для 
кривой FG. Однако реальная кривая нагру- 
жения отклоняется от кривой РО раньше, 

чем прогибы становятся значительными. Раз- 
рушающая нагрузка, отвечающая точке / 
или / на рис. 9.13, может лежать выше 

Рис. 9.13. или ниже, чем критическая нагрузка для 
соответствующего идеального стержня; тем 

не менее, если критическое напряжение для стержня не превышает 
предела упругости, то значения этих нагрузок оказываются, как 
правило, близкими между собой. 

Пользуясь зависимостью P, = п?Рь;р, из уравнения (9.40) получим 

C _Р 
4, В

 

410 

OES ox
y 

5, — "5 , (9.42) 
1 

п?Рер 

Если Р приближается к Ppp, то 

Я о, №54. №9, 
61 2 3 3 8 

Следовательно, 9, >> & > 8. >... 
Подставим выражение (9.42) в (9.41); прогиб посередине длины 6’ 

будет приблизительно равен 6,, если сила Р He мала по сравнению 
с Рьр: 

5 ~~ 6, — 9 (9.43) 

в этом случае выражение (9.43) может с достаточной степенью точ- 
ности заменить (9.41). Кривая зависимости Р от 6’ будет близка 
к равносторонней гиперболе, имеющей в качестве асимптоты гори- 

зонталь P= Рыр.
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Так как при проведении испытаний прогибы обычно определяют как 
отклонение от начальной формы стержня, то вместо 6’ целесообразно 

ввести разность 5’— 6. И здесь величина 8, обычно близка кб. При- 
мем 0—0’ —94,, тогда уравнение (9.43) примет форму: 

mn 
9 — 0, — 8, — ’ 

— ЕР Ba! 

ИЛИ 

5 © XN Pu, 5—8 = 4. (9. 44) 

Если результаты испытаний представлены в виде графика зависи- 
мости 6/P от 6, то при значениях силы Р, близких к Рьр, мы должны, 
очевидно, получить линию, приближающуюся к прямой; величина, 
обратная уклону этой прямой, соответствует критической силе Pry. 

П. Тимошенко *) показал, что подобная зависимость остается 
справедливой также в случае приложения нагрузки с некоторым 
эксцентриситетом. Уравнение (9.44) лежит в основе известного метода 
Саусвелла **), этот метод широко применялся для определения кри- 
тической нагрузки по результатам испытаний в пределах упругости. 

Однако то счастливое обстоятельство, что в пределах упругости 
разрушающая нагрузка близка к теоретическому значению крити- 
ческой силы, позволяет обычно на практике рассматривать разру- 
шающую нагрузку как критическую силу; поэтому методу Саусвелла 
не придавалось должного значения. Это связано с тем, что для не- 
совершенных стержней понятие собственно критической нагрузки 
отпадает, а все реальные стержни являются в той или иной мере 
несовершенными; следовательно, строго говоря, определение крити- 
ческой силы из эксперимента осуществить невозможно. Вместе с тем, 
метод Саусвелла позволяет провести теоретически хорошо обосно- 
ванный анализ экспериментальных данных; он дает возможность 
по результатам испытаний несовершенного стержня установить кри- 
тическую нагрузку соответствующего идеального стержня. 

9.8. Боковое выпучивание балок с узким поперечным сече- 
нием. Балка с узким поперечным сечением, изогнутая в своей 
плоскости, может потерять устойчивость при некотором критическом 
значении нагрузки и выпучиться в сторону, как показано на рис. 9.14 
и 9.15. Начнем со случая свободно опертой балки, изгибаемой по 
торцам парами с моментами М. Вычисляя критическое значение М, 
будем пользоваться теми же определениями, что и для стержней. 
Примем, что в условиях, когда на балку действуют пары М 

*) С. П. Тимошенко, Устойчивость упругих систем, Гостехиздат, 1957. 
**) К. У. Southwell, On the analysis of experimental observations its 

problems of elastic stability, Proc. Roy. Soc. (London), A, т. 135, 1932, 601—616.
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в вертикальной плоскости, имеет место возмущение, которое придает 
балке малые боковые прогибы; из уравнений равновесия определяем 
наименьшее значение момента М, при котором возможна такая 
изогнутая форма. 

На рис. 9.14 изображена подобная балка. Представим мо- 
мент М, действующий на грань с положительной нормалью, в виде 
вектора по правилу правого винта. Для некоторого сечения mn, 
находящегося на расстоянии х от начала координат, имеем 
{см. рис. 9.14, 2 ив): 

М cos acos8 = — — El, —% =, М соза тв =— ВА, 

M sina = GJ si 

здесь /,, и /, — моменты инерции соответственно относительно осей x 
и у, GJ — жесткость балки на кручение. Для прямоугольного попе- 
речного сечения имеем: 

hos bh3 
— —_— — —__ — ЗЬ. 

значения Ё для различных значений отношения 6/Й даны в табл. 5.1. 
Величины ци, 9, W, я и В считаются малыми, поэтому можно 

принять 
. du . 
Зара =), cosax 1, 518—8, с0$8В=1. 

С учетом этих приближенных соотношений уравнения равновесия 
примут вид: 

4? Oe du 

Первое уравнение (9.45) не представляет для нас интереса, так как 
оно определяет вертикальные прогибы балки под действием конце- 

вых моментов М. Дифференцируя третье уравнение по х и исключая 
2 U 

< помощью второго уравнения производную dx?’ получаем 

}.48. 
J TEE ar -~B=0, 

ИЛИ 

“ В 226 — (9.46) 

где А? — М?/С/ЕТ.. Для балок постоянного поперечного сечения 
параметр А? не зависит от х; общее решение уравнения (9.46) 
имеет вид 

В = С, sinkx + С, с0$ kx.
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Граничные условия будут иметь вид: 

В—=0 при х=0и x=L, 

Это дает 
С. —0 и С, зп А ==0. 

Положив С, —=0, получаем тривиальное решение, которое отвечает 
начальной равновесной форме. Изогнутая форма с боковыми пере- 
мещениями оказывается возможной при 

п RL = 0; 
отсюда 

Me = V СУЕТ, (9.47) 

Рассмотрим, далее, случай изгиба консоли под действием силы P, 

приложенной в концевом сечении. Примем, что сила Р проходит 
через линию центров тяжести поперечных сечений и действует 
в плоскости xz. Будем считать, что вследствие малого возмущения 
балка получает боковое выпучивание (см. рис. 9.15). В некотором 
поперечном сечении тп, находящемся на расстоянии х от начала 
координат, изгибающий момент равен Р([ — х), а крутящий момент 
равен Р (5 — 9). Рассуждая так же, как при выводе уравнений (9.45), 
приходим к следующим уравнениям равновесия для этого случая: 

— —P(L—x), 

d2u ri Psp (9.48) 

ost =— РЕФ х) 2 4 РВ. | 

Исключая функцию © из второго и третьего уравнений, имеем 

a8 PL x\2, Чая Е ОЛЕГ (1 —+) 8—0. (9.49) 

Введем обозначения: 

ki = Р"М/СЛЕЬ и §=1—x/L. 

Уравнение (9.49) примет вид 

Se Bt pee? B= 0. (9.50) 

Решение уравнения можно выразить в виде степенного ряда 

В — а аа .. 

Подставляя этот ряд в уравнение (9.50), получим 

ат. (т: — 1) gm" + а2ть (т, — 1) Em" + a,m;(m,— 1) Em" + ..- 

а" + ria? Ш... =0
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Данное уравнение будет удовлетворено, если выполнены условия: 

т: (т! — 1) =0, ) 

ато (mM, — 1) = — Ria, M,—2=m,+2, » (9.51) 

азтз (т; — 1) = — Ра», m,—2—==m,+2 ит. д. | 

В более общем виде эти условия будут иметь вид: 

И Е1а;_1 | 

7 т; (т — 1)’ | 1=2, 3, ... (9.52) 
m;= m;_1+ 4 

Из выражений (9.51) находим 

m=0, или т: ==-1. 

Этим двум решениям для т, отвечают два ряда, удовлетворяющие 
уравнению (9.50); общее решение этого уравнения принимает вид: 

2 4 

B=C (1 — fey ag B )+ 1 3.4 3.4.7.8 an 

4 

С, [Е a Е Mts 9.53 НР 8 БРВ’ Js (0.58) 
где С; и С. — постоянные. 

Воспользуемся условием В =0 при х=0. С другой стороны, 
при х=Ё крутящий момент равен нулю, и поэтому dB/dx = 0. 
Таким образом, граничные условия будут: В=0 при &=1 и 
dB/dx = 0 для & =0. 

Из последнего условия вытекает: С, = 0. Чтобы получить нетри- 
виальное решение задачи, необходимо решить уравнение 

Ши ee 
3.4 3.4.7.8 3.4.7.8-11.12 ses 

1 —0. (9.54) 

Таблица численных значений выражения, стоящего в левой части 
уравнения (9.54), как функции А, была составлена Прандтлем *). 
Наименьший корень будет равен 

k, = 4,013; 

ему соответствует критическая нагрузка 

4,013 У СЕ! 
у =, (9.55) Pep = 

*) L. Prandtl, Kipperscheinungen, 1899. 



ГЛАВА 10 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
КРИТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК 

10.1. Применение метода конечных разностей. Примеры, разо- 
бранные в главе 9, показали, что определение критической нагрузки 
с помощью аналитических методов может привести к утомительным 
и сложным выкладкам. Во многих случаях, когда поперечное сече- 
ние стержня меняется по длине, аналитическое решение может 
вообще оказаться невыполнимым; тогда приходится переходить 
к численным методам. Ознакомимся прежде всего с методом конеч- 
ных разностей. 

Применение метода конечных разностей к решению задач устой- 
чивости удобнее всего пояснить на нескольких примерах. 

Пример 1. Свободно опертый стержень постоян- 
ного поперечного сечения. Дифференциальное уравнение 
в этом случае будет иметь вид: 

4?) 

d x2 
+ k?w = 0; 

граничные условия имеют вид: 

w=0 при х=0 и х=Е. 

Воспользуемся прежним обозначением: К? —= Р/ЕГ. Уравнение в ко- 
нечных разностях для некоторой точки х получает вид 

w(x + h)—2w (x)+ w(x — A) 
h2 —- k?w (x)= 0, 

ИЛИ 

w(x В) - (221? — 2) w(x) + w(x —h) =0; (10.1) 

здесь h==L/n, где п — число интервалов, на которые разделена 
длина стержня. Если принять п==2 или h=L/2, это уравнение 
в конечных разностях в точке х =[/2 примет форму 

Е? [2 

4 
O-+ (221? — 2) + 0—0, или ( — 2)w,=0.
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Отсюда можно получить либо тривиальное решение 
%&@ — 0, 

либо соотношение 
Р 8 РНИИ 

ee EI Ш’ 
откуда находим SEI 

Psp = [2 ° 

По точному аналитическому решению в этом случае имеем 

п2Е/ El 
Prxp — [2 — 9,86960 [2 . 

Таким образом, решение по методу конечных 
погрешность (—19)%. 

Примем, далее, n==3 или 
h=L/3. Замечая, что упругая 
линия будет симметричной отно- 
сительно средней точки кривой 

(рис. 10.1, а) и пользуясь уравне- 
нием (10.1) при х = 2/3, находим 

W@W, +- (Е? — 2) w,+0= 0, 

ИЛИ 
[2 

(a2 — Га, =0. 

Отбрасывая тривиальное решение 
%, —= 0, находим: 

9EJ 
Ркр = Tr? 

погрешность составляет (—9)%. 
При п = 4 или й = [./4 урав- 

нения в конечных разностях, со- 
ставленные для точек х == [/4 
и L/2, будут иметь вид: 

WwW, +(k2h? —2)w.+0 =0, 

Ws —- (2h? — 2) Wy + Wo — 0, 

ИЛИ 

< k2h? — 2) 4. = 0, . it ( ) We | (10.2) 
(Е? — 2) w, + 2щ. = 0. 

Как известно, решение сис 

а11х1 + а12х> + 

ах: + 422 —- 

111 + QnorXe2 + 

273 

разностей дает 

2 _2 
0 w, 0 

а) 

2 J 2 
0 и и) 0 

6) 

ОЕ: ОО ООИЕ: 

0) 

J 2 й НОЕ: ЛИНК 
0 Wy Wy, wu, ‘We 0 

2) 

4 9 2 ff 2? 6H 
0 W; р [79 Ш LU: 0 

0) 

21123 
0 WW; We WY, ил и. Ws 0 

é) 
Puc. 10.1. 

темы совместных уравнений 

... FAX, = @ 10, 

vee Ht 422, = Ago, 

eee + Qnn*n — @ по»
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можно представить в виде 

a Qa ... @ 10 12 In 411 а ... Ain 

Agg Ago one aon Ay 420 wee aon, 

Qng ng +--+ Ann 
xy — ; Xo — ant ano eee ann 

ay Qjq ... Ain ay QQ ... ain 

951 @% --+ Aon 951 Agg «ee Aan 

ani ano eee ann an} ang eee ann 

и т. д. Полагая 410 = 420 =... ==а = 0, получим отсюда тривиаль- 
ное решение х, = х› = ... =х,„==0, при условии, что детерминант, 
стоящий в знаменателе, не равен нулю. Если же имеет место 

равенство 

411 @12 -.. Ain 

451 Aan -+- Ayn —0, (10.3) 

ani ang eve ann 

то придем к нетривиальному решению. Следовательно, нетривиаль- 
ное решение системы уравнений (10.2) имеет вид 

1 (312 — 2) 
(k2h2 — 2) 2 =0, 

ИЛИ 

(221? — 2)? —2 —=0. 

Решая последнее уравнение, имеем 

К? — 2 — — V 2. 

Чтобы найти наименьшее значение А?, выбираем перед корнем знак 
минус; получаем 

9,3726ЕГ . 
Prp = [2 ’ 

погрешность составляет (—5)%. 
Если принять п —=65 или h=L/5, то уравнение (10.1) для точек 

L/5, 2L/5 (рис. 10.1,г) будет иметь вид 

w+ (kh? — 2) в, = 0, (kh? — рав, =0. 

Для получения нетривиального решения надо положить 

1 (213 — 2) 
(2h? — 1) 1 =0,
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ИЛИ 

(622 — 9) (k2h? — 1) —1=0. 

Определяем корень, при котором А? имеет наименьшее значение 

2212 = 0,380. 

Отсюда 
9,5491 . 

Prp — [2 , 

погрешность равна ( — 3,2)%. 
При n=6 или h=L/6 уравнение (10.1) для точек х = 6, 

L/3, L/2 принимает вид: 

We + (21? — 2) w, = 0, 

w,+ (Rh? — 2) в. -- в. = 0, 

(22? — 2) w, + 2. =0. 

Приравниваем нулю соответствующий детерминант: 

0 1 (k2h® — 2) 
1 (k2h2 — 2) 1 — (0, 

(Ев? — 2) 2 0 
откуда 

(Rk2h? — 2) [(k2 — h? — 2)? — 3] =0. 

Корень, отвечающий наименьшему значению А?, будет k2h? == 0,27, 

откуда 
9,646E/ 

Pap — [2 , 

погрешность равна ( — 2,3)%. 
Наконец, при n==7 или h=L/7 (рис. 10.1, е) уравнение (10.1) 

в точках x==L/7, 2L/7, 3L/7 будет иметь вид: 

о + (2? — 2) 3 = 0, 

W, + (k*h? — 2) w+ в: ==0, 

(k7h? — 1) м, + м. =0. 

Условия получения нетривиального решения оказывается следующим: 

0 1 (213 — 2) 
1 (2h? — 2) 1 —0, 

(312 — 2) 1 

ИЛИ 

(h2h? — 2)3 + (22 — 2)2 — 2 (22 — 9) —1=0. 

Решая это уравнение, находим, что наименьшее значение А? будет
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при 

k?h? — 2 = — 1,80, 

что соответствует значению силы 

9,/05E/ 
Рьр — [3 ’ 

погрешность равна (— 1,7)%. 
В приведенном примере было осуществлено большое число при- 

ближений. Следует отметить, что в приближениях, отвечающих 
п —3, 5, 7, используются детерминанты того же порядка, что и при 
п —2, 4, 6; поэтому на практике вычисления проводятся только 
для нечетных значений п. 

Пример 2. Свободно опертый стержень с пере- 
менным моментом инерции сечения. Примем, что 
у стержня, описанного в предыдущем примере, момент инерции 
сечения / меняется по закону 

I(x) = (1 sin), 

где /— постоянная величина; тогда уравнение в конечных разностях 
для любой точки х примет вид: 

вк (1 + sin} eT hae OTe) pw(x)=0, 
ИЛИ 

w(x +h) +(—*" —2\ ше («—в=0, (10.4) 

де k?=P/EI/,. Граничные условия будут такими: 

w=0 при х=0 и х=Ё. 

Если принять n==2 или h=L/2 (рис. 10.1, 2) для x =L/2, то 
уравнение (10.4) принимает форму 

RL? 

4 
0-- a 2 |@,+0=0; 

1 + sin z 

отсюда 

Rk? L3 16Е/ 
8 — 2—0, ИЛИ Pr = т. 

Из этого примера видно, что наличие переменного момента инерции 
не вводит дополнительных трудностей в решение задачи. Единствен- 
ное различие между данным и предыдущим случаями заключается 
в том, что коэффициент при W(x) в уравнении (10.4) теперь 

является функцией х; поэтому, выписывая уравнение для разных
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точек, следует подставить соответствующие значения х. Решение для 
других значений п может быть выполнено таким же образом, как 
в предыдущем примере. Значения Рр/[?/Е\ при n=3 и п=4 
соответственно равны 16,79 и 17,24. Точное решение рассматри- 
ваемой задачи отсутствует. Если принять, что упругая линия имеет 
форму синусоиды, то с помощью энергетического метода критиче- 
ская сила получается равной 18,05 ЕЛ /[? (см. параграф 10.5). Пред- 
полагаемые погрешности в определении критических сил, вычис- 
ленных при n= 2, 3, 4, соответственно равны ( — 11,4)%, (— 7%, 

( — 4,5) %. 

Из двух предыдущих примеров видно, что с возрастанием п зна- 
чение P,, приближается к точному решению, полученному аналити- 
ческим путем. Но в случае, если момент инерции является перемен- 
ным, такой результат не всегда имеет место. Чтобы показать это, 
примем, что момент инерции изменяется по следующему закону: 

ит) при о<х< 5, 

= (3 =) при — L [ 0 ОТД ри TRIS 

Уравнение в конечных разностях для любой точки х принимает вид: 

w(x +h) [2—2 w(x) + w(e— =0, mp0 dxdt. 
aaa a (10.5) 

В таблице 10.1 даны результаты вычислений. Если упругая линия 
принята в виде синусоиды, то энергетический метод приводит к зна- 
чению критической силы Рхр = 16,53 Е /Г.?. Возможные погрешности 

по сравнению с этим значением приведены 
в таблице 10.1. 

Пример 3. Боковое выпучива- 
ние консольной балки с узким PrpL? гаемая 

поперечным сечением. Основное Ely | woot B % 
уравнение для этого случая было выведено 
в параграфе 9.8; они имеет вид 

Таблица 10.1 

Предпола- 

2 16,000 —3,23 
428 2 (, xe __o. 3 | 15,000 | —9,27 
4х? Г GTEI, —т) о 4 | 16,000 | —3,23 

5 | 15892 | —3,83 
граничные условия будут иметь вид: 6 16,253 | —1.70 

de 7 | 16179 | —215 
В=0 при х=0, 3. =0 при х—=Е. 

Соответствующее уравнение в конечных разностях для произвольного 

сечения х запишется в виде 

ВНР [rin (1 т) 2-е =0, (10.6)
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причем 

В (0) =0, Вт-н1 = Ви 1. 

Здесь А! =P*L’/GJEI,, а индекс т отвечает точке х==/. Вели- 
чина В„., соответствует воображаемой точке. Пользуясь рис. 10.2, а, 
находим следующие уравнения в конечных разностях при x = [./2 
- ee — и х=Ё: 

0 В Pe PF 212 1\ р B+ [1 (1—5) — 2]8,=0, 
[11° (1 — 1 — 2] 8, 4-28, = 0. 

=— — а Уравнение, дающее нетривиальное 0 ye) № As Pe решение, имеет вид 
0) Ren 

+—— | г (FF —2) [oo 
0 в № А Л BE —2 2 

или 
6) рр? 
И 2 7 —2)+2=0 

Оф bs & Bs Poh Отсюда 
2) р —4 У GJEI, . 

Рис. 10.2. ы г 
погрешность составляет ( — 0,32) %. 

Таким же образом можно провести вычисления для п = 3, 4, 5; 

тогда найдем значения Ри? ГУ СЛЕТ, соответственно равные 3,933, 

3,959 и 3,976. Точное значение равно 4,013 [уравнение (9.55)]; 

погрешность равна для каждого из этих случаев ( — 1,9) %, (— 1,3) % 
и (— 0,92) %. 

10.2. Метод релаксации. Примеры, приведенные в предыдущем 
параграфе, показывают, что при уменьшении длины интервала h 
точность определения критической нагрузки обычно повышается. 
Но с увеличением числа узловых точек возникают трудности двоя- 
кого рода. Во-первых, быстро возрастает затрата времени на рас- 
крытие детерминанта. Во-вторых, повышается степень результирую- 
щего уравнения, и потому решение его становится сложным. В зада- 
чах на упругую устойчивость интерес представляет только тот 
корень, который соответствует наименьшей критической нагрузке. 

Были предложены различные релаксационные методы *); ниже будет 
описан метод, наиболее удобный в применении к задачам устой- 
4YHBOCTH. 

*) См., например, К. У. Southwell, Relaxation methods in engineering 
science, N. Y., 1940; A. Vazsonyi, A numerical method in the theory of 
vibrating bodies, J. Appl. Phys., т. 15, № 8, 1944, 598—606,
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Для примера обратимся к задаче об устойчивости свободно 
опертого стержня постоянного поперечного сечения. Рассмотрим 
случай, когда число интервалов п —=7. Метод релаксации можно 
осуществить следующими этапами. 

Этап 1. Примем w,—1, 4. =0,8 и w,=—=0,4. Отметим, что 
в задачах на устойчивость точное значение амплитуды упругой 
линии не может быть определено; представляют интерес лишь отно- 
шения прогибов в различных точках, расположенных вдоль стержня. 
Так, например, в параграфе 9.4 все упругие линии были получены 
без определения максимальной амплитуды C,. Принятые значения 
W,, Wo, Ws в действительности являются относительными величи- 
нами. Эти значения записаны в первом столбце справа от узловых 
точек. 

Перепишем уравнение в конечных разностях (10.1) в следующей 
форме: 

w(x +h) —2w(x)+ w(x — В) = — R*h?w (x), 
ИЛИ 

A?w (x) = — k*h?w (x). (10.7) 

Исходя из принятых величин W, вычислим значения A2w для каждой 
узловой точки и запишем их во второй столбец. В. нашем примере 
имеем (рис. 10.1, e): 

в точке [: 42%, = м, — 2% м. =1,0—2.1,0- 0,8 = — 0,2, 

в точке 2: 420. = w,—2w,.+ м, = — 0,2, 

в точке 3: 42; = м. — 2%. 0=0. 

Далее, из трех разностных уравнений вычислим значения 2?2й? 
для трех узловых точек. Получим 

2 

в точке I: 22? — — 41 — 9? ро 
Wy 1,0 

2 

в точке 2: pen? — — а _ 92 (05, 
о 0,8 

2 

в точке 3: Ren? — 43 _ 9 _ 9. 
W3 0,4 

Эти величины записаны в третьем столбце. Полученные результаты 
приведены на рис. 10.3 в качестве первого этапа. 

Этап 2. Если соотношения между Wy, Wo, Wz выбраны правильно, 
то значения Rk2h?, вычисленные из этих трех уравнений, будут 
одними и теми же. Очевидно, в нашем примере такого совпадения 
мы не получили. В предыдущих выкладках для п =3 было най- 
дено А?[? —=9. Следовательно, наименьший корень в данном случае 
должен дать значение /?/?, близкое к 9. Приближенное значение А?/.2 
равно: 

2212 _ 9 
ча = 0,18. 242 — 

Rh — na ~— 4 
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Имея это в виду, изменим значения Wy, Wo, Wz. Мы замечаем, что 
наибольшая погрешность при определении величины А2Й? имеется 
в точке 3. Увеличим W, на 0,444, не меняя > и W,. Тогда по- 
лучим 

A?w, —— 0,088, (k7h?), — 0, | 98 

И 

A*w, == — 0,156, (k?h?), = 0,195. 

Эти данные представлены в качестве 2-го этапа на рис. 10.3. 

Wy, , Aw, kh? w, ДРИ kKh?w, Ay Kew « 
0 94 0 0108 -02 ai -02 “Q2\10 ° 

этап / 

i 1444 -Q088 0198108 -0156 01910 -02 G2 ’ 

Iman 2 

| 
0 1444 -0088 01908 -O1585 019909 -0197%5 “ Sy 

aman 3 

Puc. 10.3. 

Этап 3. Уменьшим теперь W, до величины 0,9975, не изменяя 
Wo И Ws. Тогда 

А, ——— 0,1975, (k2h2), = 0,198, 
A2w, —=— 0,1585, (k2h2)> — 0,198. 

Эти данные приведены в виде 3-го этапа на рис. 10.3. 
Мы получили одни и те же значения К?Ё? для всех точек; это 

показывает, что решение является правильным. Критическая нагрузка 
оказывается равной 

9,70E/ 
Prp= Fa: 

Снова отметим, что указанные значения W,, Wy и Ws являются лишь 

относительными величинами. Может быть выписан ряд значений 1, 

Wo, W3, удовлетворяющих этим уравнениям в конечных разностях. 

Но если их разделить на некоторый коэффициент, то мы получим 

одни и те же относительные величины; следовательно, критическая 

сила останется прежней.
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10.3. Приближения высших порядков в методе конечных раз- 
ностей. При решении задач устойчивости мы можем дополнительно 
улучшить результаты, используя формулы для конечных разностей 
высшего порядка; такие формулы были выведены в параграфе 6.6. 
Проиллюстрируем этот метод, взяв снова в качестве примера за- 
дачу об устойчивости свободно опертого стержня постоянного 
поперечного сечения. По формуле (6.33) имеем 

42 1 1 1 To = 7a (Mw — 15 Аи -- og Atw — ...). 

Если воспользоваться этой формулой, то дифференциальному урав- 
нению 

42 

4х? 

будет соответствовать уравнение в конечных разностях 

+ k?w= 0 

dew — = Aw + д Ав — 2. ЗЕ 262 = 0. (10.8) 

Если пренебречь конечными разностями шестого и более высо- 
ких порядков, то уравнение (10.8) в некоторой точке х будет 
иметь вид: 

w (x + h) —2w (x) + w(x — В — 4 [w(x + 2h) — 4 (x +A) + 

+ 6w (x) — 4w (x — № + w(x — 2h)] + R2h?2w (x) = 0, 

или 

— w(x + 2h) + 16% (Хх + h)+ (12221? — 30) w (x) + 

+ 16w (x —h) —w(x —2h)=0. (10.9) 

В это разностное уравнение входят значения W для двух точек 
левее x и двух точек правее х; поэтому значением W,,,, надо поль- 
зоваться при составлении уравнения для точки (т —_ 1), причем 
индекс т относится к граничным точкам. Введем по соседству 
с каждой граничной точкой воображаемую внеконтурную узловую 
точку. Имея в виду, что для случая свободного опирания на концах 

стержня должно быть 
4? 

4 — ——— =0 на границах, 
ах? р Ц 

42% 
и выражая производную I через разность первого порядка, Ha- 

ХОДИМ 

Wm+1— 2Wm + Wm+1 = 0, 
ИЛИ 

Wm+1= — Wm-1; 

имеется в виду, что значение W,, равно нулю.
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Поступая таким же образом, как в параграфе 10.1, получим 

следующие результаты. 
Приближение п=2. Применяя уравнение (10.9) для точки 

== 1/2 (рис. 10.4, a), находим 

w, + 0-+ (124? = — 30), Ро, =0; 
это Дает 

Е?[2 = 9,33, 
ИЛИ 

9,33E/ | 
Pep = Ta 

погрешность составляет (— 5,5) %. 
Приближение п=—3. Используя уравнение (10.9) для точки 

pee : pou X= L/3 (рис. 10.4,6), будем 
= 0 [7 0 -! иметь 

_ а, 0+ (122 = — 30). + 
WO ии 0 -W | 

----— : ——+--- И 

> 0 WH Gm WO № 9,7581 . 
д) Pap = в; 

Рис. 10.4. 
погрешность равна (— 1,21) %. 

Приближение n=4, Пользуясь уравнением (10.9) для точки 
x= 1/4, [12 (рис. 10.4, в), имеем: 

— + 0-+( 12 — 30) p+ 16w, —w, —0, 

о 1 6a, (12° 15 — 30) w+ 16%, + 0 —0. 

Отсюда получаем уравнение, содержащее детерминант: 

(0,7522 — 30), 16 | _ 
32 (0.75212 — 30) | ° 

Решая его, находим 
р. 98381 

Kp ~~ [2 9 

погрешность равна (— 0,4) %. 
Сравнивая полученные результаты, убеждаемся в том, что точ- 

ность решения повышается по мере возрастания п. 

10.4. Методы экстраполяции. При решении задач устойчивости 
должна быть определена критическая нагрузка. При этом весьма 
эффективным должен оказаться метод экстраполяции. Прежде
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чем излагать метод экстраполяции *), докажем следующее положение: 

погрешность при определении критической нагрузки с помощью 
метода конечных разностей будет порядка h?, если только 
основное уравнение имеет постоянные коэффициенты. 

Пусть решение дифференциального уравнения будет W, а реше- 
ние соответствующего уравнения в конечных разностях будет w. 
Допустим, что при решении дифференциального уравнения мы по- 

лучим значение А?, а при решении соответствующего уравнения 
в конечных разностях А?. Рассмотрим случай свободно опертого 
стержня постоянного поперечного сечения. Дифференциальное урав- 
нение имеет вид 

aw 
ax? 

+ kw — 0, 

с граничными условиями 

®—0 при х=0 и x=L, 

Соответствующее разностное уравнение имеет вид 

w(x + h) — 2щ (х) м (x —A)+ 212 (x) =0, (10.10) 

с граничными условиями 

и =—0 при х=0 и x=L, 

Уравнение в конечных разностях (10.10) может быть решено, 
если принять W в форме 

W — сетт, (10.11) 

где с — постоянная. Подставляя выражение (10.11) в уравнение (10.10). 
имеем 

cemz+mh — Эсетх + cemc—mh + ck*h2 ema — 0, 

ИЛИ 
[(еть + e—mh) + (k2h? — 2)] сете — 0. 

При этом должно быть 

(emh 1 е-тп) + (21? — 2) = 0, 

ИЛИ 
2h2 

ch mh +-(=> —1)=0. (10.12) 

Отсюда могут быть получены три решения для т, соответствующие 

значениям 

кр? Rh? 

2 
—1|=1 и 1—1 <1. 

*) М. Ц. Salvadori, Numerical computation of buckling loads Бу fi- 
nite differences, Trans. ASCE, т. 116, 1951, 590—636,
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Можно показать, что в первых Двух случаях полученное решение 

для W не удовлетворяет граничным условиям; поэтому в последую- 

eh” 1 | <1 будет 
2 

тй < 1; это возможно лишь при чисто мнимом значении т. Поло- 
жим == ii; тогда уравнение (10.12) принимает вид 

k2h? 
о +] 

щем мы их He будем рассматривать. При | 

coshh = 1 — (10.13) 

откуда 
2h2 

h=— + 1 arccos (1 — S ). 

После подстановки этих значений ^ в (10.11) можно определить 
значения А? из граничных условий. Так как такие выкладки яв- 
ляются довольно трудоемкими, можно сначала определить A из гра- 
ничных условий, а затем найти К? из уравнения (10.13). Поскольку 
параметр A может иметь либо положительное, либо отрицательное 
значение, общее решение для w будет иметь вид 

W=C,sinhx -- cycosrx. (10.14) 

Чтобы удовлетворялись граничные условия, надо принять 

пт 

где и — целое число; для определения критической нагрузки следует 
положить п —=1. Учитывая соотношение | —с0$20 —=2 $1120, преоб- 
разуем уравнение (10.14); подставляя значение A, полученное из (10.15), 
найдем 

й \2 th 2 — sin? —— k (5) = sit’ о. (10.16) 

Воспользуемся разложением функции sin? в ряд 

. 93 05 
sin6 — 9 — = —... 

Подстановка этого ряда в (10.16) дает 

h\2 xh 1 /x h\3 2 п? (h\2 2 (xn\t(h\4 

#(3)=[f3 —alZa) +...[=в(5) —a(z) (5) +. 
После деления на (#/2)? получим 

п? 2 4/h\2 — 
= (т) (=) + ... =k? —ajh?—aph*+... 

причем коэффициенты 01, а› не будут зависеть OT A. Это вытекает 

из соотношения А? == п?/[2. Таким образом, мы приходим к заклю-
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чению, что в данном случае погрешность будет порядка Й2?, т. е. 
определяется выражением 

е == kh? —k? — 01? +a,ht+ ... (10.17) 

Если условия закрепления стержня по концам отличны OT свобод- 
ного опирания, то следует пользоваться дифференциальным уравне- 
нием (9.29); тогда аналогичным путем можно доказать, что ошибка 
будет также порядка h?, 

Пренебрегая в выражении Таблица 10.2 

(10.17) величинами Gp, G3 ит. д., Экстраполяция порядка #2 
будем иметь 

2—2 a,h?. п/п; an, an, 

Пусть через п; и п; обозна- 4 
чаются числа интервалов, на 9/1 3 = 133333 | > =0,33333 
которые разделена длина L. Тогда 
имеем й; —L/n, и hj —=L/n;; при 3/2 9 — 1,8 4 _ 0,8 
этом 5 5 

Beak == 5 3 | “2 = 2,28571 | 2 = 1,28571 
i 

10.18) 25 16 о ( 4| 2=277778 | © == 177718 ай = а, | 5 |9 9 
п: J 

; ‚ ‚ 53 = — 1,5625 a — 0,5625 
Здесь А; и kj — значения №, 
отвечающие соответственно п ="; (у; 36 _ 3979797 | 25 — 2.979797 
и п=1,. Исключая из этих двух п’ ll” 

2 уравнений at ; находим 1/5 49 _ 2.041667 25 _ 1.041667 

—» nk; — пр ~ 

hi,j=— = 76 | 22 =3,769234 | 36 — 2769234 
mj 30 SP | 13 

2 2 — On №) — 4", (10.19) 

где ki, j — экстраполированное значение А?. Таблица 10.2 содержит 
коэффициенты Qn» On» входящие в формулу для экстраполяции 

порядка h2 (10.19) при наиболее часто встречающихся значениях 
п; и Nj. 

Так как уравнение (10.19) является однородным относительно п, 
то коэффициенты экстраполяции порядка #? в табл. 10.2 будут 
функциями только отношения п;/й;; например, формула экстраполя- 
ции для (2,1) может быть применена и при (4,2). 

Примем во внимание в выражении (10.17) первые два члена 
ряда и применим основную формулу для трех приближений, отве- 

2 2 2 чающих значениям Rj, kj, Ry; последние получены делением
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характерного размера L на п; < п; ny частей. Тогда будем иметь: 
72 2 a,L? аз [4 
Rk — А; = о + 4° 

п; п; 

—2 2 aL? аз [А 
Rk — k; п? + nt 9 

3 3 
2 2 aL? ао [4 

К Ру = 2 + 4 ° 

пу Nk 

Исключая a,L? и aol* из этих трех уравнений, получаем формулу 
экстраполяции порядка (h?, h4): 

4 („2 2\ ь2 4 („2 2\ ›2 4 („2 2\ р2 ni, (nj — ni) ki, — nj (nj, — п) ki + т (nz, — пу) Е = 
4 (7,2 n2 4/22 4/,2 2 — пу (п; — пз) —п; (п — ni) + 7; (ni, — пу) 

_ 2 2 2 
= an, Rx — n Pj — an, Ri, (10.20) 

где Ri, /, к — экстраполированное значение 2, 
В таблице 10.3 даны коэффициенты экстраполяции порядка (#?, h4) 

для наиболее часто встречающихся значений п;, Nz, Ny. Здесь по- 
прежнему значения п могут быть умножены на общий множитель, 
причем формула останется без изменения. 

73 
Ri, j, к = 

Таблица 10.3 
Экстраполяция порядка 12, h4 

пк/п [п Any an, an; 

3/2/1 5 = 2,025 > — 1,06667 a — 0,04167 

4/3/2 _ — 3,04762 a — 2,31429 — 0,26667 

5/4/3 ae = 4,34028 a — 4,06349 me — 0,72321 

6/5/4 Ee — 5,89091 О — 6,31313 тов = 142222 

7/6/5 a — 769551 on — 9,06294 a = 2.36742 

5/3/1 a — 1,62760 aes — 0,63281 5 — 0,00521 

7/5/3 = ыы = 2.50104 25 = 1,62760 55 = 0.12656 

Проиллюстрируем метод экстраполяции на примерах, разобран- 
ных в параграфе 10.1. В применении к первому примеру формула 
экстраполяции порядка fh? [уравнение (10.19) и таблица 10.2],
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с учетом нескольких первых значений А*[?, дает следующие резуль- 

таты (погрешность указана в скобках): 

ks, з[7 = 1,8. 9— 0,8 .8 == 9,8 (— 0,71%), 

Re yL? = 2,28571 - 9,37264 —1,2857 - 9 = 9,852 (— 0,18%), 

Ri, 5L? = 2,77778 - 9,549 — 1,77778 - 9,373 = 9,862 (—0,08%). 

Экстраполяция порядка (h?, #4), уравнение (10.20) и табл. 10.3 

дают: 

Re 5, 1[2 = 3,04762 - 9,37264 — 2,31429- 9+ 

+ 0,26667 -8=9,8690 (—0,006%), 

Re, 5, 7k = 2,50104 . 9,7054 — 1,62760 . 9,549 + 

+. 0,12656 - 9 = 9,8696 (0%). 

Как видим, экстраполированные значения лежат весьма близко 
к истинным; таким образом, практически второе приближение 
с экстраполяцией порядка h? дает более чем достаточную точность. 

Вывод формулы (10.17) не может быть распространен на случаи. 
когда основное дифференциальное уравнение имеет переменные 
коэффициенты. Однако результаты, относящиеся ко многим разоб- 
ранным задачам, показывают, что и здесь методом экстраполяции 
можно пользоваться в качестве эмпирического метода. При этом 
следует сделать несколько замечаний: 

1. По формуле экстраполяции предполагается, что в последова- 
тельных приближениях значение №? будет все время приближаться 

к k? с одной стороны. Если же процесс приближения к К? носит 
колебательный характер, то формулой надо пользоваться различным 
образом в зависимости от того, имеет ли место приближение сверху 
или снизу. Два экстраполированных значения, полученные таким 
образом, следует сравнить между собой. Не рекомендуется приме- 
нять экстраполяцию, если имеется меньше трех приближенных зна- 
чений 22. 

2. Даже в том случае, если приближенные значения Е? монотонно 

приближаются (сверху или снизу) к истинному значению, нельзя 
сразу сказать, будет ли экстраполированное значение выше или ниже 
истинного. 

3. Вообще говоря, экстраполяция порядка (#2, h*) дает лучшие 
результаты, чем экстраполяция порядка h?, но невозможно сказать 
заранее, будет ли экстраполяция A? при больших п; давать лучшие 
результаты, чем экстраполяция (й?, h*) при малых п;; это относится 
и к тому случаю, когда имеется три значения п;, и наибольшее из 
них совпадает с наибольшим п; в экстраполяции й2?.
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Во втором из примеров, разобранных в параграфе 10.1, для 
случая 

= (1-1 2%) 

приближение А? к А? оказывается монотонным *). Метод экстра- 
поляции дает следующие результаты (погрешность указана 
в скобках): 

ko, 3L’ = 1,8 - 16,79 — 0,8 . 16 = 17,42, (—3,5%), 

ks, aL’ = 2,286 . 17,24 — 1,286 - 16,79 = 17,81, (— 1,3%), 

Ri, 3,4L = 3,0476 - 17,24 — 2,3143 . 16,79 + 

+ 0,2667 . 16 = 17,95 (—0,55%). 
Примем 

I(x) =h(1 +) при о<х<= 

I(x) = (3—7) при Sx SL; 

тогда можно видеть, что Е? будет приближаться к К? с одной сто- 
роны, но не монотонно, в то время как сами по себе обе последо- 
вательности для четных и нечетных п; являются монотонными. 
В таблице 10.4 помещены экстраполированные значения, полученные 
с использованием обеих последовательностей. 

Таблица 10.4 

 Погреш Экстраполяция 1? Экстраполяция (Й?, #4) 

973 HOCTb 

п RAL в процен- one погреш- on? Погреш- 
тах п КП ность в про- п Reh ность в про- 

центах центах | 

16,0000 | —3,23 | 24| 16,0000 | —3,23 |2,4,6| 16,5114 | —0,13 
15,0000 | —9,27 | 3,5 | 16,3983 | —0,85 | 3, 5, 7 | 16,4964 | —0,22 
16,0000 | —3,23 | 4,6 | 16,4546 | —0,48 
15,8917 | —3,83 | 5,7 | 16,4774 | —0,34 
16,2526 | —1,70 
16,1786 | —2,15 N

D
 
O
P
 

W
h
 

В задаче о боковом выпучивании консольной балки, имеющей 

узкое поперечное сечение, получается, что приближение Rk? к Е? 
будет монотонным при п >.3. Экстраполяцию fA? можно применить 

*) _„Монотонно возрастающей функцией называется такая, в которой 
каждой последовательности возрастающих значений аргумента соответствуют 
неизменно возрастающие значения функции; аналогично, функция является 
монотонно убывающей, если ее значения убывают с возрастанием аргумента.
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для n==3, 4 ип =4, 5, вто время как экстраполяцию (й?, h*) можно 
использовать для любой последовательности, и в частности, для 
п —=2, 3,4 и п=3, 4,65. В таблице 10.5 даны результаты вычис- 
лений. 

Таблица 10.5 

 Погреш- Экстраполяция #2 Экстраполяция (22, Й4) 

п Rela  процен погреш- погреш- 
В ах n R22 HOCTE B про- п 22 ность в про- 

центах центах 

2 4,000 —0,32 | 3,4 3,992 —0,52 |2, 3, 4 4,030 +0,42 
3 3,933 —1,9 4,5 4,006 —0,17 | 3, 4, 5 4,014 -- 0,025 
4 3,959 —1,3 
5 3,976 —0,92 

10.5. Энергетический метод. Рассмотрим равновесное состоя- 
ние стержня при сжимающей нагрузке, равной критической силе. 

Как было указано в параграфе 9.3, здесь возможны две формы 
равновесия: прямолинейная и изогнутая. Примем, что стержень имеет 
прямолинейную форму; будучи неустойчивой, при 
действии любого малого возмущения эта форма скачком {” в] 
перейдет в изогнутую. При переходе от одной формы и 
равновесия к другой энергия деформации стержня воз- 
растает, так как к энергии сжатия добавляется некото- 
рая энергия изгиба. В то же время потенциальная энер- 
гия нагрузки уменьшается благодаря сближению концов 
стержня. Это уменьшение потенциальной энергии равно 
работе сил, приложенных по концам стержня. Обе | to 
формы стержня — прямолинейная и изогнутая — яв- 
ляются возможными формами равновесия при одной и Рис. 10.5. 
той же нагрузке; но тогда переход от одной формы 
к другой не должен сопровождаться потерей или накоплением энер- 
гии. Поэтому энергия изгиба, дополнитеяьно накопленная в стержне, 
должна быть равна работе, совершенной силами. 

В параграфе 7.3 было найдено, что энергия изгиба, накопленная 
в стержне, равна 

Г 

1 2 \2 u=t / (2 dx, 
0 

где под по-прежнему понимается прогиб. Укорочение стержня 
за счет изгиба можно найти следующим образом. Рассмотрим эле- 
мент АВ оси стержня, имеющий до изгиба длину Ах (рис. 10.6). 
Заметим, что этот элемент уже подвергался сжатию. После изгиба 
элемент АБ переместится в положение А’В’. Так как сжимающая
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нагрузка не меняется, то в стержне будут действовать те же осевые 
напряжения, что и до изгиба; следовательно, удлинение вдоль ней- 
тральной оси должно отсутствовать, и длина дуги A’B’ должна быть 
равна dx. Поэтому укорочение элемента АВ no направлению х 
будет 

1 

АВ — А’В’ = ах —[(dxp—(Fax) |? = 

1 / dw \2 1 (dw \2 | 5 (5) + es (9%) ах; 

последнее выражение получено в предположении, что членами выс- 
к шего порядка можно пренебречь. Окон- 

= dx —dx|1— 

tal ГА чательно сближение концов стержня ока- 
w | 1) st gp Зывается равным 

| gt 9 L 
A | | __ 1 { dw \? 

aT =? (ах) * 
es о 

С. 

Рис. 10.6 В процессе сближения концов стержня 
сила Р остается постоянной. Работа, со- 

вершаемая нагрузкой Р, будет поэтому равна 

a= | (te =) * dx. 

Условие сохранения энергии имеет вид: 

U — Pu, 

ИЛИ 

Г L 

(Fs) P dw\2 ,_. 

0 

отсюда 

Г 

21 \2 

] в (Ze) 4 
0 ee , (10.22) 

Мы получили так называемую формулу Рэлея. Чтобы получить наи- 
меньшее значение силы, которое определяет критическую нагрузку,



10.5] ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД 291 

МЫ ДОЛЖНЫ ПОЛОЖИТЬ 

Ра =P, =| = (10.23) 

— 0 —min 

Обозначение P,,, в уравнении (10.23) в действительности отвечает 
наименьшему значению Р в дискретной последовательности собствен- 
ных значений. Однако можно показать, что по сравнению со всеми 
функциями прогиба W, удовлетворяющими граничным условиям, истин- 
ная функция прогиба, соответствующая первой собственной форме, 
придаст силе Р минимальное значение в том смысле, как это пони- 
мается в вариационном исчислении. 

Для доказательства положим 

T= U — Pu. 

Взяв вариацию по w, будем иметь 

42% а? bw ре 49, 
ах? ах ах ax 4 

эт [вис 

= {215 (ie) ен 
+/ [а (El Gaz) + Ра 4х. 

причем последнее выражение получено интегрированием по частям. 
Граничные условия для концевых точек x = 0 и х =L представляют 
собой сочетания условий, относящихся к изгибающему моменту 

dw M= EI, =0, 

и поперечной силе 

== [Е (=)] НР —0, 

при заданных значениях dw/dx uw. Следовательно, члены в скоб- 
ках обращаются в нуль. Условие равновесия внутреннего элемента 
стержня будет 

42 pew 

oa (El aa) +P Ga =0, 
отсюда 

su =0, или sU—Piu—0.
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Подставим в последнее уравнение соотношение 

p—w. 
ц 

тогда условие ЗП —=0 примет вид 

usU — Иёи = 0. 

Но это соотношение совпадает с условием 

sp 980 — И 
и? 

= 0. 

Это означает, что из всех функций прогиба, удовлетворяющих гра- 
ничным условиям, только истинная функция прогиба придает силе Р 
минимальное значение. 

Установив это положение, перейдем к нескольким примерам опре- 
деления критических нагрузок с помощью метода Рэлея — Ритца. 

Пример 1. Свободно опертый стержень постоян- 
ного поперечного сечения. Граничные условия в этом случае 
будут: 

w=0 и dw/dx? при х=0О un x=L, 

Чтобы удовлетворить этим условиям, можно принять 

=. 
«0 — у C,, sin —— 

Интегрируя, находим 
Фо) 

at) rAE] 

vat fer (a) = 418 24 п*С», 
П=1 

1 f(dw\? . Ww 

—=2 / (=) ах =F, У nC, 
0 n=l 

и, далее, 

n*c? о 9 
р— UME! ит "WEI Ci+ 16C3+ 81C3-+... 

a L? SC L? Ci+4C3+9C3-+... 

ET 1-16 (2 2-1 (с tt) +... 

СО 
Чтобы найти критическую силу, надо определить параметры 

C,/C,, C,/C, и т. д. таким образом, чтобы нагрузка Р была мини- 
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мальной; для этого следует положить 

oP —0 oP —0 

д (С/С!) * 9(СУС) — 

и т. д. Как показывают вычисления, эти условия будут удовле- 
творяться при 

(С/С!) = (C3/C;) =... =0; 

отсюда 

— WET 
Ркр = Рав Tz 

что совпадает с точным решением. Такой результат получен благо- 
даря тому, что принятая форма упругой 
линии отвечает точному решению. | 

Пример 2. Стержень, один конец 
которого защемлен, а другой — сво- 5 
боден. Граничные условия в этом случае a 
будут: 

и —0, dwi/dx=0O при х=0. 

Чтобы удовлетворить этим условиям, примем 

г) Ус. (т) —_ L У, “\L ° HLL am 
n=0 0 4 2 

При такой форме упругой линии мы после ин- Рис. 10.7. 
тегрирования не получим общего выражения 
для всех значений п; поэтому воспользуемся только первыми двумя 
членами ряда и примем 

w=) +61). 
Если поперечное сечение стержня является постоянным, то после 
подстановки выражения для % в формулу (10.22) и интегрирования, 
получим 

2 

__ 48Г С 3 С, +308 4 El зе +3 (6) 

в FO +300, +2 C? EG £4 5 (С: 
(10.24) 

Если мы из этого ряда возьмем только один параметр и положим 
С =0, то найдем минимальное значение Р равным 

3E/ 
Prp =a: 

Погрешность в этом случае равна -+-21,6%. При двух параметрах 
минимальное значение Р можно найти, дифференцируя (10.24)
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по (C,/Cy) и приравнивая результат нулю: 

АР _ 

а(С/С) — 

[+30 +5 (6) +64.) +3 +з(,) +32) 
[+34 +5(<)] 

0 = 

ИЛИ 

С: Cy — 0: | 18 (<=) + 2221-55 =0; 
отсюда 

Cy ИИ Cy с, — 0,301 или с, = 0,92. 

Подставляя эти значения в (10.24), находим, что корень 

Cy с, =— 0,301 

дает наименьшее значение Р; таким образом, 

2,49Е1 
Pr = . 

В этом случае погрешность уже будет равна 0,92%. Отметим, 
что величина С, остается здесь неопределенной, как это было и 
в предыдущих случаях. 

Если удержать более чем два параметра, то соотношения между 
ними можно определить из следующих условий: 

oP oP 

сису — асысу 9 о. 

Мы не встретимся здесь с математическими трудностями, но 
выкладки могут стать достаточно длинными. Можно выбрать другой 
путь вычислений, который представляется более простым. Ранее было 

доказано, что условие 
ВР =0 

эквивалентно равенству 

sll = 0. 

Из уравнения (10.24) находим 

ТГ 2 2 , 4 HW = (C3+-8C,C, + 3%) — P’'(F +364: 2 ct), 

где под П” понимается произведение П на некоторый коэффициент, 
а под Р”’— выражение Р/?/4ЕГ. Условия 

om’ orl’ 
aC, 9 и oc, =?
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принимают вид: 

2 (1 —5 2’) За — РС, =0. 

3 (1 —P')Co+2(3 —sP)c —0, 

Уравнение, содержащее детерминант и выражающее условие нётри- 
виального решения, будет иметь вид: 

(1-32) 3 (1 —P’) 

3(1—P’) (3—5) 

Приходим к уравнению 

3Р!”? — 26P’ + 15 = 
ИЛИ 

р 26 У 634-16 0,6217 или 8,045; 

отсюда 

EI EI 
Prp =—- 4 ° 0,6217 Iz 2,487 18 

После определения Р’ можно вычислить, если это необходимо, отно- 
шение C,/Cy из уравнения 

ОГ’ 
oC, = 9: 

Пример 3. Свободно опертый стержень перемен- 
ного поперечного сечения. Примем, что момент инерции 
площади поперечного сечения стержня изменяется по закону 

[= (1-1 ="). 

Так как выбранное выражение для W должно удовлетворять только 
граничным условиям, снова примем 

^^. 

Поскольку упругая линия должна быть симметрична относительно 
середины стержня, то все четные параметры должны равняться нулю. 
Если удержать только два параметра, будем иметь 

RX . 
w= С, sin + C, sin —— т
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Интегрируя, найдем 

L 

1 _ TX л \2. nx Зп\? . Зпх 72 

= / Е\ (1+1) [-- С, (1) эти — С, (1.) чате ах = 

HABIT DeFeet Hah 
L 

1 dw \2 l/xr\?/L 

0 

отсюда 

8 о 48 5,832 

р _— Elon (в =) -—5 216+ (a 35 Ble =) с 
_ № Ci + 9С3 | 

Условия 

on о , OH фо 
0c; `` 0C, — 

принимают вид: 

—2c,42 (2 81 x) —9P'|C, —0, 

где P’ = Р/?/Е к. Приравниваем нулю детерминант для разыскания 
нетривиального , решения: 

gp? (55 81* n-+24-+ 9x) P’ + (3 + =) (55-Е 81") — (=) =0. 

После вычислений находим 

Е] и 0 Р’=05,746, или Py, = 18,05 —— а. (10.25) 

Соответствующее значение отношения C3/C, равно 0,01297. 
Для стержней со свободно опертыми концами и стержней, у кото- 

рых один конец защемлен, а другой — свободен, уравнение равно- 

весия можно записать в виде 

ow Ри — 0; (10.26) 
1s a 

во втором случае начало координат берется у свободного конца.
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С. П. Тимошенко отметил, что в выражение для U можно под- 
ставить (— Р/Е/Г) вместо d?w/dx*, тогда найдем 

L L 

Ра |” w? Р f(dw? 

0 0 

ИЛИ 
- £ — 

I (ae) @ $ Xx 

Prop = Рив = L (10.27) 

Е — dx 

— 0 El min 

Это — так называемая формула Тимошенко; можно показать, что 
приближенное значение критической нагрузки, найденное по формуле 
Тимошенко, всегда ближе к точному значению, чем вычисленное 

по формуле Рэлея. 
Вычислим снова критическую нагрузку для примера 3, с исполь- 

зованием формулы Тимошенко. Будем учитывать только один пара- 
метр C,. Тогда получим: 

Г 

Г (=) СИ ") 

ах) 4% = (т 
0 

L L 
TX 

w? С sin? (=) 

ЕТ 4% = nx OF = . ЕЬ (1 + sin =") 

С: о 1 С? 1 _ тх = (= 
=> sin — — 1 dx = ——|— — 1}; 

Eh . ( L т: 4 sin =| El ® ” 

отсюда 

2 АЕ Ely т = 18,0652, 

Ely (= ) 

что отличается всего на 0,05% от значения, вычисленного с учетом 
двух параметров в примере 3. 

Так как уравнение (10.26) не является общим дифференциальным 
уравнением при любых граничных условиях, то и формула (10.27) 
не будет общей. Например, в случае стержня, один конец которого
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защемлен, а другой — свободен, дифференциальное уравнение при- 
нимает форму: 

42% 

начало координат взято так, как показано на рис. 10.7; 8 — прогиб 
свободного конца стержня. Формула Тимошенко в этом случае при- 
нимает вид. 

— L — 

Деу 
Pap = (10.28) 

[oe (5 — oy a 

Задача 1. Момент инерции сечения свободно опертого стержня изме- 
няется по закону 

—min 

2 
= h(1 +7) при о<х<—, 

4 
1(x) 2х L 

| =I) 3—7) при о << 4. 

Примем w = С! sin > + Сз sin Se Найти критическую силу по формуле 

Рэлея. Вычислить критическую силу, пользуясь формулой Тимошенко с одним 
параметром. 

Задача 2. Определить критическую силу в примере 2 с помощью 
формулы Тимошенко (10.28). 

Задача 3. Момент инерции стержня, один конец которого защемлен, 
а другой — свободен, изменяется по закону 

I= I (1+ sin? 22) 

Приняв функцию прогиба в виде w = Cy sin => oT = ‚ вычислить критическую силу 

по формуле Рэлея и по формуле Тимошенко. 

Отв. По формуле Panes: Р„р = Aneel Г, 

по формуле Тимошенко: P,,, = lo 

10.6. Вывод формулы Posen из принципа потенциальной энер- 
гии. В параграфе 3.5 была выведена теорема однозначности Кирх- 
гофа, которая заключается в следующем. При заданной внешней 
нагрузке упругое тело может принять одну определенную форму 
равновесия. С энергетической точки зрения это означает, что потен- 
циальная энергия П внутренних и внешних сил (см. параграф 7.1) 
имеет одно определенное экстремальное значение, и именно мини- 
мальное значение. Теорема единственности справедлива в том слу-
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чае, если компоненты напряжения являются линейными функциями 
компонентов деформации, а последние являются линейными функциями 
перемещений. Тогда потенциальная энергия П будет функцией не выше 
второй степени от перемещений; из геометрических соображений 
очевидно, что «парабола» второй степени может иметь один, и притом 
единственный, минимум. Однако этот вывод уже не будет справед- 
ливым в случае больших перемещений, когда нельзя пользоваться 
с достаточной точностью линейными соотношениями между деформа- 
циями и перемещениями. Это относится, в частности, к телам, 
у которых одно измерение мало по сравнению с другими, и к эле- 
ментам конструкций, имеющих форму стержней, тонких пластинок 
и тонких оболочек. Напри- 
мер, стержень может полу- к 
чить в пределах пропор- rT у: 
циональности прогибы, в 17) 
несколько раз превышающие + | A’ w+ an 
его толщину, и тогда квад- - 

т. рат поперечного перемеще- 
ния в формуле, связываю- 
шей деформацию с переме- \2 hn М 
щением, уже нельзя считать ax 
малым по сравнению с ли- рис. 10.8. 
нейным членом. В выраже- 
ние для энергии деформации и, следовательно, в выражение для 
потенциальной энергии II, перемещение уже будет входить в сте- 
пени выше второй; но парабола высокого порядка может, конечно, 
иметь несколько экстремумов, что будет отвечать нескольким поло- 
жениям равновесия. 

Найдем соотношение между деформацией и перемещением. Рас- 
смотрим элемент АВ недеформированного стержня. После деформа- 
ции этот элемент перемещается в положение A’B’ (рис. 10.8). За- 
метим, что рис. 10.8 отличается от рис. 10.6. На рис. 10.6 
элемент АВ считался уже подвергнутым действию сжимающей 
нагрузки Px), так что его изгиб имел место при постоянной силе Pry; 
на рис. 10.8 изображен элемент АВ в том виде, какой он имеет 

до приложения нагрузки. Находим 
1 

du 2 dw 272 

ap — дв _ |(4x+ G54") +(F 4) | —4* au, 1 (dw\?. 
AB =. ах == (2%) , 

здесь, как уже было указано в предыдущем параграфе, величина 
(dwidx)* имеет тот же порядок, что и (4и/4х), а такими членами, 
как (4и/4х)? и (4%[4ах)з, можно пренебречь. По закону Гука соот- 
ветствующее напряжение будет иметь вид 

Ea —
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Таким образом, энергия сжатия равна 

L 

U=5 >. ВА [9% а (1%) | ax. 

где А — площадь поперечного сечения стержня. Энергия деформации 
изгиба будет равна 

и,—1 1 fer vey 

Сближение концов стержня равно — [и (Ё) — и (0)], а нагрузка, сжи- 
мающая стержень, будет равна 

Р=— с. А. 

Потенциал внешних сил (—W) согласно формуле (7.11) равен 

—W = P[u(L) — и (0)]. 

Потенциальная энергия системы оказывается равной 

Г 

П=и, + Ur—W=y f eal + 3 (в) |4 + 

+ — . ее \'dx + Pla(L) — #0). (10.29) 

Вычислим, далее, вариации этой величины: 

U(u-+su, м 6%) —П(и, w) = + 5 Pep ... = 

Ава ах 

ay d23w += ЧЕ (Fat Gr) et Plet tal =
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L 
du 1 dw dtw 42% a2 sw 

+ J {eet (4 ic) | Ge ах + El aa Ax? bax + 

dtsu\? dw dtu dsw 

+} [гл Е ах 4х 

(Se tw 

+4 fea(ee Ge) ах + 

L 

+4 f {eal 332) (G2) + ЕЦ) ах +P ea. 
Отсюда находим: 

L 

m= | £4[7+ 7 (ee) eee + 

dw dstw 42% d23w 

+f EA| == 2 5 (ae) == ах + El ae dx? Tarp ах-Е РЗ, (10. 30) 

1 = ate Г dw dtu аи Fels "ea (tt) dx | BAT SES ae 4 
0 

L 

| 1 dw \? (d tw 

+a) ЕА(ах) (Ge) ae + 
0 

L 

+4 Г еле HGS) (Gy ery fax aon 
Интегрируя по частям, из условия oll = 0 получим 

L 

ван (Ge) ] +? pee], Лава 2 (Ge) }шая+ 

+ [eles (ee) 7—1 (El Fa) } ow + ETS 8 (2 a) | + 

+/ laa (Е lie )— ae {EA a+ 3 (ах) 1х} | вах=о. 
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Для концевых точек 

EA Ё + > (=) =, А— —Р; 

исходя из граничных условий, мы должны, следовательно, получить 
в одном случае 

du 1 /dw\?}dw «ad 42 
EA[E+3(F) ЕЕ Gs) =0. или 0% —0, 

и в другом случае 

Поэтому для граничных точек члены, заключенные в первые скобки, 
будут равны нулю. Так как величины би и bw для внутреннего 
элемента произвольны, TO коэффициенты при би и dw в подынте- 
гральных выражениях должны равняться нулю. Отсюда 

ВА [аз + (ах) |0. (10.32) 
a (Ela) — a АН (ее =0. 0.33) 

Из (10.32) получаем 

ЕА [+ 5 (7%) = const; 

из граничных условий находим эту постоянную величину равной (—Р). 
Таким образом, имеем 

du 1 /dw\? EA [8+5 (2%) =-Р. (10.34) 

Уравнение (10.33) с учетом (10.34) преобразуется к виду 

a2 а? 42 

Мы получили основное дифференциальное уравнение продольного 
изгиба. 

Упругое тело находится в равновесии, если первая вариация по- 
тенциальной энергии равна нулю: 

sil = 0; 

это означает, что величина П имеет либо экстремальное значение, 

либо стационарную точку. При выяснении устойчивости равновесных 

положений надо обратиться ко второй вариации от потенциальной 

энергии. Можно показать, что равновесное положение будет устой- 

чивым, если потенциальная энергия любого соседнего положения
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имеет большее значение. Другими словами, наличие устойчивого 
равновесного положения обусловливается тем, что потенциальная 
энергия П минимальна; при этом должно быть 

8П=0 n 582ПЪ0. 

Подобно этому, в случае максимума LJ, когда Ц = 0 и Sil< 0, 
равновесие будет неустойчивым. В задаче о продольном изгибе 
стержня прямолинейная форма равновесия является устойчивой при 
P< Pry, неустойчивой при Р>Рьр и безразличной при P= Pyp. 
Таким образом, в процессе возрастания силы Р от некоторого зна- 
чения, меньшего Р»р, до значения, превышающего Py, вариация 6?П 
меняет знак, переходя от положительной величины к отрицательной. 
При P=Pyp должно быть 871] = 0. Следовательно, условие oll = 0 
определяет предел устойчивости. 

Рассмотрим теперь вариацию 6?П, определяемую выраже- 
нием (10.31). Полагая 8П =0, будем иметь 

ве] 
d }u dwdiw 

ах Нах ах 

ИЛИ 

— 0, (10.36) 

Первые три интеграла в (10.31) можно сгруппировать и записать 
в виде 

L 
1 d su dw diw\ dtu азии dwdtw\dw а tw 

5 | fea( (+E =) ae + ВА (3 Нах ‘ах = ах. , 

судя по равенствам (10.36), это выражение обращается в нуль. 
Используя (10.34), получим 

эп — Г (“ oy \ +21 (a) | 4% 

окончательно условие 6711 принимает вид: 
Г L 

реа [eG fern 
0 

ИЛИ 

Ё 

4? 8w\2 ] EI (se) d 

p=* т (10.37)
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где 6% — любая малая вариация W по отношению к прямолинейной 

форме стержня. Tak как для прямолинейной формы w —=0, то вели- 
чина 6% отвечает истинному прогибу стержня при потере устойчи- 
вости. Следовательно, формула (10.37) совпадает с формулой Рэлея. 
Приведенный выше вывод принадлежит Маргерру *). 

10.7. Погрешности при определении критических нагрузок 
энергетическим методом. В параграфе 10.5 было показано, что 

приближенные значения критических нагрузок могут быть вычислены 
при помощи метода Рэлея — Ритца, по формулам Рэлея или Тимо- 
шенко. Покажем, что критические нагрузки, вычисленные таким 
путем, всегда превышают точные значения, и что значения, полу- 
ченные из формулы Рэлея, должны быть больше значений, найден- 

ных по формуле Тимошенко. 
Основное дифференциальное уравнение имеет вид: 

a? pew 

(Е а) Ра Pos = 0, 

причем величина / может быть функцией x. Обозначим через Wy, 
Wo, ..., Wy, функции прогиба, соответствующие силам P,, Р.,...,Р,. 

Каждая из функций WwW, удовлетворяет, следовательно, граничным 
условиям и уравнению 

a’ aa (EI Sot) +P an __¢), (10.38) 
4х? ax? п ax? 

где Р„—п-я критическая нагрузка (CM. параграф 9.4). Например, 
для свободно опертого стержня постоянного поперечного сечения 

Допустим теперь, что прогиб w аппроксимируется с помощью 
некоторой функции, которую можно представить в виде бесконеч- 
ного ряда 

wW=C\w,+Cow,+. . => Cr Wn; 
n=1 

здесь C,, C,...—MOCTOAHHbIe, определяемые из условия, что 
со 

сумма >, C,W, будет представлять прогиб с любой заданной 
nmi 

степенью точности, причем 

L 

2 AW ,\2 

п n ах 
0 

*) К. Marguerre, Ueber die Anwendung der energetischen Methode 
auf Stabilitatsprobleme, Jahrb. 1938 DVL, 252—262, 



10.7] MorpEWIHOCTH ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ КРИТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК 305 

Тогда 

Г Г 

4 \? __ aw, о 2 —__ 
I (2) dx= f (c, S24 се...) dx= 

0 0 

со L CO CO 

~ Гм м dw, dw, — У. / Crm pS Jax (10.39) 
nN=1 0 n=1 m=1 

где т == п. Чтобы доказать, что интегралы OT произведений в (10.39) 
обращаются в нуль, умножим оба члена уравнения (10.38) на w,, dx 
и проинтегрируем по частям. Нолучим 

а Ln an AW, a Jo 

ат [1х (EF ae) +P n а" — ак Рае |0 7 

d?w, а? og „а + / В т ge —p, | тен ах 0, (10.40) 
0 0 

Обратимся, далее, к граничным условиям. Если конец стержня сво- 
бодно оперт, то граничные условия будут иметь вид: 

aon 
W,—=0 и El = 0. 

Для защемленного конца имеем 

—__ aw, Щл. 
9—0 и ах = 0; 

на свободном конце 

42 __ а AW _ Ей —0 и = (Е! Tat) + Pn Ge wn — 0, 

Таким образом, независимо OT того, являются ли концы свободно 
опертыми, защемленными или свободными, члены, отвечающие гра- 
ничным точкам в (10.40), обращаются в нуль; тогда будем иметь 

и 2m, i AW, AW [ert en ends —P, | тт ay — 0, (10.41) 
0 

Подобно этому, умножив уравнение 
a3 a (EI Tt) +P т __ 0 

ах? d x2 т ax? 

на W,dx и произведя интегрирование, получим 

Гы и dx —Pyp [eta — 0. 

ax? ax



306 —ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРИТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК [ГЛ. 10 

Вычитая полученное уравнение из (10.41), находим 

Г 

AW ап __ 

(Pm — Pr) Л ах ах dx — 0. 
0 

При п == т будет 

и, следовательно, 

Г 1, 

ет ax —0. fete Wn т 1 —0, 

ах ах 1х? ах? 

отсюда 

Имеем, далее, „ 

_У ci Е (= 4х ™) у C,Cm [erty пет dx. 
n=) 0 n=1 Т=1 

Если в уравнении (10.41) принять т == п, то получим 

ее een р, Ге а — Рив. 

Ch 
Это дает 

[ее ow? Jae Y Pal 

Приближенное значение критической нагрузки Pp, вычисленное 
по формуле Рэлея, равно 

со 

гы» ths НР, "+... 
1 — 

Ре = =P ЕЕ 
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При п > Т имеем (Р„/Р,) > 1; поэтому должно быть 

Р Р 
Athpth pt... 

>I1 или Рр>Р,, 
ht+h+h+... 

где P,;—tTouHoe значение критической нагрузки. Величина Pp =Р,, 
если значения Jo, Jz, ... равны нулю. 

Допустим, что граничные условия для стержня отвечают диф- 
ференциальному уравнению 

d3w EI5+ Pw =0; (10.42) 

тогда из формулы (10.27) найдем, что критическая нагрузка Ру, 

отвечающая формуле Тимошенко, будет равна: 

При п == т имеем 

L L со 3 

w 1 

их (У Cx 4х = 
0 a n=! 

co sy? xo © Г 

— У, сз [= ах + У СтСп ЕТ ах. 
Nw | 0 Nel m=) 

р L 

тах =. Е. ах = 
$ 

> 3 

=—p, [ZH +p, / (a) de = рег 
L L 
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AWn, 
здесь учитываются граничные условия Wn Tye =O при х=0 

и х=Д. Отсюда 

> № 
= At I ... Ppa Pr et 

р В+ 14155! Е .. 
m=1° 7 

Так как для п > 1 будет (P,/P,) << 1, находим 

ape -> 1, ИЛИ Pr > P,. 

bb net yet +. 

Чтобы показать справедливость соотношения Pr > Pr, надо уста- 
HOBHTb наличие неравенства 

РА! + Palo +... Ijtliat.. 
= , Ath И 

Py Ро eee 

ИЛИ 

(РА-РЬ- .. p++ .)>h+ht ...)?. 

Если произвести умножение, то необходимое условие получит вид 

yy. I, (Ее) > LL alm или Бе" > 2 

(n> m) (n>m) 

Ho, как легко видеть, из неравенства 

(Pr ~~ Pm)? = 0 

вытекает 

Р-Р, > 2Р,Ри, или Р,—2Р,Р„ РР» >.0. 

Таким образом, мы пришли к соотношению P, >P,,. 

10.8. Определение нижней границы критических нагрузок для 
стержней переменного поперечного сечения. В предыдущем пара- 

графе было показано, что энергетические методы всегда дают зна- 

чение критической нагрузки, более высокое, чем величина, которая 

определяется из решения дифференциального уравнения, или равное 
ей. Условимся называть это значение верхней границей для крити- 

ческой нагрузки. Так как критическая нагрузка принимается при 

расчете сжатых стержней в качестве расчетной, то завышение ее 

значения делает расчет ненадежным; поэтому важно установить для 

данной задачи наибольшую возможную погрешность. Для этого необ-
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ходимо найти метод, который позволял бы определять нижнюю 

границу для критической нагрузки. 

Выпишем выражение 

Г 

4? а? ( a) 

f(s ЕТ р Jax 

Как и в предыдущем параграфе, представим w в виде бесконечного 
ряда 

функции W, подчиняются прежним условиям. Тогда 

Г 

] а (Er aa) (Е 73) 4х — 
0 

| | 

bs 
—
 

M
s
 

3 

Е
 < 

& 3 
„ 

—
 

e
T
 

M
s
 

m 
Г aE:
 

3
 

>. | 

П==1 

со сю © Г, 

=-У», Г вез) У [киева 
П=1 0 =1 0 

где nm. Согласно параграфу 10.7 имеем 

ее at) 

Подстановка этих соотношений в выражение (10.43) дает 

awn ttm 
f EI а dx = 0. 

Р 
ПРА hPa р, +... 

Ре = ^— с — L,Py+ 5Р.-... 

со 

2 
У InPn 
n=1 

>P, (10.44) = 1
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Далее получаем: 

В — Гр = 
Po 2. —Рь 

Ре 

fo] со 

Py У InPn— >, 1,P2 
n=1 < n=1 n=1 

У InPn 
L n=l + __ 

~ _ > о со со — 

5 InPrn Pp» > In — » InPr 
In P» __ "= n=1 n=1 

=1 

L n=1 
р ‚ Р 

1, (Pa— Ps) — I — Po) р, —1 (Py — Po) Bi 
== P Th Pi—P) hk Р-Р. SP 

Таким образом, мы пришли к формуле, которая дает верхнюю и 
нижнюю границы для критической нагрузки: 

Po —Pp 
(Pr — PyPyyat) < Pav < Pr. 

Так как значение P, для стержня переменного поперечного сечения 
неизвестно, то будем пользоваться величиной P, для стержня с та- 
кими же граничными Условиями, HO C Постоянным поперечным се- 

чением, равным минимальному поперечному сечению рассматривае- 

мого стержня. Можно видеть, что при такой подстановке приведенное 
выше неравенство остается в силе. Окончательно получаем *) 

Ре —Рь 
_ < Pap < Pr, (10.45) 

(Pe) min —1 
Pr 

Pr 

при условии (P,)_., > Pr; значения (P2) 
ными условиями будут следующими: 

оба конца свободно оперты: 

min ДЛЯ стержней с различ- 

\ 472 (EY) to 

(P)min = Ta 

*) Эта формула была впервые дана в иной форме и для одного частного 
случая в книге Ч. Temple and W. Bickley, Rayleigh’s principle and its 
applications, М. Y., 1933. Этот метод был обобщен Коллатцем в книге <Eigen- 
wertpobleme und ihre numerische Behandlung», Leipzig, 1945. См. также 
С. С. Miesse, Determination of the buckling load for column of variable stif- 
fness, J. Appl. Mech., Trans. ASME, т. 71, 406—410. Приведенный здесь вывод 
намного проще, чем в упомянутых работах.
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оба конца защемлены: 

16n2(E/) 
(Pe) min — [2 4 

один конец защемлен, другой — свободен: 

9x2 (El) in 
(P. 2) min 4] 

один конец защемлен, другой — оперт шарнирно: 

59,68 (El). 
(P 2) min — [2 ° 

Проиллюстрируем этот метод на нескольких примерах. 
Пример 1. Стержни с шарнирно опертыми кон- 

цами. Примем, что момент инерции поперечного сечения стержня 
изменяется по закону 

I= (1-8 =”). 

Подобно тому как это было сделано в параграфе 10.5, примем 

. eX 
w=C,sin—--. 

Подставляя это выражение в (10.45) и производя интегрирование 
получим 

L 
а a? aw 

___? RTE! __ 0 Ре =— т — =F = 19,74 та. 

] Е (=) dx 
ах? 

0 

В параграфе 10.5 уже было найдено 

1,8493 Е Ely 
Pp = [2 = 18,25 Tz e 

Так как в этом случае (E/),..—= Ely, то 

42 ЕТ 
(Ps) min — [2 -. 

Подставляя эту величину в формулу (10.45), находим 

18,25E/y 17,50EI oS Prap < ——^ 
[23
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Это показывает, что наибольшая погрешность при определении Pp 
равна + 4,5%. Чтобы получить лучший результат, можно принять 

TX 
w=C;,sin = и С, sin 37 , 

где величина С. согласно параграфу 10.5 равна 0,01297 C,. Вычис- 
ления будут аналогичными; предоставляем читателю выполнить их 
в качестве задачи. 

Пример 2. Стержень, один конец которого за- 
щемлен, а другой — шарнирно оперт. Допустим, что ве- 
личина EJ изменяется по закону 

El = ЕК [1 — 3 (>) |. 

В этом случае граничные условия будут иметь вид: 

9—0 и a“ =0 при х==0, 

a°w 
w—0 и Ix 9 при x=—L. 

Чтобы удовлетворялись эти условия, можно принять 

x \2 1/x 5 /х\? x \3 

w=C(+) [1 —3(F)—3(F) +()]. 
Подставляя это выражение в формулу (10.44) и интегрируя, находим 

Ре=17,98 3. 
По формуле (10.23) 

Рр= 11,88 2%. 
С другой стороны, 

(ED nin = = Ей; 
отсюда 

(Ру 4, = 39,79 270 г. 

По ставляя эти значения в формулу (10.45), находим 

= El 
17,79 — < Pap < 17,88 7° 

Величина Pr, определяется с точностью до 0,3%. 
Если граничные условия стержня таковы, что дифференциальное 

уравнение может быть записано в форме 

aw
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то критическую нагрузку можно определить по формуле Тимошенко. 
В этом случае можно вывести другую формулу, которая дает более 
тесные границы, чем формула (10.45). Пользуясь результатами, по- 
лученными в параграфе 10.7, получим 

Рт — Pa —=Prp—p, 

Pr 
P» Po\ Pp 

h(p—1)—A(t PP 
—( 1 1 Py Py < 

h(pe—1)—t(1—5:)— 
Следовательно, 

Ре —Рт 
Pr (Pp) < Pry < Pr, (10.46) 

27 min —1 

Рт 

В примере | можно принять 

 — С, sin a 

тогда 

ЕТ 
Рт = 18,06 а e 

Пользуясь выражением (10.46), получаем 

ЕЮ 17,90 9 < Pay < 18,06 59. 

Таким образом, величина Pry найдена с точностью до 0,5%. 

Задача 1. Используя формулу (10.45), определить верхнюю и нижнюю 
границы для критической нагрузки в случае стержня из примера 1. Принять 

3TX w=C, (sin 5 ™X 4 0.01297 sin =). 

Задача 2. Определить критическую нагрузку для стержня длиной L, 
один конец которого защемлен, а другой — свободен. Жесткость изменяется 
по закону 

ЕГ(х) = Еф (1 + cos sz) 



ГЛАВА 11 

ИЗГИБ И ВЫПУЧИВАНИЕ ТОНКИХ ПЛАСТИНОК 

11.1. Дифференциальное уравнение изгиба тонких пластин. 
Упругое тело, толщина которого мала по сравнению с другими раз- 
мерами, называют тонкой пластинкой. Обозначим толщину пластинки 
через A. Плоскость, параллельная поверхности пластинки и делящая 
ее толщину пополам, называется средней плоскостью недефор- 
мированной пластинки. Выберем систему координат таким образом, 
чтобы оси хи у лежали в срединной плоскости пластинки, а ось 2 

была перпендикулярна к 
срединной плоскости. 

Если прогибы такой 
пластинки малы, т. е. если 
прогиб срединной плоскости 
мал по сравнению с толщи- 
ной Й, можно сделать сле- 
дующие допущения. 

| 1. Нормали к срелинной 
2 плоскости до изгиба пере- 

Рис. 11.1. ходят в нормали к средин- 
ной плоскости после изгиба. 

2. Напряжение с. мало по сравнению с другими компонентами 
напряжения, и потому в соотношениях между напряжениями и дефор- 
мациями им можно пренебречь. 

3. Срединная плоскость остается после изгиба нейтральной. 
Рассмотрим элемент сечения пластинки, параллельного пло- 

скости XZ, как показано на рис. 11.1. При изгибе пластинки точка A, 
принадлежащая срединной плоскости, получает перемещение w и пере- 
ходит в положение A’, Согласно первому допущению, некоторая 
точка В, лежащая на нормали к недеформированной срединной 

плоскости на расстоянии = от A, перемещается в точку В”, которая 
после изгиба снова находится на нормали к срединной поверхности. 
Из рис. 11.1 можно видеть, что перемещение точки В’ в напра- 
влении х будет иметь вид: 

— 2 

и — — 2%.
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Так как прогиб считается малым, то можно принять 

~t _ Ow 

8 Ox 
и 

ди 
п— 2. (11.1) 

Аналогично, перемещение точки В’ в направлении у равно 

я — — 2 ——. (1 | .2) 

Допущение о том, что нормали к срединной плоскости до изгиба пере- 
ходят в нормали к срединной плоскости после изгиба, равносильно допуще- 
нию о том, что деформации сдвига 1, и „г Равны нулю. Это следует не- 

посредственно из определений деформации сдвига. Рассмотрим, например, 
деформацию сдвига 1,,; она определяется как происходящее в процессе 

деформации изменение прямого угла между линейными элементами, парал- 
лельными осям х и 2. В данном случае нормаль совпадает с направле- 
нием 2. Прямой угол между нормалью и осью х, согласно сделанному допу- 
щению, остается прямым и после изгиба и, следовательно, 1, =0. Ана- 

логичным образом убеждаемся в том, что Tyz также равняется нулю. Допу- 

щение о равенстве нулю величин 1, и 1,, приводит в теории к некоторым 

противоречиям. Поэтому правильнее принять, что деформации, хотя и не 
равны нулю, но настолько малы, что ими можно пренебречь. 

При выводе формул (11.1) и (11.2) можно не пользоваться геометри- 
ческими соображениями, а получить их непосредственно из предположения, 
что 1, И Tye пренебрежимо малы. Будем, например, исходить из формулы 

2 

ди 
v= f Hae 

0 

Tak как значение 2 мало, можно написать 

и = ди ) |. 
Oz 2—0 

ди ow 

(Tx2)2—0 — (5; + 5%) — 0, 

(3) _ — ow 
Oz Jeg Ox’ 

где  — прогиб точек срединной плоскости. Отсюда 

Но при г =0 

ИЛИ 

Подобным путем может быть выведено и уравнение (11.2). Этим методом 
удобно будет пользоваться при определении компонентов деформации для 
тонких оболочек.
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Выпишем формулы для деформаций: 

ди ду 

=’ y= gy? 1 gy tae" 
Используя соотношение (11.1) и (11.2), получаем 

0? 0? 0? 
fg == 9, “у — 2 ду? › Tay = — 22 уходу. (11.3) 

€ 

В соответствии CO вторым допущением, получим следующие 
зависимости для тонкой пластинки при изгибе: 

1 1 1 
Eg = FF (Sn — У3у), ву = -Е (бу — 52), Yay == G Tayi (11.4) 

отсюда . 

Е 
ба == ve (Er + vey), | 

Е 
бу = Fae (by + уе), } (11.5) 

—Gy. — E 
Tay = YT xy — а») Tay: | 

Подстановка зависимости (11.3) в приведенные выше формулы дает: 

__ Ez (ow O’w 
ба = — a ( дж т * ду), 

Ez | 0? 0? (6 te Se): } (11.6) 
= Ez 0°w 
TY Ту ox dy ~ 

Пользуясь этими соотношениями, можно путем интегрирования 

определить изгибающий и крутящий моменты, приходящиеся на еди- 

Q Mee т 
QL Я 

M, . О; 

у Qy | р Met “Or ar 

9 у Ort we at 

Г. Г GM, IZ 
M,+ My a A, Myzt ay Y 

7 м 4 00 7 Мау May ат 
G+ ay ay OL 

Рис. 11.2. 

ницу длины сечения пластинки; рассматриваются сечения, парал- 
лельные плоскостям XZ или yz (рис. 11.2). Момент Му равен 

hi2 h/2 

Ez (55 02% 
М. = [ 6,2 42 = — { a) (=> Sor) 242. 

—h/2 —h/2
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Так как через w нами обозначен прогиб точек срединной плоскости, 

TO W не зависит от 2. Следовательно, 
hy 

—__ Е O°w 07% о __ 02 02% 

тя (д ty Gyr) 2 =— (9+9). 
—h/2 

(11.7) 

Eh3 
где D= ad) — так называемая цилиндрическая жесткость 

пластинки, 
0/2 | 

02% 0? 
Му = ] yz dz—= —D( So +» Se), 

—h/2 . 
h/2 r (11.8) 

у Ow | 
May = Myc = — ] Tye 42 =0 (1 — у) Ox dy? 

—h/2 y 

знак минус перед интегралом в выражении для Му, объясняется 
тем, что для положительных значений т, и 2 величина AM,,, будет 
отрицательной. 

Рассмотрим, далее, равновесие элемента пластинки ax dy, 
изображенного на рис. 11.2. Примем, что пластинка находится под 
действием поперечной распределенной нагрузки интенсивности р. 

Помимо изгибающих и скручивающих моментов, по граням элемента 
будут действовать вертикальные поперечные силы, соответствующие 
касательным напряжениям т.,„ и т,.. Обозначим через Q, и Qy 
поперечные силы в сечениях, параллельных соответственно осям у 
и х, приходящиеся на единицу длины сечения. Имеем 

h/2 h/2 

О. = f Tze AZ, Qy — Г Tye dz. (11.9) 
—h/2 —h/2 

Kak уже было сказано, первое из. принятых допущений равносильно 
предположению о TOM, что величины 1х ==т.»/А@ и Ту. ==т,./@ пре- 
небрежимо малы. Но при составлении уравнений равновесия в них 
надо включить результирующие силы, соответствующие касательным 
напряжениям Tz, и “,.. Это можно объяснить следующим образом. 
Прежде всего заметим, что интенсивность нагрузки р равна напря- 
жению с, на верхней поверхности пластинки и, следовательно, 
является величиной того же порядка, что и в.. Согласно второму 
допущению, величина 6, также пренебрежимо мала. Принимая, что 
в выражениях 

“O02. G’ oz” Oy U 
члены т../@ и ty,/G пренебрежимо малы по сравнению с другими уг! 
членами, мы будем считать вместе с тем поперечные силы ©; и ©, 

ди Ow Сет до Ow Ту 

Oe 1 a
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величинами того же порядка, что интенсивность нагрузки р и мо- 
менты Му, Му и Moy. 

Для равновесия элемента пластинки необходимо, чтобы суммы 
проекций сил на оси х, у, 2, а также моменты относительно этих 
осей были равны нулю. Так как компоненты напряжений имеют разное 
значение в различных точках пластинки, то результирующие моменты 
и поперечные силы должны быть также функциями хи у. Не будем 
учитывать объемные силы, так как они обычно малы по сравнению 
с поперечной нагрузкой р. Срединную плоскость мы считаем не- 
деформируемой; поэтому суммы проекций сил на направления х 

и у тождественно равны нулю. Условие, по которому сумма проек- 
ций сил на ось 2 равна нулю, принимает вид 

д д 
Se dxdy + Su dydx+pdxdy=0, 

или 

09. , 00, _ ых + xy +-p=0. (11.10) 

Определяя моменты всех сил, действующих на элемент, относи- 
тельно оси х и отбрасывая члены высших порядков, получаем урав- 
нение равновесия 

OMzy OM, 
ax dx dy ——y\- dy dx + Q, dx dy =, 

ИЛИ 

dx. Oy +Q, = 0. (11.11) 

Аналогичное уравнение равновесия моментов относительно OCH у 

будет иметь вид 
дм oM yx x __ 

Из уравнений (11.7), (11.8), (11.11) и (11.12) находим: 

М, — OMyg 
Qe = ox oy 

9 02% 02% д 02% ] 

= ral (ss У -дуз )] ду [Dd —v) dx oy |’ 
OMy = My _ 

Wy =a а =
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Для пластинки постоянной толщины значение О будет постоянным, 
следовательно, 

0 [02% 02 0 [02% ди = — Раз (5я- Ge): 9, =—Б у (5-5 ys (11.13) 

Подставляя (11.13) в (11.10), получаем ифференциальное уравнение 

04 04 __ p 
дж +2 Ox? ду? +4 я р, 

ИЛИ 

Viw= 2; (11.14) 

мы пришли к основному уравнению теории малых a пла- 

стинок, относящемуся к пластинкам 

ПОСТОЯННОЙ ТОЛЩИНЫ. 

11.2. Граничные условия. Сфор- 
мулируем вначале граничные условия 

для прямоугольной пластинки, кромки Рис. 11.3. 

которой параллельны осям хи у. 

Шарнирно опертый край. Если опертый край пластинки 

может свободно поворачиваться, то его называют шарнирно опертым 

(рис. 11.3). Допустим, что край x = а шарнирно оперт; тогда прогиб 
и изгибающий момент вдоль края должны равняться нулю: 

02 Ow ()p.g=0 (М). =— (Ga tr) = 0x3 

Ho условие 1 =— О вдоль края х==а означает, что одновременно 

Ow 02% 
———— р 0. 

ду ду? 

Следовательно, граничные условия для шарнирно опертого края 
могут быть записаны в виде 

03 
(4), _ а = 9, (Sa), =. (11.15) 

Заделанный или защемленный край. Если край х =а 
защемлен или заделан, то прогиб и угол поворота в точках края 
должны равняться нулю: 

(w),_, =, (35)... =0. (11.16) 

Свободный край. Если край х —=а свободен, то вдоль него 
изгибающие и крутящие моменты, а вместе с тем и вертикальные 
поперечные силы, должны быть равны нулю: 

(М). в = 0, (May) na = 0, (0%) —а = 0.
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Однако Кирхгоф показал *, что для полного определения про- 
гиба WwW, удовлетворяющего уравнению (11.14), достаточно двух 
граничных условий; третье условие, полученное из физических 
соображений, является излишним. Это противоречие прогсходит из-за 
допущения, что нормали к срединной плоскости до изгиба переходят 
в нормали к срединной поверхности после изгиба. Если не пользо- 
ваться таким допущением, то можно получить дифференциальное 
уравнение шестого порядка, при использовании которого могут быть 
удовлетворены все три граничных условия. Можно, впрочем, устано- 
вить, что за исключением области, находящейся в непосредственной 

близости к краю, это новое уравнение по существу отвечает такому 
же распределению напряжений, как и уравнение (11.14). Если пла- 
стинка тонкая, то членами шестого порядка можно пренебречь, 
и более точное уравнение обращается в уравнение (11.14). Это 
оправдывает применение уравнения (11.14) при исследовании изгиба 
тонких пластинок. Чтобы избежать противоречий при формулировке 
граничных условий, два условия, определяющие Му, и Q,, по предло- 
жению Кирхгофа заменяются одним. Это объясняется тем, что 
крутящий момент, действующий на элемент кромки пластинки, можно 

представить в виде двух статически эквивалентных сил; последние 
могут быть затем рассмотрены в сочетании с вертикальными попереч- 
ными силами. Такая замена, естественно, окажет влияние на распре- 
деление напряжений в непосредственной близости к кромке, но на 

остальной части пластинки рас- 

пределение напряжений octa- 

нется без изменений. 
Рассмотрим край х = а. На 

элемент длины dy действует 
крутящий момент M,,, dy; его 
можно заменить двумя верти- 
кальными силами, равными 
Му, и действующими на рас- 
стоянии dy друг от друга, 

как показано сплошными стрелками на рис. 11.4. Для следую- 
OM, 
xy dy | dy, 

который можно снова представить в виде вертикальных сил величи- 
om 

HOH May + 5 Чу; они изображены пунктирными линиями. Пере- 

щего элемента Ay крутящий момент будет равен | May + 

ходя таким образом к статически эквивалентной системе сил, мы 
убеждаемся, что в точке А действует вертикальная сила, величина 

М 
которой равна a dy; на единицу длины будет приходиться 

*) а. Kirchhoff, Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung einer 
elastischen Scheibe, J. reine ци. angew. Math., т. 40. 51—88, 1850.
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вертикальная сила величиной бу В случае положительного 

момента М„, статически эквивалентные силы направлены вверх; 
в соответствии с принятым правилом знаков они будут отрицательны. 
Следовательно, для свободного края, вместо условий равенства нулю 
величин M,, и Q,, вводим условие, по которому равна нулю стати- 
чески эквивалентная им вертикальная сила: 

OMay 
Vega = (Qn — ду ) =o. 

Пользуясь уравнениями (11.8) и (11.13), можно выразить это усло- 
Bue через W в следующем виде: 

43 Ow 

Я =з pe Fl 

Из условия М. =0 вытекает, что 

02% 02% 
(Saty Sr), _ =0. (11.18) b 

Равенства (11.17) и (11.18) выражают rpa- | 
ничные условия для свободного края. 0 

Рис. 11.5. 
11.3. Изгиб шарнирно опертых пря- ис. 11.5 

моугольных пластинок. Рассмотрим шар- 
нирно опертую прямоугольную пластинку, находящуюся под дейст- 
вием поперечной нагрузки; интенсивность нагрузки пусть будет 

р=р(х, у). 
Выберем координатные оси, как показано на рис. 11.5. В пара- 
графе 11.1 было установлено, что прогиб пластинки должен удовле- 
творять дифференциальному уравнению 

04 04 Otw sp (x, У) 

On +? дадут т dys CD? (1.1) 
при следующих граничных условиях: 

0? __ 
и — 0, sa =0 при х=0 и х—а. 41.20) 

р 03 ’ 
w= 0, oy? = 9 при у=0 И у=5. | 

Как легко видеть, эти граничные условия удовлетворяются, если 
прогиб выражается с помощью ряда Фурье: 

a . mux . п w= У У An sin = sin, (11.21) 
m=1 n=1 

где А„„ неизвестные коэффициенты. Эти коэффициенты можно 
определить таким образом, чтобы уравнение (11.19) удовлетворялось.
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Разложим вначале функцию p(X, У) в ряд Фурье: 

р(х, y= уу У Amy Sin —~ sin Е. (11.22) 
m=1n=1 

Чтобы вычислить какой-либо коэффициент Фурье Ayn’, умножим 
обе части уравнения (11.22) на зп (т’кх/а) чт (п’ку/б) ах dy и про- 
ведем интегрирование по х в пределах от 0 до аи по уот 0 до 6: 

/ ic (x, y)sin 

-У у | — sin = sin ~~ sin АУ dx dy. 

m=1n=1 0 

Используя соотношения 

= ах ау = * sin = 

a 

. MEX , m'nx 
f sin 7 Sin —— dx =0 при m+n’, 
0 

fs ney nny dy=0 при n#n’ 

0 

после интегрирования находим 

у у J аль ты sin = sin ~~ sin a dx dy = ann. 
m=1 n=1 0 

@т'п’ = <4 f foe y) sin = 

Чтобы определить коэффициент A,,,, в выражении для W, под- 
ставляем выражения (11.21) и (11.22) в (11.19). Это приводит 
к уравнению 

Отсюда 

* sin У dxdy. (11.23) 

20 

SD fame (SE) +2 (FEY (E+ 
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Так как полученное уравнение должно удовлетворяться для всех 
значений х и у, то должно быть 

m3 n2\3 a 
Amt’ (te я) — 5 — 0, 

ИЛИ 

A. = Amn 

(++) 
Отсюда 

1 Vy a — MTX , NT 

® — ар У У т? я q SIN а Si 5, (11.24) 
n=1 (= 7) 

причем коэффициенты а„„ определяются по формуле (11.23). Выра- 
жение (11.24) для является результатом решения задачи об изгибе 
тонкой прямоугольной пластинки под действием поперечной на- 
грузки p(x, У). 

В частном случае прямоугольной пластинки, находящейся под 

действием равномерно распределенной нагрузки интенсивностью 

p(x, у) = ро, из формулы (11.22) находим 

а 65 

— “Po [ f sin ee sin ~~ dxdy= т, 
0 0 

где т и п — нечетные числа. Все коэффициенты а„„ при четных т 
и п равны нулю. Окончательно будет 

{© <) со MTX ппу 

w — 16Ро a 2 _. (11.25) 
r&®D т? п3 \2 mn (7 4 te 

ml, 3,5 n=1, 3,5 a2 63 

Тому обстоятельству, что все члены ряда (11.25) с четными 
индексами т и п обращаются в нуль, можно дать следующее физи- 
ческое объяснение. При равномерной нагрузке изогнутая поверхность 
пластинки должна быть симметричной. Если координатные оси рас- 
положены так, как показано на рис. 11.5, то члены с четными т 
и п отвечают несимметричным прогибам и, естественно, должны 
равняться нулю. Наибольший прогиб пластинки имеет место в центре 
и равен 

m+n 
со ~ —1 

о 

(w) аъ (9 (11.26) 
- т=1,3,5 п=1.3,5 ТП аа т oF 

Этот ряд сходится достаточно быстро, и первые несколько членов 
дают, вообще говоря, удовлетзорительный результат. Например,
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в случае квадратной пластинки, принимая у=—0,3, находим, что 

прогиб, определяемый первыми четырьмя членами ряда, равен 

4 

(w) a _ь=0,0443 р; 
2 

коэффициент здесь точен до третьей значашей цифры. 
Если выражение для прогиба пластинки найдено, то можно найти 

изгибающие моменты в пластинке, подставляя (11.25) в формулы 
(11.7) и (11.8): 

со со m2 4 n2 | 
ee У — 

167 ( a? 62 . MTX . nny М. = + mi паз Sin р, 

т=1,3, 5 n=1, 3,5 & я) 

со со m2 n2 } (1 1.27) 

16ру (> 42. + я) . MTX . ппу 

Му = gh m3 na \a ЯП —7— sin b ° 
m=1, 3,5 n=1,3,5 \ 48. i) 

Наибольший изгибающий момент будет также в центре пластинки. 
Для квадратной пластинки при а==6 первые пять членов ряда 

дают 
М — M — 2 ( 2) 5%, y=> ( и) _ а y-— 0,0479p a2. 

Сравнивая формулы (11.6) с’ (11.7) и (11.8), выразим изгибные 
+ напряжения через изгибающие 

моменты: 
‘Pp 

| 12M,zz 

92 = Но, 
У Ш 12Муг 

У ° 

Наибольшие напряжения изгиба 
h 

имеют место при 2 = =. Для 
4 равномерно нагруженной квад- 

ратной пластинки 

= — a? 
OL. a бтах — 0,287 ро 2 ° 

Рис. 11.6. Задача 1. Шарнирно опертая 
прямоугольная пластинка находится 

под действием гидростатического давления. В этом случае нагрузка рас- 
пределяется по форм уле 

x 
p(x, y= Fe, 

Найти прогиб, моменты и напряжения в пластинке.
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Отв. 

_ВРо. (— 1) +1 MTX ппу 
— 60 у у па 3 sin Zz sin 5° 

78 =1 newly 3,5 (= а? 7) 

Задача 2. Шарнирно опертая квадратная пластинка находится под 
действием равномерно распределенной нагрузки. Найти приближенно наи- 
больший прогиб методом конечных разностей и методом релаксации. 

Указание. Для шарнирно опертой пластинки граничные условия вдоль 
кромок можно записать в виде 

w=0 и У2 = —=0О вдоль кромок. oat t 3 no 
При таких граничных условиях дифференциальное уравнение можно пред- 
ставить в следующей форме: 

VM = PU У). 

У? = М. 

Следовательно, задачу можно решить в два этапа. Вначале определяем функ- 
цию М по уравнению 

x vue? С У 

причем М =0 вдоль кромок. Затем определяем функцию прогиба w по 
уравнению V2w = М, причем м =0 вдоль кромок. Такое преобразование 
позволяет нам пользоваться оператором Лапласа V3, значительно более 
простым, чем бигармонический оператор V4. 

11.4. Изгиб прямоугольных пластинок с защемленными кром- 
ками. Метод Рэлея — Ритца. В главе УП рассматривалось решение 
задач теории упругости с помощью метода Рэлея — Ритца. При- 
меним теперь метод Рэлея — Ритца к решению задач о пластинках. 
Общее выражение энергии деформации, накопленной в упругом теле, 
дается формулой (3.49): 

1 
U= 5 ] Г ] (баел Е уе, + 928 + Tey facy Tt tyzT yet ten lex) АХ dydz. 

У 

В случае тонких пластинок, в соответствии с допущениями, сделан- 
ными в параграфе 11.1, напряжения 6,, 7», Ту. ABIAIOTCH малыми 
величинами, и потому ими можно пренебречь. Отбрасывая в получен- 
ном выше выражении члены, содержащие в., Yor, Yyz и исключая 
компоненты деформации с помощью выражений (11.4), имеем 

u=f ff [dee — вв) + a <, | dx dy dz; 

V 

здесь используется соотношение С = Е/2 (1 у). Подставляя в при- 
веденную формулу выражение (11.6) для су, с, и Ty, через w,
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получим 

р о (55 2 Ow 03% 

И=5 БЛ (ae (Ss) + (Sr) => Ox? дуг + 

D 02 4 ow 2 + 2а— (55 >) | ахау== 5 (= +55) _ 

Ow 02 02% —2а— [5 Ge — (=) || 4х4. (11.28) 

где А — площадь пластинки. 
Полученную формулу можно привести к значительно более про- 

стому виду для пластин произвольной формы, у которых все кромки 
защемлены, и для прямоугольных пластинок, вдоль кромок кото- 
рых < —=0. Интегрирование по частям дает 

° aw 0 —_ ew daw Ow Bw 
J dx dy Ox dy 4% = — 3 ox dy Ox ox Ч -] Ox Ox Oy? ах ау = 

Cw dw Ow Ow 02% 02% 

дх ду je — ох Ox ду dy +] дх? ду? ах dy. 

Но для пластинок с защемленными краями должно быть 

ow 0% _4 и, соответственно ow _ ww 0 BLOW 7 ==-55 = , ‚ вх = ву = доль кромок. 

В случае прямоугольной пластинки будем иметь 

4) —0 по всем кромкам 

и, кроме того, 
Ow 
>= О вдоль кромок y= const 

ди dw 

Oy oy? 

Таким образом, первые два интеграла в полученном выше выраже- 
нии будут тождественно равны нулю и мы получим 

Cw Ow Ow \? ] | at — (у) Jax 4у=0. (11.29) 
А 

Энергия изгиба будет равна: 

р Г ($3 д? => J sat 5") dx dy. (11.30) 

—0 вдоль кромок x =const. 
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Чтобы проиллюстрировать применение метода Рэлея — Ритца, 
рассмотрим изгиб прямоугольной пластинки с защемленными краями. 
Расположим координатные оси, как показано на рис. 11.5. Гранич- 
ные условия будут иметь вид: 

% — 0, fe 0 при х=0 и х—а; 

Ow 
w=0, 5 =0 при y=O0O и y=éd, 

Эти условия удовлетворяются, если принять в следующем виде: 

w= у у Amn (1 —cos тие) (1 —cos =>); (11.31) 
m=1 n=1 

здесь параметры A,,, надо определить из условия минимума потен- 
циальной энергии системы, равной 

Il— U — У. 

Подставляя выражение (11.31) в (11.30) и интегрируя, находим 

—_2 > уу акти [oy cos “aH (1 cos ney )+ 

2 

ПЗ 2ппу 2тпх | 
+ Gr cos г (1 — соз 2 )] ax ау = 

m4 nt m3 n2 9 ар У, [9 (St) +9 ($2) + 2( 3) (52) Aa + 
l met ne 1 

co со CO 4 (oe) со со 4 

m wr © n +У У? (= ель У Ул 
т =1 Г=1 8=1 r=1s=1 

r#8 rz 

Если пластинка находится под действием равномерно распределен- 

ной нагрузки интенсивности ро, то потенциальная энергия внешних 

сил равна 

b 

-"=-/. ро ах dy = 

_-»f 5 Ур Ат (1 — соз А (1 — cos my) | ay х ау = 
т=1 П=1 

со 

= — pyab У, у Amn 
m=ain=l
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Условие a — 0 дает 

пот аа (але 
rh 

+ у 2 (52) Arn —pab=0. (11.32) 
r=] 
гут 

Для различных значений т и п получим столько уравнений относи- 

тельно Аш», сколько параметров было взято. Решая совместно эти 
уравнения, можно найти эти параметры, а затем прогибы, моменты 
и напряжения во всех точках пластинки. Если, для примера, взять 
только один параметр Ay, то будем иметь 

Роа“ 1 

Для квадратной пластинки A,, = p,at/32Dx*. Подставляя это значе- 
ние в (11.31) и принимая у —=0,3, находим наибольший прогиб пла- 
стинки при х = а/2, у=6/2 = а/2 равным 

0,0140 руа4 
тах — Eh3 ° 

A 

W 

Эта величина всего на 1,5% выше значения, вычисленного значи- 
тельно более громоздким методом *). 

Возьмем теперь большее число параметров; будем учитывать, 
например, параметры Ayy, Ajo, 451, А», Ag, Agi, А... Тогда усло- 
вие (11.32) принимает вид: 

[3-+3($) +2($) ] 4ut24e+ 

+2 (5) An +24 +2(4) 4a = 2. 

2A +[3-+48 (5) 4.8 (5) ААВ 32 (=) An = ДР, 

2 (4) Ay+[48-+3 (+) 4.8 (5) A, +2 (+) Ав - 32 А» = PO, 

3242, + 16 [3-3 (+) 4.2 (4) ] Ago + 32 (+) Ay = PS. 

*) T, H. Evans, Tables of moments and deflections for a rectangular 
plate fixed on all edges and carrying a uniformly distributed load, J. Appl. 
Mech., т. 6, 1939; см. также С. П. Тимошенко, Пластинки и оболочки, 
Гостехиздат, 1948.
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2A + 2A +[3 +243 (5) + 18() | А + 162(F) An = Pe, 

2($) Aut+2(F) лы +[243+-3($) + 

+ 18 (5) | Ay + 162A, = 2%, 

162 (5) Аз 162 А! 81 [3 1.3 (2) 4+2 (5) Ags = Pe. 

Для квадратной пластинки, при а =6, решение последних уравне- 
ний дает следующие значения параметров: 

Ai, = 0,11774p’, Ay = A), = 0,01184p’, 

Ag. = 0,00189p’, Аз = А., = 0,00268p’, 

А. — 0,00020p’, 

где p’ =p at/4Dr*. Подставляя эти величины в (11.31), находим 
максимальный прогиб равным 

__ 0,0138 ра 
шах Eh3 , 

что в точности совпадает со значением, полученным Ивенсом. 
В качестве второго примера рассмотрим изгиб прямоугольной 

пластинки сосредоточенной силой Р, перпендикулярной к плоскости 
пластинки и приложенной в точке х=х,, y= yy. 

В этом случае потенциальная энергия внешней силы равна 

—W=— P(w) = 
2=2,, Y=Y: 

=— PY Уд (1 cos 2 (1 — воз 2822), 
m=l n=l 

oll 
Условие ——— == 0 принимает вид: 

OAmn 

4Dntab | [3 (-)+3 (F)+2 (B)(F)] Amn + » 2 (a) Ane + 
гп 

+52 ("Ан Ат | — Р(1 — сов (1 — соз 1) — 0; (11.33) 

ты J 

отсюда могут быть найдены параметры Ат».
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Обратимся к частному случаю, когда сосредоточенная сила при- 
ложена в центре квадратной пластинки. Учитывая семь параметров 
Ai, 412, Ал, А», Аз, Agi, А.., найдем: 

A,, = 0,12662P’, А12 = Ao, = — 0,00601Р”, 
Ag, = 0,00301Р”, Аз = As, = 0,00278P’, 
Аз = 0,00015P’, 

где Р’== Pa?/Dr*, Наибольший прогиб будет в центре пластинки: 

__ 0,0593Ра? 
тах ~ Eh3 , 

что Ha 3% меньше значения, полученного С. П. Тимошенко *). 

Задача 1. Прямоугольная пластинка находится под действием равно- 
мерно распределенной нагрузки интенсивности ру (см. рис. 11.5). Если края 
шарнирно оперты, можно принять 

со со 

& т 
= >. У, Amn sin == sin ~ . 

т=1 п=1 

Определить параметры Am, по методу Рэлея — Ритца. 

16ро 1 
Отв. Ann = “ef а Aaa Для нечетных т и п; 

mn\ — > Ня 

Amn = 0 для четных т и п. 

Задача 2. Определить параметры Ам» в предыдущей задаче, если 
пластинка находится под действием сосредоточенной силы P, приложенной 
в точке х=лхь y= y; Найти наибольший прогиб центрально нагружен- 

ной квадратной пластинки. 

sin INT X41 sin ‚ПТУ 

4Р а 

Отв. Ann = m4abD ma n?\3 ° 

( а? 62 
0,0115Ра? 

(Wmaxda=b = bD’° 

За 1ача 3. Для прямоугольной пластинки, у которой два края защем- 
лены, а два других шарнирно оперты, можно принять 

со CO о 

_ < ттх ппу 
w=) Amn (1 — cos a ) sin р 

Т=1 П=1 

Определить параметры Amy методом Рэлея — Ритца в случае, если пла- 
стинка находится под действием равномерно распределенной нагрузки интен- 
CHBHOCTbIO ро. 

Задача 4. Решить предыдущую задачу, если пластинка находится под 
действием сосредоточенной силы Р в точке X= x, и у= yy 

*) С. П. Тимошенко, Пластинки и оболочки, Гостехиздат, 1948.
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11.6. Изгиб круглых пластинок. При рассмотрении изгиба круг- 
лых пластинок удобно пользоваться полярными координатами. При- 
мем координатную систему, как показано на рис. 11.7. Зависимости 
между полярными и декартовыми 
координатами будут следующими: AY р х 

‘ 
Г 

Pox у, b= arctg =; 

отсюда находим: 

or — + ~ —cos 6, r 
Ox 

or = 4+ 2 = sin 6, Var 

ду 
, 

ob __ у _ _ 519 у - 

Ox rh г’ 0 

ob у Хх 6030 Рис. 11.7. 
oy г? г ° 

Пользуясь этими выражениями и рассматривая W как функцию г 
и 9, получаем: 

ow _ ow or , dw 0 dw og 1 ow ig 
“Ox Or Ox 00 Ox or “8° 7 OH 9 = 

д 1 д 
= (0505; — уз 8 5) w, 

ди Ow .. 1 ди __ fa: д 1 д 
SS =a 0-09 6050 = (sind 9 -- — cos 6 др}. 

Чтобы определить вторые производные, повторим предыдущую 
операцию: 

02 д 1. д Ow 1 ow . 
ха == (cos 6 5; 7 sin 8 Sr) (ge 608 8 — = Sy sin )= 

__ 0% о 02% sin 0 соз 0 Ow 51120 

Ow sin 0 с0$0 02% sin? 6 

Ра og Ри. 
Аналогичным образом находим 

Ow __ 02% о 02% эп 0 с0о$0 

ду? ~ or? sin’? @ --2 90 or r +r 
20 2 3 + Ow cos — 2 Ow sin со$0 O2w cos? 0 

Or r 00 r3 + 902 га ? 

02% Ow . 03% cos? 0 — sin? 6 

дхду = ore 10 0505-00 r _ 
Ow cos? 0 — sin? 0 Ow sin 0 со$ 6 03% sin 0 соз 8 

ТВ r3 В r 062 r3 ° 

При таком преобразовании координат получим 
02w 02% 1 Ow 1 0%. ди 2 —- | — | | 

У = О дуз 0 г or r3 06’ (11.34)
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оператор У? можно выразить следующим образом: 

08 , 1 0 1 0 
2 a ——_ чивнний 

=o Fort oe 
Напомним формулу для оператора У“: 

02 02 \ ( 02% 03% View = (+ зу) (Sat 5). Ox ду? }\ Ox? Oy? 

Дифференциальное уравнение изогнутой поверхности тонкой пла- 
стинки, находящейся под действием поперечной нагрузки, будет 
в полярных координатах иметь вид 

0? 1 д 1 02 \/ 0% 1 Ow 1 0% 
+) (т +н в )=5. (11.35) r r or r2 00 or r or г? 00 р 

Чтобы написать выражения в полярных координатах для моментов 
и поперечных сил, рассмотрим элемент пластинки, ограниченный 
двумя смежными осевыми плоскостями, образующими угол 46, и двумя 
цилиндрическими поверхностями, радиусы которых соответственно 
равны г и Г-- Аг (рис. 11.8). Примем, что ось x совпадает 
с радиусом г. Моменты M,, М, M,,; и поперечные силы Q,, Q, 
имеют те же значения, что и моменты M,, M,, Му, и поперечные 
силы Q,, ©, в ТОЙ же точке. Подставляя 0—0 в выражения для 

07% 03 02% 

0x2’ дуз ’ дхду ’ получаем: 

М, = 2(55 + у th. 
| 

+). 
m= — (ae aa), 

1 ди 1 0% 0? 
= (нае + в +) Gr): 

02% Ми= My = —) D( 525 )_ = 
| (11.36) 

— ee — — 

д (ew 1 ди 1 0% 
=—Os(sat+7 ota a): 

д (Ow 02% 

= — Ру (ae + вт), „— 
1 д ( @w 1 ди 1 Ow 

Рот +0). |
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Граничные условия по краю круглой пластинки радиуса а будут 
следующими. Если часть края г==а шарнирно оперта, то для нее 

при 0, <9< 8, 
w=0, М. —=0. (11.37) 

В случае защемленного края 3 
Ww 

Для свободного края 
ЭМ», __ M,=0, V=Q,— 0. (11.39) 
roo” 

Если нагрузка, действующая на круглую пластинку, распреде- 
ляется симметрично относительно оси, перпендикулярной к пла- 
стинке и проходящей через ее центр, то и граничные условия будут 

13 ot 

Рис. 11.8. 

симметричными; изогнутая поверхность пластинки будет также осе- 
симметричной. В этих случаях прогиб w не будет зависеть от 0, 
а будет функцией только г. Тогда уравнение (11.35) примет вид 

4? ld 42% 1 dw\_ р 
(ета) (ая Нар) =: (11.40) 

Выражение, стоящее в скобках, равно 

02 1 dw ld dw 
get ar = aa) “dr 

Таким образом, уравнение (11.40) можно переписать в следующей 

Форме: 1 а гта а а w __ p 

ral alr a ("a |= analy 
Это уравнение легко проинтегрировать при заданной интенсивности 
нагрузки р (Г). 

Рассмотрим частный случай круглой пластинки радиуса а, нахо- 

дящейся под действием равномерно распределенной нагрузки ру. 

Умножая обе части уравнения (11.41) на г и производя интегриро- 
вание, получаем а 

а dw Por? 

or lear(' ar) |=op + Сь
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ИЛИ 

а та аи `\] _ por C; 
alra a =, (11.42) 

где С, — постоянная интегрирования. Не представляет труда про- 
вести и последующие операции интегрирования; тогда будем иметь: 

та dw Por (г) Ha tin +0, 

d 1. ¢ С 
ce Por 4 SP 2 inr —1) +S" + Cy, 

car" C,r3 
— Pore 4 ou —— (ine —1)+ 

где C,, C3, С. — новые постоянные. 
В случае симметрично нагруженной пластинки из уравнения (11.36) 

имеем 

= (чье) = Q 
drtr dr dr dr \ dr? r2 dr D°* 

Для круглой пластинки без центрального отверстия по формуле 
(11.42) находим, что при Г =0 величина Q становится бесконечно 
большой. Так как это невозможно, то должно быть С, =0. Анало- 
гично из (11.43) следует, что w обращается в бесконечность при 
г —=0. Чтобы исключить такую возможность, надо положить С. == 0. 

Если край пластинки защемлен, имеем 

w=—0, —— =0 

при г = а. Следовательно, 

a‘ Cyat a3 Be +E co, О 

+C,Inr-+-C, (11.43) 

отсюда 

Прогиб такой пластинки будет равен 

w= (а? — r2)?, (11.44) Po 
64D 

Наибольший прогиб имеет место в центре пластинки и равен 

(0). Gap - 
Подставляя (11.44) в (11.36), получаем: 

М, = 76 [a (1 +) —7°(3 +9), 

М, = 2% 6 [42 (1 + v) — г? (1 + 3%). 
(11.45)
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Наибольший изгибающий момент имеет место на кромке пластинки: 

(М), _«=— 29% | 
га 8 

Наибольшее напряжение изгиба оказывается равным 

6М, _ Зроай 
(Sy) шах == — ia — ah ° 

Задача 1. Круглая пластинка с шарнирно опертым краем находится под 
действием равномерно распределенной нагрузки. Примем, что пластинка не 
имеет отверстия. Найти наибольший прогиб, момент и напряжение изгиба. 

Отв. (at 2) (54 
_ Ро (а —f У _ 

= 64D (1-5. a r). 
Задача 2. Круглая пластинка радиуса @ изгибается моментом М, рав- 

номерно распределенным вдоль края. Найти выражение для прогиба w, если 
край оперт шарнирно. 

Отв. 

W 

М 
"= ID (+9) 

Задача 3. Пусть круглая пластинка, рассмотренная в задаче 2, имеет 
в центре отверстие радиуса 5. Найти выражение для прогиба пластинки. 

тв. 
— BM 263M r 

w= (a3 — г?) + In—. 
2(1 + v) р (a? — 6?) (1—v) (42 — 62) а 

Задача 4. В центре пластинки радиуса а имеется отверстие радиуса 2. 
Считаем, что пластинка находится под действием равномерно распределен- 
ной нагрузки и что внутренний край ее защемлен, а внешний — свободен. 
Найти наибольший прогиб, момент и напряжение изгиба при 2 = а/4. 

(a? — 7?). 

11.6. Прямоугольные пластинки при совместном действии 
поперечной нагрузки и сил в срединной плоскости. Ранее мы 
полагали, что пластинка получает малый прогиб, находясь под дей- 
ствием только поперечных сил. Если в дополнение к поперечной 
нагрузке имеются силы, действующие в срединной плоскости пла- 

стинки, то в основное дифференциальное уравнение войдут члены, 
учитывающие влияние этих сил. Обозначим напряжения в срединной 
поверхности через в, буо, Tryp. Тогда усилия в срединной поверх- 
ности, приходящиеся на единицу длины сечения, будут равны: 

Ме = зщ, Ny=h3y и Noy= Муз = htoy- 

Примем, что прогиб пластинки достаточно мал, так что первые 
два допущения из параграфа 11.1 остаются в силе, и вместе с тем 
настолько велик, что произведения сил, лежащих в срединной пло- 
CKOCTH, или их производных на производные от Ww, будут величи- 
нами того же порядка, что и производные от поперечных сил Ох и Qy. 
В этом случае напряжения изгиба в пластинке определяются по- 
прежнему выражениями (11.6), выведенными в параграфе 11.1, 
а моменты и поперечные силы — выражениями (11.8) и (11.13).
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Рассмотрим условия равновесия элемента пластинки со сторонами 
Ах и ау. Помимо сил, показанных на рис. 11.2, имеем еще силы 
Na Му и Мху== Му», лежащие в срединной поверхности. Так как 
проекции сил, приведенных на рис. 11.2, на направления хиу 
равны нулю, то при составлении суммы проекций сил на эти оси 
следует учитывать только силы, лежащие в срединной поверхности 

AY Nyt a dy 

ON Мс —& a — 41 oy 

N, а. А; + а 
< 

cS
 

| у 8 

= | } 

Sie a dp 

Puc. 11.9. 

(рис. 11.9). Сумма проекций Ha ось x сил Nady u (м № O22 dx ах) dy 

равна 

(м. 49 52 dx) dy cosa’ —N,dycosa, (11.46) 

где a Pat dx, Воспользуемся соотношениями 

a3 1 
=1—-sin’a- .. ~=Sl-st coe 

1 

cosa==(1 — sin?a)? = 

Для малого угла х величина значительно меньше 1, и с0о$& 1. 
a 

2 
Точно так же соз с’ 1. Таким образом, выражение (11.46) полу- 
чает вид 

№» 
5х ах ау.
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Подобным же путем можно показать, что сумма проекций на ось х 
ON 

сил Ny ах и [№,=-+ т ду dx равна 

° oN xy 

ду 
ах ау. 

Суммируя эти компоненты, приводим условие УР, =0 к виду 

— 0. (11.47) 

Аналогично, условие УР, =0 приводит к уравнению 

д№., | ONy 

Выпишем, далее, уравнение равновесия в проекциях на ось 2. Здесь 
надо рассматривать, помимо компонентов сил, показанных на 
рис. 11.9, еше и силы, изображенные на рис. 11.2. Проекции на 

ось z сил №М,4уи (№552 dx) ау дают результирующую 

— WN, dy sina+-(Nq-+ 52 ах) Ду Ут а’. 

Для малых углов @ и а’ имеем 

Ow 
sina ам —— 

дх 

да Ow 02% 
SP wy! mw ae — _ sina’ ~a PA a AX == ax + 5; ax. 

Следовательно, выражение для результирующей силы принимает вид: 

ди ONx Ow , д? 

—Nady 52 +(No+ ах) dy( SP + Sor ax) = 
Ow ON, Ow 

— N —_—_ м —_- ° го UX AY + GG, ax dy; 

членами высшего порядка малости пренебрегаем. Таким же путем 
можно показать, что результирующая компонентов вдоль оси 2 сил 

ONy \ 
Ny ax, (Ny +5" dy )ax 

равна . 

2 ON, Ow р 

9№ ту 
Чтобы найти проекции на ось 2 сил №„, dy u (Nay —Ha x) dy, 

обратимся к рис. 11.10. Прогиб в точке О’ изогнутой срединной
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поверхности равен WwW, а прогиб в В” равен оо dy, Следова- 

Ow 
тельно, линия О’В’ повернута вниз и находится под углом Oy 

к оси у. Таким же образом устанавливаем, Suto линия А’С’ накло- 
02% 

нена вниз и находится под углом oy ef 2 ax Oy ду dx к оси у. Поэтому 

поперечные силы №„, dy и (Nay +52! ax их) Чу будут иметь резуль- 

тирующую в направлении 2, равную 

ow ON zy 

— Nay dy So + (Nay + G2 dx) ay (S + а: ах) = 

02% ON» y OW 
= Ney еду. dx dy+ Ox dy ах dy- 

Аналогичное выражение можно получить для суммы проекций на 

=) a 
ось 2 сил Ny, dx и М2 —5 

ди д 
№ ах ау +5 м — dx dy. 

ye Ox dy Ox 

Сложив эти величины с проекциями на ось 2 сил, показанных на 
dz — + рис. 11.2, и разделив на ах ау, 

——л — получим 

д, , OQ, у 
5 РЭ y ГР = + 

02% 
ел ани il 

ON» ne 

( Ox ду / Ox + 

ONoy on 

+( Ox бу Oy 

Puc. 11.10. Но из уравнений (11.47) и (11.48) 
следует, что выражения, стоящие 

зв скобках, равны нулю. Так как силы, лежащие в срединной поверх- 
ности, не создают моментов вдоль кромок элемента, то уравнения 
(11.11), (11.12) и соответственно формулы (11.13) останутся без 
изменения. Пользуясь этими зависимостями, можно придать уравне- 
нию равновесия в проекциях на ось = eye ВИД: 

aw | ow _ _ 07% 

(11.49) 
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Уравнения (11.47) и (11.49) являются основными дифференциальными 
уравнениями для тонкой пластинки, находящейся в условиях совме- 
стного действия изгиба и сил, лежащих в срединной плоскости. 

Рассмотрим прямоугольную пластинку с шарнирно опертыми 
краями при совместном действии поперечной нагрузки и усилий равно- 

мерного растяжения №„ в направлении x. В этом случае имеем 

N,=const, М, = Му =0. 

Уравнения (11.47) и (11.48) тождественно удовлетворяются, и остается 
выписать только уравнение (11.49). В параграфе 11.3 было показано, 
что равномерно распределенная поперечная нагрузка ру может быть 
представлена в виде ряда Фурье: 

16 1 Po . MTX ,. nny 

р= ХХ asin AP sin SP. 
m=1,3,5 П=1,3,5 

Уравнение (11.49) принимает вид 

w 04% O4w Ny Ow _ 

xt |2 деду: Г дя Do = 

__ 16Ро \ . Any = Ps У, sin ™ “= sin". (11.50) 
m=1,35 n=1,3,5 

Граничные условия будут иметь вид: 

Ow 
при x«= Hx=a W=7T a — 9, 

при = И — — 9 У y= ду? 

Эти условия будут удовлетворяться, если принять W в виде 
двойного ряда: 

CO CO 

AY WY MTX nt 
W = У Amy sin —— sin т. 

Ay ,= 0 при четных Mm или п. 

Окончательно получим 

m=1,3,5 n=1,3,5 

w= Po у у (= a Ne sin = sin =, (11.51) 

a2
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Сравнивая выражения (11.51) и (11.25), находим, что при наличии 
растягивающей силы прогиб пластинки уменьшается. С другой сто- 

роны, если сила N,, лежащая в срединной плоскости, будет сжи- 
мающей, то прогиб пластинки возрастает. 

Задача 1. Шарнирно опертая прямоугольная пластинка находится под 
действием гидростатического давления 

_ Pox P(x, у) = 2 

Найти прогиб, моменты и напряжения в пластинке, если на Hee действует 
вдоль сторон x =0и х==а равномерно распределенное растягивающее уси- 
лие №... 

Задача 2. Шарнирно опертая прямоугольная пластинка находится 
в условиях совместного действия равномерного поперечного давления ру и 
сил № лежащих в срединной плоскости и равномерно распределенных вдоль 
четырех кромок. Найти прогиб, моменты и напряжения в пластинке. 

11.7. Выпучивание шарнирно опертых прямоугольных пласти- 
нок, подвергающихся равномерному сжатию в одном направле- 
нии. Если подвергнуть плоскую пластинку действию сжимающих 
усилий, лежащих в срединной плоскости, то при некотором крити- 
ческом значении сил плоская форма равновесия станет неустой- 

чивой, и пластинка начнет выпу- 
чиваться. Это явление аналогич- 
но продольному изгибу стерж- 
ней. Рассмотрим шарнирно опер- 
тую прямоугольную пластинку 
(рис. 11.11), сжатую в срединной 
плоскости силами №.„, равномерно 
распределенными вдоль сторон 

| -- Х=0Ои Хх — а. В этом случае 

у 

= 

и: 

\ Q j 

П
Р
Е
!
 

Р
Р
Р
!
 

$
 

N, = —- const, 

Ny = Noy — р = 0. 

Уравнения (11.47) и (11.48) тождественно удовлетворяются; остается 
лишь одно уравнение (11.49). Подставляя в это уравнение (— N,) 
вместо N,, получим 

Рис. 11.11. 

Ow 

Граничные условия будут выполнены, если принять 

CO со 

\1 . MTX . nny 
— A,,, sin —— sin — . 

w У, У, mn a b 
m=-1n=1 

Подставляя это выражение в уравнение (11.52), будем иметь 

CO со 

уу т? п? \2 т? . MTX . nT 
У, У, [2= (7 +) — Ма?" Amn sin —— sin" = 0. 

m=1n=1 

DV+w+-N
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Тривиальное решение приводит к значениям Ат = 0, или м ==0. 
Отбрасывая это решение, мы должны положить 

m2 n2 2 m2 

Det (7+) — Now? 2 =0, 
ИЛИ 

m2 n2 \2 НЕ а? 62 m2D (mb , пза \2 №, = _ ae (= и.) - (11.53) 
a? 

Если №, достигает значения, определяемого правой частью послед- 
ней формулы, то параметры A,,, и прогиб W могут быть отличными 
от нуля; это отвечает выпучиванию пластинки. К такому же заклю- 
чению можно прийти, рассматривая уравнение (11.51). Мы видели, 
что в случае сжимающей силы величину №, в уравнении (11.51) 
следует заменить через (— М№„). Когда N, достигает величины, опре- 
деляемой выражением (11.53), знаменатель в уравнении (11.51) обра- 
щается в нуль; если ру отличается от нуля, TO W обращается в беско- 
нечность. Физически это означает, что как бы мала ни была попе- 
речная нагрузка, пластинка получит весьма большие прогибы. 
Другими словами, пластинка будет выпучиваться. 

Из уравнения (11.53) следует, что значение Л№„ будет наимень- 
шим при п —=1. Отсюда вытекает, что при выпучивании пластинки 
может образоваться несколько полуволн в направлении сжатия, и 
только одна полуволна в перпендикулярном направлении. Следова- 
тельно, критическая нагрузка равна 

п?) (mb а \2 хр 
(№) р = 52 (+5) =А м, (11.54) 

mob а \2 
где R = ("+ =) — численный множитель, величина которого за- 

висит от m и от отношения 4/5. Наименьшее значение (№) р имеет 

место при 
а (М№Мт) кр 212 р (i a 1 

d(mb/ja) 6? ‘а ' mb ~ (mb \2 0, 

("7) 
WIM 

mb | 
a 

Отсюда минимальное значение (№„)кр оказывается равным 4nx2D/b?, 
При определенных значениях множителя т величина Е зависит 

только от отношения а/ф. На рис. 11.12 нанесены значения № 
в зависимости от отношения 2/b для т =1, 2, 3, 4, 5. Имея эти 

кривые, можно определить величину критической нагрузки и число 
полуволн при любом отношении a/b. Для этого надо найти ординату 

кривой, соответствующую наименьшему значению Ё для заданного
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отношения a/b. Например, при а/6=2,5 по рис. 11.12 находим: 

Е —= 4,133 и т—==3. Это означает, что выпучивание пластинки сопро- 

10 

mar gl 3 4 В 
8 | \ \ \ AN 

7 \ \ \ \ A 

6 \ | ae > 
5 \ \ х Sw ee at 2 

& 4 хи“ ~ ss Nee 57 

3 

2 

1 

0 
0 / 2 3 4 5 g 6 

Рис. 11.12. 

вождается образованием трех полуволн в направлении действия Ha- 
грузки, причем критическое усилие равно 

(Мадкр = 4,1332 0/62. 

Задача 1. Шарнирно опертая прямоугольная пластинка нахолится под 

Ay 
> 

Р
И
 

м 
У. ч

е
 

- а——= 

t
t
t
t
t
t
e
t
 tt
 

rrP Prt te 
"| 

Рис. 11.13. 

—
 

= 

действием равномерного — сжатия 
в двух направлениях. Найти крити- 
ческую нагрузку. 

11.8. Выпучивание свободно 
опертой квадратной пластинки, 
сжатой в двух перпендикуляр- 
ных направлениях. Приближен- 
ног решение по методу конеч- 
ных разностей. Критическую 
нагрузку можно вычислить также 
с помощью метода конечных раз- 
ностей, как это было сделано 
ранее для стержней. Проиллю- 
стрируем применение метода 
конечных разностей на численном 

примере. 
Рассмотрим выпучивание шарнирно опертой квадратной пластинки, 

находящейся под действием равномерного сжатия. Пусть длина сто- 
роны равна а. Если выбрать координатные оси, как показано на 
рис. 11.13, то при 

№=М=— М, p=Ng,=0
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получим уравнение устойчивости (11.49) в виде 

Véw + * У? = 0 

при следующих граничных условиях: 

02% а — — — + Ox? — О вдоль кромок х= = 5, 

— 98 —0 вдоль кромок у = + a — ‘ду — р y= 5. 

02% 
Так как производная дут тождественно равна нулю вдоль кромок 

а д? 
х= 5, а производная > y тождественно равна нулю вдоль кро- 

b 
MOK y= = >, TO граничные условия можно записать в следующей 

форме: 
У — 0 вдоль всех кромок. 

Таким образом, дифференциальное уравнение может быть перепи- 
сано в виде 

№ TT 

VM ++ M=0 (11.55) 5 
п 

при М ==0 на контуре, и | 

Vw — М (11.56) 3 0 | 

при % =0 на контуре. Сопоставление урав- 
нения (11.56) и условия на контуре для w 
показывает, что при тривиальном решении ba 
М = 0 мы получим также тривиальное реше- Рис. 11.14. 
ние w=Q. Следовательно, для решения 
задачи на устойчивость необходимо найти нетривиальное решение 
уравнения (11.55). ` 

Обратимся теперь к рис. 11.14; соответствующее уравнение 
в конечных разностях для произвольной точки О принимает вид 

M,-+ M,-+ М. + М. С„М = 0, (11.57) 
и на контуре 

М; — 0. 

В этих выражениях индекс i относится к точкам контура и введено 
обозначение 

с — № _ 
п n2D n2 

где k,—=WN,a?/D. Под №, понимается приближенное значение кри- 
тической нагрузки, вычисленное при условии, что стороны пластинки 
разделены на п отрезков.
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Приближение п=2. Принимая во внимание симметрию, 
нумеруем узловые точки, как показано на рис. 11.15. Применяем 
уравнение (11.57) для х = у=а/2. Из граничных условий находим 
М. = М. =0. Уравнение (11.57) дает 

отсюда С, ==0 или Е, = 41? = 16,00; погрешность решения соста- 
вляет (— 19) 9/5. 

Приближение п=—4. В связи с симметрией можно рассма- 
тривать только восьмую часть пластинки (рис. 11.16). Составляем 

т [3 2 3 _ о 
I 7 

fo 

LAG у) 

a y 

2 у 2 а 4 

_ 
3 2 3 nr > - а Ч 

Рис. 11.15. Рис. 11.16. 

уравнение (11.57) для узловых точек 1, 2, 3. Принимая во внима- 
ние граничные условия 

получим 

СМ. АМ, =0, M,+C,M,+2M,=0, 2M,+C,M,=0. 

Это уравнение дает решение для М, отличное от нуля, при условии 

C, 4 0 
1 С. 2 = 0. 

0264 

Отсюда С, = —2,8284, и К, = 18,75; погрешность равна (— 5,1)%. 
После экстраполяции получим ky ‚==19,67; погрешность будет 
(—0,35)%. Точное значение Rk составляет 19,739 *). 

Задача 1. Шарнирно опертая прямоугольная пластинка с отношением 
сторон а ==26/3 подвергается равномерному сжатию вдоль кромок. Вычи- 
слить критическую нагрузку методом конечных разностей. 

Задача 2. Квадратная пластинка с защемленными краями подвергается 
равномерному сжатию вдоль двух противолежащих сторон. Определить кри- 
тическую нагрузку методом конечных разностей. 

*) С. П. Тимошенко, Устойчивость упругих систем, Гостехиздат, 
1957.
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Задача 3. У квадратной пластинки две противоположные стороны 
шарнирно оперты, а две другие — защемлены. Предполагается, что вдоль 
двух шарнирно опертых сторон равномерно распределены сжимающие уси- 
лия. Вычислить критическую нагрузку. 

11.9. Выпучивание шарнирно опертых прямоугольных пла- 
стин при сдвиге. Энергетический метод. Критическая нагрузка для 
пластинок может быть вычислена, как и в случае стержней, энерге- 
тическим методом. Принимаем, что к пластинке приложены некото- 
рые силы в срединной плоскости, отвечающие моменту выпучивания, 
т. е. что величины этих сил iY 
в точности равны критическим 
значениям. Предполагается, 
далее, что пластинка подвер- 
гается действию некоторых 
малых возмущений, вызываю- 

щих выпучивание. При таком 
переходе от одной равновес- 

—=
— 

| | 
в пластинке. 

Рассмотрим элемент dx ау, B’ 8" 
изображенный на рис. 11.17. 
При изгибе пластинки эле- 
мент АВ перемещается в поло- Рис. 11.17. 
жение A’B’, Так как напряже- 
ния в срединной поверхности и деформации не изменяются, то 
длина А’В’ будет по-прежнему 4х, но ее горизонтальная проекция 
теперь равна 

[ах — (se dx yy" =dx—+ (se) ах+ ... 

Если пренебречь членами высшего порядка малости, то работа, со- 
вершенная усилиями N,dy, будет равна 

off м. (=) ахау. 
А 

Аналогичное выражение для работы, произведенной усилиями №, dx, 
имеет вид 

1 Ow \? 
otf Ny(32) ax dy, 

A 

где А — площадь пластинки. 

J | 

ной формы к другой полная g | 3 I 
энергия He изменяется; поэтому 1 Ay В 
работа усилий в срединной по- т! И —т 
верхности должна быть равна w | Py Bw 
энергии изгиба, накопленной yt ba 

А | 
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Чтобы вычислить работу, произведенную касательными усилиями 
№.,ах и Ny, dx, найдем деформацию сдвига, сопровождающую 

изгиб пластинки. Обращаясь к рис. 11.18, находим направляющие 
косинусы Д, т, M, HW lg, то, п. соответственно элементов O,A, 

и O,B;: 
Ow aq/s ¢__( 2U_ _ [5 (Se 4х) | wi —1 (22) 

1 ~~ dx ™ 9 x) , 

т! = 0, 

Ow 

ox OF _ Ow 
mM dx Ox’ 

l,= 0, 

. 1 81/2 

” _ | (4) | = —+ (22) 
2 dy ~ 2\ox)})’ 

Ow 

tp ды 
2 ау — oy’ 

Деформация сдвига 1», определяется выражением 

Tay = 5 —< A,O;,B, = 

= cos(< A,O,B,) = Ll, + 
MY ди | | ar Ow д > Le тт, пт, = = By . 

Работа касательных усилий 
[2 Ny = Му» равна 

Рис. 11.18. Jpn ay oe = dx dy. 

Общая работа, произведенная силами в срединной поверхности, 

оказывается р 

и — >. Л [№ ом (3 м oy | ax ay. (11.58) 

Накопленная в пластинке энергия изгиба согласно параграфу 11.4 
равна 

р One | 92% \2 02% 02% O2w \2 

v= > > (Sa +7) 20 — [6 dy? — (say) jp ахау.
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При выпучивании должно быть 

П=И— =o. (11.59) 

Чтобы проиллюстрировать энергетический метод, рассмотрим в ка- 
честве примера выпучивание шарнирно опертых прямоугольных пластин 
под действием касательных усилий №,„,, равномерно распределен- 
ных вдоль кромок (рис. 11.19). Выражение для w, удовлетворяю- 
щее граничным условиям, можно 
принять в виде Ау 

CO [eo @) 

__ \ .  Штх . ппу А. w= У У Ann sin zn; | Г 

т =1 п=1 | | 

В данном случае №, = №, = 0; по- Vz |} 0 Wry 
этому работа, произведенная внеш- He р | 
ними силами во время выпучивания, | И г 
оказывается равной nT) 

Ly 
а b 

W—N Ow OW aedy Puc. 11.19. 
т дх ду ; 

оо 

Подставим сюда принятое нами выражение для W и проведем инте- 
грирование по всей площади. Отметим соотношения 

TX 
] sin —— a * cos p= dx =0, если т = р — четное число, 

‚ mn 2a m 
sin * cos 2” dx “т, если mt р — нечетное число. 

к m3 — ра 

Таким образом, будем иметь 

— _ OY mn pq W=4N,, У У, У, AmnApg (т? — р?) (q? — n?)” 
п ра т 

где т, п, р, 4 — такие индексы, для которых т punt д будут 
нечетными числами. 

После интегрирования находим энергию изгиба выпученной 
пластинки равной 

co co 

ab NIN A чм 3 

У, Xi An я +3) ° 
m=l1n=1 

U=
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Уравнение (11.59) принимает вид 

пе у.е) 
1 == 1 П=1 

—4/М№ Хх Хх Хх Amn Ара т р = та) = °. 

Определим критические касательные усилия; для этого необходимо 
подобрать параметры Ат», отвечающие минимальному значению N,, 
Как мы видели в параграфе 10.5, это условие эквивалентно тре- 

бованию, чтобы энергия II была минимальной. Продифференцировав 

—
 
п
 

энергию по A,,,, получим условие а =0 в виде 
men 

Dxtab m? n?\2 mnpq а. 

a An (“Ge т) — ВМ ХУ Ам (a pH GES HO 
р 4q 

(11.60) 

здесь ри g должны быть такими, чтобы т Е punta были не- 
четными числами. 

Если ввести обозначения 

а Dr 

rn ae Т- За Му, 

то уравнение (11.60) примет вид: 

(рипа) тл Amn ~ 2 uA ее 0. (11.61) 

Мы пришли к системе однородных линейных уравнений относительно 
Amn Для вычисления (№,,)кг приравниваем нулю детерминант, со- 

ставленный из коэффициентов при A,,,. Так как число уравнений 
бесконечно, то точное решение будет получено, если мы раскроем 
детерминант с бесконечным числом рядов и столбцов. Прак- 
тически находим приближенное решение, взяв некоторое конечное 
число параметров Ат». 

Будем учитывать вначале два параметра Ay, и Ao и будем 
считать, что все остальные параметры равны нулю. В этом случае 
уравнение (11.61) принимает вид: 

И ey ло ао a2 

16%(1 2)2 АХ Ant gu =0.
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Приравниваем нулю детерминант этой системы уравнений: 

ф (1 + 2)? 4 
a2 9 — 

4 169 (1 + аз)з | °° 
9 a2 

Этсюда находим 

ge=-ti_@ _ 
9 (1 ap’ 

ИЛИ 

9x4D (1+ a3)? 

3262 a3 ° (Му) кр = = 

349 

(11.62) 

Знаки плюс и минус указывают, что критическое значение каса- 
тельных сил не зависит от их направления. Уравнение (11.62) дает 
приближенное значение (М ру) р с погрешностью около 15% для 

квадратных пластинок и с еще большей погрешностью при других 
отношениях a/b. 

Для того чтобы получить более точный результат, следует ввести 
большее число параметров. 
Ai1, А», Аз, Ан, Азз, Ago. Уравнение (11.61) примет вид: 

Будем учитывать шесть параметров 

Ai Age Aig Asi Ag33 Aye 

o (1+ &2)2 4 8 _ 
53 д 0 0 0 45 = 0, 

4 Wye 4 4 3 я Шо 
9 а? 5 5 25 9 OF 

4 4 Фа 9a)? — 24 _9 0 —= 7a 0 0 75 

__ 4 ф (9 -- a3)2 24 _ 
0 = 0 a3 0 эт >= 0, 

36 ф (9 + 9a3)2 72 __ 
0 55 0 0 a2 — 35 = 0, 

8 0 24 24 72 ep (16+ 403)? _ 0 

45 75 21 — 35 a3 = 

Приравниваем нулю детерминант, составленный из коэффициентов 
при Ат» в этих уравнениях. Решая полученное уравнение, находим 

2D 
(М ри) =k om , 

где ^ — постоянная, зависящая OT отношения а/5. Значения № даны 
в табл. 11.1 для разных отношений а[6.
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Таблица 11.1 

и 1,0 | 1,2 | 1,4] 1,5 | 156 | 18| 20| 2513 

Е | 9,4 | 8,0 | 7,3 | 7,1 | 7,0 | 6,8 | 6,6 | 6,31 6,1 

Задача 1. Шарнирно опертая прямоугольная пластинка подвергается 
равномерному сжатню вдоль двух противолежащих сторон. Вычислить кри- 
тическую нагрузку с помощью энергетического метода. 

Задача 2. Шарнирно опертая прямоугольная пластинка равномерно 
сжимается по двум направлениям. Определить критическую нагрузку энерге- 
тическим методом. 

Задача 3. Прямоугольная пластинка с защемленными краями равно- 
мерно сжимается вдоль двух противолежащих сторон. Вычислить критическую. 
силу с помощью энергетического метода. 

Задача 4. Два противолежащих края прямоугольной пластинки шар- 
нирно оперты, два других—защемлены. Принимаем, что вдоль двух шар- 
нирно опертых краев на пластинку действует равномерное сжатие. Опреде- 
лить критическую силу энергетическим методом.



ГЛАВА 12 

ТЕОРИЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК И ИЗОГНУТЫХ ПЛАСТИНОК 

12.1. Элементы дифференциальной геометрии поверхности. 
В предыдущей главе мы рассматривали теорию тонких плоских 
пластинок. Распространим теперь наши рассуждения на тонкие 
оболочки. Так как изогнутую пластинку можно рассматривать как 
часть оболочки, то общие уравнения для тонких оболочек прило- 
жимы также и к изогнутым пластинкам. Обозначим толщину обо- 
лочки через hk. В случае тонкой оболочки толщина A мала по 
сравнению с другими измерениями и радиусом кривизны. Поверхность, 
делящая толщину оболочки пополам, называется срединной поверх- 
ностью. Геометрия оболочки полностью определяется, если задана 
форма срединной поверхности и толщина оболочки в каждой точке. 

Прежде чем перейти к теории тонких оболочек, рассмотрим 
некоторые важные геометрические свойства поверхности. В последую- 
щем мы будем пользоваться некоторыми понятиями векторного 
анализа. Поверхность определяется как геометрическое место точек, 
радиус-вектор которых YF относительно некоторого фиксированного 
центра О является функцией двух независимых параметров &, &5. 
Таким образом, декартовы координаты (х, у, 2) точки на поверхности 
являются известными функциями &, &; их можно записать в виде 

х = Л, (1, &), у=ЛСь, Ъ), 2=Л (6, 5). (12.1) 
Уравнения (12.1) являются по сути дела параметрическими урав- 
нениями поверхности. Если из этих уравнений исключить & и &, 
то получим уравнение поверхности в обычной форме: 

F(x, у, 2) =0. 

Любое соотношение между параметрами, например, а (Е, &5) = 0, 
представляет кривую на поверхности. В этом случае радиус-вектор Г 
становится функцией только одного независимого параметра; геоме- 
трическое место точек образует кривую линию. В частности, кривые 
на поверхности, вдоль которых один из параметров остается по- 
стоянным, называются параметризованными кривыми. Поверхность. 
можно полностью определить как двойную сеть бесконечно большого 
числа параметризованных кривых. Параметры §,, & составляют
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систему криволинейных координат для точек на поверхности: 
положение любой точки на поверхности определяется значе- 
ниями & И & в этой точке, как показано на рис. 12.1. В ка- 
честве примера такого метода описания поверхности рассмотрим 

случай сферы; воспользуемся при 
b,=C; этом обычными cCdepHyecKHMH 

bec GC, координатами (г, $, 9), изобра- 
hep 2 67 es женными на рис. 12.2. Если 
co р хх. oxpacm ‚ через К обозначить радиус сферы, 

“2, то декартовы координаты точки 
Е, `дозраст aCe на сфере будут: 

2 р x —=Rsinocos8, 
|. y= Ю чпфз1 6, 

2 = А с0$$. 

—г В качестве параметров, опреде- 
ляющих поверхность и заменяю- 
щих обобщенные параметры &, 

Рис. 12..1 и &, здесь можно принять вели- 
чины фи 0. 

Рассмотрим, далее, две соседние точки Р и Q на поверхности 
(рис. 12.3), радиусы-векторы которых соответственно равны Г 
и г-- аг, а параметрические координаты имеют значения (E,, &) 

Рис. 12.2. Рис. 12.3. 

и Е 4&, &- 4). Радиус-вектор г является функцией &, и $», 
поэтому 

дг or 
ar = Е, 4: + Gg, 4. (12.2) 

Проведем кривую через обе точки, лежащие бесконечно близко 

друг от друга; длину ds элемента дуги, соединяющей Ри Q, можно 

считать равной модулю |ar| вектора dr; в пределе точка ©) будет 

сливаться с точкой Р.
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Как известно, скалярным произведением двух векторов Аи В 

называют произведение их модулей А и В на косинус угла 0 между 
векторами: 

А.В =|А|]| В|со$0. 

Скалярное произведение будем в дальнейшем обозначать точкой 
между соответствующими буквами. Пусть t, J, Е будут единичными 
векторами в направлениях х, у, 2, а Ay, Ay, A,, By, Ву, В, — соот- 
ветственно компонентами векторов А и В вдоль этих осей, тогда 

A=A,i+A,J+AR, 
B=B,i+B,j+B,k 

A. B=A,B,+A,B,+ 4,B,. 

Скалярное произведение двух векторов является скалярной величиной 
и подчиняется распределительному закону: 

(A+ B)-(C+D)=A-C+A-D+B.-C+B.-D. 

Основываясь на этом, получаем 

or or or or „ (ds)? — ат ==аг. dr = (5 аы + Fe ae) . (Se 4 НЕ) = 

— OF OF (дез or | Or or 2 — OE, Oe, (dé,) + 2 OF, . Os [#13 dé, T 96, . ag, (952) e 

Введем обозначения: 

— 97. or __ (0x) 1 (oy? (sz) 
=. (9) +(e) +E) - 

Fao, OF Ox OX | Oy OY | 02 Oz 
— бы 0% ОЕ O& ' д O& Г ОЕ, 0 

or or _(92\" [09 4 (92) 
== (5%) +(%) +38) - 

Пользуясь ими, находим 

(ds)? = Е (d§,)? +-2F dé, а + G (4). (12.3) 

Величины Е, F, С называются коэффициентами первой квадра- 
тичной формы поверхности; выражение (12.3) ‘определяет квадрат 
дифференциала длины дуги. Отсюда следует, что величины векто- 

or or r= A 
POB Е. И Gg COOTBETCTBEHHO равны УЕ и УС. Если обозначить 

1 9 
через 9 угол между этими двумя векторами, то по определению 
скалярного произведения имеем 

— 29". VEY Goos 0. (12.4,
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Принимая во внимание соотношение 0 < с0$0 < 1, находим 

F<VEG; 

это означает, что величина EG — ЕР? не может быть отрицательной. 
Можно, таким образом, ввести обозначение 

H? = EG — F?. 

Вдоль параметрической кривой &, = const будет 4, —==0; из вы- 
ражения (12.2) вытекает, что вектор РР’ (см. рис. 12.3) равен 

or 
(аг)› = Ob, dé, . 

По (12.3) длина элемента PP’ составляет 

(ds) = VG 4. 

Аналогично, вдоль параметрической кривой §& = с0оп${ имеем d& = 0. 
Вектор РО’ в свою очередь равен 

а длина PQ’ окажется равной 

(ds), =V Еда. 
Если параметризованные кривые образуют на поверхности ортого- 
нальную криволинейную систему координат, то векторы PP” u PQ’ 
должны быть взаимно перпендикулярны. Но тогда косинус угла 
между этими двумя векторами должен быть равен нулю; вместе 
с тем, обращается в нуль их скалярное произведение: 

дг 

01 

Отсюда можно сделать заключение, что при Р = 0 параметризован- 
ные кривые образуют на поверхности ортогональную криволинейную 
систему координат; в этом случае уравнение (12.3) принимает вид 

(ds)? = 2 (dé,)? - а? (dé,)2, (12.5). 

(и — УЕ И @ = УС. 

Обозначим через С и C’ две кривые на поверхности, пересекаю- 
щиеся в точке Р; под $ и св будем понимать длины друг вдоль С 
и С’. Тогда 

(dr), . (а) — . 5 ts dé, =F dis dé, = 0. 

где 

dr __ дг dé, , Or dé 
ds 08 dy + a ds” 
dr _ дг di Or аб 
de = 5, 0a + 3 аз °
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Если обозначить через 0 угол между С и С’, то косинус этого 
угла равен 

_ dr dr _ ,, dé dy ( 4% _, d&, а doo dbs 
cos§=—-- SET КР в Gt St) + “ds da’ 

Необходимое и достаточное условие ортогональности С и С’ имеет 
ВИД 

ag ав ag, dé dé. ав __ 

ESL Sy p( Fi Se) 4 Gg eS =0. (12.6) 

Для Toro чтобы исключить $ и с из (12.6), выпишем соотношения 

St = (4) ds at = (=) dé, 

ds а С ds , ds a а С’ ds ° 

d Здесь под () понимается производная, вычисленная вдоль С; 
2/C 

аналогичный смысл имеет индекс С”. Подставим эти выражения 
dé dé в (12.6); после деления Ha Te ie получим 

а \ [481 а aby _ (ав) ate) FF (28), ),|+9=9. 42-9 
Таково условие ортогональности кривых С и С’. 

Плоскость, содержащая три соседние точки пространственной 
кривой, или, иными словами, содержащая две соседние касательные 
к кривой, называется соприкасающейся плоскостью *) в точке P. 
Нормаль, перпендикулярная к касательной в точке Р и лежащая 
в соприкасающейся плоскости, называется главной нормалью 
к кривой в точке Р. 

Нормальным сечением поверхности в некоторой точке Р на- 
зывается сечение некоторой плоскостью, содержащей нормаль к по- 
верхности в этой точке. Такое сечение представляет собой плоскую 
кривую, главная нормаль к которой совпадает по направлению с нор- 
малью к поверхности в данной конкретной точке Р; в некоторой 
другой точке такое совпадение может уже не иметь места. На ри- 
сунке 12.4 изображены нормаль M, к поверхности в точке P, а также 
содержащая эту нормаль плоскость S,;. Если кривая АВ является 
линией пересечения плоскости с поверхностью, то M, будет также 
главной нормалью к кривой АВ в точке Р. Допустим, с другой 
стороны, что сечение поверхности некоторой другой плоскостью 

*) Имеется в виду предельное положение плоскости, проходящей через 
данную точку кривой и через две другие точки, неограниченно приближаю- 
щиеся к первой. //рим. ред.
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(например, 5› на рис. 12.4) не является нормальным сечением. Тогда 
кривая пересечения окажется по-прежнему плоской кривой, но ее 
главная нормаль будет иметь некоторое новое направление My, ле- 
жащее в ее плоскости. Кривизна нормального сечения, например 

линии АВ на рис. 12.4, называется 
нормальной кривизной поверхности 

в точке Р для направления АВ. 
Нормали, проведенные в сосед- 

них точках поверхности, вообще 
говоря, не пересекаются между 
собой. Можно показать, однако, что 
в Любой точке Р имеются два 
таких направления на поверхности, 
для которых нормаль, проведен- 
ная в соседней точке, пересекает 

нормаль в точке Р. В самом деле, 
обозначим через Г радиус-вектор 
точки Р на поверхности и через 
п — единичную нормаль в той же 

точке. Пусть г +- dr будет радиусом- 
вектором соседней по отношению 

к Р точки, лежашей на направлении 4 или dé, а n-+dn— 
единичной нормалью в этой точке. Необходимым условием пересе- 
чения этих двух смежных нормалей является компланарность векто- 
ров м, dn и adr. 

Векторным произведением двух векторов Аи В, обозначаемым 

через АХ В, называют вектор С, направление которого перпендикулярно 
к плоскости, проходящей через А и В, а модуль 
равен площади параллелограмма, образованного 
Au B. Иными словами, модуль равен | А|| В | sin 6, 7. — и 

—/ 

8 

Рис. 12.4. 

A ? 
/ 

где 9 — угол между этими векторами. Условимся 
проводить вектор С, пользуясь правилом правого 
винта: если смотреть на плоскость в сторону 
положительного направления С, то поворот на | 
наименьший угол от первого вектора А ко вто-  \024х8 
рому В должен осуществляться по часовой стрелке Рис. 12.5. 
{рис. 12.5). 

Нормаль к поверхности S в точке г перпендикулярна к векторам 
or и Or. 
08 — 06? 
Определим единичную нормаль п к поверхности 5 в точке Ff как 
отношение 

or or 
но при этом она будет параллельна вектору ae, Х де * 

Or or 

„_ oH ды 
[or or 

St 8 



12.1] ЭЛЕМЕНТЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ ПОВЕРХНОСТИ 357 

в знаменателе подержите na meamop nore произведения, равный 

sin 9. 
a Ха. == Ob, 5 

Как мы видели, модули производных равны 

Е. ра — =УЕ, |5 
с другой стороны, согласно (12.4) 

. EG — F? — __ 26 —— . т 0—1 cost) = / EG? 

я. 

отсюда 

ar 5__ 

dé, Ха. =УЕ0 — *=Н 
И 

—— ХХ = 

= Gt (12.8) 

Условие компланарности векторов п, dn, dr в векторной записи 
имеет вид 

п.авх dr=0. (12.9) 

Выпишем выражения для dn и dr: 

__ On On ,, Or у 
dn = 6G, dé, + 3, dio, adr = OF, dé, +d (12.10) 

Заметим, что для векторных произведений справедлив распредели- 

тельный закон: 

(A+ B) Х (C+ D)=AX (C+ D)+ BX (C+D) = 

—AX C+AXD+IBXC+BXD. 

Подставим выражения (12.10) в (12.9); после преобразований получим: 

дп дг дп or 2 НУ Se ey SS (ха) (dey? + [(в- SE X Se) (пех) аъ 

+ (м. = х 5.) (dé)? —= 0. (12.11) 

(13 0 
Мы пришли к квадратному уравнению относительно Е, ИЛИ Е. } 

1 
корни этого уравнения определяют два направления на поверхности, 
для которых имеет место указанное свойство. Эти два направления 
называются главными направлениями в точке Р. 

Чтобы доказать, что два главных направления являются ортого- 
нальными, запишем уравнение (12.11) в более удобной форме. Tak
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or 
как вектор 5; касателен к параметризованной кривой & — const 

1 
в точке г, то он перпендикулярен к нормали п, но тогда 

or 
neo = 0. (12.12) 

Дифференцируя левую часть по ¢,, получим 

On or 0°r 
Gy 5, в =O (12.13) 

ИЛИ 
On Or Or _ 
0 0 | дЕ? 

Продифференцируем, далее, (12.12) по &, а затем соотношение 
ia 

(x . в) =0 по & и &. Тогда получим дополнительные зависимости: 
2 

On or o'r ] 

0 "dd = М, 

06, 9 ПЕ | (12.14) 
On or Or 

Oy Oe age = TN. 
д? 

Величины L, М, М№ представляют собой проекции векторов ^^ 29 ae? 
o'r o'r 
=. — На направление нормали К поверхности, ИХ называют 
ОЕ! 08 дЕ2 

коэффициентами второй квадратичной формы. Так как п является 
единичной нормалью или вектором постоянной длины, то первые 

производные OT MH должны быть перпендикулярны к п и параллельны 

or or 
плоскости, содержащей векторы OE И oe * Поэтому производные 

1 2 

on И on можно выразить через or И or Представим эту зависи- 
081 08 P P 081 да | P у 
мость в виде 

дп дг or 

oe НВ, 2-19) 
roe аи b—psenuunnbl, подлежащие определению. Если составить 
скалярное произведение из каждой части уравнения (12.15) на вектор 
‘дг 
дЕ, то получим 

on or _ or Or, yor. or 
08 08 0 08, д. ОЕ!“ 

Используя соотношение (12.13) и выражения для Еи F, получим 

—L=aE-+ ОР. (12.16)
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Подобным же образом, если скалярно умножить векторное уравне- 

ние (12.15) на вектор =, будем иметь 

— М =аЕР-- ОД. (12.17) 

Решая совместно уравнения (12.16) и (12.17), находим: 

ЕМ — LG FM— LG 
а — 

ЕС — Е? Н? ? 

5 — FL—EM, 
= 

Окончательно 3 ; 
дв FM—LGor FL— EM or 

a &, +m a" (12.18) 

Аналогичным путем приходим к соотношению 

дп ЕМ — СМ or FM— EN or 
0, — НН? og, НЗ Ob ° (12.19) 

С помощью этих зависимостей и уравнения (12.8) легко показать 
справедливость следующих равенств: 

or EM—FL | 

x a; 
п. дп х 97 — FM— GL 

Oe, 7. Of Н ' 12.20) 
дп Or _ ЕМ— ЕМ | 

п 3G Ob, — Н , 

„. OF x, or _ FN—GM 
Об О Н ° J 

Уравнения (12.11) можно теперь записать в виде 

(ЕМ— PL) (Ft) + EN — GL) (Ft) +N — GM) = 0. (12.21) 

Обозначим два корня уравнения (12.21) через (=). И (=) . Из 
dé а С' 

алгебры известны соотношения: 

dey ai\ _ _ EN—GL 

(a), + (z )o ~ EM—FL?® 

1.) - (FE) = __FN—GM 

(Fe [#151 С’ ~ EM — FL у 

Подставляя эти выражения в левую часть уравнения (12.7), получаем 

E (FN — СМ) — Е (EN — С) + G(EM — FL) =0. 

Это означает, что два направления на поверхности, определяемые 
корнями уравнений (12.11) или (12.21), взаимно ортогональны.
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Другими словами, два главных направления являются ортогональ- 
НЫМИ. 
< Если кривая С на поверхности $ обладает тем свойством, что 
нормали к псверхности в соседних точках кривой пересекаются 
между собой, то ее называют линией кривизны. Таким образом, 
на поверхности имеется два семейства линий кривизны, причем через 
любую заданную точку Р проходит одна кривая каждого семейства. 
Как мы увидим ниже, в теории оболочек в качестве параметризо- 
ванных кривых поверхности удобно выбирать ее линии кривизны. 
Вдоль параметризованных кривых должно быть 

а 46 
Е, == 0 ae, — 0. 

Если эти величины удовлетворяют дифференциальному уравне- 
нию (12.21) для линий кривизны 

`(ЕМ — FL) (а: + (EN — GL) dé, аь + (FN — GM) (d&)? = 0, 

то должно быть 

EM —FL=0, FN—GM=0, ЕМ—ЦЕ-0. (12.22) 

Умножая первое из уравнений (12.22) на №, a второе — на L и скла- 
дывая, получим 

(EN — (Г) М =0. 

Аналогично, умножая первое уравнение (12.22) на G, а второе — 
на Е и складывая их, получим 

(EN —GL) Е =0. 

Принимая во внимание третье из уравнений (12.22), найдем: 

М=0, Е=0. (12.23) 

Таковы условия того, что параметризованные кривые являются линиями 
кривизны. 

Допустим, что точка Ри бесконечно близкая к ней точка лежат 
на линии кривизны; проведем через них нормали к поверхности. 
Точка пересечения этих нормалей называется центром кривизны 
поверхности $ в точке Р. Расстояние от центра кривизны до точки Р, 
измеряемое в направлении единичной нормали NM, называется главным 
радиусом кривизны поверхности S в точке Р. Величина, обратная 
главному радиусу кривизны, называется главной кривизной поверх- 

ности $ в точке Р. Таким образом, для каждой точки поверхности 
можно определить две главные кривизны, являющиеся нормальными 
кривизнами поверхности в направлении линий кривизны. Можно 
показать, что главным направлениям в точке Р соответствуют кри- 
вйзны, одна из которых является максимальной, а вторая — мини- 
мальной по отношению ко всем нормальным кривизнам для данной 

точки. Следует подчеркнуть, что главная нормаль к линии кривизны,
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вообще говоря, не совпадает с нормалью к поверхности; иными 
словами, соприкасающаяся плоскость для линии кривизны не является, 
как правило, нормальным сечением поверхности. Следовательно, 
нормальная кривизна поверхности в направлении линии кривизны 
в общем случае не является кривизной этой линии. 

Поставим себе целью определить главные кривизны. Обозначим 
через г — радиус-вектор поверхности в точке Р, через м — единич- 
ную нормаль и через Ю — главный радиус кривизны в той же точке. 

а) 

Рис. 12.6. 

Центр кривизны определяется при этом вектором р (рис. 12.6, а): 

Вр=г-- Ки. 

Пусть точка © будет соседней к Р точкой, лежащей на линии 
кривизны (рис. 12.6, 6); тогда имеем 

ар = dr +-d(Rn) = (dr + Кап)  паюЮ. 

Вектор dr-+Rdn касателен к поверхности; в то же время из усло- 
вия, что вектор Gr расположен вдоль линии кривизны, следует, что 
векгор @p должен иметь направление п. Отсюда вытекает 

аг + ЮР ап =0. 

Обозначая соответствующую главную кривизну через х, получим 

хаг-- ап = 0. (12.24) 

Это условие выражает в векторной записи так называемую формулу 
Родрига. С другой стороны, 

__ Or Or » __ On on 
dr — Ge 48 + og, 45», dn — ae a + og, 4%. 

Подставляя эти соотношения в (12.24) и группируя члены, будем 
иметь 

раем
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Составляя скалярное произведение этого уравнения на векторы 
or or 
— H ——, соответственно получим: 

91 дез 

(RE — Ба +(kF — М) dt, =0, 
(kF — М) + (kG — №4 =0. ; 

Эти два уравнения определяют главные кривизны поверхности и, 
вместе с тем, направления линий кривизны. Исключая отношение 4&, /4&5 
и производя упрощение, находим 

Haz —(EN —2FM-+GL)x-+-(LN—M2)=0. — (12.96) 

Мы получили уравнение второй степени относительно x; два его 
корня дают искомые значения. 

В технике широко применяются тонкие оболочки, срединная поверх- 

ность которых представляет собой поверхность вращения. Обратимся 
поэтому к некоторым понятиям дифференциальной геометрии, отно- 
сящимся к поверхностям вращения. Подобные поверхности образуются 
при вращении плоской кривой вокруг оси, лежащей в ее плоскости. 
Эта кривая носит название меридиана, а соответствующая пло- 
скость — плоскости меридиана. На рис. 12.7,a и 6 3a ось вра- 
щения принята ось 2, а расстояние от оси до точки Р, лежащей на 

42 

(12.25) 

LO 
№ R, 

7. or 
° ~ 02 В й o 

/ RP, > “ 
и” — R, р 

-1----27 Oop r 

a 9 Ry= Ro (2) 
g ~Y 0 —у 

A] 

4 0) 6) 

Puc. 12.7. 

поверхности, обозначено через Ao. Положение меридиана определяется 
углом 0, отсчитываемым от плоскости х2. Уравнение меридиана 
имеет вид А = А, (2). Линии пересечения поверхности с плоскостями, 
перпендикулярными к оси 2, являются параллельными кругами 
и носят название параллелей. Положение параллели определяется 
уравнением 2 —= const.
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Если воспользоваться такими обозначениями, то декартовы коор- 
динаты точки Р окажутся равными: 

х = Ю (2) с0$0, у=Ю(2)$щ0, 2=2. 

Радиус-вектор Г точки Р будет: 

r= &Ю (2) cos 0 + 1Ю (2) sin 0 +- kz. 

Примем меридианы и параллели в качестве параметризованных кри- 
BLIX и заменим & на 0 и & на 2. Тогда получим: 

Se = GF = — iRy sin 8 -+-JRy cos + RO, 

or or Tn’ 6 on’ a 0 
%, or == iRocos 0 +-jRo sin 9 -+- Rk, 

где Ro =dR,fdz. Коэффициенты первой квадратичной формы равны: 

Or or E= 5c + 5 = Rosin’ 0 + Rocos’ 6 = Ri, 

=>. Sf = — Ко 51 0 с056 + RoRo sin 0 cos — 0, 

7 12 fi 

= FE Se = Ro cos" OR зи А, 

H=VEG—FP=RV1+R,. 

Так как выполнено условие F ==0, то параллели и меридианы будут 
ортогональны. 

Для определения коэффициентов второй квадратичной формы 
вычислим вторые производные OT Г и вектор п. Имеем: 

OT — iR,cos6 — jR, sin6 + #0, 
ae 

or 2p! a: ep! Ho =— iRo sin 0 +-sRocos 0 - ЕО, 

a — {90 cos6 + fRo sin 8 + 20, 
2 

ér _, 0 
55 XG 1 1 a= A 2 = 57 — Rosin 8 Rocos® 0} — 

Rocosé@ Rjsin@ 1 

= + (éRocos 6 +-fRo sin 0 — RRoRo).
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Отсюда 

д?г 1 5 о о В? 
[= 1. > = — — Rocos 0 — о sin’ 8 —=——, 

ae? A | ° Rosin’ 0) H 

Ма." = 1 (— RyRocosO sin 0 + Ю.Ю, со$ 6 sin 6) — SEO, = A — КОГО COS VU Sin -+ RoR cos sin 6) = . 

Or 1 и о ” 9 RR, 

N=n- ie = 7, (RoRo cos’ 8 -- КК sin’ 6) —=—>. 

Так как величины F и М одновременно обращаются в нуль, TO пара- 
метризованные кривые являются линиями кривизны. 

Подставим найденные выражения в (12.26); уравнение для опре- 
деления главных кривизн принимает в данном случае вид: 

1 й Ма 

Roi Ro)? ee — ки, 1 |*— < 7 ==0. 

Решая его, находим 
1 в” 

#1 — — 1? “2 — ; 3° 

К (1+ 5. )* (1+ )* 

Как легко видеть, величина х› представляет собой кривизну плоской 
меридиональной кривой Ry = R, (2). 

Чтобы выяснить геометрический смысл величины А, рассмотрим 
треугольник АРВ на рис. 12.7, 0. Из чертежа следует: 

ра= Rp. 
Но с другой стороны, 

АВ = AP tg a= ЮЮ,. 
Отсюда 

ВР=У (АРУ (АВ =R,V 1+ R”. 

Таким образом, величина х, обратна длине нормали, заключенной 
между кривой и осью вращения. Знак минус указывает, что радиус 
кривизны и нормаль имеют противоположные направления. Отметим, 
что для меридиональной кривой, показанной на рис. 12.7, величина Ro 

будет отрицательна. Вместе с тем, как и следовало ожидать, отри- 
цательной будет кривизна хо. 

12.2. Уравнения равновесия. Как мы видели в предыдущем 
параграфе, положение любой точки, принадлежащей оболочке, опре- 
деляется тремя параметрами; два из них определяют положение точки 
относительно срединной поверхности оболочки, а третий изменяется
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вдоль нормали к срединной поверхности. Выберем линии кривизны 
для точки срединной поверхности так, чтобы они были параметри- 
зованными; тогда будем иметь трехмерную ортогональную коорди- 
натную систему. Пусть эти параметризованные кривые будут &, = const 
и §-==const. Допустим, что точка находится на расстоянии 2 OT 
срединной поверхности; тогда ее ортогональные криволинейные 
координаты будут &1, & и 2. 

Исследуем распределение внутренних сил. Рассмотрим элемент 
оболочки, ограниченный поверхностями & const, & -- 4, == const, 
f= const, &-Р 4, = с0оп54 и 2= th/2. Длины сторон элемента 
равны @, 4, и 94; @ и а, как и прежде, — множители, при 
которых квадрат линейного 

элемента AS на срединной по- (x, dé, )(t- 4) 

верхности оболочки ~~ BbIpa- 
жается в виде 

ds” = a; dti +a} dé5. 

Возьмем в качестве примера 
полярную систему координат. 
Криволинейными координатами 
будут величины г и 0. При- 
mem & —=г и &.==0. Квадрат 
линейного элемента AS равен 

ds? = dr? = г? 46?; 

следовательно, в этом случае 

Рис. 12.8. 
= И 95 =—. 

На рис. 12.8 линии х и у совпадают с направлениями каса- 
тельных к криволинейным координатным линиям & и & в точке О. 
Обозначим через Ю и Ry главные радиусы кривизны в точке О, 
относящиеся соответственно к плоскостям х2и yz. Угол, стягиваемый 
дугой длины Gy 48, равен (а› 4Ё›)/Ю›; длина дуги элемента, находящегося 
на расстоянии 2 от срединной поверхности в плоскости у2, равна 

Reap (| = Re — (1 р. а dts. 

Напряжения, действующие по плоским граням элемента, равны су, во, 
Tio == 21, Tie To, Если обозначить через №, результирующую нор- 
мальную силу, действующую по плоской грани у2 и отнесенную 
к единице длины сечения, то будем иметь 

h/2 

N 1a do, = ] Oy (1 — Fy) 2 He de, 
—hia
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ИЛИ 

Аналогичным путем получим выражения для других результирующих 
сил и моментов на единицу длины нормальных сечений, показанных 
на рис. 12.8 и 12.9. Окончательно получаем: 

h/2 h/2 | 

г Ni= f 3, (1 — д.) 42, М, = f{ о, (1 — 5) dz. 
—h/2 —h/2 

h/2 h/2 

Np = ] ча (1 — 2.) az. №: == ] to (1 — je) a2, 

—h/2 —h/2 

h/2 hie 

(1 == [ ча, (1 —%) az, Q. = f ть, (1 ~—%) dz, ‚ (12.27) 
e 2 e Ri 

—h/2 —h}2 

h/2 h/2 

г й 
М, = fal — Fe) 242, М. = f (i — j)2 az, 

—h/2 —h/2 

h/2 h/2 

M, =— Г: (1—2) 242 М =— / (1 га 12 — , 12 Ra ’ 21 — , 221 —2.)2 Ze 

—h/2 —h/2 ) 

Судя по этим выражениям, величина No, вообще говоря, не равна No, 
так как в общем случае Ю,.--Ю., между тем как y= To. 

Момент М,> по той же причине, 
вообще говоря, не равен /Л.. 
Однако для тонких оболочек раз- 
мер Й мал по сравнению с R, 
и R,, и членами 2/R, и 2/Ю. в 
выражениях (12.27) можно пре- 
небречь по сравнению с 1. Тогда 
получим №12 — №, М, = Mao; 
при этом выражения для резуль- 
тирующих сил и моментов будут 
теми же, что и в случае тонких 
пластинок. 

Для составления уравнений 
равновесия определим прежде 

всего составляющие NO OCH сх сил, действующих на элемент 

Рис. 12.9. 

(рис. 12.10). Результирующая составляющая сил Ny и М, 5! А
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по направлению х равна: 

oN 
— Na dé, + (м. + = : а, (a a +52 

(2% о М, 2 д, dt, = 

Oa5 dé, 4.) = 

д a dt, dé 

Таким же образом находим результирующую составляющую сил No, 

и No, + и dé, вдоль OCH x: 0 м 

aN (oe By 4 No, Oat = a) df dt, = 

__ 9 (Мэл) о, 2 et aby 

Так как значение а, изменяется Lede 
OT точки к точке, то сила to 

Cota 
N, + 22 db, действующая по HOp- » “: 

© 

мали к грани ВС, будет наклонена 
к направлению у под малым углом В. 
Изменение направления легко видеть 
на рис. 12.10, в; стороны элемента 
здэсь условно приняты прямолиней- 
ными. В виду малости угла В имеем 

дас 

~~ 
081 

a, dé, + a dt, de> 

481 d&> 

Следовательно, составляющая этой 

силы по оси х будет равна 

(м) X 

Х (a, а + Se = dt, а, В — 

да 

— № gg 4 a. Рис. 12.10. 

м: 
Таким же образом составляющая силы Ма 5 0 Yay по OCH X ока- 

жется равной 

(Ne + Ce 48, (=. а + oa dé; dy) et д 1 dé, dé, 

ay AS, + = ae, dey 

д — М» a dé, dbp.



368 ТЕОРИЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК И ИЗОГНУТЫХ ПЛАСТИНОК fra. 12 

Из рис. 12.11 видно, что поперечная сила (с, +t а) дает 
1 

составляющую по оси х, равную 

— (о-в aby) (ae de 5 
Если интенсивность внешней нагрузки имеет в направлении х соста- 
вляюшую Py, то полное усилие будет 

Р104 “> dé, а. 

2 de а) и att = —Q, HP db, dl. 

Составим сумму проекций сил и разделим все члены Ha dé, dé. 

Тогда условие >)F,==0 примет вид 

9 (а М д (а1№. д д т ) + Cy “20 - Nw = — N23 = — ©, 4 а — на» р — 0. (12.28) 

Таким же образом уравнение = Е, =0 приводится к форме 

д (а № д (а № д д Se 2) — Cy a + Not Е” Za — №: 5 5. — р I+ ар» = — 0; (1 2. 29) 

наконец, из условия УЕ. — 0 находим 

д (ao д («О - а и Geo N, mea 

здесь Py, Po и р; — составляющие внешней нагрузки, приходящейся 
на единицу площади, соответственно вдоль осей x, у MZ. 

(12.30) 

Рис. 12.11. Рис. 12.12. 

Составим далее уравнения равновесия для моментов. Представим 
каждый момент в виде вектора по правилу правого винта, как 
показано на рис. 12.12. Величины моментов относительно оси х
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можно найти, проектируя эти вектор-моменты на ось х. Тогда получим 

д — Myo de (М + Se? dbs) (ae + Set at) а + 

+ Мо, dy — (M+ Hea) at Jet an at, + 

(a+ Seat, (a 4 243 oa zat; ) dbs oa db, dé, 

(+52 oe 

+ 

dé, 46 

day ма) (= + Set atte) a6 Set 5 A 4 — 

(+5 + ot zt dy] ayy 

д (a9Mio) __ ,, м Oa, даз , 

= ( 01 Ob _ + M, “д + Ma, 3.) di, dio. 

Момент поперечной силы ©, относительно OCH х равен 

on (мы + 

(©, + 97° OQ» = dis) a, dE dy dp — Озона dé, db. 

Окончательно условие >) M,,==0 принимает вид 

д (М д («М 
oe 12) __ SE 2) + M, = — Mo, =— oC at Qh. = = 0. (12.31) 

Подобно этому условие Ум, = 0 pons к уравнению 

д (а1М.1) 0 (а М1) ао Oa, 
0 of + м, 52 “Ob, + Mp ae + (10а, =0. (12.32) 

12.3. Безмоментная теория оболочек вращения. Во многих 
задачах, относящихся к тонким оболочкам, основное значение имеют 
усилия N,, No, Ny в срединной поверхности, а напряжения изгиба 
весьма малы. При этом можно получить достаточно точное решение, 
полностью пренебрегая напряжениями изгиба. Приравнивая нулю 
моменты и поперечные силы, придем к трем уравнениям равновесия 
с тремя неизвестными №, № и Nyy. Если заданы действующие 
на оболочку внешние силы, то задача становится статически опре- 
делимой; искомые усилия можно найти, не пользуясь соотношениями 
между деформациями. При этом исследование напряженного состоя- 
ния значительно упрощается. Усилия М1, №», №12, полученные таким 
путем, могут быть названы мембранными. Теорию тонких оболо- 
чек, основанную на допущении OO отсутствии напряжений изгиба, 
называют безмоментной теорией. 

Рассмотрим вначале безмоментную теорию оболочек, очерченных 
по поверхностям вращения. Такого рода тонкие оболочки широко
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применяются в различного типа сосудах и баках, а также в куполах 
зданий. Как уже было сказано в параграфе 12.1, та или иная по- 
верхность вращения может быть получена, если вращать кривую 
меридиана вокруг оси, лежащей в ее плоскости. Будем совмещать 
кривые &, = соп${ с линиями меридианов, а кривые & = const — 
с окружностями в плоскостях, пердендикулярных к оси вращения. 
Пользуясь обозначениями, показанными на рис. 12.13, получим 
$, =0 и ==. Касательные к криволинейным координатным 

Рис. 12.13. 

линиям 0 и $, проходящим через точку A, обозначены соответственно 
через х и у. 

Мы видели, что в случае поверхности вращения плоскость мери- 
диана содержит один из главных радиусов кривизны. Второй глав- 
ный радиус кривизны относится к кривой АЁ, образуемой при пере- 
сечении плоскости XZ со срединной поверхностью оболочки. Эти 
два радиуса кривизны лежат на одной прямой, но имеют различную 
длину. Обозначим радиус кривизны кривой АД в точке А, равный 
отрезку АН, через R,, и радиус кривизны кривой AL в точке А, 
равный A/, через R,. Под Ю будем понимать радиус параллель- 
ного круга в точке A; на рис. 12.13 он изображен в виде отрезка JK, 
Таким образом, линейный элемент dS срединной поверхности обо- 
лочки будет определяться выражением 

ds’ = Ro dé” + R3 dg’, 
отсюда находим 

@: = К, %= Ro.
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Если пренебрегать изгибными напряжениями в оболочке, то надо 
принять 

М; = М, = М»: = My. = ©, = ©, = 0. 

Учитывая равенства §& —=0 и §& = ф, введем обозначения: 

№: — №, № = М№., Np == No = М. 

Допустим, далее, что оболочка нагружена симметрично относительно 

ее оси; тогда будет р! =0, №Ми==0, а величины №, Ng не будут 

Рис. 12.14. 

зависеть от 8 (рис. 12.14). Таким образом, в этом случае уравне- 
ние (12.28) будет удовлетворяться тождественно. Из уравнения (12.29) 
получим 

4 аКо __ 
dg (КМ — № “do + КоКэРз = 0. 

Так как величины № и №, являются функциями только ф, в обоях 
уравнениях, выписанных выше, введены символы полных дифферен- 
циалов. По рис. 12.13 получим теперь 

= do = А’Р = AD со$х = А, dg cosg, 

ИЛИ 
dR 
ie = Ю› COs $. 

Следовательно, условие УЕ, =0 приводит к уравнению 

ie (Кое) — RN, COS $ +- Ro Rope = (0. (12.33)
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Радиус кривизны в плоскости хё равен R,. Судя по уравнению (12.30), 

условие >, Е, ==0 получает в рассматриваемом случае вид 

№ . Ne 

Решая эти два уравнения, определяем величины № и М.. 
Учитывая соотношения Ю, = К, sing, перепишем уравнение (12.34) 

следующим образом: 

Подставляя это выражение в 
(12.33) и умножая полученное 
уравнение Ha sing, будем иметь 

. а 
sin © dg (Ros) + RoN, cos ¢ + 

+ КоК» (pe sin ф + ps cos ф) = 0, 

ИЛИ 

d e 

Рис. 12.15. do (КоМ№ sino) ++ 

+ Ю.К. (р sin ф + р; cos 9) = 0. 

Интегрируя в пределах между 0 и 9, получим 

КоМ№ sin ф — J RoRe (ро sin ф + pg cos $) dp = 0. 
0 

Судя no рис. 12.15, имеем 

р» Sin p++ рзс05ф = р. 

Кольцевая поверхность отрезка оболочки, по которой действует 

давление р, будет 
2TR oR» а. 

Отсюда 
ф 

. F 
] RoRe (Do Sin © + ps COS <) de = On 

0 

И 

2nRoN, зтф--Р ==0. (12.35) 

Здесь под F понимается результирующая всей нагрузки, приходя- 
щейся на отрезок оболочки, отвечающий углу ». Вместо того, чтобы 

решать систему уравнений (12.33) и (12.34), более удобно опреде- 
лить №, из уравнения (12.35), после чего переходить к вычисле- 

нню № с помощью (12.34).
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В качестве первого примера рассмотрим случай сферического 
купола постоянной толщины, находящегося под действием собствен- 
ного веса (рис. 12.16). Обозначим через р удельный вес материала 
оболочки. Сила веса, приходящаяся на единицу площади оболочки, 
будет равна ph. Если радиус оболочки равен а, то результирующая 

Рис. 12.16. Рис. 12.17. 

всей нагрузки, приходящейся на отрезок сферической оболочки, 

соответствующий углу Ф, будет равна 

Ф 

F = f[ ph-2na-sing-adg. 
0 

Для сферических оболочек R,== А. =а. Уравнения (12.35) и (12.34) 
приводят к выражениям: 

N.=— a*ph(1—cos $) __ aph 
= 2 ¢ — , а sin? » 1-- cos ¢ (12.36) 

1 
№ = —aph (cos $ — ray) | 

Отрицательные знаки в этих уравнениях соответствуют сжатию. Рас- 
смотрение этих уравнений показывает, что усилие №, будет сжи- 
мающим для всей оболочки; между тем, № становится растягиваю- 
щим, если угол ф превышает 51°50’. 

Иногда в конструкциях сферических куполов верхняя часть отсут- 
ствует; при этом применяют кольцо жесткости, поддерживающее 
верхнюю конструкцию (рис. 12.17). Если угол, отвечающий верхней 
части, равен 2% а вертикальная сила, приходящаяся на единицу 
длины кольца жесткости, равна P, то результирующая сила F, соот- 
ветствующая углу ф, будет 

ф 

Е = f рй - 2na sing -adp = 2na’ph (с0$  — COs 9). 

Фо
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Вычисление интеграла 

а . 
| Qn de (RoN, sin $) 4$ 

Po 

дает 
[27RoN,, sin $] — [2nRoN, sin Фе 

Обозначим вертикальную силу, действующую на единицу длины 
кольца жесткости, через Р. Тогда 

(N,) pny, = — P/sin go. 

Уравнение (12.36) принимает вид 

2xaN, 5112 о + 2каР sin gy + 2ка?ой (cos 9 — с0$ $) = 0, 
или 

_ COS 90 — с05Ф р SIN Ho 

№ — — aph $112 ф Р sin2¢ ° 

Пользуясь уравнением (12.34), находим 
—__ __ COS 9% — с0$$ sing Ny = ah (cos¢ ae )+P mer (12.37) 

В качестве второго примера рассмотрим оболочку, имеющую 
форму эллипсоида вращения. Такие оболочки находят практическое 
применение в конструкциях днищ цилиндрических котлов; при этом 
используется лишь одна половина эллипсоида, как показано на 
рис. 12.18. Длину большой и малой полуосей эллипсоида обозначим 

соответственно через а и 0. 
м Уравнение эллипсоида имеет вид 

b2x2 + a2y? = a2b?, 

Ю— 
р Главный радиус кривизны можно 
| | вычислить по формулам, выведен- 

14 >“ ным в параграфе 12.1. Заметим, 
ая что в данном случае величина Ry 

Lo равна х; следовательно, 

a / ax a? R= =— ca 
dy b2 x 

” ах a4 

P e . ° aS Oooo eo a To _e ис. 12.18 Ко = Fa cs 

Подставляя эти значения в формулы для главных кривизн и отбра- 
сывая знак минус, находим. 

1 

рт (948 oy? 
И 

3 
| (aty? 9)? 

Ro = = =— 9464 . 
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Если равномерное давление пара в котле равно р, то результирую- 
щая сила Р, соответствующая углу 9, равна 

F =— р. Ко = — прЮ! $. 
Пользуясь равенством р.—=—р, из уравнений (12.35) и (12.34) 
получаем 

1 

N.= PR, __ p(aty*+ b4x2)? 
$ о ~~ 262 , 

1 | (12.38) 
R р (a4y? + 4x2)? 246? 

№ = Rip — в, М№= ор ( — aera) | 

Для вершины оболочки при х=0, у=ф из уравнений (12.38) 
найдем 

__ ay — pa 
М = № = 58. 

На экваторе АА при х=а, у==0 будем иметь 
ра а? 

№ =-5-, № == ра (1 — sr) 

Задача 1. Найти напряжения в оболочке сферической формы, напол- 
ненной жидкостью удельного веса р и закрепленной вдоль параллели АА 

и? 

пет 
Рис. 12.19. Рис. 12.20. 

{рис. 12.19). Давление рз, действующее на сферическую поверхность для про- 
извольного угла ф, равно 

рз = —ра (1 — cos 5). 
Отв. , 9 cost 

__ pa _ _ 26032 ф 

№ = 6 (1 Saree 
__ part (к __ 2 cos? ф 

№ = 6 (5 6 cos ф-- pees) при $ < $, 

ра? 2 cos? ф 

№ = 6 (5+ ee) 

N = 2 (160s _ 2.008" ¢ при o> 9 — 6 $ 1 — с05$ пр $ Фо. 

Задача 2. Коническая оболочка наполнена жидкостью удельного веса р. 
Определить напряжения в оболочке (рис. 12.20).



376 ТЕОРИЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК и изогнутых MAACTHHOK ra. 12 

Отв. 

м. = 2734 — 25) ва ny, Py) tg 
®— 6 cosa cos a у 

12.4. Безмоментная теория круговых цилиндрических оболочек. 
Будем вращать прямую линию вокруг параллельной ей оси так, 

чтобы каждая точка этой линии описывала окружность в плоскости, 
перпендикулярной к оси; тогда мы получим круговую цилиндриче- 
скую оболочку. Указанную прямую называют образующей цилиндра. 
Совместим координатную линию §, с образующей, а линию & —с дугой 

| WA 

Рис. 12.21. 

круга в плоскости, перпендикулярной к оси. Пользуясь обозначе- 
ниями рис. 12.21, находим & =х и & =0. Обозначим радиус круга 
через 4; тогда длина линейного элемента 4$ срединной поверхности 
оболочки будет определяться по формуле 

(ds)? = (dx)? - а? (46; 
отсюда 

и —=1 и &=—a, 

Главные радиусы кривизны равны 

R, =— Со, R, = a, 

Если принять в уравнениях равновесия (12.28) — (12.30) поперечные 
силы и моменты равными нулю, то эти уравнения будут иметь вид: 

ЭА = oN | ap, —0, 
Ox 

q Nos 1 2 ns + ар» =0, 4 (12.39) 

№ -Н ар: =0, р 
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где N,, № и Nz соответствуют №, № и Ny. При заданной внеш- 
ней нагрузке из третьего уравнения может быть найдено №; затем 
можно определить Nz, и №,, интегрируя второе и третье уравнения. 

В качестве примера рассмотрим горизонтально расположенную 
круговую цилиндрическую оболочку, наполненную жидкостью и 
жестко защемленную по торцам (рис. 12.22). Давление в любой 
точке внутри оболочки равно весу столба жидкости в этой точке 
с площадью основания, равной единице. Обозначим через р удельный 
вес жидкости, а через 9 — угол, измеряемый от вертикальной линии, 

P; 
—a(t~cos 8) 

| G —а с050 A 

PR
OD

I 
R
O
D
E
O
 D!

 

у 5 

8
 
`
`
“
 

|
 

Рис. 12.22. 

как показано на рис. 12.22; тогда давление в некоторой точке В 
равно 

р (AB) = pa (1 —cos9). 

Принимая во внимание, что нагрузка направлена по радиусу от 
центра, имеем 

рз— —ра(1 —с0$0) и ри==рь=0. 
Подставляя эти значения в уравнения (12.29) и производя интегри- 
рование, находим: 

N, = ра? (1 — со$ 6), | 

No Je +f, (9), 

J ercortae—a J ах —- fy (8) = 

= 5 ео 7 с050 — = St a7. + f, (8), 

` (12.40) 

} 

где f,(0) и f,.(0)—cdyuHKunu от 0, которые подлежат определению 
из граничных условий. 

Мы приняли, что по краям оболочка жестко защемлена. Следо- 
вательно, составляющая деформации =, должна здесь равняться нулю. 
Как известно, 

1 
ва = и (№ — УМ).
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Подставим в это выражение значения (12.40); тогда из условий 
5, —=0О при х—=0 и х== РЁ находим: 

fe (6) =" (1 —cos6), f, (0) = 29 sind С. 

Судя по выражению для Ni», постоянная С соответствует уси- 
лиям N 9, равномерно распределенным по сечению трубы. Если 
к оболочке не приложен скручивающий момент, то такое усилие 
не может иметь места; следовательно, величина С должна равняться 
нулю. Решение уравнений (12.40) принимает вид: 

№, = ра? (1 — cos 8), 

L . 
Neg =—ра(5. —) sin 0, q (12.41) 

№2 = — В (L—x)coso + 2 (1 — cos 8), 

Если опоры являются жесткими и не могут смещаться в напра- 
влении х, то, на первый взгляд, длина образующей не должна изме- 
ниться. Однако изменение длины образующей, соответствующее уси- 
лиям (12.41), оказывается не равным нулю: 

Г ` Г 

w= [вых =; | (Ме — УМ ах. 

0 0 

Это означает, что имеет место изгиб оболочки; следовательно, в дан- 

ном случае нельзя удовлетворительно описать деформацию с помощью 

безмоментной теории. Более точное решение задачи можно получить, 

если учесть влияние как изгибных, так и мембранных усилий. 

Задача 1. Горизонтально расположенная тонкая круговая цилиндри- 
ческая оболочка наполнена паром постоянного давления р. Радиус цилиндра 
обозначим через a, длину — через ZL, толщину — через A. Найти мембранные 
усилия в оболочке, принимая, что края ее жестко защемлены. 

Задача 2. Горизонтально расположенная тонкая круговая цилиндри- 
ческая оболочка находится под действием собственного веса. Введем сле- 
дующие обозначения: р — плотность материала, из которого изготовлена обо- 
лочка, а— радиус, [ — длина цилиндра, В — толщина. Найти мембранные 
усилия в оболочке, приняв, что концы ее закреплены жестко. 

12.5. Определение компонентов деформации. Приступим к опре- 
делению составляющих деформации для тонких оболочек. Предва- 
рительно составим общие выражения компонентов деформации для 
произвольного тела, отнесенных к ортогональным криволинейным 
координатам. Обозначим криволинейные координаты через &1, & и §3. 
Рассмотрим две точки P(§,, &, &) и Q(&,+ а, §&+ d&, &-+ ав), 
находящиеся на малом расстоянии Gs друг от друга. На рис. 12.23
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изображены касательные х:, х›, хз к координатным линиям &,, &, &,, 
проведенные в точке Р. Пусть направляющие косинусы отрезка PQ 
по отношению к этим касательным будут J, т, п. Обозначим через 
A,, Ag, А, множители, которые преобразуют в точке P криволиней- 
ные координаты в линейные отрезки; проекции отрезка 45$ на напра- 
вления X,, № и х. окажутся р 
равными: — Le 

lds = A, dk, Yam , 
mds = A, 4, ¢ (12.42) L > : 

Складывая квадраты этих выра- 
жений, получим т у é, 

2 2 Go 4; 
(ds)? = 

Рис. 12.23. 
— (A, 451)? + (A, dé)" + (Аз dé3)*. 

Допустим, что частицы, находившиеся при ненапряженном состоя- 
нии в точках Ри, перемещаются в процессе деформации в точки Р” 
и ©’. Пусть проекции перемещения РР’ на направления X4, Xp, Хз 

равны ци, и», из; примем величины & = & Ч wy, & — & шо, В = ВР 
в качестве криволинейных координат в точке Р”. Будем считать, что 
перемещения являются малыми. Тогда 

и —= Ay py, Ш = Аш, Uz = Аз. (12.43) 
у и и и 
Криволинейные координаты в точке Q’ (81, &2, &) можно представить 
в первом приближении в виде: 

ыы а + dy = bt + at + SE ae, + 9 oa dig + Sh + ds, 
Ot, By tt dip t dpe = be + po + die + Se de, + SE at, + 2% 5. ds, 

Es =F + di tedpys—= bat ps + diy + Se ak, + 98 - зао . а, 
Так как величины Ay, Ao, As изменяются от точки к точке, TO функ, 

ции Aj, Ad, Аз для точки Р’ можно выразить через значения Ay, Ao, 
А. в точке Р следующим образом: 

А A+ oA oy ny + 24 oat Yo + OA 24 м 

Ay = A, + 24 24, 1 + oA de to + oe о. no 

Аз = A;-+ 3. о м Е о. А, 

Обозначим через ds’ длину элемента р, а через /’, т’, п’ — на- 

правляющие косинусы отрезка P’Q’; последние отнесены к каса- 
тельным к координатным линиям &, &, &,. проведенным через Р”.
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Проекции отрезка P’Q’ на эти касательные можно выразить с доста- 
точной точностью с помощью трех формул типа 

[45 = Ал (1 — 1) = 

=(4.4+52 on Pi +> oa uy + Set из) x 

НЕ ott de, | Set i та, Set a ds). 

Пренебрегая членами высшего Порядка получим 

р’ = A, a, + Sty, ae, 4 2A Е pe diy + SE" ie dy + 

+ Se ot A, at, + et i A, di, + 91 on A, dis" 

Подставим выражения (12.42) и 49.43 в написанное выше уравне- 
ние и примем во внимание соотношение 

дА д (А Bett - Get Ase, = SSD ae, 
тогда найдем 

/ и 1 ди Иа OA, Ls OA, 

ids =lds(1+ 3-5 3, + AA, 0% + AA, ‘Е: )+ 
д 11 

tm ds девы, (at) +849 at as (at) 
Аналогичным уе получим 

O [и т’ ds’ — раз 2 7, я (=) 

ly OAg Us 5) и) 

еж ra + aa Oe, wha ag, ) + 4S д, oe, (ay)? 
д Us д (=) 

п’ ds’ =lds 2 x (1 т) т таз ЗЕ, (2. —+ 

диз Uo 0Аз [721 дАз } 

+-nds(1+3- 8, + AA Oh + AA, 0% )° 

Вводя обозначение = для продольной деформации линейного элемента 
вдоль РО, найдем 

_ PQO'—PQ — РО ‚ 

ИЛИ 
Р’О’ — РО (1 —- =) — ds (1 +e). 

Ho, с другой стороны, имеем 

(P'QY’ = (Г ds’)? + (т’ ds’ +(n' ds’y’.
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Таким образом, пеформация ве определится из уравнения 

_ Our Un OA; из _ ОА 
а? = [1 (1+5 a + AA 0& А, 0&s )+ 

+m Ay дБ (2 г)" Te 3 = (a)) + a 

Пренебрегая квадратами и произведениями 11, Up, из, мы можем 

выписать результат в виде 

e == 6, 2-Е в 12 + 63m? + 12 К 13 12ти, (12.44) 

rae 1 oa OA OA бит Ца 1 1 

a= Ai OE, Ada Oe т Ak ae 
диз = 04. 

A “Obq ot мА 3 + Ate Oe,’ 
диз о uy OAs 

63 — Ay 7 7 | AA; 0% | А. Аз 0%” 1 
Ay 0 (12.45) 

U\ , Ar oO ( 
Т12 А = (2+ Orn (+ ), 

_ A, Oo [11 As 0 ( Us 
tn= 2 36 (B+ 051 (32): 

Az д 0 [1 
таз = Fi, ~ (32) + 42 et): 

Сравнивая выражение (12.44) с первым из уравнений (2.14), убе- 
ждаемся в том, что величины 1, &, ез являются компонентами про- 
дольной деформации по направлениям соответственно 1, 2 и 3, 
а величины 1712, ]1з, ]23 ЯвЛлЯюЮТСсЯ компонентами деформации сдвига. 

Переходя к определению компонентов деформации для тонких 
оболочек, сделаем следующие допущения: 

1. Линии, нормальные к срединной поверхности до деформации, 
преобразуются в прямые линии, нормальные к деформированной 
срединной поверхности. 

2. Компоненты напряжений, направленные по нормали к средин- 
ной поверхности, малы по сравнению с другими составляющими на- 
пряжений, так что в соотношениях между напряжениями и дефор- 
мациями эти компоненты можно не учитывать. 

Оставляя ту же координатную систему для тонких оболочек, 
принимаем §,==Z и, вместе с тем, & —=& и & =&. Мы не делаем 
здесь допущения о том, что срединная поверхность остается неде- 
формированной, как это было в случае плоских пластин малого 
прогиба; поэтому выражения для перемещений в некоторой точке по 

направлениям & и & примут следующий вид (если сохранить члены 
первого порядка относительно 2): 

и = Uy +2 (32) _. » U=Ugyy +2 (22). , (12.46) 
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ГДе Uy И И>, — перемещения 4, и Uy для точек, лежащих Ha средин- 
ной поверхности, т. е. для 2—0. 

В параграфе 11.1 было уже сказано, что первое допущение экви- 
валентно предположению о равенстве нулю деформаций сдвига: 
112 = 12. = 0. Дифференцируя выражения (12.45), получим 

1 Ou, ODA, Аз O [из 

1—5 02 Ау 02 | А OF (<2) 
__ Аз 1 диз. По д.45 

T22 — Ay ele в) Аз 02 AAs 92° 
Обозначим через a, а› множители, преобразующие криволинейные 
координаты в линейные отрезки срединной поверхности оболочки; 

тогда будем иметь 

(12.47) 

Аа (1—2), = (1—4), Аз —1. 

Подставляя эти величины в формулы (12.47) при 2 =0, найдем 

(5) 40 1 ow (32) Що 1 ow 
Oz Ло К a, ОЕ! Oz 0 Ra аа 0’ 

где W соответствует перемещению и. точек срединной поверхности. 

Отсюда 
1 Ow 

о 2-9 ): car (12.48) 
Ww 

y= to — 2 (ды) 
Пренебрегая отношениями 2/R, и z/R. по сравнению с 1, имеем 

A, =, Ay = Me. 

Учитывая равенства 
OA a OA а 
—1— 1 4, из — W, 

Oz Ю1 Oz Ка 

получим компоненты деформации в следующем виде: 

= ( 1 ди1о Ugo Oa, — Zz) 

a, 01 а1а» 05 Ry 

—zf1 2 (404 1 ow т (4% +) 32] 
[в (На: д )+ A125 Ry Га д: / 08 J’ 

‚1 Ogg 10 Oa x) 

® = (—— дз а1а» OE, Ro 
1 д [ta 1 dw 1 (40 1 Ow oe | 

al (e+ д: )+ (+= бе, ) Е; 
— [22 9 (4) у м д. 4 )] 

m=[2 01 ag )+ аз 0$ (a — 

— 2 22 2 (4 9) a 5 (Se 52) 
is дек + az 0 + dq 0 \ ak, + a2 0 ° 

‚ (12.49) 
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Формулы (12.49) могут быть записаны в виде 

Е; = 210 — 21, 82 ==20 — 2/2, 112 =10 — 22X12, (12.90) 
где 

__ 1 дило Ио Oa, _ w 

10 = a, 0 алаз О К, ' 

— 1 045 | Шо 0% _ w 
20 из 06 о1а» 051 Re’ 

_ a2 д <n | a 0 (2) 
To = ay 951 a» Te a9 OE, ay)’ 

1 О [40 1 | 1 (ze ~ $e) 52 
Хх: — (И 081 + к Ro Aa (957 0% , 

__ 1 Ung 1 ow (2 1 a) 5 

he as оо О се. = а» Ob )+ a Aq Tay a, 08 / 08; * 

ШГ д (40 4 1 ow), м д / Ho 4 1 ow 
ki2=9 (а 5, |) + 9% Ат Г ze; } | 

Величины €49, 820, Yo В этих выражениях могут быть физически ин- 
терпретированы как деформации в срединной поверхности оболочки, 
2X1, Yo У12› — как изменения кривизны. 

Пользуясь вторым допущением, получим следующие выражения 
для компонентов напряжения: 

Е 
Oo; — T— vw [E19 + У820 —2 (X1 + УХ2)], 

о [egy в — 20 Нд $ — (12.51) 
Е 

912 = ау (То — 22Х2). 
7 

Подставляя эти выражения в уравнения (12.27) и пренебрегая вели- 
чинами 2/Ю и 2/Ю> по сравнению с 1, найдем 

Eh 
N,= Tw (E19 + Уго), | 

Eh 
N,= Tw (E29 ++ VE10)» 

Eh № = № = 50 Ty ‚ (12.52) 

M,=—D(yi+ vy), ' 

M, = — D(¥2 + ух», 

My = М». = D(1 — VY) X12- 

В приведенном выше выводе основных уравнений мы следовали 
Рейсснеру *). 

*) Е. Reissner, A mew derivation of the equations for the deformation 
of elastic shells, Am, J. Math., т. 63, № 1, 1941, 177—184.



384 ТЕОРИЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК и ИЗОГНУТЫХ ПЛАСТИНОК  [гл. 12 

12.6. Общая теория круговых цилиндрических оболочек. Рас- 
смотрим круговую цилиндрическую оболочку. Выберем координатную 
систему так, чтобы координата х изменялась вдоль образующей, 
9 —-вдоль дуги, а 2— вдоль нормали к срединной поверхности обо- 
лочки. При этом будем иметь: &, = x, &—=0. Пусть радиус круго- 
вого цилиндра равен 4. Тогда линейный элемент срединной поверх- 
ности будет определяться формулой 

(ds)? = (dx)? + а? (48); 
отсюда находим 

Совместим ось у с касательной к окружности; тогда радиусы кри- 
визны в плоскостях х2 и yz будут главными радиусами кривизны: 

R,= CO, Ю =a. 

Примем №, = №, №5 = М№ь, М1 — Ма, M,= M,, M, = M,, М12 = 

== M5 = Mo; = Mom, @=—=0., Q2 =. Вводя в систему уравнений 
(12.28) — (12.32) эти обозначения и используя найденные выше зна- 
чения аи А, придем к следующим уравнениям равновесия для кру- 
говых цилиндрических оболочек: 

a ON et боев ар, =0, | 
va ON q Nas В Q, 4+ ap, = 0, 

a о. + 2264 Ny paps 0, +} (12.53) 

ом, О, 
“gee — Og 000. | 

Из последних двух уравнений находим 

Q = + oe ont Quy = Pte _ 2 oN (12.54) 

Подставляя эти соотношения в первые три уравнения системы (12.53), 
будем \меть: 

a “Ne + S28 ар, =0, 
с Not 4 Oa May 1 OM 7 
er + a 00 + 122=0, } (12.55) 

ne ом 1 0°My 
aya 29х00 Га om + № ар: =0. |
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Для определения компонентов деформации введем обозначения: 

110 U4, Ug =U, 

61 — 6%, Fg== lo 112 = Tar 

Х1 — Хэ, Xe2=Xoe Xi2= Ха. 

Из соотношений (12.49) и (12.50) получаем 

Ey = 810 Хх, 88 = 80 — 2, 720 = То — 22% x6) (12.56) 
где 

ди __ Ow 
620 — Ox’ Ха = Dye? 

__ 1 ov w тд vii ow 

90 — д 00 a’ т (= zon) + (12.57) 

__ ov 1 ди == (5 ду 0? 

а 8 = а(0 0х Ноха)- 
Подставляя эти выражения в равенства (12.52), найдем: 

ЕВ ди 1 ду w 

№ = Ш я loz + (5 5¢—-F))- 
Eh 1 ov w Ou 

№ тя (= — а +" ae) 
ЕЁ ou 1 ди 

№ = ау) (Se +25): | 

M.=—D 0?w + (5 + 0? )I (12.58) 

vo | дя a \ oo "Г 06? ]]’ 

1 Ov 02% 02 

м=— D| aa (58 mar > |. 
1/1 ov 02w 

Me = Dl —) (a 3¢+—Gea0r): 
Вводя в уравнения (12.55) компоненты перемещения ц, V, WwW, 
получим: 

O2u 1—v O2u I+ vy 0% у OW р1 (1—5?) 

Ox? + 2a2 003 + 2a 0х9 == Eh = 9, 

1 +у 02и 1 —у 0% 1 д 1 Ow 

2а дхд8 1 2. x8 + Gr 002, a? 08 + 
у 

h? Ow 03% h? (1—v 0% 02u 
+ 12a? (= 96 1 a2 г) тоя ( 2 ox? + sao) + 

в—5% _ | (12.59) 

| АЕ =, 
ди Ou Ww h2 04 2 04 04% 

ox Рад — oz (в axt Г в Oxto + 230 )— 
12 (1 0% 1 03 арз (1 —\2) __ 

—as(> 00 + ae ae) + Eh = 0. J
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Любая конкретная задача для круговой цилиндрической оболочки 

сводится к решению этой системы дифференциальных уравнений. 

В следующих двух параграфах будут приведены некоторые примеры 

решения таких задач. 

12.7. Круговая цилиндрическая оболочка при осесимметрич- 
ном нагружении. Для круговых цилиндрических оболочек, нагру- 
женных симметрично относительно оси, решение уравнений (12.59) 
можно значительно упростить. Оболочки такого типа имеют широ- 
кое практическое применение; к ним относятся, например, цилин- 
дрические котлы, испытывающие нагрузку от давления пара, и вер- 
тикальные цилиндрические резервуары, подверженные изнутри давле- 
нию жидкости. В рассматриваемом случае вследствие симметрии 
будем иметь р› =0, 9—0; величины 4 и W являются функциями 
только х. Если радиус цилиндра равен а, то уравнения (12.59) 
преобразуются к виду: 

4?и У dw 

ie ade t 
du w йа 440 vv _ арз (1 — %?) __ 
ах а 12 dx4 + Eh = 0. } 

1—2) _ 

Ей _ 
0, 

(12.60) 

Допустим, что на оболочку действует только поперечная нагрузка; 
тогда будет р, =0. Интегрирование первого уравнения приводит 
к соотношению 

4 wie (12.61) 

где С — постоянная интегрирования. Из уравнений (12.58) находим 

Чи vw _ № %) 
ах a Eh у 

Из соотношения (12.61) можно видеть, что усилие №, сохраняет 
постоянное значение. 

Исключая a из второго уравнения (12.60), получаем 

44 Ne т 4 = ме , (12.62) 

где 6*“—3(1 — %2) /4?#?. Мы пришли к обыкновенному дифферен- 
циальному уравнению с постоянными коэффициентами. Общее реше- 
ние соответствующего однородного уравнения будет иметь вид: 

w= Се! + Crete? + Cyets? + Cet”, 

где C,, Cy, C3, С, — постоянные величины, а 41, 42, 4з, 94 — корни 
уравнения 

gt + 464 — 0.
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Если мы в левой части этого уравнения прибавим и вычтем 4478?, 
то получим 

(q? +. 28%)? — 49282 —0. 
Отсюда 

gq? + 282 —= + 248, 

д=—= ЕВ = 4. | 

Общее решение однородного уравнения принимает вид 

w == е-8% (C ete 1 С,е-18=) + еВз (Сет 1 Се-182). 

ИЛИ 

Если частный интеграл обозначить через f(x), то общее решение 
исходного уравнения (12.62) можно записать в следующей форме: 

w = е- В (С, cos Вх + Cy sin Bx) + ев (С, cos Вх +-C, sin Bx) + f (x), 

(12.63) 
где C,, Cy, C3, С, — произвольные постоянные. 

В качестве первого примера рассмотрим длинную трубу, под- 
вергающуюся изгибу под действием нагрузки, равномерно распре- 
деленной вдоль кругового сечения. Расположим оси, как показано 
на рис. 12.24, и рассмотрим половину цилиндра, находящуюся 

P 

р 

lp 

—w~ I 

J 

Рис. 12.24. 

справа от оси 2*). Здесь отсутствует давление рз, распределен- 
ное по поверхности оболочки; если при заданных условиях на тор- 
цах М№„ —=0, то }(х) =0. Длина цилиндра считается значительной; 
в сечении у опоры, для которого координата х велика, величина wW 
должна равняться нулю. Это возможно при условии, если в выра- 
жении (12.63) будет С. =<С, =0. Таким образом, имеем 

w= е-В® (С, со$Вх +C, sin Bx). (12.64) 

Из соотношений (12.58) находим 

Np — М = 0, 

*) Для другой половины цилиндра, находящейся слева OT OCH 2, ось х 
будет направлена в противоположную сторону.
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а также 

Eh du w а 

№ = sar isa): Ma — Рая, 
(12.65) 

М —— Dy аи 

a < vo 

Считая, что величина N,, равна нулю, имеем 

du w 
= —_—_—- VY — 

dx” a? 

тогда выражение для No можно записать в виде 

Ehw 
№ = — Z .“ 

Пользуясь выражением (12.64), получим 
dM. 480) 

Qe = ax =—D—=75: (12.66) 

В рассматриваемом случае каждая половина цилиндра восприни- 
мает половину внешней нагрузки; поэтому при x = 0 будет @О„—— P/2. 
Для длинного цилиндра функция W должна быть симметрична отно- 
сительно х=—=0; отсюда следует условие, что в этом сечении 
dw 
Fx = 0. Постоянные интегрирования С, и С. можно определить из 

двух условий: 
а . (4). ‚ = [ — BC,e-" (cos Bx + sin Вх) +- 

+ ВСье-в® (cos Вх — чт Вх)] „о = — С, С, =0, 

=) == [283С1е-В (cos 8x — sin Bx) + 
д.0 

+ 288С.е-12 (cos Вх + чп Вх)] „_о = 283 (С, + С.) = >>. 

Решая эти уравнения, находим 
Р 

С — С. — 8830 ® 

Таким образом, выражение для прогиба Ww принимает вид 

Pe-$r „. 
w= взр (sin Bx +- cos Вх). (12.67) 

Подставляя (12.67) в соотношения (12.65), получим: 
Eh EhPe-3@ ,., 

№ = = = — ВЕ (sin Bx +-cos 8х), 

a°w Pe- x . 
М = — Эх = т: (cos Вх — sin Bx), 12.68) 

4? vPe~ Be M, = — Dv << = = (cos Bx — sin Bx), 

43 Ре-в 
О, =— О ix 5 cos Bx 
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Из этих формул видно, что наибольший прогиб и наибольший изги- 

бающий момент имеют место при х —=0 и равны: 

—__Р_— Рав _ Р 
тах 888) — QEFh ’ тах 48 * 

Легко установить, что всеми величинами, которые определяются 
этими формулами, можно пренебречь при x > т/В. Это означает, 
что изгиб здесь имеет местный характер; для цилиндра длиной 

[ = 2к/В, нагруженного посередине, получим тот же наибольший 
прогиб и такие же изгибающие моменты, как и для весьма длинного 
цилиндра 

Напряжения изгиба можно вычислить по формулам (12.51) и 
(12.52): 

W 

12My2z № , 12Ме 
ев = Ро. 

Наибольшие напряжения изгиба имеют место при х =0 и 2=—h/2: 

3P Рав 3vP 
(97) max — OBA ’ (6%) пах —= — И 28h? ° 

Bo втором примере рассмотрим цилиндрический резервуар, 
наполненный жидкостью с удельным весом р. Расположим коорди- 
натные оси, как показано на рис. 12.25. Давление, действующее 
в любой точке х на стенку цилиндрического резервуара, равно 

рз==—р(Ё —х); 

знак минус указывает, что давление р. направлено в противопо- 
ложную сторону по отношению к положительному направлению 2. 
Уравнение (12.62) получает форму 

4 4, —. __Р(Е—Х) ' 
dx4 + 48% = — D ° 

Частный интеграл этого уравнения будет 

р (1 — x) р (2 — Хх) a 
То = — чар = Er 

а общее решение имеет вид: 

w = е-В® (С, cosBx + Cy sin Вх 2 
C1 р + Ge р НИ ха? ‘ <<<“ 

Bar i — — -|- e®@ (С. cos Bx +-C, sin Вх) Eh . Рис. 12.25 

(12.69) 

Если длина L велика по сравнению C a Hh, TO цилиндр можно 
рассматривать как бесконечно длинный. Тогда постоянные С. и Су 
окажутся равными нулю. Можно принять, что у днища цилиндр 
жестко заделан; тогда 

aw 
w=0 и ax = 9 при х=0.
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Из этих условий находим: 
ра? 

(2) pau = C1 — “ER 
dw (Sr) = со, =0. 

= 0, 

Отсюда 
aL a ] 

Прогиб w оказывается равным 

w= — ee. jL—x— ева | созвх +(L —=) sin вх у. 

Подставляя это выражение в соотношения (12.65), получим: 

№ = — oie = 4 —х — e~ha | L cos px +(L —=) sin px] ‚ 

Ма = —p = Ti = e— Bx [— sin Bx + (1 —zr) cos x], 

М, = — Dy = У я e— Pax |— sin Bx |! ==) cos Вх ° 

Имея эти выражения для №, Му и Мь легко вычислить макси- 
мальные напряжения. Наибольший изгибающий момент имеет место 
У днища резервуара и равен 

(Mz) mex = (1 —=) у р т Е va) ° 

12.8. Цилиндрические оболочки при несимметричном нагру- 
жении. Перейдем к общему случаю цилиндрических оболочек, нахо- 
дящихся под действием несимметричной нагрузки; здесь следует 

4 7 
te ——_—— ЕЙ _— > 

is Z — 
я й 

й 

4 й a. 

Й й 
И й 

р а, -8 

ий 
Рис. 12.26. 

совместно решать три уравнения (12.59). В качестве примера рас- 
смотрим круговую — цилиндрическую оболочку, наполненную 
жидкостью с удельным весом р (рис. 12.26). Допустим, что края
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оболочки можно рассматривать как шарнирно опертые *). На опо- 
pax х=0 и x=L должно быть 

v=0, w=0, №, =0, М. =0. 

Как легко видеть, эти условия, а вместе с тем и условия симмет- 
рии деформации оболочки, удовлетворяются, если компоненты 
перемещения взять в виде следующих рядов: 

(oe) со 

ох max | 
и —= У У, Amn Cos пб cOS—— 

«= У, У Вия Sin пд sin, (12.70) 

со (oe) 

. NTX 
w= УУ, С тп COs пб sin ——; 

т=1П=0 
р 

здесь [. — длина цилиндра, 9 — угол, который откладывается, как 
показано на рис. 12.26. 

Интенсивность давления р. выражается следующим образом: 

рз = — pa (cos 9 —cos a) при 0<8<a, 
12.7 

p3=0 acter, | 2.7) 

где угол @ определяет уровень жидкости. Удобно представить Pz, 
заданное выражениями (12.71), в форме следующего ряда Фурье: 

рз== — У У, От» cos n6 sin a . (12.72) 
т п 

Коэффициенты ДОи„ можно вычислить обычным путем по следую- 
щим формулам: 

8ea 
Dinn = mina? (и —T) (cosasinna—ncosnasina), (12.73) 

где т—= 1, 3, 5,... И n=2, 3, 4,... 

причем 

Эт = ate (sina —acosa@), 

(12.74) 
Dini = “6 (2a — sin 2a). 

*) 1. А. Wojtaszak, Deformation of thin cylindrical shells subjected 
to internal loading, Phil. Mag., ser. 7, т. 18, 1934, 1099—1116,
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В случае цилиндра, заполненного жидкостью (рис. 12.27), будем 
через р@ обозначать давление на уровне оси оболочки. Тогда 

рз = —p (d+ ас0$0); 

выражения (12.73) и (12.74) принимают вид: 

4od 4oa Рт=0, Dmo=——, Dm = "2, m=1, 3, 5,... (12.75) 

Для тонких цилиндров отношение #2/124? будет малб; тогда во 
втором из уравнений (12.59) можно пренебречь членами, в которые 
это отношение входит. Подставим выражения (12.70) и (12.72) 

в (12.59) и введем обозначения 

ya kb h 
a’ I= O° 

Тогда получим 

т Amn [2m?n® + (1 — у) 212] — 
№ — Вт (1 — у) Amar  Ст,2УАтк = 0, 

\ г  Amn3 (1 +- ¥) hmntz — Biyn [3 (1 — У) men? +- 

TA 6.22] -С т 2h2n [3--7? (т???) |=0, $ (12.76) 

Т
Е
 

Рис. 12.27. 
о 79р 

— Ст [302 + 9? (mx? 4- и) — "и 

Коэффициенты Ои„ определяются из соотношений (12.73), (12.74) 
или (12.75); следовательно, пользуясь выражениями (12.76), можно 
в каждом отдельном случае вычислить величины Аш, Вт, Сть 
при любых значениях mun. Из выражений (12.58) и (12.70) 
можно, далее, определить результирующие усилия, моменты и ком- 
поненты перемещений для любой точки цилиндрической оболочки. 

Основываясь на приведенном выше теоретическом решении 
задачи, рассмотрим цилиндрическую оболочку, заполненную 
жидкостью, при следующих числовых данных: 

а =а =60 см, L=25 cm, h=7 см, у=0,3. 

Будем иметь 

h=—- = 0,5, №==0,25, T= у = 9.14, w=0,0196. 

По формулам (12.75) находим 

Ото = Om = ate для m==1, 3, 5,... 

H 

Dinan = 9 для n> 1,
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246128 
Воспользуемся обозначением ф = —5р—. При n=O решение 

уравнений (12.76) будет иметь вид: 

A. = УФА 
m0 ~~ “m2 [33 (1 — v2) [1244] ' 

Вто = 9, 

Сто = г. т [32 (1 — v2) + 12т4т4] ° 

Если принять n==1 и выразить коэффициенты через эти параметры, 
то получим весьма громоздкие формулы. Численные значения коэф- 
фициентов для m==1, 3, 5 даны в табл. 12.1. Как видим, значе- 
ния этих коэффициентов уменьшаются очень быстро; поэтому можно 
взять лишь несколько первых членов в рядах (12.70), чтобы опре- 
делить деформацию с достаточной точностью. 

Таблица 12.1 

т | Amo? 1h X 103|Cmop—1h X 103| Ami p12 X 103|Binge—2 Ж 103 Силф-1В Х 103 

1 28,94 —606 24,38 —35,95 —593 
3 0,0537 — 3,371 0,0520 — 0,372 — 3,352 
5 0,00251 — 0,263 0,00247 — 0,00183 — 0,263 

Максимальные значения w, N,, №, M, и М, имеют место при 

x=L/2, 0—0; они легко могут быть вычислены. Принимая 

т =1, 3, би п =0,1, находим 

11,756 
Wax — Е CM, 

(Nx) max == 0,02375р кг/см, (No)max == 1,61p кг/см, 

(Mz) max == 5,67р кг, (Му) их == 1,7639 кг. 
max 

Наибольшие напряжения изгиба по окружности и вдоль обра- 
зующей равны: 

(55) pax = Мах. | Она — 0,4435р ке/сле, 

(9.,) max = Wadnes. + 6 (Mz) max_ Ро) = 0,6945 K2/cm?, 

Задача. Принимая в предыдущем числовом примере h= 0,64 см и 
оставляя все остальные данные без изменения, вычислить наибольшие зна- 
чения прогиба и напряжений.
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12.9. Выпучивание круговой цилиндрической оболочки под 
действием равномерного осевого сжатия. Если цилиндрическая 
оболочка находится под действием равномерного осевого сжатия 
(рис. 12.28), то при определенном значении сжимающей нагрузки 

цилиндрическая форма равновесия становится неустойчивой, и 
цилиндр выпучивается. Примем здесь, что все усилия в срединной 
поверхности, за исключением /Л№,, весьма малы. Значения произ- 
ведений /Л№„ на производные от перемещений становятся достаточно 

Np велики и должны быть включены в уравнения 
равновесия, в то время как произведениями других 

anni усилий на производные OT перемещений можно пре- 
небречь Будем рассуждать аналогично тому, как 
это сделано в параграфе 11.6. Тогда найдем, что 

в уравнение > Е, — 0 следует включить результи- 
рующую проекцию на ось у от усилий №„, равную 

02u 
Ny — xt ах a dQ; 

х 
соответственно в уравнение > F.=0 должна быть 

“| 2 включена результирующая проекция на оси 2, 
2a равная 

03 
Рис. 12.28. №. —— аха dé. 

2 д 

Разделим выражения для этих составляющих на Ax 40 и введем их 

в уравнения (12.53). Тогда уравнения равновесия примут вид: 

Э№ ЭМ ев * oe — 
oo ee "on Qa= 0, 

ox — a As =0, 

a es оо : 

здесь величины Py, Po» Рз приняты равными нулю. Если из этих 

уравнений исключить поперечные силы О; и Qg, то получим: 

а бе © ae —0, | 

oN: 9 020 OM __ OMs __ 

с aNe Fat Ox zoo 0, 

a“ 07M ag \ 0° М, —_ 

Ne at Ne +0 Gt — 2 о Нов = 0. | 

| (12.78) ote 
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Чтобы найти решение этих уравнений, введем в них функции 
перемещений и, 9, w по формулам (12.58). Считая сжимающие на- 
пряжения положительными и вводя обозначения 

h3 №» (1 — У?) __ 
-5а8  % ЕЁ Ф, (12.79) 

окончательно получаем следующие уравнения: 

et ai —i + = oF =0, | 

Le Sts Sat ao aor + 
а (от + вов t+ apa t ox) —? Sr =o | 12.80) 

ap Sse t+ so — (sae +4 at 
04 04 ди 3 — — 

+2 Sat вон + 20 зао) = 0. | 
Эти уравнения удовлетворяются, если положить 

GQ. 
w= — x +Cy, v=Q, ® —С., (12.81) 

где С; и С. — постоянные. Такое решение относится к начальной 
цилиндрической форме равновесия сжатой оболочки, с учетом рас- 

ширения в поперечном направлении. Выберем начало координат 
у одного из торцов оболочки и примем длину цилиндра равной L; 
тогда общее решение уравнений (12.54) можно выразить с помощью 
следующих рядов: 

a= 1х С, У У А sin n8 cos “=, | 
т п 

я . MTX v= У, У Brn cos пб sin т ; (12.82) 

и = С. - У У, С тп sin пб sin т . 
т п ) 

Для длинных цилиндров условия на торцах мало влияют на вели- 
чину критической нагрузки; тогда решение по (12.82) определит 
критическую нагрузку для цилиндрической оболочки, находящейся 
под действием осевого сжатия, независимо от характера закрепле- 
ния торцов. 

Подставляя (12.82) в уравнения (12.80) и вводя обозначение 

MTA 
A= — 

L >
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придем к соотношениям: 

Ата (9 0) + Brag “= Сим =0, | 
Amn У An + Bon E —) С - <) i? + (1 a) n? —re| + 

+ Cnn [п + an (п? + ^?)] =0, 

Ат + Brn И а (и №) + 
+ Cr [1 — А№ф- 2 02-Е п?)?] = 0. | 

(12.83) 

Приравнивая нулю детерминант, составленный из коэффициентов 
в этих уравнениях, придем к нетривиальному решению. Величины & 
и ф обычно малы, так что членами, содержащими их квадраты, 
можно пренебречь. Раскрывая детерминант, найдем, что наименьшая 
величина ф будет отвечать большим значениям А? и п?. Принимая 
во внимание это обстоятельство, отбросим малые члены; тогда 
окончательно получим 

м), а-ую 
9 = 2 + (п? + 2)2 * 

Введем обозначение 
g = (n2 + 22)2 
— 2 , 

тогда 

1— у 

= +5. 

dy Величина ф принимает минимальное значение при ae — 0. Находим 

1—v 
a 5 — 0; 

отсюда 

_—_ и 1 — v3 

a a 

и, далее, 

Фив = 2 V a(i —v?). 

Пользуясь обозначениями (12.79), имеем 

N Eh 
Kp —— ———_. 12.84 

h aV 3(01— %) ( ) 
бЕр = 

Выражение (12.84) определяет критическое напряжение для длинной 
цилиндрической оболочки, находящейся под действием осевого сжа-
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тия. Однако это теоретическое значение во многих случаях втрое 
или вчетверо превышает экспериментальные данные. Объяснение 
этого несоответствия было дано Карманом и Цянь Сюэ-сенем *) 
с помощью нелинейной теории выпучивания. Они приняли, что 
квадраты производных от прогиба W являются величинами того же 
порядка, что и производные от других перемещений. Однако эта 
теория является слишком сложной, чтобы ее можно было включить 
в данную книгу. 

*) См. Th. Karman and Н. 5. Tsien, The buckling of thin cylindrical 
shells under axial compression, J. Aeron. Sci., т. 8, 303, 1941; D. Legg et and 
R. Jones, The behaviour of a cylindrical shell under axial compression when 
the buckling load has been exceeded, Brit, ARC Tech. Rept. Ne 2190, 1942; 
Г. Donnell and С. С. Wan, Effect of imperfection on buckling of thin 
cylinders and columns under axial compression, J. Appl. Mech., т. 17, № 1, 
1951. (См. также книги: Х. М. Муштари и К. 3. Галимов, Нелинейная 
теория упругих оболочек, Таткнигоиздат, 1957; А. С. Вольмир, Гибкие 
пластинки и оболочки, Гостехиздат, 1956. Грим. ред.)
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