


Э. Л. БЛОХ,
И. ЛОШИНСКИЙ,

В. Я. ТУРИН

ОСНОВЫ

ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

И НЕКОТОРЫЕ

ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Допущено
Министерством
высшего и среднего
специального
образования СССР
в качестве

учебного пособия
для студентов втузрв

Издательство

«ВЫСШАЯ Ш£ОЛА»

- Москва — 1971



517.3

Б 70

512.8
ьчо5

Блох Э. Л., Лошинский Л. И., Турин В. Я.
Б70 Основы линейной алгебры и некоторые ее приложения.

Учебное пособие. М., «Высшая школа», 1971.

256 стр. с илл.
В книге излагаются основы линейной алгебры: матрицы,

линейные преобразования, системы линейных уравнений, линейное

пространство, линейные операторы, евклидово пространство ^и
квадратичные формы. Иллюстрируется применение методов
линейной алгебры к некоторым вопросам анализа, теории линейных диф1

ференциальных. уравнений и цепей Маркова.
Имеется достаточное число поясняющих примеров. В конце

каждой главы приводятся упражнения с ответами.

Книга предназначена для студентов технических вузов.

2-2-3 512.8

30-70

Рецензенты: кафедра высшей математики МЭИ и доц.

В. В. Пашенков.

Эфраим Леонтьевич Блох,
Лев Ильич Лошинский,

Биллей Яковлевич Турин

ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И НЕКОТОРЫЕ ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
Редактор Д. А. Тальский Художественный редактор В«. И. Пономаренко
Художник А. Е. Коленков Технический редактор Л. А. Муравьева

Корректор Л. 3. Черникова

Сдано в набор 29/V 1970 г. Подп. к печати 25/XI 1970 г. Формат 84Х108Уз2.
Объем 8 печ. л. 13,44 усл. п. л. Уч.-изд. л. 10,71. Изд. № ФМ—435.

Тираж 40 000 экз. Заказ 1229. Цена 30 коп.

План выпуска литературы издательства «Высшая школа» (вузы и техникумы)
на 1970 г. Позиция № 30.

Москва, К-51, Неглинная ул., д. 29/14
Издательство «Высшая школа»

Ордена Трудового Красного Знамени Ленинградская типография № 1
«Печатный Двор» им. А. М. Горького Главполиграфпрома Комитета по печати при

Совете Министров СССР, г. Ленинград, Гатчинская ул., 26.

(НАУЧНАЯ БИБЛИОТЕКА|
им. Гороквг*
МГУ 1

36~?0 ~6~ЛI



ПРЕДИСЛОВИЕ

В последние годы методы линейной алгебры находят все

большее применение при рассмотрении многочисленных

прикладных вопросов. Поэтому основные вопросы

линейной алгебры (операции над матрицами, понятие о

линейном и евклидовом пространствах, линейные операторы,

квадратичные формы и т. д.) включены в программу по

математике для технических вузов (см. гл. 1—7).

Кроме тога, в книге излагаются некоторые

приложения линейной алгебры не только к квадратичным формам,
но и к другим разделам курса математики.

В главах 10—12 рассматриваются приложения

методов линейной алгебры к теории линейных

дифференциальных уравнений, к некоторым вопросам анализа и цепям

Маркова.
Включение этих вопросов потребовало знакомства с

дополнительными разделами линейной алгебры (главы 8

и 9), которые выходят за рамки действующих в

настоящее время учебных программ.

Каждая глава иллюстрирована примерами,

поясняющими применение основных теоретических результатов.

В конце глав 1—10 предложены задачи для упражнений,
часть из которых заимствована из известных задачников.

В книге не содержится теория определителей. Для

удобства чтения во введении приводятся основные свой-
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ства определителей, используемые при изложении

материала.

Настоящее пособие написано на основе лекций,

читанных авторами в течение ряда лет студентам и аспирантам

Московского электротехнического института связи.

, Авторы выражают искреннюю признательность

рецензентам доцентам И. А. Брину и В. В. Пашенкову, а также

научному редактору Д. А. Тальскому.



ВВЕДЕНИЕ

Определители я-ro порядка

1. Перестановки. Перестановкой п-чисел 1, 2, ..., п

называется любое расположение этих чисел в определенном
порядке. Число всевозможных перестановок из п чисел

равно п\ Два числа в перестановке образуют инверсию,
если большее из. них стоит впереди меньшего.

Число пар в перестановке, образующих инверсию,
называется числом инверсий перестановки. Перестановка
называется четной, если число ее инверсий четное, и

нечетной, если нечетное.

Например, в перестановке 5, 2, 3, 1, 6, 4 число

инверсий равно 4-fl + l+0-j-l + 0= 7. Перестановка
нечетная.

2. Определитель /1-го порядка. Рассмотрим квадратную
таблицу А, составленную из п2 чисел

/0ц 012 ... 0i«\

I 021 022 .«. 02« |

\0/zl 0/z2 ... 0/гя /

Определителем п-го порядка называется число,

полученное из элементов данной таблицы по следующему
правилу:

1) определитель п-vo порядка равен алгебраической
сумме п\ членов;

2) каждый член представляет собой произведение п

элементов, взятых по одному из каждой строки и каждого.

столбца таблицы;

3) член берется со знаком плюс, если перестановки,
образованные первыми и вторыми индексами элементов а>ч-,

<

входящими в произведение, одинаковой четности (либо
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обе четные, либо обе нечетные) и со знаком минус в

противоположном случае.

Определитель обозначается символом

#11 #12 ... й\п

#21 #22 ... #2/1

или кратко

ап\ апъ ... апп

det Л = | Л |.

Согласно этому определению, например, определитель
второго порядка равен

ап а12

#21 #22
#11 #22" ■

#21 #1

а определитель третьего порядка равен

#11 #12 #13

#21 #22 #23

#31 #32 #33

#11 #12 #13 ~Г #12 #23 #31 ~Ь #21 #32 #13 —

#13 #22 #31 #11 #23 #32 — #33 #12 #21*

Суммой нескольких строк определителя \ А \ называется

строка, каждый элемент которой равен сумме
соответствующих элементов этих строк. Произведением строки на

число называется строка, каждый элемент кбторой равен
соответствующему элементу данной строки, умноженному
на это число.

Линейной комбинацией нескольких строк определителя
называется строка, равная сумме произведений этих строк
на некоторые числа.

3. Минор и алгебраическое дополнение. Имеем

определитель |Л| = |о*у1 #-го порядка (я>1). Минором Mij
элемента Щ] определителя | А \ называется определитель
п—1-го порядка, полученный из \А\ вычеркиванием t-й

строки и /-го столбца, на пересечении которых стоит

данный элемент а*у. Так как в определителе | А \ п*
элементов dijf то | А \ содержит я2 различным образом
составленных миноров. Алгебраическим дополнением элемента ац
6 /



Мп=

называется число Л,7 = (— l)i+J MtJ. Например!
I «И «12 «13

| А | = «21 «22 «23 ;

I «31 «32 «33 I

«22 «23
, ,

I «12 «13
, ,

«11 «13 I
; Afai= ; Мз2=

«32 «33 I I «32 «33 I I «21 «23 |

An= (- 1)1+1 Mn=Ми; An= (- 1)2+1 Mn =+ M*u

Л32 = (-1)3+2Л1з2= -Мз2.

4. Основные свойства определителей.
1. Если переменить местами строки и столбцы

определителя, не меняя их порядка (иначе — транспонировав
определитель), то определитель не меняется.

Следствие. Если известно какое-либо свойство

определителя, относящееся к его строкам, то оно будет
справедливо и по отношению к его столбцам. Поэтому
в дальнейшем все свойства определителя будут даны по

отношению к его строкам.
2. При перестановке двух строк определитель меняет

знак.

3. Если все элементы какой-либо строки определителя
равны нулю, то определитель равен нулю.

4. Общий множитель всех элементов строки
определителя можно вынести за знак определителя.

5. Если все элементы некоторой строки определителя
пропорциональны соответствующим элементам другой
строки, то определитель равен нулю.

6. Если все элементы i-й строки определителя
представлены в виде суммы двух слагаемых, то определитель

равен сумме двух определителей, у которых все строки,
кроме i-й, такие же, как и в данном определителе, а 1-я

строка в.первом определителе состоит из первых
слагаемых, во втором — из вторых слагаемых; это свойство

распространяется на случай, когда каждый элемент 1-й

строки определителя есть сумма k слагаемых (k^2).
7. Если к строке определителя прибавить линейную

комбинацию нескольких других его строк (сумму
произведений на произвольные числа), то определитель не

меняется.

8. Если одна из строк определителя есть линейная

комбинация других его строк, то определитель равен
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нулю. Обратно, если определитель n-го порядка (п^2)
равен нулю, то одна из его строк есть линейная

комбинация других строк.
9. Определитель |Л| = [а*у| равен сумме произведений

всех элементов какой-либо его строки на их

алгебраические дополнения:

\А\ — апАп+ ацАя +... + ainAin\ i — 1, 2, ... п.

10. Сумма произведений всех элементов какой-либо

строки определителя на алгебраические дополнения

соответствующих элементов другой строки равна нулю:

anAjx + <къАр +...+ alnAJn= 0; / ^ /.
.

Замечание. Последние два равенства можно

объединить, введя символ Кронекера

Тогда
4J

если i=j
если 1Ф\.

aiiAjx + аяАр + ...+- OinAjn= 8/у IA I-

5. Умножение определителей. Произведение
определителей | А | = | atj | и | В | = | btf | одного и того же порядка
п равно определителю |С| = |с/у| того же порядка, где

Cij = anbij -f- щфу -f-... -f- ainbnJ.

Замечание. Элементы с1;- можно вычислять и по

следующим формулам:^

Cij = anbji -}- щФа -j-... + ainbjn>
Cij = aubji -f #2/6/2 -f-... -f anibjm
Cif = aubij -j- <kiby + • • • + unibnj-

6. Дифференцирование определителя.
Если элементы ац определителя | А \

—

дифференцируемые функции л:, то

|Л|'=

#и# 12 •

#21 #22 •

#л1 #Л2 •

• #1/1

. . йъп

■ • #лл

+

#11 #12 .

/ /

#21 #22 •

<tn\ #л2 •

..#1л

• • #2/1

.апп

+ • • +

#11 #12 •

#21 #22 •

#Л1 #Л2 •

• • #1/1

..#2Л

•#/ш



7. Формулы Крамера.
Имеем следующую систему п линейных уравнений с п

неизвестными:

ctnXi + 012*3 +... + аыхп= Ьи
«21*1 + я*2*2 + • • • + a*nxn= Ьт,

aniXi + ап*х2 +... + аппхп = Ьп.

Если определитель системы ]Л(^0, то система имеет

единственное решение, которое находится по формулам
Крамера

|Л/1
v .
—

' J
1 — 19 пЛ

j |^|
, / 1, ^,, ... П,

где определитель \ Aj \ получается из определителя системы

заменой /-го столбца на столбец из свободных членов.



Глава I

МАТРИЦЫ

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Матрицей размера тХп называется

прямоугольная таблица чисел, расположенных в т строках и п

столбцах

(an
ai2 ... а1п

#21 #22 • • • #2«

flW #m2 • • • атп j

числа aij (i=h 2, ...m; /=1, 2, ..//г) называются

элементами матрицы А. Первый индекс i указывает номер

строки, а второй индекс / — номер столбца, на

пересечении которых расположен элемент ai;-.
В дальнейшем мы матрицу А часто будем сокращенно

обозначать символом
А = (а-Ч)т,т

или еще проще
A = {atj):

Если т= п, то матрица А называется квадратной
матрицей порядка п и сокращенно обозначается А = (#//)п;
если тфп, то матрица называется прямоугольной.
Отметим некоторые специальные виды матрицы.

1. Матрица-строка — прямоугольная матрица размера
1 X л. Так как в этом случае матрица содержит только

одну строку, то достаточна отмечать элементы одним

индексом

A—(axch ..v. an).
2. Матрица-столбец — прямоугольная матрица

размера т X 1
#i

А=1

10



3. Матрицу, состоящую из одного элемента, будем
отождествлять с этим элементом

(fl*</)ifi = flii-

4. Нулевая матрица—матрица, все элементы которой
равны нулю. Будем обозначать нулевую матрицу 0.

5. Единичная матрица порядка п~- квадратная

матрица /г-го порядка вида

а о ... о\ /1 о\
0 1 ... 0\ / 1

или сокращенно

v0 0 1; vO Ь

Единичную матрицу будем обозначать символом Е.

Используя символ Кронекера (см. введение), можно

записать

6. Диагональная матрица /г-го порядка — квадратная
матрица /г-го порядка, элементы которой а/;=ХД.;., т. е.

матрица вида (h\j)n-
диагональная матрица запи-В развернутой

шется так:

форме

или

Ai 0\

VO

Одной из важнейших характеристик квадратной матрицы
порядка п является ее определитель (или детерминант),
который обозначается | А \ или det А и представляет собой

определитель п-го порядка, составленный из тех же

элементов (расположенных в том же порядке), что и матрица.
Таким образом, если

an an ... а\п

л | flat an ... йчп

то

deM =

ап\ ап% ... ап

aw an ... а\п

021 022 • • • 02л

0л1 0«2 * • • апп

11



Очевидно, что det£=l, а определитель диагональной

матрицы равен произведению диагональных элементов.

Если det Л отличен от нуля, то матрица называется

невырожденной (или неособенной)..В противном случае (если
det Л == 0) матрица А называется вырожденной (или
особенной).

§ 2. ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ

1. Равенство матрац. Две матрицы А = (я,,) и В = (Ьц)
называются равными (что обозначается А—В), если их

размеры совпадают и соответствующие их элементы равны,
т. е. при всех i и /

ач = ьч-

Из определения равенства очевидно, что если А = В,
то В = Л. Если же А =В и В = С, то А—С.

2. Сложение матриц. Суммой двух матриц А = (аф
и В= (bij) одинаковых размеров называется матрица

С==(с^) (что обозначается C—A-f-B) тех же размеров,
элементы которой определяются равенствами

Например,

/Т2 3\ /—10 2\ /0 2 5\

Из определения операции сложения вытекают следующие
свойства:

А+В=В+ А;
(А + В) + С= А + (В + С).

Доказательства этих свойств предоставляются
читателю.

3: Умножение матрицы на число. Произведением
матрицы A = (aij) на число а называется матрица В = (Ьц)
(что обозначается 5 = аЛ или 5= Ла), элементы которой
определяются равенствами

Таким образом,
<хА = {wij).

12



Из этого определения вытекают очевидные следствия:

а(Л+В) =аЛ+аВ;

(а+р)Л=аЛ + рЛ;

(ар)Л = а(М),

где а и р—два произвольных числа, а Л и 5 — две

матрицы одного размера.
Из свойств сложения матриц и умножения матрицы

на число следует, что

а) сумма матрицы Л и нулевой матрицы тех же

размеров равна матрице Л, т. е.

Л+0= Л;

б) для матрицы Л существует единственная матрица
— Л = (—1)-Л такая, что А-\-(— Л) = 0;

в) существует однозначная операция, обратная
сложению (которая называется вычитанием), т. е. для любых

матриц Л и В одинаковых размеров, существует
единственная матрица С тех ~же размеров такая, что

В + С= А.

Матрица С обозначается ^

С= А — В

и называется разностью матриц Л и В. Причем С— А-[-
+ {—В)9 где

_д= (-1).Д.

4. Умножение матриц. Умножение матрицы Л = (а;у)
на матрицу В— (Ьц) определяется только при условии,
что число столбцов матрицы Л равно числу строк
матрицы В.

Если Л имеет размеры (т X р)> а В — размеры
(рХл)| т? произведением матрицы А на матрицу В

называется матрица C= {Cij) (ч?о обозначается С— АВ)
размеров (тХ^)» элементы которой ci} определяются
равенствами

р

= ^a>ikbkj (i=U 2, ... m; /=1, 2, ... л).

13



Таким образом, элемент матрицы С= АВ,
расположенный в t-й строке и /-м столбце ее, равен сумме

произведений элементов i-й строки матрицы А на

соответствующие элементы /-го столбца матрицы В.

Примеры.
1. Дано:

А = ( ?Л!), В = | 1 3 —2] Найти АВ.
к-\ 0 1

Решение:

2 1 -1

1 3 -2

,0 2 1

,
2-2+3.1+Ь0 2-1+3.3+1-2 2(-1) +3(-2)+ Ы>

"' «

2+0-1+1.0 -1.1+0-3+1.2 _1(-1)+0(-2)+Ыу
/ 8 13 -7\

• ""1-2 1 2)
2. Дано:

л = Р:М1о)-НайтиЛ*и£Л
Решение:

/0 0\ /0 0'

""-(о о) "Ню.
Из определения умножения видно, что в общем случае

АВфВА,

т. е. произведение двух матриц не обладает перемести-
тельным свойством. Действительно, если произведение АВ
имеет смысл, то из этого не-следует, что имеет смысл и

произведение ВА. Даже, если оба эти произведения имеют

смысл, то из этого не следует их равенство (см. также

предыдущий пример).
Если окажется, что АВ=ВА, то матрицы А к В

называются перестановочными, в противном случае (если
АВ Ф ВА) они называются неперестановочными.

Например, матрицы

/cos а — sina\ /cos 8 —sin 8\
Л= > В= \ •

о о)
\cos a cos a/ \sin fi cos р/

перестановочны, так как

^cos(a-fp) — sin (a-j- P)

lsin(a-f-(3) Cos (а.-{-$))'
14



Заметим, что произведение матрицы-столбца на

матрицу-строку всегда имеет смысл:

{ал тфх афъ ... афп\
°* )(bib*...bn)=(a*bl a*b* ••• a*b»

\aj \cirnh атЬ* ... ambj
С другой стороны, умножение матрицы-строки на

матрицу-столбец может быть выполнено только при условии,

что они содержат одинаковое количество элементов:

(Oifla •. • Дя) . | = (афх + Оа'ба +...+ апЬп) =

= albi + aih-{-anbn.

Отметим основные свойства произведения матриц
(считая, конечно, что все написанные произведения имеют

смысл):

а) Л0 = 0Л = 0;

б) АЕ=ЕА= А;

в) {А + В)С= АС-\-ВС\
г) А(В + С) = АВ + АС;
д) (АВ)С= А^ВС);
е) если А и В — квадратные матрицы одного порядка,

то det(j4B)=vdeMdetfi.
Свойства а — г достаточно очевидны. Их доказательство

представляется читателю.

Для доказательства свойства «д» положим, что

матрицы Л = (аг7), B = (bij) и C = (Cij) имеют размеры
соответственно (т X р), (р X?), (?Ул).

Обозначая (i4B)C=D= (di>)
■

и А (ВС) = L= (/,;),'
имеем

9 / Р \ ЯР

dij=2(2 aikbks Сsj=22aikbksCSj> .
х

15
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Но порядок суммирования не влияет на величину
приведенных сумм, т. е. -

я р р q

2 2jaikbkSCsj — 2] ^uikbksCsj-
5=1 k=l k=\ 5=1

Следовательно,
' dij= Itj.

Что касается свойства «е», то оно является следствием

правила умножения определителей, указанного во

введении. -

В самом деле, элементы определителя det (Л5),
согласно правилу умножения матриц, составляются так же,

как элементы определителя, равного произведению

определителей det Л и det В. Но это значит, что

det (ЛЯ) = det Л det £.

5. Транспонированная матрица. Транспонированием
матрицы называется замена строк этой матрицы ее

столбцами с сохранением их номеров. Матрица, полученная
таким образом из матрицы Л, называется

транспонированной по отношению к матрице Л и обозначается Л'.
Согласно определению, если Л = (А,-у-)т,л, то .

А'= {афп,т> где ач
= а^.

Например, если

Очевидно, что для матрицы-строки транспонированной
будет матрица-столбец и наоборот.

Может оказаться, что квадратная матрица Л совпадет
со своей транспонированной матрицей, т. е. А = А\ или

dij= aji. В этом случае матрица Л называется

симметрической.
Операция транспонирования обладает следующими

свойствами:

а) (А + 5)'= А'+ ff;
б) (лАу= лА'\
в) (АВ)'=В'А'.

16



Первые два свойства очевидны. Приведем доказательство

третьего свойства.
Обозначим А = (аи)т,р, В — (Ьи)р,п, тогда

В'А'Ц%КкаЛЦ%Ьк1а^.
\k=[ I \k=\ I

С другой стороны,

(ABy= (%aihbkj)^2aJkbX
\k=\ ,/ \k=\ I

Отсюда

{AB)' = B'Ar.

6. Обратная матрица. Если А — квадратная матрица,
то матрица В такая, что

АВ= ВА = Е

называется обратной относительно А и обозначается Л-1.
Таким образом, по определению АА~1 = А~1А — Е. Чтобы

определить условия, при которых матрица А имеет

обратную матрицу, докажем следующую теорему.
Теорема. Для того чтобы матрица А имела обратную

матрицу, необходимо и достаточно, чтобы она была

невырожденной (т. е. detA^tO).
Необходимость непосредственно следует из

соотношений ч

det (ЛЛ"1) = det Е* или det Л det Л"1 = 1.

Покажем, что условие det Л Ф О достаточно для
существования обратной матрицы.

Необходимо показать, что найдется матрица В такая,
что

АВ= ВА = Е.

Обозначим A = (aiJ)f В = (Ьц), где элементы bij
необходимо определить так, чтобы выполнялось предыдущее

равенство.

Так как ЛВ= (2а*л^лл» то из условия АВ— Е

получаем систему п3 уравнений с #2 неизвестными hi/.
« i=l, 2, ... п

k=\ / = 1, А ... я

НАУЧНАЯ D-'БЛ Л ОТЕКА]
ЕМ. I Ор^К0Г#

МГУ

г

17



При фиксированном / имеем

anbij + anbv +...+ ainbnj = О,

a^b\j + а*фу +... + a^nbnj = О,

cLjibij + ajiby +... + Qjnbnj= L

an\b\j + апфу+ • • • + a>nnbnj = 0.

Так как определитель- этой системы | А \ = det А Ф О, то

по формулам Крамера (см. Введение п. 7), получаем

где определитель | Ak | получается из определителя
системы заменой &-го столбца на столбец из свободных
членов (в рассматриваемом случае /-й элемент этого

столбца равен единице, а остальные элементы равны нулю).
Раскрывая определитель \Ak\ по элементам к-то столбца,
получаем

и _ Ajk
ьь/—Та^>

где Ajk — алгебраическое дополнение элемента aJk.
Аналогично можно показать, что из равенства ВА= Е также

получаем bkj = -j-^r. Таким образом, обратная матрица

В = А~1 существует и определяется равенством

/Лц Ли ... Апх'

Д-1
*

| Л12 Л22 •�• Ля2
'

det Л

ИЛИ

^Лл Л2я ... Апп/

1
"

det Л ^^ *

Из доказательства следует, что обратная матрица
единственная и что она может быть определена только

одним равенством АВ —Е или ВА = Е..

Теорема дает нам также правило для нахождения

обратной матрицы. Чтобы найти обратную матрицу Л"1,
надо построить вспомогательную матрицу,' составленную
из алгебраических дополнений элементов aif матрицы Л,

транспонировать ее и умножить на число
-т-г^.
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Примеры. Найти обратные матрицы для матриц

/2 -

1. Л = det A--
2 -1

3 1
= 5.

An = U Л12 = — 3, Аи = 1, А22 === 2.

Вспомогательная матрица имеет вид
1 -3'

1 2]'

Л ~

5

1 1

3 2

10 0 \

I 1 I

2. Л =

О -

/2 /2
1 1

det Л = 1.

/2 /2 /

Лц = 1; Л12 = 0; л13=о,

Л21 = 0; Л2
У2

'
Лоо

1

Лз1 "» Л32
'

/2~'

Уг*
1

/2 '•

/2" /2*

Укажем еще, что из определения обратной матрицы

А'гА = АА~1 = Е

следует, что матрицы А и А1 — взаимно обратные, т. е.

(А-1у1 = А.

1
Кроме того,

det Л" "

det Л'
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Отметим также следующее тождество:

(АВу1 = В-1А-\

где А и В — невырожденные матрицы одного и того же

порядка. Действительно,

(АВ) В-'А-1 = А (ВВ-1) А'1 = АЕА-1 = ЛЛ'1= Е.

Аналогично
_

В"М"1(ЛВ) = £.

Таким образом, матрица В"1Л"1— обратная для матрицы
АВ.

7. Степени квадратной матрицы. Так как две любые

квадратные матрицы одного и того же порядка можно

перемножить, то всякую квадратную матрицу можно

умножить саму на себя, т. е. найти матрицу АА- Эта

матрица называется квадратом матрицы А и

обозначается Л*2. Аналогично АгА называется кубом матрицы
А и обозначается Л3. Наконец, Ап~*А называется п-й
степенью матрицы А и обозначается Ап. Исходная

матрица Л называется первой степенью матрицы А и может

быть записана,-как Л1. Нулевой степенью матрицы Л
называется единичная матрица Е, т. е. Л°= £. Целая
отрицательная степень матрицы Л (что обозначается А~п,

п^>0) определяется соотношением

Л-Л= (Л:У;
отсюда следует

А'п= (АпГ\

где Л"1 —матрица обратная для матрицы Л.

Степени матрицы обладают следующими очевидными
свойствами:

а) AkAm= Ak+m\
б) (Ak)m= Akm.

Пример

Дано:

Л = ( ]. . Найти Л2 и Л3.
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Решение.

(\ 2\ /1 2\ /7 О

3-1/ ^3-1/ \0У9

Л8 = (о 7) (з _l)==(2l -7

§ 3. КЛЕТОЧНЫЕ МАТРИЦЫ

ную матрицу

1. Разбиение матрицы на клетки. Имеем прямоуголь-

/011 ^12 ••• й\п\

I
й

I
А =

021 022 • • • 02л

^0ml 0m2 • •. 0>тп/

Разобьем горизонтальными и вертикальными прямыми

матрицу А на клетки Asp, где s= 1, 2,'... р,; р= 1, 2,... v.

(Здесь введены- верхние индексы, так как ранее мы

обозначали символом Asp алгебраическое дополнение
элемента 05р.)

Клетки Asp являются матрицами размеров ms\np.
Матрицу А можно сокращенно записать так

/Ап

Матрица Л, записанная в таком виде, называется

клеточной (или блочной), матрицы Asp — ее элементами.

Очевидно, что матрицу А можно разбивать на клетки

различными способами. Например:

('flll
012 013 014Л

021 022 023 024

031 032 033 034/
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Разобьем ее на клетки

З...а.14.\
э П.ат. I Ti TTTi А I

и21 л

«11j«12! «13«и \ , -n -lf

Л = ( ^21 j ^22 «23 «24 ) , ИЛИ Л

«31 j «32 «33 «34
где

Л11 = «11; Л12 = («12«13«14);

Л21 = (а21\ А>л(а™а™аи
\«3l/ \«32 «33 «34,

Разбивая иначе, имеем

или

А =
21 А 22 ^23/>И21 л22 л

«И «12\ „0/«1з\ _ /«14
где

-А" —( ); Л12 Г"); Л13 = (
\«21 «22/ \«23/ \«24-у

Л21 = («з1 «32); Л22=«33; Л33 = «34.

2. Квазидиагональная матрица. В частном случае, когда
p, = v и Л5р= 0 при s^p, клеточная матрица называется
квазидиагональной (или клеточно-диагональной). В этом

случае матрица Л имеет вид:

/Л11 О

л = ( ■-.

\0 Л^\

Например:
/1 2 0\

матрица А— О —1 0 —квазидиагональная. Очевид-
\0 0 2/

но, если клетки Л11, Л2а, ..., Л№ квадратные, то и

матрица Л — квадратная.
Примером квазидиагональной матрицы является так

называемая Жорданова матрица /, которая имеет вид

lh О

\0 /„
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где

А, 1 0 ... О 0\
ОХг 1 ...0 0

If

к000 ...Х£ 1
ооо... оV

3. Действия над клеточными матрицами. Клеточные
матрицы удобны тем, что действия над ними

производятся формально по тем же правилам, что и над

обычными матрицами. Покажем это, предполагая, что

соответствующие операции над матрицами выполнимы (см.
§ 2 этой главы).

Сложение матриц. Имеем матрицы А = (щ^)т>п
и B = (bij)m>n одинаковых размеров. Разобьем их

одинаковым образом на клетки Asp и Bsp (т. е. размеры клеток

Asp и Bsp одинаковы). Тогда очевидно

А + в = (Asp+ В'%9 v
= (aif + bij)^.

Умножение матрицы на число. Если А —

клеточная матрица и X — число, то очевидно-

Умножение матриц. Имеем матрицы А = (ац)тгд
и B — (bij)qtn. В этом случае произведение АВ определено.
Разобьем матрицу А произвольным образом на клетки.

Матрицу В разобьем на клетки так, чтобы их

вертикальные размеры в столбце совпадали с соответствующими

горизонтальными размерами клеток в строке матрицы Л.

При таком разбиении произведение клеток AskBkp
имеет смысл (читатель легко это может проверить).
Поэтому

AB^j]AskBkp)= lj]aikbkj
В частности, если матрицы А я В квазидиагональные,
т. е.

I11 0\ /Ви_ 0\

А=\ -.. , В = [ -.. ,

то

АВ =
О
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Отсюда следует, что если А = ( ч. ], то

((Аи)п
Ап

О (А™)

Пример. ,

Дано:

/5 2 0 0\ / 1
2 100. Л /—2
О 0 8 3 ' е —[ О

^0 0 5 2/ \ О

•2
5
0
0

-1
2
0
0 -

0 0'
0 0
2—3

-58

Найти АВ.

Решение.
Заменяя данные матрицы клеточными матрицами

_

/Л11 0 \ /В11 0 \

Л-\0 Л22/' 'В-\0'ВЧ9
где

имеем

и так как

л» = Р21; *«=П
2 1/ Д5 2У

~2 5.2/ V—5

я п ,Ап В11 О
Л-£ =

О Л22 Я22

'-"-6DU
1 —2 —1\

_

/1 0 —1\

-2- 5 2/
-

\0 1
"

О/

-сзц-э-п-
окончательно получаем

Л£=

Ч 0 —1 0 0\
0 1 0 0 0^
0 0 0 10

уО 0 0 0 1/

У п раж не ндя

1. Вычислить произведение матриц

/5 8 —4\ /3 2 5'

а), 6 9 —5 4 —1 3
\ 4 7 —3/ \9 6 5
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/ 1 2\ /О 15 -3'

б> (_4mAi_io 1

/4 3\ /—28 93Л /7 3\
В)

\7 бД 38 -126/1,2 lj"
1 -2'

3-4

«•
Найти Ля.

Показать, что Ап—Т~1ВпТ.

7. Вычислить 1, если известно, что

\Зо —12/
/17 —б \ /2 3\

\35 —12/ \5
8. Найти все матрицы второго порядка, квадрат которых равен:
а) нулевой матрице;
б) единичной матрице.
9. Найти обратные матрицы для матриц

/3 4\
а)

Ш-Ц)-

^
/COS a

б) \
\Sin а

5 7
— Sin a

COS а/

в) (2 . 1 -2]. •

* "

\2 -2 1/
Используя формулу АЛ 1 = Et проверить ответы.

10. Доказать, что если квадратные матрицы А и В
перестановочны, т. е. AB = BAf то

- а) (АВ)п = АпВп, .

6) (А + В)п = ЛЛ + ^я" 'Д +
*

(/г2~ ^ ЛЛ~^ +' •"•'+ в*'

Указание: применить метод полной математической

индукции.

25



Глава й

РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. ФОРМУЛЫ КРАМЕРА

1. Основные понятия. Системой из т линейных

уравнений с п неизвестными называются соотношения вида

( #11*1 "Т #12*2 ~Ь • • • 4~ #1Л= hi,
#21*1 -(- #22*2 ~)~ • • • ~Ь а*пХп = ^2,

ат\Х\ -f- am2*2 "Ь • • • ~Ь атпХп=^

(2.1)

Здесь Xi — неизвестные, подлежащие определению; atj
—

числа, называемые коэффициентами при неизвестных;

hi — числа, называемые свободными членами (или правыми
частями) системы уравнений.

Решением системы уравнений (2.1) называется

совокупность таких чисел Xi = ab х2= а2, ..., хп= ъп, которые

обращают все уравнения системы (2.1) в тождества.

Если система линейных уравнений имеет хотя бы одно

решение, то она называется совместной. В противном

случае она называется несовместной.

Совместная система, имеющая единственное решение,
называется определенной, а система, имеющая более

одного решения,
— неопределенной. Две системы линейных

уравнений называются эквивалентными, если любое

решение каждой из них является одновременно решением и

другой системы. Две произвольные несовместные системы

считаются эквивалентными.

2. Матричная запись системы. Составим- из

коэффициентов ац системы (2.1) матрицу размеров (jny^n)

I
А = (аи) =

ац #12 ... а%п\

#21 #22 • • • #2/1

\#ml #m2 • • • Clrr

которую назовем матрицей системы. Введем еще две
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матрицы

Тогда систему (2.1) можно кратко представить в

матричном виде

АХ=Н.

3. Решение системы с помощью обратной матрицы.
Прежде чем исследовать общую систему линейных
уравнений (при произвольных т и п), мы рассмотрим
важнейший частный случай, когда число уравнений равно
числу неизвестных (т = п). Итак, имеем

ЛХ=#, (2.2)

где А = (ciij) — квадратная матрица я-го порядка.
Покажем, что если матрица А невырожденная, то система

имеет единственное решение. Так как по условию матрица
А имеет обратную, то, умножая обе части равенства (2.2)
слева на матрицу Л-1, получаем

А~ХАХ=А-*Н.

Но A'1A=Ef а ЕХ = Х. Следовательно,

Х=А~1Н* (2.3)

Формулы Крамера. Запишем равенство (2.3) в

развернутом виде

/Ап An

I I А\ч Л22

:deb4l ....

\Aln A2n

Отсюда непосредственно следуют формулы Крамера, с

которыми мы встречались во введении:

Х1=-гтт /Akihk^-r-rr, 1=1, 2, ..., п.
det A

X л и > л<"' •

1 о

£дАыПк= , 1=1, А

Очевидно, решение системы по формуле (2.3)
достаточно трудоемкое, так как нахождение обратной матрицы
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при больших п затруднительно. Например, уже при п = Ъ
- необходимо вычислить 25 определителей 4-го порядка.
Однако в приложениях часто возникает задача решить
систему с неизменной левой частью при различных
правых частях. Такая задача возникает при расчете
конструкции, когда требуется найти нагрузки в узлах,

при условии, что нагрузка на конструкцию меняется.

Аналогичная задача возникает в электротехнике, когда

требуется найти напряжение в некоторых элементах при
различных входных напряжениях. В этом случае
целесообразно вычислить обратную матрицу, после чего для

различных Н находить решения по формуле (2.3).

§ 2. МЕТОД ГАУССА

Простые по своей структуре формулы Крамера
требуют проведения достаточно длинных и громоздких (при
большом п) вычислений, связанных с определением
алгебраических дополнений. Л*/. Для практического решения
системы (2.1) более удобным является способ (алгоритм)

_ Гаусса, основанный на последовательном исключении

неизвестных.

1. Элементарные преобразования системы. Имеем

систему (2.1). Будем над уравнениями системы производить
следующие преобразования:

1) умножение обеих частей- одного из уравнений на

произвольное число X ^ 0;
2) прибавление к обеим частям одного из уравнений

соответствующих частей любого другого уравнения,
умноженного на произвольное число а;

3) перестановка любых двух уравнений.
Очевидно, что в результате каждого из этих

преобразований, называемых элементарными, линейная система

уравнений (2.1) перейдет в линейную систему уравнений,
эквивалентную первоначальной системе (2.1).

2. Способ Гаусса. Имеем систему (2.1). Применяя
элементарные преобразования, построим эквивалентную ей

систему специального вида. Выберем в качестве первого
уравнения одно из тех уравнений системы/где
коэффициент при Xi отличен от нуля. Не нарушая общности^
предположим, что ап -ф 0.

Итак, первым уравнением системы будет уравнение

au*i+ ai9*a + ... + fli«*«==Ai, где ап^0.
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Умножим это уравнение на
, (i — 29 3, ..., п) и

flu

прибавим его почленно к уравнениям системы (2.1) с

номерами i — 2, i = 3f ..., i = n. После этой операции
в уравнениях с номерами *>1 будет исключено

неизвестное Х\. Может случиться, что вместе с Х\ будут
исключены неизвестные *2, хг, ..., х^-и но найдется
хоть одно уравнение, в котором сохранится неизвестное л^2.
Одно из таких уравнений примем в качестве второго
уравнения системы.

Таким образом, после первого шага второе уравнение
будет иметь вид

fl£U.+flfi)»,+i**.+.+-+e£).*.=*?)' где <*^°-
Используем это уравнение для исключения неизвестного

Xk2 из всех оставшихся уравнений (кроме 1-го уравнения).
После 2-го шага в качестве третьего уравнения получим

fl8f*.**.+^*.+tJC*.+.+-+flfi,-Jf.aas*!.v где а*Ь*°-
Продолжая процесс, мы после г шагов приведем систему
(2.1) к эквивалентной ей системе следующего вида:

[ апхх -J- ai2*2 -f... + а1пхп = hu
\ а{\) хь4- а(1), . хи , 4-... 4- я(1) х =№\%k2 k2\ "9. k2-\-i'vk2-\-l I '"~"% п П 2*

ф) у 4-д(«). , *, , Л-...-4-а® х = ftfc>,

0==A(r+J),

где яц^'О, а2.д?2^0, ..., ar,kr^O. Очевидно, число

шагов г^т. Если r=m, то все последние соотношения

типа 0=sh(f~l) отсутствуют.
Что касается чисел $~%) при />г, то они могут

быть либо равны нулю, либо отличаться от нуля. Если
хоть одно из этих чисел не равно нулю (пусть, например

A?+"il) ^ °)> то» умножая соотношение 0 =А^р11) на *—-
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и складывая его с соответствующими оставшимися

соотношениями этого типа, приведем их к виду 0= 0.

Итак, в самом общем случае система уравнений (2.1)
приводится к эквивалентной системе специального вида

(так называемой ступенчатой системе), в которой для

удобства письма используем другие обозначения

коэффициентов и правых частей

br, krXkr +...+ bn nxn = I,
0 = /rJ
0 = 0,

(2.4)
0= lr+u

0 = 0,

где 1<&2<А<..•<&/> &ib &*,*2, ..., &r*r отличны от

нуля, а все остальные bLj—произвольны; 1и /2, ...

..., lrlr+\ — произвольны.
3. Совместность и несовместность системы.

Ступенчатая система (2.4) дает возможность сразу выяснить
совместна или несовместна данная система уравнений (2.1).
Кроме того, в случае совместности можно легко

определить все решения системы.

Возможны два случая.
1. lr+l^L0. В этом случае'Соотношение 0 = lr+i

невозможно. Следовательно, система (2.4), а значит и

эквивалентная ей система (2.1) несовместны.

Поэтому на практике вывод о
*

несовместности системы

можно сделать сразу же при появлении соотношения

вида 0 = /г, где НфО.
2. lr+i = 0. Покажем, что в этом случае система (2.1)

совместна.

Из уравнения системы (2.4) с номером г находим хи ,

выражая его через Хи +и xk +2> •••> хпу что всегда

возможно, так как Ьг, и "Ф 0. Подставлйя найденное

значение хи в предыдущее уравнение (что не изменяет

коэффициента при Xkr-X) находим Xkr-v Продолжая процесс,
найдем последовательно Xk -~2> •

••» хг.
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В результате получим соотношения вида

[ Jfi = ai + 2Mv.

Xk2 = <X>k2 ~h 2j $k*> vATv,

{
'

(v)

.1 (v)
^

где индекс v принимает все значения v^;n за

исключением значений'1, fe, &з, •
•> kr.

Из соотношений (2.5) следует, что величинам х„

стоящим в правых частях равенств, можно придавать
произвольные значения. Эти неизвестные *v(v ф 1, &2, ...» £/•)
называются свободными неизвестными.

Неизвестные хи Xk2, ..., х* , которые однозначно

определяются свободными неизвестными, называются

главными или основными.

Любая совокупность значений свободных неизвестных
и соответствующих им главных неизвестных будет реще-
нием системы (2.4), а значит и системы (2.1).

Итак, для совместности системы необходимо и

достаточно, чтобы

//4-1=0-

4. Определенность и неопределенность системы. Пусть
система (2.4) совместна (т. е. /г+1 = 0). Возможны два

случая:
1) г = п (что может быть только, когда т^п). В этом

случае все неизвестные главные. Соотношения (2.5)
принимают вид

Х\ = аЬ #2 = а2> • • •
, %п= ая-

V

Значит, система (2.1) имеет единственное решение;
2) г<^п. В этом случае имеются свободные

неизвестные, которые можно задавать произвольно. Значит,
система имеет бесконечное множество решений, общий вид

которых определяется соотношениями (2.5).
Система (2.1) — неопределенная.
5. Общий вывод. Подводя итоги проведенному

исследованию, приходим к следующему результату. Если после

приведения системы (2.1) к ступенчатому виду (2.4)
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1) /г+1^0, то система (2.1)— несовместна;

2) /г+1 = 0 и г = п, то система (2.1) имеет

единственное решение;
3) /r+i = 0 и г<п, то система (2.1) имеет

бесконечное множество решений.

Пример.
Решить систему

I 2^i -f- х% — х% -\- xi = 3,

4xt + 2х2 + 5л-4 + хъ = 5,

■| 2л*! + ^2 — А-3 + 2л:4 + л-5 = б,

i^ + л:2 — xz + л*4 + 2л-5 = 5,

( 4лгх + 2х2 — 2л*3 + Зл*4 + Зл:5 = 11.

- Р е ше н и е. Исключаем xt
( 2х^ -\- л*2

— а*3 -f- л*4 = 3,

2*з + Зл-4 + л'5 = ~-1,
< Л*4 + Хь = 3;

J Z*5 === 4

I Л*4 + 3*5 = 5.

Исключаем лг4 из последнего уравнения
Г 2ATj -|— ATg — Л?з ~Т" «^4 === ^> '

2л*3 + 3*4 + хъ = — 1,
< ЛГ4 + Л*5 = 3,

*5 = 1,

I Хъ = 1.

3 1
Отсюда *5=1; лг4 = 2; #3 = — 4; ^ = 2~~~12Xfi' где *2—

свободное неизвестное.

§ 3. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ МАТРИЦЫ

В рассмотренном выше алгоритме Гаусса все операции

производились непосредственно над уравнениями.
Покажем, что все выкладки можно упростить, если

рассмотреть соответствующие преобразования матрицы системы.

Для этого исследуем изменение матрицы при
элементарных преобразованиях системы.

1. Элементарные преобразования матрицы. Назовем

элементарными преобразованиями матрицы следующие
операции:
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, 1. Умножение всех элементов некоторой строки
матрицы на число X ф 0.

2. Прибавление к элементам некоторой строки
матрицы соответствующих элементов другой строки,
умноженных на произвольное число а.

3. Перемена местами строк матрицы.
Матрицы, полученные одна из другой при помощи

конечного числа элементарных преобразований, называются

эквивалентными, что обозначается так ЛооВ. Заметим,
что элементарные преобразования обратимы. Это значит,
что если матрица В получена из матрицы Л с помощью
конечного числа элементарных преобразований, то и

матрица В в свою очередь может быть снова преобразована
в матрицу А при помощи конечного числа элементарных
преобразований. Для этого достаточно всю

последовательность преобразований, выполняемых над матрицей Л,
применить в обратном порядке, заменяя при этом

каждое из преобразований ему обратным, что означает

следующее:
'

1. Если В получается из А умножением некоторой
строки на число X ^ 0, то, умножая соответствующую

строку В на число
-у, получим исходную матрицу А.

2. Если В получается из А прибавлением к /-й строке
элементов /-й строки, умноженных на число а, то,

добавляя к элементам i-й строки В элементы ее /-й строки,
умноженные на —а, получим Л.

3. Если В получается из Л перестановкой t-й и /-й
строк, то, переставляя в В те же /-ю и /-ю строки,
получим Л.

Обратим внимание на то, что элементарное
преобразование 3-го типа может быть осуществлено применением
преобразований только первых двух типов..

Действительно, осуществить перестановку i'-й и /-й
строк можно при помощи следующих последовательно
выполненных преобразований.

1. К элементам /-й строки прибавляем
соответствующие элементы /-й строки.

2. Новую i-ю.строку умножаем на —1 и прибавляем
к /-й строке.

3. Преобразованную /-ю строку прибавляем к i-й

строке.
4. Преобразованную /-ю строку умножаем на — 1.
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Сказанное проиллюстрируем схемой

XTH-V- iH
2. Использование эквивалентных матриц в алгоритме

Гаусса. Имеем систему (2.1). Рассмотрим матрицу системы

/апап ...

\ttm\CLm<i . . . йтп1

Составим матрицу В, получающуюся из А добавлением
столбца из свободных членов системы (2.1),

В = #21#22

\0>т\йтЪ • • • &тФп

Матрица В называется расширенной матрицей системы.

Легко видеть, что каждому элементарному
преобразованию системы (2.1) соответствует аналогичное^,

элементарное преобразование над матрицей В. Справедливо и

обратное. Поэтому вместо того, чтобы производить в

алгоритме Гаусса элементарные операции над системой (2.1),
нам достаточно проделать соответствующие элементарные
преобразования матрицы 5. Составим матрицу системы (2.4)

С=

jbn ...... bin k \

/0 ... *а,*а"... Ьы k \
о ... ьпкг... ьгп ir

о .о /г+1

0 0 0

о о о

Из сказанного следует, что С го В.

34



Пример.

Дано:

($xt
— х2 + 2лг3 + лг4 = 7,

2aTj + *2 + 4л:3 — 2*4 = 1,

Л*! ЗЛГ2 б*3 + 5*4 = 0.

Определить, является, ли система совместной.

Решение. Составим расширенную матрицу и приведем ее

к ступенчатому виду. Для удобства вычислений переставляем
местами уравнения

-Л —3 —6 5 0\ /1 -3 —6 5 (X /1 -3 -6 5 0\

[2 1 4-2 Пес (Г 7 16 12 IjcOlO 7 16 -12 11.
\5 —1 2' 1 Л/. \0 14 32-24 7/ \0 0 0 0 5/

Данная система несо-вместна.

- § 4. РАНГ МАТРИЦЫ

В алгоритме Гаусса мы последовательным

применением элементарных преобразований переходим от

расширенной матрицы В системы (2.1) к расширенной
матрице С системы (2.4). Причем Вы С. Эквивалентность

эти£ матриц дает возможность сделать важный вывод

о совместности системы (2.1). Для этого предварительно

нам придется ввести одну характеристику матрицы,

инвариантную относительно элементарных преобразований.
1. Минор матрицы. Дана матрица

021088 аы

V#ml#m2

Определителе &-го порядка

ahha'l\h

ahha^kh ••• aikJk

составленный из элементов atjv матрицы, расположенных
на пересечении некоторых ее &-строк (iu и, ...,^) и

некоторых k столбцов (/ь />, ..., jk), называется минором
k-то порядка этой матрицы.
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Очевидно, k^min(m, n).
Например для матрицы /й\ а2 а3\

Ь\ 62 ЬЪ

С\ с% с3

&2 — минор 1-го порядка,

Ь\ 68|
d\ ds\

й\ #2

1 Й ^2

Ь\ Й2 &3

С\ С% С$

di ^2 d3

—

- миноры 2-го порядка,

— минор 3-го порядка.

Легко подсчитать, что, например, различных миноров
3-го порядка здесь будет 4.

2. Ранг матрицы. Если у матрицы все миноры

порядка k^>r равны нулю, а среди миноров ее порядка г

имеется хоть один,* отличный от нуля, то число г

называется рангом матрицы. Очевидно, что ранг
невырожденной матрицы равен ее порядку. Вычисление ранга
матрицы, непосредственно следующее из определения,
является слишком громоздким. Используя элементарные
преобразования матрицы, можно значительно проще
вычислить ее ранг.

3. Неизменность ранга матрицы при элементарных
преобразованиях ее.

Теорема. Эквивалентные матрицы имеют один и тот

же ранг.
Для доказательства теоремы надо показать, что

элементарные преобразования матрицы не меняют ее ранга.
Для этого (см. § 3 п. 1) достаточно рассмотреть только

преобразования первых двух типов. Пусть матрица А имеет

ранг г. Это значит, что все ее миноры порядка, большего г,
равны нулю, а среди миноров порядка г есть хоть один,

отличный от нуля.
* Если какую-либо строку матрицы А умножить на

число X zfi. 0, то при этом любой ее минор окажется
умноженным на X (если он содержит элементы этой строки)
или останется неизменным (в противном случае). Но это

значит, что все миноры, равные нулю, останутся
равными нулю, а все ненулевые миноры останутся
ненулевыми.
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Таким образом, применение 1-го элементарного
преобразования не изменяет ранга матрицы.

Рассмотрим второе элементарное преобразование
—

прибавление к элементам строки матрицы соответствующих
элементов другой строки, умноженных на число а.

Очевидно, эта операция не изменит миноров эквивалентной

матрицы В, которые не содержат измененную строку.

Рассмотрим теперь произвольный минор v£ порядка k

матрицы В, содержащей измененную строку. На
основании свойства определителей (см. введение п. 4) имеем

v^) = ji.W-|-a|i.j*), где |Л*) и p\k)— миноры матрицы А.

Отсюда следует, что если все миноры &-го порядка

матрицы А были равны нулю, то и все миноры &-го

порядке матрицы В также равны нулю. Следовательно, это

преобразование не может привести к увеличению ранга

матрицы. Итак, гв^Га- Как известно, элементарные

преобразования обратимы, поэтому, совершая над
матрицей В обратное преобразование, получим

Таким образом, гв= гА- Из доказанного следует, что

любое конечное число элементарных преобразований
матрицы не изменяет. ее ранга, что и требовалось
доказать.

В заключение отметим, что преобразования 1, 2, 3

(§ 3 п. 1) можно ввести и для столбцов матрицы. Так
как при транспонировании ранг матрицы не изменяется,

то все, что было доказано для элементарных
преобразований строк, сохраняет силу и для элементарных

преобразований столбцов.
/

4. Ранг ступенчатой матрицы. Рассмотрим
ступенчатую матрицу размеров (т X п)

Ып an ain\

I 0 . .. #2,f2 . . . . #2/i I

0 .... arjr ... arn

0 .... 0 ... 0

\0 0 0/
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где Яц, a%iv
порядка г

\ац a\fi2

, arj отличны от нуля. Минор матрицы

О а%^. ■. a%tr

О 0 . • ar.tr

= #11 (h,iq ^0.

Матрица содержит только г ненулевых строк (r^min (m9 п)).
Поэтому всякий минор ее порядка k^>r содержит хотя

бы одну нулевую строку и равен нулю.
Следовательно, ранг ступенчатой матрицы равен г, т. е.

числу ее ненулевых строк.
Простота вычисления ранга ступенчатой матрицы дает

возможность сравнительно быстро подсчитать ранг
произвольной матрицы. Для этого достаточно привести ее

с помощью элементарных преобразований к

ступенчатому виду и подсчитать число ненулевых строк.

Пример.

Дано:

Найти ранг.
Р е ш'е н и е:

А СО

л з

-/=2 1 -

\3 4 -

Л 3 (К

0- -5 -1 со

\0 -5 -1/

"')-1/

/1
°

\о

1

3

-5

0

\

(Ь

-1

0

Следовательно, гд = 2.

§ 5. КРИТЕРИЙ СОВМЕСТНОСТИ СИСТЕМЫ

Вернемся к системе (-2.1). С помощью алгоритма
Гаусса мы провели полное исследование этой системы и

нашли ее решение (в случае совместности). Используем
это для вывода условий совместности системы.

Теорема Кронекера — Капелли. Для того чтобы
система линейных уравнений (2.1) была совместна,
необходимо и достаточно, чтобы ранги матрицы этой системы

и ее расширенной матрицы были одинаковы. Мы обоз-



начили А матрицу системы (2.1), В —ее расширенную
матрицу, С—расширенную матрицу системы (2.4).

Составим еще матрицу системы (2.4)

D=

Ьи ■

0 .

0

0

• • &2,А2 • •

• • • br,kr .

.... 0 .

. fa„

• ь%п

-Ьг,п
. ,0

о о ,0

> Система (2.4) совместна тогда и только тогда, когда

/г+1 = 0. Но в этом случае гс — г и поэтому rc — rD.

Так как С~В, a D^A, то rA= rB=:r. Теорема
доказана.

Следствие. Пусть гд = г&, т. е. система (2.1)
совместна.

Из выводов, полученных при рассмотрении алгоритма

Гаусса, следует, что если г = п (значит, при т = п

detA^O), то система имеет единственное решение (его
можно получить по формулам Крамера).

Если же г<^пу то система имеет бесконечное

множество решений, причем' из п неизвестных г являются

главными, а п — г — свободными.

§ 6. ОДНОРОДНАЯ СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим частный случай системы (2.1), когда

свободные члены ее равны нулю. Тогда получаем систему

[ anxi + 012X2 + •-. + а1пхп = 0,

021*1 4-022*2 + . . . + 02/Л= 0, (2.6)

I Я/л1*1 4~ Ят2*2+ • • • + #/лл*/1= 0,

или ЛХ= 0,

которая называется однородной.
В этом случае (At == Аа ==...== Ая= 0) расширенная

матрица В отличается от матрицы системы А лишь

наличием нулевого столбца. Поэтому гв= гд к по теореме
Кронекера—-Капелли система совместна.
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Таким образом, однородная система всегда совместна.

Одно из ее решении очевидно: это так называемое

нулевое, или тривиальное, решение

Х\ = х% ===... = хп= 0.

Если гд = п, то однородная система имеет

единственное нулевое решение.
Если же Га<С.п, то однородная система имеет

бесчисленное множество решений. Таким образом, доказана

теорема.

Для того чтобы однородная система имела решения,
отличные от нулевого, необходимо и достаточно, чтобы

ранг матрицы системы был меньше числа неизвестных.

Если число уравнений т совпадает с числом неизвестных,

то система (2.6) имеет ненулевое решение тогда и только

тогда, когда
deM = 0.

Решения системы (2.6) обладают следующими свойствами:
1. Если аь а2,..., ая — решения системы (2.6), то

Хаь Ход,..., Хая, где X —-

произвольное число, также

решение системы.

2. Если аь а2,..., ая и рь рв>..., %— какие-либо

два решения системы (2.6), то at-f рь a2-f-p2,..., a„-f-ря
также будет ее решением. Справедливость этих свойств

непосредственно следует из подстановки вместо х% вели-.

чин Хаг и ty-J-fy в уравнения системы (2.6).
1

Заметим в заключение, что для системы (2.6) формулы
(2.5) принимают вид:

( n

\х\= 2 fa**»

I n

■

, ] x2= 2 hkXk (2.7)

I n

\ Xr= S $r>bXb

Здесь для удобства главные неизвестные мы

обозначили

X\t X<2) • • •
> Л/-«
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В матричной форме решение системы (2.6), учитывая
формулы (2.7), имеет вид

Х=

1х,\

хг~

Хп \

2 Pl.***\

п

2 Рл * **

Хг+\

\ *п

где неизвестным xr+1,..., л;Л можно придавать
произвольные значения, или

X= хг+1Хг + *Г+*Х2 +...+ хпХп-г..., (2.9)
где

Хг =

/Р1. /•+« \
2, г+2 \

Рл г+2

О

1

о

1 О

, ... ,Хп-г — о

о

:■
Очевидно, X* (1 = 1,2,... л — г) — частные решения
системы (2.6) (так как при xr+i=l и остальных свободных
неизвестных, равных нулю, Х = Х*). Эти решения
называются фундаментальной системой решений уравнений
(2.6). Если фундаментальная система решений известна,

то любое решение определяется по формуле (2.9).

41



к

Упражнения

1. Матрицу I 0 — 2 3 J элементарными преобразованиями
\ 6 1 2 /

привести к единичной.
2. Пусть А — матрица, содержащая т строк и /г столбцов.

-\, Рассмотрим квадратную матрицу m-ro порядка В-ф у которой
равны нулю все элементы, кроме элемента fyy=l. Показать, что

в матрице аВуА все строки, кроме i-й, состоят из нулей, i-я же

строка ее представляет собой у-ю строку матрицы Л,
умноженную на а.

3. Показать, что элементарные преобразования над матрицей
А могут быть осуществлены ее умножением слева на

соответствующую матрицу С:

а) чтобы умножить i-ю строку матрицы А на число а,

достаточно выбрать

б) чтобы прибавить к *-й строке матрицы А ее у-ю строку,
умноженную на а, достаточно выбрать

G=E + aBifi

в) чтобы переставить местами i-ю и у-ю строки матрицы Л,
достаточно выбрать

C = E-Bu-Bjf + Btj + Bfi

(заметим, что матрица С получается из Е перестановкой 2-й и

у-й строк).
4. Показать, что любую .невырожденную матрицу А можно

элементарными преобразованиями привести к единичной матрице Е.
Если те же преобразования в том же порядке произвести над

матрицей Е, то она приведется к матрице А~1.

Решение.

Матрица А невырожденная. Поэтому элементарными преобра-
*- зованиями она приводится к треугольной матрице, причем все ее

диагональные элементы отличны от нуля. Треугольная матрица
элементарными преобразованиями может быть приведена к диаго-

'

нальной форме. Последняя матрица умножением строк на

соответствующие множители приводится к единичной (см. решение
примера I).

Как мы видели (пример 3), элементарные преобразования над

матрицей А можно выполнить умножением ее слева на

соответствующие матрицы С.

Поэтому получаем
GjGg • • • LfpA = £-.

- Значит,
GiGg ••• Ср ==*А ,

или

^iC/g •.i C/jp£ :^ A •



5. Используя результаты примера 4, найти обратную матрицу
для ,матриц:

6. Найти ранги следующих матриц:

7. Решить систему методом Гаусса

1^*1
— <3*2 -|- *8 = — 1,

•^i 4~ х2 4~ ^з== б,

&*i + *2 — 2*3 = — 1.

8. Решить систему методом Гаусса

Z*j —• 0*2 -J— оХ§ — Х^ -j- Х§ = 5,

*х — 5*2 + *3 — 2*4 + 3*5 = 10,

3xt + 4*2 — 2*3 + *4
— *б = — 12,

— лгА + 3*2 + 4*3 + 2л:4 + 2*5 == Ю,

4*! +х2 — 2*з + *4 + 4*5 = 1.

9. Исследовать системы уравнений. В случае совместности

системы найти .ее решение.

12*!
— 3*2 + 5*3 == 0,

8*1+2*3-*з = 21, ^

2*х +П*2—16*8 = 21.

2*j -|- *2 -J" 3*з — *4 4" ХЬ == 2»

I *1 — ^-*2 4" *3 4* &%А — *5 == 1
у

б) { 3*! + 4*2 + 5*з — 5*4 + 3*5 = 3,

*! 4- 3*2 4" 2*з — 4*4 4- 2*5 = 1,

к 5*х — 5*2 + 6*з 4" 8*4 — 2*5 = 4.
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в)

( Ьх^ + Зл:2 4- 2лг3 4- бл*4 4- 4лг5 =

Злг! 4 5^2 + 2;v3 4 ^4 4 7л:5 =

Зл*! 4 9л:2 4 3*з + Юл-4 4 8jc5

{ Юл*! 4 2л*2 + Зл-3 4- ?*4 4 ?**

-б,

-19,
= -24,
= -7.

-10. При каких X система

((5 — I) х — Зу 4 2^ = 0,

|блг—(44^)^+42 = 0,
14л: — 4у 4- (5 — X) z = О

имеет ненулевые решения? _^

11. Исследовать систему при различных значениях X.

Х1 ~\~ ^Х2 Ч" -*3 = U

xi + x2 + lxs = L

/

12. Найти общее решение и фундаментальную систему
решений системы уравнений

хх 4 2лг2 4 4лг3 — Злг4 = О,

Зл^ 4 5л:2 + 6л:з ~ 4л:4 = О,

4л*! 4~ 5л:2 — 2xz 4" Зл*4 = О,

I 3*! 4- 8л-2 4 24лг8 — 19л:4 = 0.

13. Имеем систему АХ = 0, где А-

anai2...ain

а21а22 ••• а2П

Х = и det Л = 0. С помощью элементарных преобразований

над столбцами матрицы А образуем нулевой столбец (пусть это

будет у'-й столбец). Те же элементарные преобразбвания
произведем над матрицей Е. Показать, что )'-й столбец матрицы,
полученной из £, образует решение (не нулевое) данной системы.

14. Используя результаты задачи 13, найти какое-нибудь не
нулевое решение системы задачи 12.
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Глав а 3

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
И ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ I. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1. Определение. Если некоторые величины уи

#2,..., ут выражаются линейно и однородно через
величины хи *2,..., хП9 т. е.

У\ = fluXi + ^12^2 +...+ ащхп

У*= 021*1 + а^Хч -(-... -f- a*nxn (3.1)

Ут— Ctm\X\ H- #m2#2 -f- • • • "f" атп%П9
или сокращенно

n

Hi =2 в//*/. (i = l,2,...f m),

где a,-y—произвольные числа, то такое преобразование
величин хи *2,..., хп в величины г/ь #2,..., ут
называется линейным преобразованием.

Из коэффициентов линейного преобразования (3.1)
можно составить матрицу А размеров (т^п)

ап... а1п

aml ...am

которая однозначно определяет это линейное

преобразование (и в свою очередь им определяется) и называется

матрицей линейного преобразования.
Если ввести еще матрицы-столбцы

Х=

k %п '
*

Ут '

то линейное- преобразование можно записать в матричной
форме

Y= AX, (3.2)

где АХ
—

произведение матрицы А на матрицу-столбец X.
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В качестве примера напомним формулы
преобразования координат точки М {хи"Хъ) плоскости при повороте
системы декартовых координат на угол а (см. рис. 1).

Как известно, координаты (уи */.2) точки М в новой

системе координат выражаются через координаты (хи х*)
в первоначальной системе

координат в виде

ух = х\ COS а -\- лг2 sin а,

у2 =
— х\ sin а -f- #2 COS а.

Таким образом,
преобразование координат точек

плоскости при повороте
осей на угол а являемся
линейным *

преобразованием, матрица которого

cos a sin а
**х,

Рис. 1
А =

-^-sma cos a

Это линейное преобразование в матричной форме имеет

вид

уЛ J cos a sina\ / Х\у

Уъ I \
— sin a cos-a/ \ Хъ1

2. Свойства линейного преобразования. Линейные

преобразования обладают дбумя основными свойствами,
которые следуют из соответствующих свойств матриц,

1) A(Xt + X*) = AXi + AXb

2) А(кХ)=\(АХ).
3. Операции над линейными преобразованиями.
а) Сложение преобразований. Рассмотрим два линейных

преобразования величин хи хъ ..., хп соответственно
в величины уи Уъ ..., ут и ги z2, ..., гт т. е.

п

7 = 1 г

Zf. ■■ 2 bhxi>
J=i
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или в матричной форме
Y = AX,

Z = BXt
где

A = (ah), В = (Ьи), Х =(?\ У = (У\ \ Z= (*\\
\Хп/ \Ут) ' Vml

Тогда суммой линейных преобразований называется

преобразование величин хи ..., хп в величины uiy ..., ит$

определяемое соотношениями

п

Ui = yiJr*i:= ^\^ij+ bij)xj, i = 1,2, ..., т.

Полученное преобразование также является

линейным, а его матрица

C= (ciJ) = (aij+bij) = (aij) + (bij) = A + B.

б) Умножение преобразования на число X. Наряду
с линейным преобразованием

п

yi=^ctijXj\ г == 1,2, ..., т,
>= 1

или в матричной форме

Y =AX

рассмотрим преобразование

п

zt = ^hhjXfi i = 1, 2, ..., m.

/=i

Это преобразование называется произведением первона-
чального преобразования на число X. Оно является

линейным, а его матрица

Я = (й|у) = (Ха|у)=ХЛ.

в) Произведение преобразований. Рассмотрим теперь
линейное преобразование величин хи ..., хп в величины

Уи Уъ ••-, уР и последующее линейное преобразование

.
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величин уи ..., УР в величины zu г2, ..., гт, т. е.

#* = 2 fl*y*/' *=1. 2 р (3.3)

и

р

Zi=^bikyk, i=l, 2, ..., m, (3.4)

или в матричной форме

Посмотрим теперь, как выражаются величины zu z2, ...

..., 2т через величины хи #2, ..., *л. Для этого подставим

yk из.выражения (3.3) в выражение (3.4).
Используя матричную форму записи линейного

преобразования, получим

Z = BY =B(AX) = (BA)X= CX.

Отсюда видно, что преобразование переменных х{ в

переменные Zi является линейным и имеет матрицу С= ВА.
В развернутом виде это преобразование можно записать

так:
п nip \

zi = 2 cuxj= 2 2 fc*fl*/ */•
'

(З-5)

Преобразование (3.5) называется произведением
преобразования (3.4) на преобразование (3.3).

Фактически именно эта особенность,
последовательного применения двух линейных преобразований,
является причиной данного ранее определения произведения

матриц.

г) Обратное преобразование. Пусть
Y = AX, (3.6)

где А — квадратная невырожденная матрица. Тогда можно

однозначно выразить переменные хи ..., хп через уи ..., уп.
По формуле (2.3) получаем

X= A~1Y,

Это преобразование, очевидно, является линейным, оно

называется обратным преобразованием для
преобразования (3.6).
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Как видно, матрица обратного преобразования
является обратной для матрицы Л. Отсюда следует, что

однозначное обратное преобразование существует только тогда,

когда матрица А невырожденная. В этом случае, и само

преобразование называется невырожденным. Если же

А — вырожденная матрица, то и преобразование
называется вырожденным.

§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Во всем последующем изложении существенную роль
будут играть множества элементов произвольной природы,
для которых определены некоторые операции,

подчиняющиеся определенным ограничениям (аксиомам).
Такие множества называются «пространствами», а их

элементы — «точками» или «векторами» этого пространства

и в последнем случае обозначаются так же, как

векторные величины в геометрии х, у, —
С самого начала следует подчеркнуть, что «векторы»

таких абстрактных пространств, как правило, ничего

общего не имеют с обычными (изучаемыми в геометрии)
векторами (в плоскости или пространстве). Элементами
абстрактных пространств могут быть функции, матрицы,
некоторые системы чисел и т. д., а в частном случае и

обычные векторы. Сами абстрактные пространства
отличаются друг от друга лишь числом и характером
вводимых на них операций и аксиомами, определяющими эти

операции.
1. Числовое поле. Числовым полем К называется

множество чисел а, (3, f, ..., если для любых а и (3 из

множества К числа а-|-р, а— р, ар и | (в последнем

случае р Ф 0) также принадлежат этому множеству.

Например, множество чисел вида a-\-bV% где а и Ь —

любые рациональные числа, образует поле. Действительно,

для любой пары чисел а= а+ бК2 и $ =c-\-dV2
получаем:

__

1) a±$ = {a±c)-\-(b±d)V2t
2) ap = (ас+ 2bd) + {ad + be) V%
^

a ac — 2bd , be — ad лГ~пГ
6> J

—

c1 — 2d* "Г c2 — 2tf8 К Z>

т. е. числа того же вида;
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Очевидно, что множество чисел того же вида a -f- bY%
где а и b целые числа, поля не образует.

Легко показать, что множества рациональных,
вещественных и комплексных чисел образуют числовые поля.

2. Линейное пространство. Аксиомы линейного

пространства. Линейным пространством над числовым полем

К называется множество R элементов, которые будем
называть векторами и обозначать х, у, Z, ..., если:

1) указан закон, согласно которому любой паре

векторов x£R и y£R* однозначно ставится в

соответствие вектор z£R. Вектор'г называется суммой векторов
х и у и обозначается

г =х+у;

* 2) указан закон, согласно которому каждому числу X

из поля К и любому вектору х £ R однозначно ставится

в соответствие вектор z (~R. Вектор z называется

произведением вектора х на число X и обозначается z=^x

(или г= л;Х);
3) введенные в пп. 1 и 2 операции сложения векторов

и умножения вектора на число удовлетворяют следующим

условиям (аксиомам):
а) х+у=у+х;

б) (х -\-у) + *= •* + (У + г) Для любцхх9у и z из Я;

в) существует элемент 0^7? (нулевой вектор), такой

что х-\-0=х для любого x(^R\
г) для каждого X^R существует такой вектор у ^R9

что х-\-у= 0-

Вектор у называется противоположным вектору х и

обозначается —х\

д) \.х=х для любого x£R;
е) а (фх) =Х<$) X Для любого X^R и любых чисел

а и р из К\

ж) (а -f- р) х = ал: + pje для любого х £R и любых

чисел а и р из /С;

з) а(#+з/) = ал:-|--ау для любых х и у из R и любого
числа а из К.

Из этих аксиом едедует:

1. В линейном пространстве существует единственный

нулевой вектор.

* Запись х £ R означает, что х — элемент множества R.
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2. В линейном пространстве каждый вектор имеет

единственный противоположный вектор.
3. Для любого элемента х £ R имеет место равенство

0л: = 0.

Для любого вектора х £ R противоположный вектор
равен

—-х= (— \)х.

Существование противоположного вектора определяет
возможность введения для векторов линейного
пространства операции вычитания, как операции обратной
операции сложения.

Назовем разностью векторов хну вектор г (который
обозначим z = x—у), удовлетворяющий равенству

г-\-у= х.

Прибавляя к обеим частям этого равенства элемент —у
и учитывая, что

у + (-у)=о>
получаем

z= x + (—у).

При изучении общих абстрактных линейных

пространств в дальнейшем будем предполагать, что векторы
этих пространств обладают только свойствами,
вытекающими из приведенных при определении линейного

пространства аксиом. Таким образом, для векторов общего

(абстрактного) линейного пространства не введены такие

привычные для нас из геометрии свойства, как длина

вектора, угол между векторами, площадь параллелограмма
или объем параллелепипеда и другие так называемые

метрические свойства.

Наделение векторов линейного пространства
различными метрическими свойствами (в тех случаях, когда они

необходимы) естественно сужает общность характера
линейного пространства и приводит к более частным случаям,
с некоторыми из которых мы познакомимся в дальнейшем.

3. Примеры линейных пространств. Приведем
следующие примеры некоторых- конкретных линейных

пространств:
1. Множество всех вещественных чисел с обычными

операциями сложения и умножения.
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Будет ли это множество линейным пространством над

некоторым числовым полем? Рассмотрим частные случаи

при специальном выборе числовых полей:

а) над полем рациональных чисел это множество будет
линейным пррстранством;

б) над полем вещественных чисел это множество также

будет линейным пространством;
в) над полем комплексных чисел это множество

линейного пространства не образует (так как произведение
действительного числа на комплексное число, вообще
говоря, есть комплексное число).

2. Множество всех комплексных чисел образует
линейное пространство над любым из рассмотренных в

примере 1 полей.
3. Множество всех рациональных чисел образует

линейное пространство над полем рациональных чисел. Над
полем вещественных или комплексных чисел это множество

линейного пространства не образует.
Наиболее важными как в теоретическом, так и в

прикладном отношении являются линейные пространства над
полем вещественных чисел (вещественные линейные

пространства) и над полем комплексных чисел (комплексные
линейные пространства). В настоящей книге всюду в

дальнейшем рассматриваются только эти два типа линейных
- пространств. В тех случаях, когда тип линейного

пространства либо очевиден, либо, не существен для
проводимых рассуждений или пояснений, характер выбранного
поля не указывается. Во всех же случаях, когда он

оказывается существенным, специально отмечается, является

ли рассматриваемое линейное пространство вещественным
или комплексным.

4. Рассмотрим множество всех свободных векторов
в пространстве с обычными операциями сложения

векторов и умножения вектора на вещественное число. Как
известно из курса аналитической геометрии, эти операции
удовлетворяют аксиомам а) — з). Поэтому это множество

является линейным (вещественным) пространством, которое
обозначим У3. Аналогично множество всех векторов,
параллельных одной плоскости, образует линейное

пространство, которое обозначим V*.
5. Рассмотрим множество элементов, каждый из

которых является упорядоченной последовательностью из п-

чисел, принадлежащих полю /(. Элементы (векторы) этого
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множества будем обозначать

ЛГ = (аь ..., ая), у = $и Pa, •-, Р«), .••

*

Операции сложения векторов и умножение вектора на

число введем по правилам

■*+3> = (а1 + Рь а2 + р2, ..., ая + ря),
Хх= (Ха1, Ха2, ..., ^*Л).

Введенные операции удовлетворяют всем аксиомам

линейного пространства. Значит, это множество является

линейным пространством, которое обозначим Тп. Очевидно,
что нулевой вектор из Тп имеет вид

0 = (0, 0, ..., 0).

6. Множество всех многочленов степени, не

превосходящей п, с обычными для многочленов операциями
сложения и умножения на число. В этом пространстве

векторы х, у ... имеют вид

x=AJ*+ Alt*-* + ... + Ant

где Л0, Аи -., Ап— произвольные числа; t—переменная.
7. Пространство С (а, Ь). Множество^ всех

вещественных непрерывных на отрезке a^t^b функций с

обычными для функций операциями сложения и умножения
на число. Векторы х, у из С (а, 6), их сумма и

произведение на а имеют вид:

*= /('). У = ?(*),

8. Множество всех функций вида

aef-^be"*, —оо</<[оо,
где а и Ь — произвольные вещественные числа.

Легко проверить, что в примерах 4—8 выполняются

все условия и аксиомы линейного пространства.

Соответствующую проверку рекомендуется выполнить читателю.

4. Подпространство. Пусть множество R образует
некоторое линейное пространство, ^тогда всякое

подмножество (т. е. всякая часть) множества R> элементы

которого в свою очередь образуют линейное пространство

(с теми же самыми операциями сложения и умножения
на число, что ив/?), называется подпространством
линейного пространства R.
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Очевидно, единственный нулевой вектор 0 £ R и

пространство Д являются соответственно наименьшим и

наибольшим подпространствами линейного пространства К-

Покажем, что для того, чтобы подмножество L
множества R было подпространством линейного пространства R,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) если х £ L и у£Ь, то х -р у £ L\
2) если х £L и I — любое число, то lx £ L.

Необходимость следует из того, что эти условия
должны выполняться для любого линейного пространства.
Для доказательства достаточности надо показать, что при
этом выполняются все 8 аксиом линейного пространства,
Справедливость аксиом а), б), д), е), ж) и з) очевидна.

Докажем выполнимость аксиомы-в). Так как по

условию, если X^L, то ax^L при любом а, то, полагая,
а = 0, видим, что

0*=0£L.

Нох + 0=х(^Ьи, следовательно, аксиома в) верна.
Для доказательства аксиомы г) положим а= —1.

Так как если х £ L, то (— 1) х £ L, а (— 1) х есть

вектор, противоположный вектору х, то подмножество L
вместе с любым элементом х содержит и

противоположный ему элемент, что и доказывает выполнимость

аксиомы г).
Например, в пространстве У3 векторы параллельные

некоторой плоскости образуют подпространство. (Это
подпространство является пространством У2.)

§ 3. БАЗИС ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА

Как известно, в пространстве К3 каждый вектор можно

единственным образом разложить по трем
некомпланарным векторам, которые называются базисом пространства
Уз- Рассмотрим вопрос о построении базиса в

произвольном линейном пространстве R. Предварительно введем

некоторые важные понятия.
•

-

1. Линейная зависимость векторов. Если хи X*, ..., хп
суть векторы линейного пространства /?, а аь а2, ..., ая —

произвольные числа из поля /С, то выражение

«1*1 + o**a+ ... +а„лгА

называется линейкой комбинацией векторов хи Хь -.., хп.
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Числа аь а2, ..., аЛ называются коэффициентами этой

линейной комбинации.
Если линейная комбинация векторов хъ Хъ •

•> хп

обращается в нуль только тогда, когда все коэффициенты аь

а2, ..., аЛ равны нулю, то векторы Хи Хъ ..., Хп
называются линейно независимыми. В противном случае, т. е.

когда, равенство

&iX\ -\- а2л;2 -|- • • • ~Ь апХп— О

возможно при условии, что хотя бы один из

коэффициентов аь ..., аЛ отличен от нуля, векторы Хи Х%, •.., Хп
называются линейно зависимыми.

Заметим, что любая совокупность векторов хи Хъ ..., хп,

содержащая нулевой вектор, линейно зависима. В самом

деле, пусть Xi = 0. Тогда, полагая а^
===== 1; а2 == а3 =

= ..,= ад==0, получаем,

1х1-\-0х% + ...^0хя=Ю-\-0х%+ ... + 0'хя = 09

и так как а^О, то Хи Хъ, •••, Хп линейно зависимы.

Точно так же очевидно, что система векторов лгь
Хь •

•, Хт содержащая совокупность линейно зависимых

векторов, также линейно зависима. Покажем теперь,
что векторы Хи Хъ •••, хп линейно зависимы тогда и

только тогда, когда хотя бы один из них можно пред-
ставить как линейную комбинацию оставшихся.

Пусть Хи Хъ • •
•, хп линейно зависимы. Это

значит, что существуют такие аь а2, ..., ая, не все равные

нулю* что

&\Х\ -\- а2л?2 -f-... -f- япХп= 0.

Примем для определенности, что ап =£ 0. Тогда очевидно

V* а1 у аП-\ у
Лд

~

**1 • • •
~

•A'rt-l*

Обратно, пусть один из векторов, например Хп, можно

представить в виде

Хп= fiXx + p**i+ v
• + Рл-1*«-1-
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Тогда
— Pi*i -т М*— ...

— Ря-1*„-1 + lXn= О,

т. е. векторы линейно зависимы.

2. Размерность линейного пространства. Если в

линейном пространстве R существует п линейно
независимых векторов, а любые п +1 векторов этого

пространства линейно зависимы, то линейное пространство
называется n-мерным. Число п называется размерностью

пространства.

Например, пространства У2 и У3 соответственно двух- и

трехмерные.
Если в линейном пространстве R существует линейно

независимая система из любого числа векторов, то оно

называется бесконечномерным. Например, пространство
С (а, Ь) —бесконечномерное.

В линейной алгебре изучаются только конечномерные
пространства.

3. Базис линейного пространства определение. Система

{е} из п линейно независимых векторов n-мерного
пространства

e?i, с?2, . • •
, Вп,

заданных в определенном порядке, называется базисом

этого пространства.

Например, в пространстве V3 базис образуют любые

три некомпланарных вектора, заданных в определенном
-

порядке, а в пространстве У2 базис образуют любые два

неколлинеарных вектора.

Теорема. Любой вектор х, n-мерного пространства
можно, и притом единственным образом, разложить по

базису этого пространства еи е^, ..., еп.

Действительно, векторы

х, в\, с% ..., вп

линейно зависимы (так как их число равно п-\-1) —
значит можно составить выражения

ЩХ + а^! -j- а2<?2 + .../+" ЬпРп = О,

в котором хотя бы одно из чисел а0, аьч а2, ..., ал отлично

от нуля.
В данном случае а0 ^ь О, так как в противном случае

окажется, что базисные векторы линейно зависимы. По-
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этому имеем .

x =— c£-el — ...
— ^en=xle1-\-...-\-xnen. (3.7)

«О а0

Таким образом, любой вектор х можно представить в виде

линейной комбинации базисных векторов.
Покажем, что это разложение единственно. Если

предположить, что наряду с ним имеется разложение

то, вычитая его из разложения (3.7), получим

О = (*i — *?) е + (*« — 4) ^2 + • • • + (*л — х*п) еп-

Так как векторы еи ..., еп линейно независимы, то

последнее равенство возможно только при условии

Х\ Л| — U, . ..
, Xfi Xfi — U,

т. е.

Xi = Xif •••> Хп— лп,

что и доказывает' единственность разложения (3.7).
Таким образом, если в д-мерном пространстве выбран

некоторый базис, то пользуясь разложением (3.7), можно

установить взаимно однозначное соответствие между
векторами этого пространства и упорядоченными
последовательностями из п чисел (хи #2, ..., хп).

Числа хи #2, ..., хп называются координатами
вектора х в базисе еи е%, ..., еп- В этом случае будем
писать х= {хи **,...,*„} (или х = (хи х%, ... х„)). Из

теоремы следует, что два вектора х= Xi£i ~\-... + хпеп и

y = t/iei-\-...-\-ynen я-мерного линейного пространства,
в котором задан некоторый базис, равны тогда и только

тогда, когда их координаты в этом базисе равны, т. е.

когда

xi = yu х*=Уь ..., хп= Уп-

Очевидно, что если в пространстве выбрать другой базис,
то тот же вектор х будет иметь другие координаты.

§Л ДЕЙСТВИЯ НАД ВЕКТОРАМИ В КООРДИНАТНОЙ
ФОРМЕ

1. Линейные операции над векторами в координатной
форме. Покажем, как осуществляются в координатной
форме операции сложения и умножения на число вектор

ров /г-мерного линейного пространства, в котором выбран
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некоторый базис {#}. Так как всякий вектор из /? можно

представить и притом -единственным образом в виде

линейной комбинации базисных векторов, т. е.

)Г= ум + У*е* +... + упеп,

то на основании аксиом, которым удовлетворяют
операции сложения и умножения на число (учитывая, что

et^R)f имеем \

x+y= (xiei+... + xjen)-{-(y1e1 + ... + ynen) =
= (xi + у\) ei +...+ (хп + уп) еп

\х = X (ххвх 4- • • • + Xrfin) = x*i*i + • • • + *хпеп.

Таким образом приходим к следующей теореме.
Если векторы n-мерного линейного пространства

заданы своими координатами относительно некоторого

базиса {е}, то при сложении векторов или умножения их

на число X координаты векторов соответственна
складываются или умножаются на X.

Таким образом:

х-\-у= {хг+.уи *2-f#2, ..., хп4-уп}у
Хх = {кхи Хх2, ..., Хх„}.

Поэтому, если

у= ахХг + а2ЛГ2-f... + атЛГт,

где *i = {*ii, Хп, ..., *1Л},
ЛГ2 = {*2Ь *22, • • •

, #2я}>

•^Ш i-^mb -*7w2» • • •
t Xmn\,

У={Уи Уъ .-., Уп}>
ТО

У\
= ai*n + ВДн + '-•• + «яЛиь

i/2 =а^ + а2*22 -}-... + ат#т2,

2. /Признак линейной зависимости и независимости

векторов. Имеем систему векторов

Х\, «#2, ...» #/я (3.8)
л-мерного пространства R.
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Приравняем нулю их линейную комбинацию

О1^1+«аЛ:а + ... + а||1д:т = 0. (3.9)

В силу результатов предыдущего пункта (полагая у = 0)
получаем систему

#11а1 -f- #21а2 -f~ ... -f- Хт\&т :== 0»

Хп*\ + Хм*$ + . .. + Хт&т— 0, (3.10)

. ХщО.1 + Х2пЧ + ... + Хтп^т= 0.

Матрицу этой системы

(Х\\ #21

#12 Х%2

\Xin Хъп

столбцы которой составлены из координат векторов
хи Хь . •

•, хт> обозначим Мт и сокращенно запишем в

виде

fXn
<

.Мт= (Хь Х2, ..., Хя), где Х, = | *!* ]; * = 1, 2, ...т.

Соотношение (3.9) эквивалентно системе (3.10). Поэтому
векторы системы (3.8) линейно зависимы тогда и только

тогда, когда система (ЗАО) имеет ненулевое решение аь
&2> • • •

» ат-
Иначе векторы системы (3.8) линейно независимы тогда

и только тогда, когда ранг матрицы Мт равен т (т. е.

числу векторов системы).

Пример.

Векторы
Х\ — 2в^ -f- в% + £4>
*2 = *i

—

е2 + 2ez
— £4,

«#3 == ^1 I ^2 | ^3
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линейно независимы, так как ранг матрицы

м,=

равен 3. ч

Следствие 1. Если любой вектор пространства R
можно разложить по п линейно независимым векторам еи

е%, •.., ет то пространство является п-мерным.
Для доказательства этого нам надо показать, что

любые /г —|— 1 векторов хи х2, ..., xn+i пространства R
линейно зависимы. По условию

Xi= ^j Xikek-
k = \

Матрица Mn+i из коэффициентов разложения имеет теперь
п строк и п + 1 столбцов. Значит, ее ранг не

превосходит п, т. е. векторы Хи х*, ..., хп+\ линейно зависимы.
Таким образом, размерность пространства можно

определить числом базисных векторов, если понимать базис

как совокупность линейно независимых ректоров, по

которым разлагается любой вектор пространства.
Следствие 2. Имеем базис пространства R: еь

еъ .
•., еп и систему из г линейно независимых векторов

Хи Хъ •••> •*/■• Покажем, что из базиса можно выбрать
такие п — r векторов, чтобы они вместе с векторами хи
лг2, ..., хг образовывали базис этого пространства.

Мы знаем, что ранг матрицы Мг=(Хи' X*, ..., Хг)
равен г. Не ограничивая общности, будем считать, что

не равен нулю определитель, содержащий первые г строк.
Рассмотрим систему векторов хи X*,..., хп ег+и -,еп-

Ранг матрицы

Мп=

f*ll *21

Х\г Х%г

Хг\

. . . Хгч

О 0 .

0 0 .

..01

.. о

\#1я #2л

... хгг 0 0 ... 0

...*ЛГ+, 1 0 ... 0

х„ 0 0 ... U
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равен п, так как

detMn=

Х\\ #21 ••

Х\ч Хм . .

Хг\

Хг2 ^о.

I Х\г Х%г ... Xt

Значит векторы хи хъ •••, хг, ег+и ..., еп линейно

независимы и, следовательно, образуют базис пространства.

3, Ранг системы векторов. Максимальное число

линейно независимых векторов системы (3.8) назовем ее

рангом.

Теорема,
Ранг системы векторов (3.8) равен рангу матрицы из

координат этих векторов в некотором базисе.

Пусть ранг системы векторов (3.8) равен г. Значит,
в ней имеются г линейно независимых векторов. В силу
результатов предыдущего пункта ранг матрицы Мг из

координат этих векторов равен г. Но матрица Мг
является частью матрицы Мт из координат всех векторов
(3.8). Поэтому ранг матрицы Мт не меньше г. Но он не

может быть больше г, так как в этом случае среди
векторов системы (3.8) нашлись бы более чем г линейно

независимых векторов. Итак, ранг матрицы Мт равен г.

Следствие. Ранг матрицы равен максимальному
числу ее линейно независимых столбцов {или строк).

Пусть дана матрица

/ап #12 ...' а1т
'

Д _ I #21 #22 #2т

\Ял1 #«2 ... йпт>

Будем рассматривать ее как матрицу координат векторов

fair

Будем считать, что столбцы матрицы линейно

независимы (или зависимы), если независимы (или зависимы)
соответствующие им векторы A-t. Тогда из теоремы
следует, что ранг матрицы А равен рангу системы векто-
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ров At, т. е. максимальному числу линейно независимых

столбцов. Так как при транспонировании ранг матрицы
не меняется, то аналогичное утверждение справедливо и

для строк. Отсюда, в частности, следует, что

определитель матрицы равен нулю, тогда и только тогда, когда ее

строки (или столбцы) линейно зависимы.

В заключение отметим\ что повторяя выкладки п. 3 § 3

этой главы, легко показать, что если ранг системы

векторов (3.8) равен г* то любой вектор этой системы

можно однозначно разложить по ее г линейно

независимым векторам.

Примеры.

1. Имеем пространство Тп. Рассмотрим векторы

*1==0. 0, ... 0), е2 = (0, 1, ... 0), *я = (0, 0, ... 1),

покажем, что они линейно независимы.

Действительно, из равенства нулю линейной комбинации

«1*1 +«Л+ ••• + ««*« = 0

следует
K«i, •••> ая) = 0=(0, 0, ..., 0),

т. е

Далее, любой вектор х = (хи лг2, ...,чл:л) разлагается по векторам

*1> #2» • • •
» &п> «Я ==: -^1*1 + • • ■ + Xn&ti'

Поэтому пространство Тп есть «-мерное, а векторы еь е2, ..., еп
образуют его базис.

2. Как мы знаем, пространство 'функций вида / (t) = aet + be~*
является линейным. Его размерность равна двум. Это следует из

того, что функции et и еч линейно независимы (равенство а^ +
-\-а2е~*~0 справедливо лишь при а1 = а2 = 0) и образуют базис.

3. Имеем векторы

*i= {1,2,-1},
х, = {2, 0, 3},
*з = {<*, 1, 2}.

Подобрать а так, чтобы эти векторы были линейно зависимы.

Векторы линейно зависимы, если

1 2 а

2 0 1

—13 2

13
=0, отсюда а= -г-,

о

4. Пространство решений линейной однородной
системы. Рассмотрим множество всех решений некоторой
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однородной системы линейных уравнений. Известно
(гл. 2 § 6), что сумма решений этой системы и

произведение любого ее решения на число также являются

решениями этой системы и при этом выполняются все

аксиомы линейного пространства. Поэтому множество

решений однородной системы линейных уравнений
является линейным пространством.

Найдем его размерность и базис.

Теорема, Размерность пространства решений линейной

однородной. системы уравнений с п неизвестными равна
п — г, где г — ранг матрицы системы.

Действительно, как было показано в гл. 2 § 6, любое

решение однородной системы можно представить в виде

X= av+iXi -f- хг+ъХъ -}-... -|- хпХп_г.

Поэтому для доказательства теоремы нам достаточно

показать, что решения Хи Хъ ..., Хп._г линейно независимы.

Составим матрицу Мп.г = (Хи Хъ .

jft.r+i Pi.r+a
"

Ранг этой матрицы равен п — г, так как минор

матрицы, составленной из ее столбцов и последних п — г

строк
1 0 ... 01

10 1 ... 0
1.

0 0 .... 1

-Значит, решения Хь Х2, ... Хп_г линейно независимы

и их можно принять за базис пространства решений.
Любой базис пространства решений называется

фундаментальной (или основной) системой решений.
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Упражнения

1 *. Образуют ли линейное пространство многочлены:

а) степени я, б) степени, меньшей или равной /г, в) степени,
большей или равной п (/г^О)?

2. Доказать, что квадратные матрицы /г-ro порядка образуют
линейное пространство.

'

3. Образуют ли линейное пространство все векторы плоскости,
не параллельные некоторой оси?

4. Образуют ли линейное подпространство векторы плоскости,
концы которых лежат в 1-й четверти (предполагаем, что векторы
откладываются от начала координат)?

^

5. Перечислить все подпространства трехмерного пространства.
6. Образуют ли подпространство в пространстве R

всевозможные линейные комбинации данных векторов д^, jc2, ..., хп из Ю
7. Будут ли линейно зависимыми векторы

а) *1== (1,2,3), jc2 = (3,6,7);
б) х, = (5, 4, 3), х2 = (3, 3, 2), х, = (8, 1, 3)?
8. Можно ли в пространстве многочленов степени не выше

второй выбрать за базис многочлены:

а) 1 +1\ 1 —1\ l + 2*;
б) \+t2f 1—1\ 1+2*»?
9. Имеем систему АХ=^0, где /

А =
а21 а2

и X

Пусть матрица А имеет ранг г, тогда с помощью

элементарных преобразований над столбцами матрицы А можно образовать
матрицу В сп — г нулевыми столбцами. Проведем такие же

преобразования над столбцами матрицы Е> получим матрицу G.
Доказать, что столбцы матрицы (3, соответствующие нулевым

столбцам матрицы В, образуют фундаментальную систему решений
данной системы уравнений.

10. Используя результаты задачи 9, найти фундаментальную
систему решений следующей системы:

х± + х2 — xs + Xi = Oj

Xi — x2 + xs + Xi = 0;

Зл*! + x2 — xb + Sxi = 0;

Xa Xo = U.

11. Найти размерности всех подпространств трехмерного

пространства. Выбрать базис в каждом подпространстве.

* В этом примере и во всех последующих предполагается, что

операции сложения и умножения на число элементов пространства
вводятся обычным образом.
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12. Найти размерность линейного пространства, образованного
квадратными матрицами /г-го порядка.

13. Показать, что векторы е1 = (2, 1, —3), £2 = (3, 2,—5), е3 =
= (1,—1, 1) образуют базис трехмерного пространства. Найти
координаты вектора х = (6, 2, —- 7) в этом базисе.

~~

14. Дана матрица А ранга г. Используя элементарные
преобразования столбцов, выбрать такие г столбцов матрицы, чтобы
построенная из них матрица имела ранг г.

15. Имеем систему из т векторов ранга г. Используя
результаты задачи 14, выбрать из них г линейно независимых векторов.

16. Имеем систему векторов jci = (1, 1, 1), je2 = (0, 0, 1), х3 =
= (2, 2, 3), х, = (2, - 1, 0), х5 = (1, 2, 1).

Выбрать из них максимальное число линейно независимых

векторов.

Г л а в а 4

ЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР

§ 1. ЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР

1. Определение. Рассмотрим два линейных

пространства R и Rx над полем/С. Оператором А называется

любое правило, согласно которому каждому вектору х £ R
ставится в соответствие единственный вектор у £ Rv что

символически записывается в виде

у = Ах.

Вектор у называется образом вектора" х, а вектор
х — прообразом вектора у.

Очевидно, что оператор А представляет собой

обобщение известного из анализа определения функции на

случай, когда областью задания функции является

произвольное линейное пространство R, а область значений

принадлежит пространству /?,.
Оператор А называется линейным, если выполняются

следующие два условия:
~

1) А (х1-{-х2)==Ах1 ~гАх2
для любых хх и х2 из R (условие аддитивности);

2) A (kx) = \Ax

для любого х £ R и любого X из поля К (условие
однородности).

Полагая Х = 0, имеем Л0 = 0, т. е. линейный

оператор преобразует нулевой вектор в нулевой.
В дальнейшем, если не будет оговорено противное, мы

будем рассматривать только линейные операторы, поэтому
слово «линейный» часто будем опускать.

^
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Если А—линейный оператор, то множество L всех

образов -

у=Ах x£R

образует подпространство линейного пространства Ru
Это подпространство называется пространством образов.

По определению оператора, L является

подмножеством Rx (так как у £ Rx). Остается лишь доказать (ой.
гл. 3 § 2 п. 4), что:

1) если yx£L и y*£L, то у^+Уг^Ц
2) если у £ L, то by £JL

Так как у1 =Ахи У\ = Ахь то

Л +Д>2 =Л (*i + дга) = Л*3 £ Ь.

Точно так же

что и доказывает наше утверждение, Так как L либо

совпадает с Ru либо является его частью, то

преобразование R в L с помощью оператора Л, что будем
обозначать L==AR9 называется отображением
пространства R в 'Ri.

Очевидно, размерность пространства образов L не

превышает размерности пространства R.

Действительно, оператор Л переводит линейную
комбинацию векторов из R в линейную комбинацию
векторов из L с теми же коэффициентами. Следовательно,
максимальное число линейно независимых векторов из L
не превышает максимального числа линейно независимых

векторов из R.
2. Матрица линейного оператора. Пусть в я-мерном

линейном пространстве R задан оператор Л, который

переводит вектор **£ R в вектор у /n-мерного
пространства Ru т. е.

у= Ах. (4.1)

Выберем базисы е%, е%> - • •
> #л и gi, g2> ..., gm в

пространствах /? и i?i.
Тогда

х
—

xtei -f деа +. •.+ ***«>
/4 2\
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Поставим перед собой задачу найти выражение
координат образа у через координаты прообраза Jt. Из (4.1)
и (4.2) имеем

У=У&+УФ+ -: + Утёт^=А/(х1е1+Хъеъ-}-... + хпеп)=
= XiAei + ХъАеп-{-...+ хпАеп. (4.3)

Отсюда видно, что для задания оператора достаточно

задать только образы базисных векторов, так как если

векторы Aek известны, то известен и образ любого
вектора лс. •

_

Так как любой вектор Aek может быть разложен по

выбранному базису пространства Ru то

А е{ = angi + од* +...+ amlgmi
Ае* = ai2gi + angi -f... + amigm, ^^

Aen=qlngi + azngz +. • - + amngm-

Составим матрицу (обозначим ее А) из

коэффициентов этих разложений
/ап ом , •

а? [ #12 022 ..

\ащ а2п ..

Очевидно, что если известны равенства (4.4), то из- -

вестна матрица А' и наоборот; из (4.3) и (4.4) получаем

Уф+УФ+ - • - + ymgm= (anXi + 012*2 +
+ - • • + аыхп) gx + (азЛ + 022*1 +...+ ашхп) g"2 +

+ • • •+ (Wi +• 0m2*2 +...+ amnxn) gm.

Отсюда (в силу единственности разложения по базису)
следует:

У\ = 0n*i -f ^12*2 + • • - + ainXn*

Ут = 0ml*l ~Ь 0т2*2 -(-••• ~f" amnXn.

Формулы (4.5) решают поставленную нами задачу.
Запишем их в матричном виде

Y = AXf
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где

fan an ... ain\ /*i\ /У^

Y=\
'

А—\ а>21 ^22 ... Оы |. X — I Х* У*

Матрица Л, получаемая транспонированием матрицы
А\ называется матрицей линейного оператора A; k-u

столбец этой матрицы составлен иЗ последовательных

координат вектора Aek в базисе gu gb •
., gm-

3. Ранг оператора. Как следует из предыдущего,
матрица линейного оператора, вообще говоря, зависит

от выбора базисов. Однако, как будет показано,

некоторые ее характеристики оказываются не зависящими от

базисов и потому их величины характеризуют внутренние
свойства линейного оператора. Докажем следующее
утверждение.

Теорема. Ранг матрицы линейного оператора равен
размерности пространства образов..

Пусть матрица А линейного оператора А имеет ранг г.

Следовательно, система образов базисных векторов ^i,

£?, ..., еп имеет ранг г, значит, среди векторов Леи
Ле%, ..., Авр, имеются г линейно независимых векторов,
пусть это Леи Ае^ ..., Лег, по которым разлагаются
остальные п — г векторов. Так как любой вектору
пространства образов можно представить, в виде

у= Х{Л <?! + хгЛ е2 +... + хпЛеп

(см. п. 2), то_ вектор у можно разложить по векторам
Леи Леъ ..., Ле^ Значит,^пространство образов г-мерное,
а векторы Леи Ле%, ..., Лег образуют базис этого

пространства.
Координаты этих векторов являются столбцами

матрицы. Следовательно, за базис пространства образов
можно принять любые г линейно независимых столбцов

(столбцовых векторов) матрицы.
Таким образом, ранг матрицы оператора не зависит

от выбора базисов и поэтому мы будем называть его

рангом оператора. В частности, если ранг г оператора

равен п (размерности пространства), то оператор
переводит любую систему линейно независимых векторов в

систему линейно независимых' векторов, т. е. размерность
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пространства образов L совпадает с размерностью
пространства R. В этом случае оператор будем называть

невырожденным (в противном случае, т. е. при г<^п —

вырожденным).
Заметим, что оператор А является вырожденным тогда

и только тогда, когда он переводит какой-нибудь
ненулевой вектор х в нулевой, так как из соотношения

Ax= XiAei-^x*Aei-\-...-{-xnAen= Q

следует линейная зависимость образов базисных

векторов. Например, оператор, преобразующий векторы
пространства Уз в векторы пространства У2, имеет ранг,
равный двум, и, следовательно, этот оператор вырожденный.

4. Отображение линейного пространства в себя. В

дальнейшем будем рассматривать только наиболее важный

случай, когда пространству R и Rx совпадают. В этом

случае говорят, что оператор А задан в я-мерном

пространстве R и отображает это пространство в себя, так

как образы векторов из R принадлежат тому же

пространству. В этом случае т
—

п и базис {g} будем
выбирать совпадающим с базисом {е}.
Тогда уравнения (4.4) принимают вид:

Аё1 = а11ё1 + (Ь1ёъ+ ...-\*ая1ёп

А 'ё2 = а1<ьё1-{-аыё2-\-...-\-апъёп . "(4 6)

А ёп
—

а1п ёх -f а*п ё2 +... + аппёп.

Теперь матрица оператора А—квадратная и зависит

только от выбора базиса {е\. Формулы (4.5) принимают
вид

ух — ап *i 4- <2i2 х* + • - • + а\п Хп*

уъ= а21 Xi + дм х2 + • • • + а-2п *ю (4.7)

Уп= <*n\ *\ ~\г &пЪХъ ")"••• + апп Хт

или в матричной форме
(Х\ \ № *

К = ЛХ, где Х= \Х!- ; У =

\хп/ л
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Таким образом, всякому линейному оператору А
в n-мерном пространстве при выбранном базисе

соответствует некоторая квадратная матрица А п-го порядка
и линейное преобразование с этой матрицей.

Справедливо и обратное утверждение. Всякой
матрице А п-го порядка при заданном базисе соответствует
некоторый линейный оператор.

Действительно, из формулы (4.7) видно, что в

выбранном базисе^ вектору $ соответствует некоторый вектор у,
т. е. у = Ах. Из свойств линейных преобразований (см.
гл. 3, § 1) следует, что оператор А—линейный.

Таким образом, установлено взаимно" однозначное
соответствие между линейными операторами в я-мерном
пространстве и матрицами п-го порядка, а, значит, и

линейными преобразованиями. Особо отметим разницу между
выражениями у=Ах и Y= flX. Первое из них

означает символическую запись правила, согласно которому
вектор х преобразуется в вектор у (независимо от

выбора базиса), а второе устанавливает соответствие между
координатами векторов х и у в выбранном базисе.

В заключение отметим, что если оператор А

невырожденный, т. е. г==п, то deM^O.
Таким образом, матрица невырожденного оператора

невырожденная.
5. Примеры линейных операторов. Приведем несколько

примеров линейных операторов в я-мерном линейном

пространстве и соответствующих этим операторам матриц.
1. Если для каждого векторау x£R

Ах= 0,

то оператор А является линейным и.называется нулевым

оператором. Так как для любого базиса {е}
Aei = 0 i'=l, 2,..., п,

то матрица А нулевого оператора А в любом базисе
является нулевой матрицей

Л=0.

2. Если для каждого вектора х £ R
Ах= х,

то оператор А является линейным. Он называется

тождественным оператором и обозначается £. Так как для
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любого базиса {е}
Eet = e( i — 1, 2,..., я,

то матрица тождественного оператора в любом базисе
является единичной матрицей

Л=£= (8гу).
3. Если для каждого вектора х £ Я

Ах=1х, *

то оператор А является линейным и называется

оператором подобия. Так как для любого базиса {е}
Aei — lei i—\, 2,..., n,

то матрица оператора подобия

А=\Е= (кЬч).
4. Если для каждого х £ Тт т. е. для каждого

вектора
X=К а2,..., ат, ат+1,..,, ая) го < л,

Лл; = (аь а2,..., ат, 0, 0,..., 0),

то оператор А линейный и называется оператором

проектирования (вектора в я-мерном пространстве на т-мерное
подпространство этого пространства).
"

Матрица этого оператора существенно зависит от

выбора базиса. Например, в базисе

*i = (l, 0, 0,..., 0),
*

.

ft = (0, 1, 0 0),

еп = (0, 0, 0,..., 1)

матрица оператора проектирования принимает вид

т

/I 0 0 0 0 (Л
0 10 0 0 0

[0 ... 1 0 ... 0

1о ... о о ... о/

\0 ... 0 0 ... 0/
Вектор 1х называется коллинеарным вектору X.
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Этот результат следует из того, что в данном случае

Ае-г = еи если i^m,

Aei = 0, если i>m.

Очевидно, ранг оператора проектирования равен т.

5. Для иллюстрации того, как выбор базиса влияет

на вид матрицы линейного оператора, рассмотрим
линейное пространство всех функций вида

^

^

x=f(t)=aJ + ber'

и зададим оператор А соотношением

Ах— ае(,

тогда в базисе ех = ё, еъ*=е~г имеем

А ех = в\ =*= \в\ + 0 е2,

■ ifoe = 0= 0-ei + 0-ft

и, следовательно,

В то же время в базисе

ej = $hf = -2
^ — у^Л

Ар* — — Pt — — р* 4- — р*<ric'i — о

—

9 * "^ 2 2>

Ар* — — ^ = — £* 4- — £*/1с?2 — 2
^ —

2 * ' 2 2

и, следовательно,

Л* =

6. Рассмотрим пространство V2 и используем
присущие этому пространству геометрические свойства

образующих его векторов, в частности, понятие длины и угла
между векторами.
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Пусть в пространстве V% каждому вектору х
ставится в соответствие вектор

У = Ах,

представляющий собой зеркальное отображение вектора х
относительно некоторой фиксированной прямой f (рис. 2),
проходящей через точку О, . -

которая принимается за нача- f г

ло всех векторов х £ V*

Рис. 2
х

Рис. 3

Оператор А в этом случае линейный и называется

оператором зеркального отображения относительно

прямой ?• Принимая в качестве базиса два единичных взаимно

перпендикулярных вектора, один из которых направлен
вдоль прямой т (рис. 3), непосредственно находим, что

Aei = ex = \ ;£1 + 0-£2,
А е% =— £a= O-0i—be*

и, следовательно, в выбранном базисе матрица А имеет

вид -

■
• нл

7. В качестве примеров линейного оператора в

бесконечномерных пространствах можно указать оператор

интегрирования в пространстве С (а, Ь)> согласно которому
каждому x= f(t) ставится в соответствие вектор

t

y =Ax= \f (-c)dx или оператор дифференцирования
а +

в пространстве
• всех бесконечно дифференцируемых на

отрезке (а, Ь) функций, согласно которому вектору
X=f(t) ставится в соответствие вектор

h •
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§ 2. ДЕЙСТВИЯ С ЛИНЕЙНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

Подобно тому, как в гл. 2 были^ введены операции
сложения и умножения линейных преобразований, можно

ввести и аналогичные действия с линейными операторами.
Заметим, что так как в я-мерном пространстве всякий
линейный оператор порождает некоторое линейное

преобразование с матрицей А (относительно выбранного
базиса), .

то в конечномерных пространствах действия
с линейными операторами аналогичны действиям с

линейными преобразованиями.
1. Равенство операторов. Операторы А и В называются

равными, что обозначается

Л =5,

если для любого X £ R справедливо равенство

Ах= Вх.

2. Сложение операторов. Суммой линейных операторов
А й S называется оператор С, что обозначается

С= А + В9

если для любого х £ R справедливо

Сх= (А + В)х=Ах + Вх.

Оператор С— линейный, так как

С(х+ у) =А(х+ у) + В(х+ у) =Ах+ Ау +

т+Вх+ Ву= {Ах+ Вх) + {Ау-\-Ву) =£х + Су.
С {кх) = А (кх) + В (кх) =U*+ ЪВх=

=к(Ах-\~Вх) = \Сх.

3. Умножение оператора на число. Произведением
оператора А на число к называется оператор В, что

обозначается

В = кАК

если для любого х (~ R справедливо равенство

Вх=Ь(Ах).
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Оператор В является линейным, так как

В(х+ у) = 1А(х-}-у)=к{Ах-\-Ау)=-кАх-\-\Ау
В (ах) = X А (олг) = X (о.Ах) = Ха (Ах) = а (X Ах) = аВлг.

4. Умножение операторов. Произведением линейных

операторов Л на В называется оператор С, что обозначается

с=Ав,
если для любого х £ /? справедливо равенство

6е= Л(Вл;),
т. е. сначала вектор Jf преобразуется в вектор у—Вх,
а затем — в вектор z =Ay.

Оператор С —линейный, так как

£(х+ у) =Я[В(х+у)]=А[Ёх + Ёу]=
=А(Ёх)-\-А{Ву)=Сх+Су

и

С (1х) =Л [5 (X*)] = Л (XBjc)=XЛ (В*)=кСх.
Из теоремы о ранге оператора следует, что ранг

произведения операторов ЛВ не больше ранга каждого
сомножителя. В качестве, упражнения предлагается
читателю доказать, ^что введенные операции над
линейными операторами обладают следующими свойствами:

1) Л + Б=В+Л;

2) (А+ В) +С=А+(В+ С);

3) Л-}-0= Л, где 0— нулевой оператор;

4) Л+ (-1)3 = 6;
"

'
.

5) Х,(Х2Л) = (Х1Х2)Л;
6) 1-Л=Л;
7) (Х1-г-Хч)Д=х,А+хаД;
8) Х(Л-г-В) =ХЛ + Хё;
9) Х(ЛВ) = (ХЛ)£;

10) (АВ)С= А{ВС);
11) (А-\-В)С=АС+ Ъ~С;

12) А(В + С) =АВ + АС.
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В заключение заметим,, что в общем случае

АВфВА.

5. Степень оператора. Если в произведении

операторов А В вместо В подставить оператор Л, то оператор
АА называется квадратом оператора А и обозначается

А\ т. е.

А*=АА.
Точно так же

Л3=ЛМ.

Продолжая этот процесс, получаем, что я-я степень

оператора Л, которая обозначается Ап, определяется
равенством

Ап= Ап-*А.

Кроме того, по определению полагаем Л°=£—

тождественный оператор.
6. Обратный оператор. Оператор В называется

обратным по отношению к оператору Л, если АВ=ВА=Е.

В этом случае будем писать 5 = А"1. Из определения
следует, если у=Ах, то xj=A~ly. Легко убедиться,
что из^линейности оператора Л следует линейность

оператора Л"1. Так как ранг произведения АА'1 равен рангу

Ё> т. е. ntjo ранги операторов Л и Л-1 равны я. Значит,
оператор Л"1 — невырожденный.

Замечание. В силу эквивалентности оператора Л
в конечномерном пространстве и некоторого линейного

преобразования с матрицей Л следует, что относительно

одного и того же базиса:

Г) если А = В,

2) если С=А-\-В,
3) если В=Ы,

4) если С= А-В,

5) если В= Ап,

6) если В = А~\

то А = В;
то С=Л+ В

то В==1А;

то С.= А-В;

то В = Ап;
то В — А~х.

Следовательно, обратный оператор существует тогда и

только тогда, когда det АфО.
v 7. Операторы проектирования и зеркального

отображения. Используя действия над операторами, можно дать
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инвариантное определение (т. е. не зависящее от выбора
базиса) некоторых операторов в ^-мерном пространстве.
Здесь мы рассмотрим два специальных вида операторов.

1. Оператор проектирования. Имеем

пространство R и пусть x^R. Известно, что векторы у—Ах
образуют подпространство L = AR. Если для

'

любого

y^L, Ay—у, то будем называть вектору проекцией
вектора X на подпространство L с помощью оператора А.

Оператор Л, удовлетворяющий этим условиям, назовем

оператором проектирования.
Введенное определение обобщает известное

геометрическое представление о проектировании в пространствах
1/2 и VY- прюекция проекции остается неизменной.

Из определения вытекает основное свойство оператора
проектирования, а именно: для любого x£R

А*х=Ау=у==Ах, т. е. А*= А\

Отсюда получаем А2= А, где А — матрица оператора А
в некотором базисе.

Отметим, что введенные в примерах 4 и 5 операторы
являются операторами проектирования, так как в обоих

случаях А1= АУ что легко проверить.
2. Оператор зеркального отображения.

Аналогично определим оператор зеркального отображения
векторов ^'Аюсительно некоторого подпространства L.

Если для любого л: £Ry=Ax, ax=Ay (т. е. А = Л"1

или Л9= £), причем для векторов подпространства L

/\Х:==: Xf

то Л называется оператором зеркального отображения
относительно подпространства L. Читатель легко

убедится, что матрица оператора примера 6 (см. стр. 73)
удовлетворяет равенству А2= Е.

§ 3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ

Ранее отмечалось, что координаты вектора зависят

от выбранного базиса. Теперь определим, как связаны

координаты одного и того же вектора в разных базисах.

„Пусть в «-мерном пространстве выбраны два базиса:

{е} :elf e%f...,en
— назовем его «старым»
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и

{е*}:е*, £*,..., е%, который назовем «новым».

Рассмотрим оператор Т, который переводит базис {е}
в базис {в*}, т. е.

et = fek. (4.8>

Оператор Т— невырожденный, так как ранг~ системы

векторов {£*} равен п.

Ему соответствует невырожденная матрица

T= (ttJ);
которая называется матрицей перехода.

Разложим теперь вектор х по старому и новому
базисам

х= xiex +*Л +...+ хпет
4

х —jcjeJ+ -^J^? Ч- • • • +

Учитывая равенство (4.8), имеем

*i*i + *2е2 +...+ хпеп— х*?ех + х*Те* +...+ х*Т*еп.

Легко заметить, что написанное равенство совпадает
с равенством (4.3), если в нем обозначить yt

= Xi, a

xt = xf. Поэтому, проделав преобразование, как в § 1,
п. 2, получим

Х= ТХ*. (4.9)

Формула (4.9) выражает старые координаты вектора
через новые.

Матрица Т — невырожденная и поэтому из (4.9) имеем

Х* = Т"{Х. (4.10)
Формула (4.10) выражает новые координаты вектора
через старые.

Примеры.

1. Рассмотрим двумерное пространство всех функций вида

/ (t) = ае* + Ъе~'9

выбирая в качестве базисов {е} и {е*} соответственно векторы

e* = cht= e'+/g
; e% = sht= et^1e~t .
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Тогда

или

1 __

2 2 \
,

/1 1\

Г"\1-'Г -v.-/-

Поэтому координаты вектора /(£) в старом и новом базисе
связаны соотношениями

\ь) = ^(\ -i)v)'
*•/ U -i/'U

2. Поворот системы координат. Возьмем на плоскости

(пространство 1/2) два единичных^ взаимно перпендикулярных вектора
еи е2- Они образуют базис. Построим новый базис е$, е% который
получается из старого поворотом на угол а. ,

Очевидно, имеем

Значит,

е? = cos a ^i + sin а е2,

е% = — sin а et + cos а е2.

_
/cos а — sm а

\81П а COS а

/ COS а sin а

\ - - Sin а COS а

Поэтому координаты вектора в старом и новом базисах связаны
соотношениями

С
= л;* cos а — у* sin а, fx* = х cos а -f- у sin а,

= х* sin а -f- з> cos а, \у* = —
л: sin а -[- у cos а.

Таким образом, имеем обычные формулы поворота системы

координат.
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§ 4. ИЗМЕНЕНИЕ МАТРИЦЫ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА
ПРИ ПЕРЕХОДЕ К НОВОМУ БАЗИСУ

Из примера 5 § 1 видно, что матрица оператора
зависит от выбранного базиса.

Рассмотрим вопрос о зависимости матрицы оператора
от базиса в общем случае.

К Преобразование матрицы оператора. Пусть в

n-мерном пространстве задан оператор

у =Ах.

Выберем базис {е\. В этом базисе оператору соответствует
линейное преобразование Y=AX:

Введем новый базис х{е*}. Пусть матрица перехода

T = (ttJ). ,

Тогда на основании (4.9) и (4.10) координаты векторов х,
и у в старом и новом базисах связаны соотношениями

Х= ТХ*, Y= TY*.

Подставляя X и У в формулу Y=AX, получим
TY* = ATX*t

так.как Т — невырожденная матрица, то, умножая (слева)
обе части на Т~\, находим

Y* = T-lATX*9

или, если обозначить А*=Г~1АГ, то

УЧ*==Л*Х*.

Таким образом, мы получим линейное преобразование,
соответствующее оператору А в новом базисе. Это

значит, что матрица Л* оператора Л относительно базиса {е*}
связана с матрицей А того же оператора относительно

базиса {е} соотношением

А* = Т~ХАТ.

Матрица перехода Т называется при этом преобразующей
матрицей. Очевидно, что

TA*T~1 = Ai
или

А= (Т-гУ1А*Т"1.
2. Подобные матрицы. Матрицы А и Т~1АТ описывают

действие одного и того же оператора А в разных бази-



сах. Это обстоятельство указывает на внутреннее
«родство» этих матриц. Квадратные матрицы А и А* — Т~гАТ
(где Т—невырожденная матрица) называются подобными.
Одним из важных свойств подобных матриц является
равенство их определителей.

В самом деле,

|Д*| = 1Г-МГ|.

Но определитель произведения матриц равен
произведению их определителей, т. е.

\А?\ = \Т-1\\А\\Т\,
и так как •

1 1 \Т\>
то отсюда следует, что

|Л*1 = |А|.
Так как матрицы одного и того же линейного

оператора в различных базисах являются подобными, то из

равенства определителей подобных матриц в качестве

следствия вытекает следующее утверждение:
Определитель матрицы линейного оператора не

зависит от выбора базиса.
Заметим еще, что так как ранг матрицы оператора

- .не зависит от выбранного базиса, то подобные матрицы
имеют один и тот же ранг.

§ 5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ
МАТРИЦЫ ОПЕРАТОРА В ПРОСТРАНСТВАХ Vs И 72.

Независимость определителя матрицы линейного

оператора от выбора базиса указывает на то, что этот

определитель связан с некоторыми внутренними свойствами

о'ператора, не зависящими от такого привходящего

фактора, как выбор базиса линейного пространства.
В пространствах V2 и V3 этому свойству определителя

матрицы линейного оператора может быть дана

чрезвычайно наглядная и простая геометрическая трактовка.
Однако при этом нам придется использовать ряд

геометрических свойств пространств 1/2 и Уз, которые^не
обязательно присущи любому линейному пространству (т. е.

те, которые не вытекают из аксиом линейного простран-
'
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ства). В частности, мы используем понятия площади

параллелограмма, объема параллелепипеда и операции ска*

лярного и векторного произведения векторов.
1. Изменение объема. Рассмотрим пространство V3-

Пусть оператор А—невырожденный. Это означает, что

он любые три некомпланарных вектора^ (е^ вь^ £з)
переводит в три некомпланарных вектора (Аеи Аеъ Аег).
Параллелепипед, построенный на векторах еи е^ £3>

оператор А в силу линейности преобразует в

параллелепипед, построенный на их образах. Найдем соотношения

между объемами этих параллелепипедов.
Как известно, ориентированный объем

параллелепипеда, построенного на трех векторах, равен их

смешанному произведению. Поэтому
V<» = *!**„ .

V^=Ae1Ae,Ae^
Выражая Леь Ае% и Аеъ по формулам (4.6), ito-

лучаем

V(2) = {апа^аъъ -\- апа^ад1 + апа*лаъъ
—

ахъа<щаъг
—

— апапагъ— апа^ъа^) • (е^е^), или

l/(2) = 1/(i)detA

где А— матрица оператора Л. Отметим, что если det A > О,
то оба параллелепипеда одинаково ориентированы, если
же detA<0, то ориентация их разная.

Итак, определитель матрицы оператора равен
отношению ориентированных объемов соответствующих
параллелепипедов в пространствах образов и прообразов. Иначе,
он .является коэффициентом искажения объема.

2. Изменение площади. Пусть оператор Л переводит

векторы еи &ъ пространства V* (неколлинеарные) в векторы
Аеи Ае%. 'Возьмем единичный вектор еъ,
перпендикулярный плоскости векторов £ь #2- Введем вспомогательный

оператор At (действующий в пространстве V3) такой, что

А1е1 = Леь
Aie^= Ae^

А &ъ= еъ.

Тогда ориентированные объемы V{1) и V(2) численно равны

ориентированным площадям параллелограммов S{1) и £(2),
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построенных на векторах еи ё% и их образах. Учитывая
результат п. 1, получаем

S(2) = S(l)deMi>
Но легко видеть, что det Л1 = det А.

Значит, Sw= det А • S(1), т. е. det А является

коэффициентом искажения площади.

Упражнения
*• X={Xij ЛГ2, ЛГ3),

,
АХ = (Л*2 -р ^з» ^-**i "т~ -*"з» ^-^1 — ^2 \ ^з)'

Проверить., что оператор А— линейный и найти его матрицу
в базисе ех = (\9 0, 0), е2 = (0, 1, 0), е3 = (0, 0, 1)Г

2. Показать, что ортогональное проектирование трехмерного
пространства на ось х есть линейный оператор. Найти его матрицу
в базисе i, /, k.

3. Показать, что умножение квадратных матриц 2-го порядка
(а Ь\

на матрицу I есть линейный оператор. Найти его матрицу
\с dj

в базисе
(\ 0\ /О 1\ /О 0\ /0 0\

о о о о/

0 о\
1 оУ' О 1

4. Векторы ai = (2, 3, 5), а2 — (О, 1, 2), а3 = (1, 0, 0) линейным

оператором А преобразуются соответственно в векторы Ь1 = (1, 1,1),
Ь2 = (\, 1, -1), &з = (2, 1.2).

Найти матрицу этого оператора в том же базисе, в каком

указаны координаты векторов а и Ь.

5. Векторы е^ и es образуют базис пространства. Выберем за

новый базис векторы

Найти формулы преобразования координат.
6. В пространстве многочленов степени не выше 2-ой выбраны

(t—\Y
два базиса 1, t, t2 и \,J—1, -—о*"^«

Найти матрицу преобразования координат.
7. Вывести формулы преобразования координат при повороте

прямоугольной системы координат в пространстве:

а) если известны углы между новыми осями и старыми огями:

X

У

Z

х'

■

а

Р

7

У'

аА

Pi

Ti

z

«2

'
%

'

ь !
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б) если даны углы Эйлера: >
О — угол между осями z и z'\
ф — угол между линией

'

пересечения / плоскостей хОу
и х'Оу' и осью х\

ф — угол между линией / и осью х\
8. В базисе еи е%> е3, е4 дана матрица оператора

Л=

Найти матрицу оператора в базисе из векторов:

а) еи е2, ег, е*,

б) еи в! + е2, et + е2 + еъ> eY + е2 + ев + е4.

9. Линейный оператор в базисе

е1==(8, -6, 7); е2==(- 16, 7, - 13); е3 = (9, - 3, 7)

имеет матрицу

1 - 18 15

- 1 - 22 15

1 - 25 22

Найти его матрицу в базисе

£?* = (!, -2, 1), е| = (3, -1, 2), е* = (2, 1, 2).

10. Найти матрицу оператора дифференцирования в

пространстве многочленов степени не выше 2-й в базисах:

а) 1, ty t*\

б)1,,_1,1Ц12.

в) показать, что матрицы Оператора в первом базисе (А) и

втором базисе (В) подобны.
11. В пространстве Vz задан вектор z = zxi -\- z2j -(- z*k.

Оператор А определяется условием Ax = z X jc. Доказать, что

оператор линейный и найти его матрицу в базисе /, j, k.
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Гл ава 5

СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ . ,

И СОБСТВЕННЫЕ ЧИСЛА

ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

§ 1. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ МНОГОЧЛЕН
И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ МАТРИЦЫ

1. Характеристический многочлен. Рассмотрим
квадратную матрицу

/#п ап ... а\п\

#21 #22 ... #2я
А =

\йп\ апъ ... апп/

как было показано, все матрицы, подобные матрице Л,
т. е. все матрицы вида

А* = Т-1АТ,

где Т — любая невырожденная матрица, обладают одним
и тем же определителем

\А\ = \А*\.

Рднако подобные матрицы обладают еще одной более

общей для всех них. характеристикой.
Наряду с матрицей А рассмотрим матрицу

/#и — X a12 .... а1п

#21 #22 X
. . . #2я

■Х£ =

\#л1 #л2

которая образована из А заменой диагональных
элементов ац элементами an

— X, где X — произвольное число.

Определитель этой матрицы

| #и — X an

-X
|Л —Х£| =

#21 #22-

#1/1

#2Л

Ctnl #«2 ап

:Д(Х)

представляет собой многочлен степени'п относительно X

(коэффициент при X" равен (— l)rt). Этот многочлен, кото-
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рый мы обозначим Д(Х), называется характеристическим
многочленом матрицы А.-

Алгебраическое уравнение я-й степени

Д(Х) = 0

называется характеристическим уравнением матрицы Л,
а его корни

—

характеристическими числами матрицы А.

Из основной теоремы алгебры следует, что

характеристическое уравнение имеет по меньшей мере один корень
(действительный или комплексный).

2. Инвариантность характеристического многочлена.

Покажем теперь, что все подобные матрицы' имеют одну

и тот же характеристический многочлен, т. е.

|Л* — ХЕ\ = \А — Х£|= Д(Х),
если

А* = Т~1АТ.

Для этого воспользуемся очевидным тождеством

Е= Т-гЕТ.

Тогда, заменяя в матрице Л*— Х£ матрицы Л* и £ —

соответственно на Т~1АТ и Т~ХЕТ, получаем
А* — ХЕ= Т-1АТ — ХТ;1ЕТ= Т-1(А—ЩТ,

откуда следует, что матрицы А—Х£ и Л*—Х£^-
подобные, а значит, их определители равны.

Таким образом, все подобные матрицы имеют один

и тот же характеристический многочлен Л (X) и одно и то

же характеристическое уравнение. Значит,
характеристические числа матрицы оператора не зависят от выбора
базиса. Поэтому их называют характеристическими
числами оператора.

§ 2. СОБСТВЕННЫЙ ВЕКТОР И СОБСТВЕННОЕ ЧИСЛО
ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

1. Собственный вектор. Пусть в линейном
пространстве R над полем /С задан линейный оператор А, тогда,

есди существует ненулевой вектор х £ R и число X из К
такие, что

Ах=Ъх, (5.1)

то число X называется собственным числом (или
собственным значением) линейного оператора, а вектор х назы-
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вается собственным вектором оператора А с собственным
числом X. Это значит, что образом собственного вектора х
является коллинеарный ему вектор Хд;.

Отметим^ некоторые свойства собственных векторов
оператора А.

1. Каждому собственному вектору соответствует
единственное собственное число.

Предположим обратное: пусть х — собственный

вектор оператора Л, а X и Хь соответствующие вектору х,—
обственные числа. Это значит, что

Ах= 1х,
Ax=^x.

Но отсюда следует, что

\x — hx= 0,
или

(Х-Х1)^= 0.

Так как по условию дг^О, то X ==Х1.
2. Если Xi и х% — собственные векторы оператора А

с одним и тем же собственным числом X, то их сумма

Х\ + «*а также является собственным вектором оператора А

с собственным числом X.

Действительно, так как

Axi=='kx1 и Ахъ= *кХъ
то

A (Xi + .*«) = Ахх + Axz= lxi + Хлг2= Х (jci •+ X*).

3. Если х — собственный вектор оператора А с

собственным числом X, то любой вектор ах, коллинеарный

вектору х, также является собственным вектором
оператора А с тем же самым собственным числом X.

Действительно,

А (ах) = аАх= а (Хх) = X (ах).

Таким образом, каждому собственному числу X

соответствует бесчисленное множество (коллинеарных)
собственных векторов. Отметим следующее: множество

собственных векторов оператора А, соответствующих одному
и тому же собственному числу, образует пространство,
которое является подпространством пространства R (это
следует из свойств 2 и 3).
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2. Существование собственного вектораГТеорема. В
комплексном линейном пространстве R каждый линейный

оператор А имеет по меньшей мере один собственный вектор.

Пусть А—линейный оператор, заданный в/г-мерном
пространстве /?, я х— собственный вектор этого

оператора с собственным числом X, т. е. Ах=1х. Выбирая
произвольный базис {е} = (еи еъ ...» еп)> обозначим

координаты вектора х в этом базисе через хи х2, ..., хп.

Тогда, если А■= (аг;) — матрица оператора А в базисе {е},
то, записывая соотношение (5.1) в матричной форме,
получаем

АХ =1Х=1ЕХ,
ИЛИ-

(А—ЩХ= 0,
где

X: Х%

Переходя к координатной форме записи, имеем

(си — X) xi -f- а^хъ -f... -f Я1/Л1 = О,

ЯпХг -f .(flaa — *)** + •••+аЛ=О,

яяЛ + Я/г2*2 + • • • + (аяя — X) хп = 0.

Для отыскания собственного вектора необходимо найти

ненулевые решения этой системы уравнений, которые
существуют тогда и только тогда, когда определитель
системы

\ап — X an ... am,

-X
Д(Х) = #21 #22 '

02/г

#«1 #л2 Идя X

= |Л— Х£|

равен нулю, т. е. когда Д(Х) = 0. Значит, собственное
число линейного оператора является его

характеристическим числом, которое всегда существует. Подставляя
это число в систему (5.2), найдем ненулевое- решение
этой системы, которое определит искомый собственный

вектор.



Таким образом, для нахождения "собственных векторов
надо составить характеристический многочлен А (X) =
= \А-г-кЕ\ и найти все его корни Хь которые будут
собственными числами оператора. После этого каждое из

найденных собственных чисел Х£ следует подставить вместо
А. в систему (5.2) и найти все ее линейно независимые

решения, которые и определяют собственные векторы,
соответствующие собственному числу \iu

Число -

таких решений равно п — ri9 где г,- — ранг
матрицы А—\tE. Отсюда следует, что размерность
пространства собственных векторов, соответствующих одному
и тому же собственному числу X,-,-равна п — rt.

Замечание. Очевидно, что если оператор А задан
в вещественном линейном пространстве R, то теорема
не всегда справедлива. (Так как в этом случае
характеристический многочлен может не иметь ни одного

вещественного корня.) Например, оператор поворота вектора
на угол а -ф Ы в пространстве V% не имеет ни одного

собственного вектора. В то же время, если а= кк,
то любой вектор собственный с собственным числом

Пример.
Пусть

/7—12 6\I \ Найти собственные
А = [ Ю —19 10

\12 -24 13/- ВеКТОрЫ'

Решение. Характеристическое уравнение

| 7-Х —12 6 1

Д(Х) = 10 —19 — X 10 =0

1 12 -24 13 —xj
имеет корню Х1 = Х2= 1; Х3 = —1.
Составим систему (5.2)

1(7
— X) хх — 12*2 + 6*3 = 0,

10*х - (19 + X) *2 + 10*8 = 0,

12*! - 24*2 + (13 - X) xt = 0.

Подставляем Х=1. Имеем

16*!
—12лг2 + 6л:3 = 0,

10*!—_20*2 + 10*з==0,

12*! —24*2+12*з = 0.

Ранг матрицы (А — \iE) этой системы г4 == 1, т. е. система

эквивалентна одному уравнению, которое, как легко видеть, имеет вид
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Xi — 2x2 + x$ = 0. Значит, система имеет два линейно

независимых решения, например:

^ = (4,5,6),
. х3 = (3, 5, 7).

Подставим теперь в систему А3 = — 1, имеем

!8a'j
-- \2ха + 6л:3 = 0,

10*! — 18*s + 10л*3 = 0,

12*! —24л:, + 14хв=.0.

Ранг матрицы (Л — Х3Е) этой системы г3 = 2. Значит, система
эквивалентна двум уравнениям и ее частное решение имеет [вид

*з = (3,5,6).
Таким образом, хь х2, х3— собственные векторы оператора А-

Отметим, что все собственные векторы, соответствующие
собственному числу X ===== 1, определяются равенством

X = a Xt + $Х2,
а собственному числу Х = —1—равенством

где а, р, 7 — произвольные числа.

3. Другой метод нахождения собственных векторов.

Пусть оператор А в некотором базисе пространства R
имеет матрицу А = {а-Ч).

Как мы знаем, столбцы А составлены из координат

образов базисных векторов. Но базисные векторы имеют

координаты
ft = (lf 0, ... 0),
*в = (0, 1, ... 0),

*„= (<>, 0, ... 1).

Поэтому можно считать, что столбцы А—это образы
соответствующих столбцов Е.

Схематично это соответствие можно представить так: -

1 0 ... 0'

0 1 ... 1
Е =

Л = \

0 0 ... 1.
У У У

а>ъ\йп... #2я

\ &п\апЪ •. • апп i
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Очевидно, что если среди столбцов А имеется нулевой
столбец, то соответствующий столбец Е состоит из

координат собственного вектора оператора А с собственным
числом ^ = 0.

Произведем теперь над столбцами матрицы Е

элементарные операции (см. гл. 2, § 3, п. 1). В результате,
получим матрицу Ей эквивалентную матрице Е. Те же

элементарные операции произведем и над столбцами

матрицы Л. Получим матрицу Аи эквивалентную А..
В силу линейности оператора соотЁетствие между
столбцами матриц Ei и А^ сохраняется, т. е. столбцы матрицы
А\ — образы соответствующих столбцов матрицы Е\.

Допустим теперь, что в результате произведенных
операций среди столбцов Ау появился нулевой столбец.
Тогда, очевидно, соответствующий столбец Е\ состоит из

координат собственного вектора оператора А с

собственным значением. Х = 0. Поэтому для нахождения
собственного вектора с Х = 0 нам достаточно с помощью элемен-'

тарных преобразований над столбцами матриц А и Е

получить матрицы А\ и Еи где At содержит нулевой
столбец.

Практически указанные элементарные операции удобно

производить над столбцами матрицы (Л.
Пример. Дано: *

/ 8 - 12 6>

Л= 10 — 18 10

\12 — 24 14;

Найти собственный вектор, соответствующий собственному
числу X = 0.

Решение. Рассмотрим матрицу

(')-
I

0

1

.
0

-12

10 -18I 10 -18 10/ 1

\12 -24 14/ \

3 0

0 1

-4 2

0 0

-10 2

-20 4

01

о!
1

б

10,

14/

/3 0 0\

/5 1 0\

'3 0

5 1

6 2

0 0

0 2

,0 4

Сначала умножили последний столбец на —4 и прибавили к

первому, умноженному на 3; затем последний столбец умножили на 2

и прибавили ко второму. После этого второй столбец умножили
на 5 и прибавили к первому. Значит, вектор (3, 5, б) —
собственный с собственным числом Х = 0.
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Отметим, что этим методом мы можем найти все

линейно независимые собственные векторы,
соответствующие собственному числу Х = 0.

Действительно, пусть ранг матрицы А есть г. Это

означает, что оператор А имеет я — r линейно
независимых собственных векторов, соответствующих

собственному числу А = 0. Но одновременно это означает (Ы. гл. 2,J
§ 4, п. 4), что с помощью элементарных преобразований
мы можем получить матрицу Ль у которой п — г

столбцов будут нулевыми. Соответствующие им столбцы

матрицы Е\ и будут искомыми собственными векторами (их
линейная независимость следует из того, что матрица £,
а потому и матрица Ei — невырожденная). Мы

рассмотрели метод нахождения собственных векторов с А = 0.
От этого ограничения легко избавиться. Очевидно, если

1^.0, то вместо элементарных преобразований над

матрицей А надо производить элементарные преобразования
над матрицей А — IE.

Пример. Дано:
,7-12 6,

Л =10 -19 10

\12 -24 13/#

Найти линейно независимые собственные векторы.
Решение. Характеристическое уравнение

Д(Х) =
7 — X —12 б

Ю -19-Х 10

12 -24 13 —X

= 0.

Его корни: Хх = Х2 = 1; Х3 = — 1.
Ищем собственные векторы, соответствующие X = Г.

Имеем

-л
0

I

о

:/
Значит, имеем два линейно независимых собственных вектора (Ц
1, 0) и (—1, 0, 1). Найдем собственный вектор, соответствующий
Х= — 1. Имеем

92



f E

l о 01

о l о

о о l

—12 6

—10 —18 10

12 —24 14j

i —10 —18 10/

\—12 —24 14/

Итак, вектор (3, 5, 6) — собственный.
Замечание. Указанный метод нахождения собственных

векторов может быть использован для решения однородной
системы АХ=0у так как координаты собственных векторов с

собственным значением Х = 0 (по определению) удовлетворяют этой

системе (см. также задачу 13 гл. 2).
"

'

4. Свойства оператора А — цЁ. В дальнейшем

большую роль будет играть оператор А — [х£. Изучим его

свойства. Пусть x£R и Ах=у. Тогда (А— рЁ)х =
—у

—

\ьх. Из последнего соотношения^следует, что если

х — собственный вектор оператора А с собственным
числом X, то

(Л — \ьЁ) х= (к — }ь)х.*

Значит, операторы А и А — рЁ имеют одни и те же

собственные векторы, собственные числа которых
отличаются на [х.

В частности, если \*<
— К то (А—\Ё)х= 0, и,

следовательно, оператор Л—Х£—вырожденный и аннулирует
собственный вектор, соответствующий собственному числу X.

Аналогично, если х— собственный вектор оператора Л,

соответствующий собственному числу X, то

(А^к1Ё)(А — ^Ё)х= (А—КЁ)(1 — ^)х=
= (Х_Х1)(Х-Х2)лг.

Значит вектор х является собственным вектором оператора

(А— >ч£) (А — Х2£) с собственным числом (X — Хх) (X — Х2).
В частности, если X совпадает с одним из чисел Xj
или Х2, то оператор (Л—КЁ) (А—Х2£) аннулирует этот

вектор.
Методом математической индукции нетрудно

показать, что вектор х будет собственным вектором оператора

\= (Л - \%Ё)... (Л -ks-tE) (Л — Х5+1£).... (Л - \Ё)
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с собственным числом, (X — Xt)... (X — Xs^) (X — Xs+1)...
....(*-X,)f т. е.

hstx= {k - Xt)... (X - Xs_t) (X - X5+1)... (X - X,) x.

чЕсли X совпадает сродним из чисел Хь ..., Х^_ь Xs+1,..., \t9
то очевидно Bst x= 0.

В заключение докажем следующее утверждение.
Теорема. Собственные векторы хи Хъ •. • хт оператора А

с попарно различными собственными числами Хь Х2, ...Хт,
(X; ф Ху, если i jb /) линейно независимы.

Доказательство. Предположим противное. Пусть

aiXi-\-<hX -\-...-\-amxm= 0

и хотя бы одно из чисел, например as, не равно нулю.
Тпгття i

1

Тогда

Bsm (4Xi + а2л:2 +... + *тхт) — О,
или

а* (К — h) • •. (*s — ^-1) (Х5 — K+i) • • • (xs — *m) = 0.

Отсюда а5= 0, что противоречит предположению.
5. Матрица оператора в базисе, содержащем

собственные векторы^ Как мы видели (§ 2, п. 2), в пространстве
R оператор А имеет п— rt линейно независимых

собственных векторов х1у Хь---,хп-г. с собственным числом X,..
Образуем базис пространства из этих векторов и векто- §
ров уи Уъ.. Уг. (это всегда можно сделать. См. гл. 3,

§ 4, п. 2). В этом базисе хи Хь---Хп-.г., уъ Уь-.-Уг? в

силу соотношений

AXj= liXj\ /=1,2,...л —/у,'
Ayk = 01**1 +... + an-ri9 k хп-г. + blkyx -f... -f br.f ky,i%
оператор А имеет матрицу

anfkt 0 ... 0

0 X; ... 0an

a>n air. \

0 0... Х£|аЛЦ, 1, an-r.t2 ... an-rt>r.
6 6 ... 6 ] 6n 612 ... b\r.
0 0 ... 0 j 6M 622

\0 0 ... 0i6fiii Ъпл btV'; /
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или сокращенно

I Проделав очевидные выкладки, легко получить харак-
I теристический многочлен

H(k) = \A — 'kE\ = (kl — 'k)n-ri\Bt — XE\.

Отсюда, в частности, следует, что кратность ki
собственного числа \ не меньше, чем п — rh m. е. 0<^п —

I —ri^ki. В заключение отметим, что включение в базис

I собственных векторов упрощает вид матрицы
оператора, а именно: в п — r-t столбцах матрицы А все

элементы, кроме диагональных, равны нулю.

6. Оператор А в пространстве L = (A— hE)R.
Пространство L является подпространством размерности гь

I пространства R.
Из теорем о ранге оператора (гл. 4, § 1, п. 3)

следует, что из образов базисных векторов пространства R
можно построить базис пространства L. Выберем в R
базис, указанный в п. 5. Тогда из соотношений п. 4

следует, что (А — Х;£) Xj= О и поэтому за базис L можно

I выбрать векторы (A -rliE)yk = gk> &=l,2,...rf. Найдем

[ матрицу оператора А в этом базисе. Для этого доста-
I точно найти образы базисных векторов gk. Имеем Agk =
I = А (А — Х/£) yk = (А — ^Ё) Ayk (мы воспользовались тем,

что операторы А я А—\tE9 как легко видеть,

перестановочны).
I Подставляя в это соотношение Ayk из п. 5, получаем

Agk = b\kg\Jrb<Lkgi-\-...Jrbrrugri.
Таким образом, в выбранном базисе пространства L

оператор А имеет матрицу

(Ъ\\
Ьп ... htr. \

hi Ьш ... Ъ%г \

brv 1 Ьп% 2 ... Ьп, Г{1 >

[ которая является клеткой Bt матрицы Л п. 5.

Отсюда следует, что характеристические многочлены

оператора А в пространствах R и L связаны соотно-
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шением

-AI(X)=Mi-X£|=TI[A^T.
Поэтому кратность корня X,- характеристического

многочлена оператора А при переходе от пространства /?
к пространству L уменьшается на n — rt и становится

равной ki-\-Ti — n, кратность же остальных корней
остается неизменной.

§ 3. ОПЕРАТОР ПРОСТОЙ СТРУКТУРЫ

Если линейный оператор А в n-мерном пространстве
R имеет п линейно независимых собственных векторов, то

он называется оператором простой структуры,
1. Матрица оператора простой структуры. Докажем

следующее утверждение. с^

Теорема. Оператор А простой структуры однозначно

определен, если заданы его п линейно независимых

собственных векторов и соответствующие им собственные числа.

Действительно, выбирая собственные векторы
оператора в качестве базиса в пространстве JR, получим

Ae^ltfu

Ае^=^е^

А это значит, что матрица / линейного оператора в

выбранном базисе имеет4 вид

Следовательно, оператор А однозначно определен,
а его матрица относительно базиса из собственных

векторов является диагональной. Заметим, что среди чиселj
Х£ могут быть и одинаковые. —

Если через А обозначить матрицу оператора А в

произвольном базисе £*, е\, ... е% то



AtO...(r

A = T~llo A2 ... 0 )7\
\0 0 ... X„

где Т — матрица перехода от базиса {е} из собственных

векторов к базису {е*}[ т. е. матрица оператора простой
структуры подобна диагональной матрице. Очевидно,

справедливо и обратное утверждение. Любая' матрица,
подобная диагональной, является матрицей некоторого
оператора простой структуры. ^

-

Поэтому, если оператор А имеет в некотором базисе

{е} матрицу Л, то в базисе {£*} из собственных векторов
он имеет матрицу

Здесь Т— матрица перехода от базиса {е} к базису из

собственных векторов {е*}.
Пример.
Пусть,

/ 7 -12 6v

Л = [ 10 -19 101.

,.
- \12 -24 13/

Как мы видели (пример п. 2, § 2), собственные векторы матрицы А
таковы:

*i = (4> 5, 6); jcs = (3, 5, 7); jc8 = (3, 5, 6).
Эти векторы линейно независимы, так как

14 3 3!

5 5 5

6 7 6

ф0.

Значит, оператор А имеет простую структуру.
Выберем хи х2У х3 за базис пространства. В этом базисе

матрица имеет диагональный вид
Л 0 0?

/= 0 1 0|
\0 0 -1^

В этом можно убедиться непосредственно. В данном случае
,4 3 3,

Г= 555 и Г-МГ=/.

\6 7 6/

2. Достаточный признак простой структуры оператора.
Если все корни характеристического уравнения различны,
то оператор имеет простую структуру.

Действительно, в этом случае оператор имеет п по-
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парно различных собственных чисел и, следовательно, п
линейно независимых собственных векторов.

3. Геометрический смысл оператора простой

структуры. Действие оператора простой структуры можно

описать следующем образом. В пространстве R имеется п

таких «направлений», что каждый -из п линейно
независимых векторов, имеющих одно из этих «направлений»,
преобразуется оператором в вектор, ему коллинеарный.

Произвольный вектор х преобразуется по формуле
Ах= А {ххе\ + хфъ -)-••• + хпеп) =
= hxiet +v X2x2<?2 + .••• + Кхпеп • -

Отсюда видно, что действие оператора приводит к

умножению i-й компоненты вектора х на V
4. Критерий простоты структуры оператора. Найдем

теперь необходимые и достаточные условия, при которых
оператор имеет простую структуру.

Теорема. Для того чтобы оператор А имел простую

структуру, необходимо и достаточно, чтобы для каждого
корня Ц характеристического уравнения кратности kt

ранг п матрицы (А — Х,£) был равен п — ki.
Необходимость. Если матрица Л имеет простую

структуру, то

А = Т~ЧТ.
Тогда

A — hE= T-i(I—XiE)T.

Следовательно, матрицы А — \Е и / — Х/£ подобны,
а потому имеют одинаковый ранг.

Ранг же матрицы

Ai—V 0 ...

'

0 \

\ О 0 ... К —hi
равен числу отличных от нуля ее элементов, т. е. числу
корней характеристического уравнения, не равных X/,
т. е. равен п — k-%.

Достаточность. Пусть Хь Х^ ... Xv — различные
собственные числа оператора Л. Как мы видели (см. §2,
п. 2), собственные векторы с собственным числом Х£
образуют подпространство размерности п— п пространства
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Ry так как по условию п — г,- = Л*, то оператор А имеет

ki линейно независимых собственных векторов с

собственным числом X,- (/=1, 2, ..., v).
Таким образом, мы имеем всего k\ + k2 -f-... -f- #v = n

собственных векторов x%9 x%, ..., xn. ,
Покажем, что-

они линейно независимы.

п

Предположим противное. Пусть ^]а;.д:у=0, где, на-

7=1

пример, aj ф 0. Тогда из соотношения п. 4, § 2, имеем

п - ki

BU 1>;*у=2>/ (*!—**) ... (^1 — *,) ЛГу= 0-
. /=1 У=1

Отсюда £a.jXj= Q9 aj^O, что противоречит^линей-
*

/=1 /

ной независимости векторов, отвечающих собственному
числу Xj.

Пример.
Возвратимся к примеру (см. §.2, п. 2). Мы имели Х± == Л2 = 1,

А3 = — 1. Значит, &! =2, ks = 1. Далее, rt = 1, г3 = 2. Так как /г = 3,
то, очевидно, /г — ki = г,-, т. е. оператор имеет простую структуру .

(в примере § 3, п. 1 мы это установили непосредственно).

5. Построение базиса из собственных векторов
оператора простой структуры. Из определения оператора
простой структуры следует, что можно построить базис

пространства R из собственных векторов этого оператора.
Координаты собственных векторов в некотором базисе'

можно найтц, решая системы уравнений
(A-hE)X= 0, .

где ^ (i=l, 2, ... v) — различные собственные значения

оператора. В найденном базисе из собственных векторов
оператор имеет диагональную матрицу.

Мы укажем еще один способ построения базиса из

собственных векторов, который не требует решения
систем уравнений. Этот способ в дальнейшем будет
применен к построению базиса, в котором оператор, не

имеющий простой структуры, имеет в некотором смысле

простейшую матрицу. Предлагаемый способ построения
базиса из собственных векторов состоит в нахождении

подпространства пространства R, целиком состоящего из

собственных векторов оператора, соответствующих
собственному значению X,-.
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Рассмотрим подпространство (A-'kjE)R (j^fii),
размерность которого г/. В силу того, что оператор имеет

простую структуру п — rj= kjf это означает, что в

подпространстве (Л—bjE)R оператор не имеет

собственных векторов, отвечающих собственному значению Х;. (на
основании результатов п. .6, § 2 характеристическое
число имеет кратность rj-\-kj — я= 0.) Рассуждая
аналогично, приходим к заключению, что подпространство

(Л - КЁ)... (Л - h-J) (А - Х,Ч1£) ... (Л - КЁ) R= BhR,

размерность которого равна

П — ki — &з — • • •
— ki_\ — ki+\ — • •»

— kv= ki,

не содержит собственных векторов с собственными

значениями Хь ...
, Х;_ь Х/+1> ..., Xv, а следовательно, оно

состоит только из собственных векторов оператора Л,
отвечающих собственному значению Х/§ Действительно
в силу соотношения п — П = &* в этом подпространстве
можно выбрать базис только из собственных векторов,
отвечающих X,-, следовательно, любой ненулевой вектор
этого подпространства собственный.

Таким образом, используя операторы Ви; B2v, .,., Bvv
мы производим расслоение пространства R на подпро-

. странства BUR, B^R, ...
, B^R (размерности ku &2, ..., &v)>

каждое из которых состоит только из собственных

векторов оператора Л отвечающих одному собственному
числу. Выбирая базис в каждом подпространстве B^R,
получим, базис всего пространства (линейная
независимость построенных векторов доказывается так же,

как в п. 4).
Таким образом, для отыскания всех kt линейно

независимых собственных векторов оператора ч

А простой
структуры, отвечающих собственному значению Хь
достаточно построить любой базис пространства B^R. Для
этого выберем произвольный базис пространства R,
составленный из векторов е*, е%> ...

, е%> координаты
которых относительно исходного базиса ей е^ ..., еп (т. е.

базиса, в котором задана матрица А оператора) соот-
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ветственно равны
e* = {tiu tiz, ..., tiny}

€n— \tnU trfi> . ..
, tnn\.

Этот произвольный базис будем задавать матрицей

ftw U\ ... tn\\

Т= \ ^12 ^22 • • • ^л2

и обозначать в дальнейшем

Найдем теперь образы векторов е*, е\, ... е% в

пространстве B/v/?:

среди которых всегда найдется ^ линейно независимых,

которые и примем в качестве базиса пространства B^R

(гл. 3, § 1, п. 3). Заметим, что каждый из векторов

В^е* можно представить как столбцовую матрицу,
являющуюся /-столбцом матрицы В^Т. Так как Т—

произвольная невырожденная матрица, то мы можем положить

Т=Е или еТ = &. В этом случае матрица BhT
принимает вид В^Е=ВЫ а это значит, что в качестве базиса

пространства B^R можно выбрать (в матричной
форме) любые kt — линейно независимых столбцов
матрицы ВЬТ:
В1чТ = (А — \ХЕ)... (Л — XU1£) (А — Хм£).., (А — Xv£) Т.

Из предыдущих рассуждений следует утверждение.
Теорема., Для того чтобы оператор имел простую

структуру, необходимо и достаточно, чтобы

(A—llE)(A — hE)...(A — KE)R = (A-liE)£hR= 0.

Необходимость непосредственно вытекает из

предыдущих рассуждений. Действительно, пространство Bi^R
состоит только из собственных векторов оператора л,

отвечающих собственному числу Хь а поэтому оператор
А — XiE аннулирует это пространство.
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Достаточность. Из соотношения (А— XiE)BbR=
=0 следует, что BhR состоит только из собственных

векторов оператора, отвечающих Х£. Размерность этого

пространства равна кратности ki корня Хь так как

операторы А — 'kjE ЦФь), входящие в B/v, не могут
изменить кратности корня X/. Строя базис в каждом

подпространстве B^R (i=\, 2, ... v), мы получим базис всего

пространства (линейная независимость построенных
векторов следует из предыдущих рассуждений, а их

количество равно &i-(-£2+ ...4-&v= fl)'

Пример.
Пусть матрица А оператора

/7
А= 10

\12

Характеристическое уравнение

|Л- ХЕ[ =

имеет корни

7 —X

10

12

А имеет вил

-12 6v

-19 10).
-24 13/

-12

- 19 —X

-24

(см. пример § 2, п. 2)

.
6

10

13-Х

= 0

Хх = Х2 = 1; Х3 = — 1.

Так- как для единственного кратного корня Xj = 1 (кратности kt =
= 2) матрица

,6 -12 6,

А-Ь1Е = 10 -20 10

\12 24 12/

имеет ранг гх = 1 и rt = п — ku то Л является оператором простой
структуры.

Рассмотрим теперь матрицы

Л — Х1Е = Л — Ей Л — Х3Е= Л + Е.

Первая из них (ранга 1) имеет один линейно независимый столбец,
определяющий собственный вектор х3,- соответствующий
собственному значению Х8. В качестве хв можно принять, например,

*, = (6, 10, 12).
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Вторая матрица

/8-12 бч

А + Е= 110 -18 10 J
\12 —24 14 /

ранга г3 = 2 содержит два линейно независимых столбца,
определяющих собственные векторы xt и х2, отвечающие собственному
значению Х1# В качестве jCi и х2 можно принять jcx = (8, 10, 12)
и jc2 = (6, 10, 14).

Найденные собственные векторы лишь множителями отличаются

от собственных векторов примера из § 2, п.. 2.

6. Условие отсутствия простой структуры оператора.
В дальнейшем понадобится условие, при выполнении

которого оператор А не является оператором простой
структуры. Это условие сформулируем в следующем
виде.

Теорема. Чтобы оператор А не имел простой струк\
туры, необходимо и достаточно, чтобы существовали
вектор уг и собственный вектор х% (с собственным
числом ^t), удовлетворяющие условию

Необходимость. Пусть (А—Х;£) BhR ф 0, т.е.

оператор не имеет простой структуры. Тогда в

подпространстве L= (A —hE\.BiJR найдется хоть один

собственный вектор оператора А. Обозначим его х-ъ и пусть уг
—

вектор подпространства BUR, перешедший в Xi под

действием оператора (Л—Хг£). Тогда (Л—\ьЁ)у1 = Х1.

Достаточность. Пусть {А — liE)yi = Xi9 тогда

Bh(A — hE)yi = BhXi.

На основании результатов § 2, п. 4 имеем

BbXi= (X; — \х) . . . (X, — Xw) (X; — Х|+1) ... (X; — Xv) X% Ф 0.

Поэтому

(A-hE)BhR^0.
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Упражнения

1. Найти собственные векторы матриц

/-1 3 -К '/ 2 -1

а) -3 5 -1 , б)
\-3 3 1/

/-
- в)

V з з

2. Какие матрицы примера 1 имеют простую структуру?
3. Привести матрицы примера 1 (а и в) к простейшему виду.
4. Привести матрицу

к простейшему виду и найти преобрузующую матрицу.
5. Привести к диагональному виду матрицу

,1 0 0 ... (К

1 2 0 ... О

1 2 3 ... О

4 2 3

6. Выяснить, являются ли следующие матрицы подобными
диагональным матрицам в полях рациональных, вещественных и
комплексных чисел:
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Глава 6

ПРОСТРАНСТВА

СО СКАЛЯРНЫМ ПРОИЗВЕДЕНИЕМ

§ 1. ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО

До сих пор мы рассматривали только такие

свойства линейных операторов, которые не зависят от

метрических свойств пространства R и полностью

определяются лишь аксиомами линейного пространства. Это

обстоятельство определяет чрезвычайно большую общность
всех полученных результатов, которые, естественно,
справедливы для любых линейных пространств. Однако для

получения новых результатов необходимо несколько

ограничить класс рассматриваемых пространств и ценой

некоторой потери общности получить возможность более

глубокого изучения свойств линейных операторов.
Иллюстрацией к сказанному может служить тот факт, что уже
в простейших примерах линейных операторов (см.
пример 6 в § I главы 4) и при трактовке геометрического
смысла определителя матрицы линейного оператора в

пространствах У2 и У3 мы существенно использовали

метрические свойства этих пространств (считая эти свойства

очевидными и известными из геометрии).
В общем случае для того, чтобы наделить линейное

пространство метрическими свойствами, надо к аксиомам

Линейного пространства добавить дополнительные

аксиомы, определяющие соответствующие метрические
свойства пространства. Мы не будем рассматривать общих
метрических пространств, а ограничимся лишь

важнейшим частным случаем последних. Этим частным случаем
являются пространства со скалярным произведением.

1. Скалярное произведение. Комплексное линейное

пространство R называется пространством со скалярным

произведением, если задан закон, согласно которому
любым двум- векторам х и у из R единственным
образом сопоставляется комплексное число, которое
называется скалярным произведением векторов х и у,
обозначается (х, у) и удовлетворяет следующим
условиям:

1) (х>У) = (у7х)9
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где число (у, х), комплексно сопряженное с числом

. (У> *)\
2) (х+у, *) = (■*. z) + (y, г)\
3) (Xjc, у) = Ь(х, у),

где X — произвольное комплексное число.

Из введенных аксиом имеем

(х, y + z) = (y + z, х) = ($Гх) + (гГ*)= ■

= (х, у) + (х, г),

(х, \у) = (\у9 х) =1{у,х)= 1(х, у),
(х, х) = {х, х),

откуда следует, что скалярное произведение линейно
относительно каждого из сомножителей. Наконец, из

аксиомы 3 вытекает, что при х= 0 (х, у) — 0,^так как

если jt= 0, то его можно представить в виде О-г, где

z £ R, и тогда
-

(х, у) = (0-г, у) = 0(г9 у) = 0.

Таким образом, чтобы линейнре пространство было •

пространством со скалярным произведением, надо к 8
аксиомам линейного пространства добавить 3 аксиомы,

скалярного произведения. Из всех возможных пространств
со скалярным произведением мы в дальнейшем будем,
изучать наиболее важный частный случай, который
получается при введении дополнительного условия

4)
^

(х, Х)>0

при любом х^£0. В этом случае пространство называется

унитарным.
Вещественное унитарное пространство называют

евклидовым и обозначают 6°. В этом случае первая аксиома

принимает вид

(х, у) = (у, х). .

Введенные аксиомы позволяют обобщить на векторы
произвольной природы из R характерные свойства
скалярного произведения векторов из пространств V* и У3.
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2. Примеры скалярного произведения в различных

пространствах

1. В пространствах V<z и V3 скалярное произведение
вводится обычным образом:

'

(X, y) = \x\-\y\-COS(xCy),
где \х\ и \у\ — длины векторов х и jr,

cos(at, у)— косинус угла между векторами х и у.
2. В пространстве Тп можно ввести скалярное

произведение равенством

4*> У) = aiPi + а2р2 +... + алрЯ1
где

Х= (аи а2, ..., ая);
>> = (Рь Р* :-., Р«).

3. В пространстве С (а, Ь) можно ввести скалярное
произведение равенством

(x.y) = \f(t)<t(t)dt,
а

где

.

* = /(*);

у = <?(().

Легко видеть, что рассмотренные скалярные произведения

удовлетворяют всем аксиомам унитарного пространства.-

Следует подчеркнуть, что в одном и том же

пространстве можно ввести скалярное произведение различным
образом (лишь бы удовлетворялись аксиомы скалярного
произведения). Например, в пространстве С (а, Ь) можно

ввести скалярное произведение с помощью .соотношения

{x,y) = \V®f(f)<t{t)dtt
а

где ф (t) — произвольная непрерывная -на (а, Ь) ненуле-'
вая функция.

3. Скалярное произведение в координатной форме.
Поставим вопрос о наиболее общем виде скалярного
произведения в произвольном конечномерйом унитарном
пространстве.
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Пусть х и у — векторы я-мерного линейного
пространства. Выберем в этом пространстве базис еи &ъ ...» &п-

Тогда
х= ххех + х*е% +...+ хпеп, у

На основании аксиом 2) и 3) скалярное
произведения можно записать .

-~

(х, у) = (ххех + *Ф%+ •.. + хпеп, Ухвх + У&* + • • • + ytfin =

п п

= 2 %xi9j(eh ej).

Обозначим (eif ej) = <iij, где в силу аксиомы (4)

«« ^ 0.

Тогда
п п

(*> У)= 2 2 °Wr

Полученное выражение представляет собой общий вид

скалярного произведения в конечномерном унитарном

пространстве.

Задавая различным образом скалярные произведения
(ви ej) базовых векторов, получаем различные формы
скалярного произведения. Очевидно, в евклидовом

пространстве
п п

(*> у)=2 2 «чЪУг

§ 2. МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ВЕКТОРОВ

Введем метрические свойства, подобные тем, которые

присущи векторам в пространствах V* и У3.
1. Длина вектора. Рассмотрим длину, или норму,

вектора, которая обозначается |jc| и определяется
выражением

\x\ = YVcTx).
"

В этом определении учитывается, что (х, х)^0 и берется
арифметическое значение корня. В пространствах V2 и У3
норма | х | совпадает с обычной длиной вектора х. В про-
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странствах Тп и С (а, Ь) соответственно имеем

|*| = )/W4-KI2+--.+KI3>

|*|=|$НОЛ) •

Из определения нормы вектора вытекает:

1) |х|>0 при х Ф- О и I jc | = 0 только, если л: = 0;
2) |Х*| = |Х||*|.
Вектор х, норма (длина) которого равна 1 (т. е.

|je| = l)i называется нормированным вектором. Очевидно,
всякий ненулевой вектор х можно пронормировать. Для

этого надо умножить его на число Х=—. Полученный

вектор у=—х будет нормированным.
2. Угол между Векторами. Рассмотрим евклидово

пространство. Косинус угла между векторами х и у
определим соотношением

coscp=
<*'*>

Для того чтобы введенное понятие угла имело смысл,

надо, чтобы для любых векторов х ц у из S

выполнялось условие

. ^Ж<г или \(х, у)\*£\х\.\у\[ .

Покажем, что это условие всегда выполняется.

Действительно, рассмотрим скалярное произведение вектора
\х—у самого на себя.

Тогда в силу аксиомй (4)

(Xjc—у, ^х—у)^0.
Отсюда

1*(х, х) — 2К(х, У) + (У, у) 2*0.

Этот трехчлен относительно X не отрицателен. Поэтому
его дискриминант меньше или равен нулю, т. е.

(*, у)"<(*. х).{у9 у) = \х\*.\у\*, \(х, у)\^\х\-\у\.
Это неравенство называется неравенством Коти—Буняков-
ского.

Введенное определение косинуса угла между
векторами обобщает известное из геометрии определение для

пространств V* и 1/8-
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Для вещественного пространства Тп и пространства
С (а, Ь) соответственно имеем

COS © =
iPl-Г ^Т Т /г, п

^

К aJ + .-. + aJ^K Р* + ...+ Рл

$/(0 •?(*)<«

COScp = -^ ^——-J —.

3. Ортогональные векторы. Если для двух векторов х
и у из унитарного пространства

(х, у) = 0,

то векторы х и у называются ортогональными.
Отсюда, в частности, следует, что нулевой вектор

л; = 0 ортогонален к всякому вектору у. .

В пространстве У2 и V8 условие ортогональности х

и у означает, что либо один из векторов х или у
нулевой, либо, если х^-0 и у^О, то угол между ними^

равен
—

.*

В пространствах Тп и С(a, b) условие
ортогональности соответственно имеет вид

«1р1 + -- + аД»= 0.

if(0?'(0*=o.
Например, векторы х = cos nt, у = sin mt, где m и

п — целые, ортогональны при а =— тс и 6= тс. Это
очевидно, так как

ТЕ

$ cos/г/ sinm/d/ = 0.
— тс

I

Если L — подпространство пространства R и вектор
л: £ R ортогонален любому вектору у £ L, то говорят,
что вектор л: ортогонален к подпространству L. Это
определение сохраняется и в случае, когда L —

произвольное множество векторов из R (необязательно
подпространство пространства R).
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4. Расстояние между векторами (точками). Определим
расстояние между векторами х я у (обозначим его р (х,у))
как длину вектора х—у. Для простоты ограничимся
рассмотрением евклидова пространства

р(х, у) = \х—у\ = У'(х—у, х—у)=

= V(x, х)-2(х, у) + (у, у). ,

В пространствах V2 и V%p{x,y) равно обычному
расстоянию между концами векторов х и у.

В пространствах Тп (вещественном) и С (а, Ь)
соответственно имеем

р (х, у) = V{4 - Pi)2 +... + (ая - %)\

p(^^)={Hf^-?(or^[/2. -

Из определения-расстояния следует, что

1) 9(х, у) = р{у, х);
2) р(х, у)^>0 при х^у\

3) р(х, у) —0 только при х=у;

4) р (х, z) < р (л:, у)-\-р (у, Z) для любых х, у, z

из &.

Первые три. из этих соотношений очевидны. Докажем
последнее. Используя неравенство Коши—Буняковского,
имеем

\х+у\'=(х+у, х+у) = \х?+ 2(х, у) + \у\*<>
<*|"+ 2|*||у| + |Я«= (1*|-|-|у|)«.;-

Отсюда
• \х+у\^\х\ + \у\.

Это неравенство называется неравенством треугольника,
так как в пространстве 1/2 оно означает, что длина

стороны треугольника не превосходит суммы длин двух
других его сторон.

На основании неравенства треугольника получаем

| х — z | = | х —у -f у — z | < | х—у | +1У — z |,

т. е.

р(х, z)^p(x, >0 + р(;у, г).
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Заметим, что если векторы х и у ортогональны, то

\х+у\*=\х\*+2{х, у) + \у\*=\х\*-\-\у\*.
Таким образом, для ортогональных векторов

справедлива теорема Пифагора.
Теорема сохраняет силу для любого конечного числа

попарно ортогональных векторов:

|^i + x2 + ... + ^|2=|A:i|2 + iA:2|2 + ... + l^|2.

§ 3. ОРТОНОРМИРОВАННЫЙ БАЗИС

Покажем, что в любом я-мерном унитарном
пространстве существует базис, состоящий из попарно
ортогональных векторов.

1. Линейная независимость ортогональной системы

векторов. Назовем совокупность попарно ортогональных
векторов ортогональной системой векторов.

Теорема. Ортогональная система ненулевых векторов

линейно независима.

Пусть хи хъ ..., хп— ненулевые векторы,
удовлетворяющие условиям

{Хи */) = 0, если 1ф\.

Предположим, что Хи Х'ь •••, хп линейно зависимы.

Следовательно, существуют такие аь а2, ..., ая, не все

равные нулю, что

&\Х\ -rf- а2^2 -4-... -|- &пХп= 0.

Пусть для определенности а^О. Тогда, умножая это

равенство скалярно на хи получим

Ч(Хи'Хг)-\-а*(Хъ Xi) +... + ая (хП9 Хг)=0

и в силу условия

(xit Xj) — Q при i Ф\

имеем a-i (Хи х{) = 0;
Но (Хи Х\)т£09 так как Х\ Ф 0, значит а1==0, что

противоречит условию и, следовательно, доказывает

теорему.
2. Построение ортонормированного базиса. Рассмотрим

я-мерное унитарное пространство. Так как это

пространство линейное, то в нем существует некоторый базис,
т. е. в нем всегда можно (и не единственным образом)
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выделить п линейно независимых векторов еи £*,...9ея.

Тогда обозначим е± = е% и построим вектор е% = е%-\-
-\-апе* (е*^£0 в силу линейной независимости е^н eJ).
Коэффициент аи выберем так, чтобы векторы е\ и е\ были
ортогональны, т. е.

(el *J) = 0.

Но {el, е*) = {вь ^*)+аи(^2» £*) и, так как е* = еи

получаем

„ _
(ga> gi)

Далее строим вектор

(#* ^ (V так как е\ и е3 линейно независимы) и

выбираем числа а21 и а22 так, чтобы вектор е\ был

ортогонален векторам е% и е%. Но это значит, что должны

выполняться условия

(*8. О + М*?. ^i)+OM-0= 0f

откуда
„ _

(*з> gf)
a21

a22:
(#3» ^8/

(*»,**)■

Если же таким образом
*

построены л—1 попарно

ортогональных векторов е*9 el, ..., е%-и то вектор е*

выберем в виде

е*п = еп + <zn_lt хе\ + ъпЛ, &1 +...+ <*ял, «л*;л

(eJ^O, так как в*, £*,..., ё%_\ и £„ линейно независимы)
и потребуем, чтобы он был ортогонален векторам е*9

el,-*», e%-i- Но для этого должны выполняться условия

{е%, е\) = {еП9 О+а»-1.1 (*?..**)--. = 0,

(el, el) = (en, et) + art_lf2(е*, *J) = 0,

(е%, **л) = (*л, ^i) + ... + «h-i.ii-i(«!Li^i) = 0
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и значит,

а«_1, 1 —

(еЪ е*}
, *П-1, 2 —

{е% е*}
, • • • ,

„ _
g"' ^я-1

Таким образом, по произвольному базису еи еъ .,еп

всегда можно построить п попарно ортогональных

векторов е*, е%у ... , е%. Эти векторы в силу доказанной в п. 1

теореме линейно независимы и, следовательно, могут быть

приняты в качестве базиса нашего пространства. Такой
базис назовем ортогональным. Отметим, что описанный

выше процесс построения ортогонального базиса

называется ортогонолизацией системы векторов.
Если каждый вектор ортогонального базиса е*9 ..., е%

пронормировать, то получим п линейно независимых

нормированных ортогональных векторов:

\e*\f \ef\f •"'. \*е*\'

которые также можно принять в качестве базиса нашего

пространства.
Такой базис называется ортонормированным. Таким

образом, приходим к следующему утверждению.
Теорема. В каждом п-мерном унитарном пространстве

существует ортонормированный базис.
3. Координатное выражение скалярного произведения

в ортонормированном базисе. Пусть е^ е*,... 9 еп—
произвольный ортонормированный базис в я-мерном
унитарном пространстве, а х — произвольный вектор этого

пространства. Это значит, что

х=х&+мвъ +... + *л*/»

причем

1**1=1; i=U 2, ...9п

\eh £/| = 0 при *V/. .

'

. Умножим выражение для х скалярнб на в(.

Тогда

(х9 е{) = xi (eu */)+... + xi{eu et)... + *«(ею е-)
{ и, следовательно,

xi = (x,ei).
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Таким образом, координаты любого вектора X
относительно ортонормированного базиса равны скалярным
произведениям вектора х на соответствующие базисные

векторы. Далее, если
~~

■

х = xtfi + х2е* +...+ хпеп<>

У = у&х + у&* + ...-+■ упеп,
то

Отсюда

(х,у)=Ъ 2 xigj-faej). (6.1)

(л:, у) = ххух 4" *&ч +... + хпдп. (6.2)

Отметим, что из равенства (6.1) очевидно обратное:
если для любых векторов х и у (х> у) = Xijji -f- x^y% + ...-{-
-\-хпуп, то соответствующий базис ортонормированный.

В пространстве & формула (6.2) принимает вид

(х, у) =хф+хф +... + хпуп.

Заметим, что в пространствах У2 и У3 в качестве

ортонормированного базиса можно выбрать любые два и

соответственно три единичных взаимно ортогональных
вектора. В пространстве Тн в качестве ортонормированного
базиса можно выбрать векторы

*i = (l,Of ...0), *= (6, 1, ...0), ...,^= (0,0, ...1). .

4. Матричная форма записи скалярного произведения

в евклидовом пространстве. Рассмотрим две столбцовые

матрицы:
/хЛ /Ух'

. Х = 1ХА Y =U*
\Хп/, \Уп/

элементами которой являются координаты векторов х и

у в ортонормированном базисе.
Так как (х$-y)=zXiyi-{-Xiyi-\-...'-\-x„yn9 а матрица

XY = Y'X = (х1У1 + Хф +... + хпУп) =
= хху{ 4-хф-{-...-{- хпуп, то

(лг, y)=*X'Y = Y'X.
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§ 4. САМОСОПРЯЖЕННЫЙ ОПЕРАТОР

1. Определение. Пусть А и В — линейные операторы,
действующие в унитарном пространстве.

Если для любых двух векторов х и у

(Ах, y) = (xt By), то операторы А и В называются

сопряженными.
. Если сопряженные операторы совпадают, т. е. А =В,

то оператор А называется самосопряженным.
В этом случае имеем (Ах, у) = (х, Ау) и, в

частности, (Ах, х)= (х, Ах).
2. Свойства самосопряженного оператора.
Теорема 1. Собственные числа самосопряженного one-

ратора вещественны.

Пусть X — собственное число самосопряженного

оператора А и х— соответствующий собственный вектор, т. е.

Ах=1х, где х т^О.
Так как

(Ах, х)= (х,Ах), то (Хлг, х) = (х, Хлг),
или

Х(х, х) = :к (х, х).

Но (х, х)^0. Значит, Х = Х, т. е. X — вещественное

число.

Теорема^ 2. Собственные векторы самосопряженного
оператора А, соответствующие различным его собственным

числам, ортогональны.
Пусть Ai и hь— различные собственные числа

(самосопряженного) оператора А, а Х\ и х%
—

соответствующие
им собственные векторы.

Так как Axi=hx> Ллг2=Х2д:2и (Ахи х^) = (хъ Ах*),
то ^\(хи Хъ)=)*(Хи Хъ) и так как Хх ^ Х2, то (хи л:2) =
= 0. Значит векторы Х\ и х%

—

ортогональны.
Теорема 3. Самосопряженный оператор имеет простую

структуру.
Предположим противное. Пусть самосопряженный

оператор не имеет простой структуры. В этом случае
(см. гл. 5, § 3, п. 6) существует вектор у такой, что

(А — \Ё)у=х, где" хч— собственный вектор,

соответствующий собственному числу X. Отсюда Ау=Ху -f- x.
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Умножим это равенство скалярно на вектор X

(х, Ау) = \(х, У) + (*> *)•
Но A — самосопряженный оператор, поэтому

(Ах, .у) = Ь (х, у) + (х, х).

Тйк как Ах= 1х, то

'к(х>У)='к(х>У) + (х> *)•

Отсюда (х, х) = 0, что невозможно, так как л:

—собственный вектор и поэтому х у£ 0, что и требовалось
доказать:

§ 5. СИММЕТРИЧНЫЙ ОПЕРАТОР

Самосопряженный оператор Л, действующий в

евклидовом пространстве, называется симметричным оператором.
Из определения следует, что для симметричного
оператора справедливы все теоремы, доказанные в предыдущем
параграфе.

1. Матрица симметричного оператора. Чтобы оператор
А был симметричным, необходимо и достаточно, чтобы
в ортонормированном базисе его матрица была
симметрической.

Пусть А — симметричный оператор. Тогда при любых
х и у справедливо равенство

(Ах,у)= (х9 Ау).
Обозначим через А матрицу оператора Л. Тогда

(Ах, у) = (АХУ Y= X'A'Y,

(х, Ay) = Xr(AY) = XrAY.

Поэтому X'A'Y = X'AY, где X и Y — произвольные
столбцовые матрицы. Последнее равенство справедливо
тогда и только тогда, когда А' = А, т. е. Л —

симметрическая матрица.
2. Приведение вещественной симметрической матрицы

к диагональному виду. Как мы знаем, симметричный
оператор А имеет простую структуру, поэтому
симметрическая матрица Л преобразованием подобия может быть

приведена к диагональному виду, т. е. найдется такая

матрица 7\ что Т-гАТ= 0чЪи).
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§ 6. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Выясним теперь, каковы специфические свойства
матрицы перехода от одного ортонормированного базиса
к другому ортонормированному базису в евклидовом

пространстве.
1. Ортогональные матрицы. Матрица Т с

вещественными элементами называется ортогональной, если Т= Г"1, ч

т. е.

ТТ'= Т'Т= Е.

Из определения следует, что ортогональная матрица
всегда невырожденная. Так как det (TT') = det 7" det Tr =
= det£=l, a det r= det 7\ то det T=± \.

Основные свойства ортогональной матрицы

1. Матрица, обратная ортогональной, также

ортогональна.

Пусть Т — ортогональная, матрица, т. е. Т'— Т~х.
Отсюда (Т'1у= (ТУ= Т=(Т-1)~\ т. е. {Т1У= (Т'1у1.

Значит, матрица Т~1 •<- ортогональная'.
Кроме того, так как Т'= Т~1, то матрица Т[ —

ортогональная.

2. Матрица T= (tij) — ортогональная тогда и только

тогда, когда ее элементы удовлетворяют равенствам
п

Действительно,

Отсюда Т'Т может быть ра&но Е тогда и только тогда,

когда
п

Или иначе
п

2 tkifkj= 0 при iy£j.

/? = i
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Так как матрица Т также ортогональна, то

2j Uktjk= ^ij-

2. Ортогональное преобразование и его свойства.
Линейное преобразование Y

— ТХ с ортогональной матрицей
называется ортогональным. Так как detT=± 1, то орто-
гональное-преобразование всегда невырожденное. Докажем

теорему.
Ортогональное преобразование координат не изменяет

скалярного произведения векторов.

Рассмотрим линейный оператор 7\ соответствующий
матрице 7\ и два произвольных вектора х и у. Их образы
обозначим Х\ и уи т. е. X\—fx\ у\= Ту.
Тогда

{xyy) = X'Y,
'

(*i, У\) = (ТХ)' TY =XTTY=X'EY = X'Y.

Поэтому
. - (*и yi) = {fx9 Ту) = (хху).

Следствие 1. Ортогональное преобразование не меняет

длин векторов и углов между векторами.
Следствие. 2. Ортогональное преобразование

переводит ортонормированный базис в ортонормированный.
Следствие 3. Матрица Т перехода от одного орто-

нормированного базиса {е} к другому ортонормированному
базису {е*} является ортогональной.

Действительно, элементы столбцов матрицы Т являются

координатами векторов е* в базисе {е)\ так как векторы
е\ ортонормированы, то элементы матрицы Т

удовлетворяют условиям
я

2j hihj— ^ij*
k = \

Следовательно, матрица Т — ортогональная;
СледЬтвие 4. Покажем, что матрицу Т, приводя-

щую симметрическую матрицу А к, диагональному виду,
можно выбрать ортогональной. Для этого нам достаточно

показать, что из собственных векторов матрицы А можно

построить ортонормированный базис.
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Пусть собственное число X матрицы А имеет кратность
k. Так как оператор А имеет простую структуру, то числу
X соответствует k линейно независимых собственных

векторов. Эти векторы образуют базис подпространства из

собственных векторов размерности k. Выберем в этом

подпространстве ортонормированный базис.

На основании теоремы 2 из § 4 собственные векторы,

соответствующие другим собственным значениям,
ортогональны этому подпространству. ~г

Поступая аналогично с векторами, соответствующими
другим собственным числам (учитывая их кратность), мы

получим ортонормированный базис всего пространства.
Таким образом, найдется такая ортогональная

матрица Т9 что

ГЛГ= (АА7).

Упражнения
1. Проверить, что векторы jct = (1, 1, 1, 2) и х2 = (1, 2, 3, — 3)

ортогональны. Дополнить их до ортогонального базиса

четырехмерного пространства.
2. Применяя ортогонализацию, построить ортогональный базис

пространства, представляющего собой линейные комбинации
следующих векторов

(2, 1, 3, -1), (7, 4, 3, -3), (1, 1, -6, 0), (5,-7, 7, 8).

3. Матрица оператора в некотором ортонормированном базисе

/И 2 -8\
Л= 2 2 10

\-8 10 5/.

а) Найти ортонормированный базис из собственных векторов
матрицы А.

б) Найти матрицу оператора А в собственном
ортонормированном базисе.

4. Доказать, что полиномы Лежандра
1 dk

П = 1. P* = 2%^Kx2-1)ft]-* = 1'2'3

образуют ортогональный базис пространства многочленов степени

не выше 3-й на отрезке*— 1^дг'^1, если скалярное произведение

определить равенством (/, g) = \ f(x) g {х) dxf где / и g— много-

-1

члены.

5. При каких условиях диагональная матрица будет
ортогональной?

6. Показать, что матрица '(gj?9 ~cos2/ °Ртогональна'
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7. Квадратная матрица А = (аф порядка п с комплексными

элементами называется унитарной, если А~Х^А'. Доказать, что

а) det Л = =н 1,

б) столбцы матрицы А попарно ортогональны.
8. При каких условиях диагональная матрица является

унитарной?
9. Доказать, что собственные значения ортогональной матрицы

равны по модулю единице.

10. Оператор А называется кососимметричным, если для любых

векторов х и у справедливо равенство

(л, Ау)=— (Ах,у).

Доказать, что матрица этого оператора в ортонормированном
базисе кососимметрическая (т. е. Л = — А') и собственные числа

нулевые или чисто мнимые.

Глава 7

КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

§ 1. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

И ПРИВЕДЕНИЕ ИХ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

В предыдущих> главах нам часто приходилось
рассматривать однородный многочлен первой степени от п

переменных
аххх + а2л:2+ аъхъ+ ... + апхп,

который называется линейной формой этих переменных.

Непосредственным обобщением линейной формы п

переменных являются так называемые квадратичные формы,
которые тесно связаны с изучением поверхностей второго
порядка в п мерном евклидовом пространстве.

Общее уравнение таких поверхностей в декартовых

координатах содержит сумму квадратичной формы,
линейной формы и некоторой постоянной, причем
преобразованиям (определенного типа) переменных и связанным

с ними преобразованиям квадратичной (и линейной)
формы соответствуют преобразования поворота и

параллельного переноса системы координат, что используется для
исследования поверхностей второго порядка и

приведения уравнений этих поверхностей к каноническому
(простейшему) виду.

1. Квадратичная форма и ее матричная запись.

Квадратичной формой переменных хг, л:2,..., хп называется одно-
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родный многочлен второй степени относительно этих

переменных, т. е,
п п

L (хи хь ... хп) — 2] 2] aijxixP (7Л)

где aij= aji.
к Например, квадратичная форма при п = 2 имеет вид *

L(xf у) = Ах* + 2Вху+Су\
Здесь

#11 =г А, #12 == #21 == 5, #22 = С.

В принятых обозначениях имеем:

2 2

L \X\, X$)==z 2^ 2^ Q>ifaXj= CLmXI -p#i2#i#2 |" #21#2^1 ~T" #12*2 •

Это можно записать еще так:

L (хь х<ь) = лгх (anXi + #12*2) + л:2 (a2i#i + #22*2).

Если ввести матрицы

AJa»a*X XJ*\
W а»/ - W

TO

I(*lf *2) = Х'ЛХ.

Последняя формула справедлива и в общем случае.
Действительно, введем матрицу из коэффициентов формы

Mi an ... а1п\

Л | #21 #22 •• • #2я

W/il #«2 ... #ял/

Очевидно, что если дана форма (7.1), то матрица А

(симметрическая)' известна. Обратно, если дана матрица А9
то ей соответствует вполне определенная (с точностью до .

обозначения переменных) квадратичная форма. В силу
этого А называют матрицей квадратичной формы.
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Форму (7.1) можно записать в матричном виде

L(xu Ъ, ...хп) = Х'АХ, (7.2)

где Х = | * ).

В дальнейшем мы будем изучать вещественные
квадратичные формы (Oij — вещественные числа).

2. Преобразование квадратичной формы. Произведем
линейное преобразование переменных формы (7.1).
Положим X = TY, где Т — квадратная матрица порядка п,
а матрица /

Тогда, так как Х'= УТ', то из равенства (7.2) получаем
L=X'AX= Y'T'ATY9 или L=Y'(T'AT)Y. Обозначим
В= Т'АТ. Тогда

L= Y'BY.

.Отметим, что матрица В — симметрическая.
Действительно,

В'= Т'А'Т"= Т'А'Т =ГАТ=В, так как А'= А.

Итак, квадратичная форма (7.1) с матрицей А после

линейного преобразования переменных переходит в

квадратичную форму от новых переменных с матрицей
В= Т'АТ.

Если Т— ортогональная матрица, то Т= Т~1 и

В= Т~ХАТ, т. е. матрица В подобна матрице Л.

3. Приведение^ квадратичной формы к каноническому

виду. Рассмотрим вещественную квадратичную форму
L =XrAX. После линейного преобразования получаем
квадратичную форму от новых переменных с матрицей
В= ТАТ. Так как матрица А — вещественная и

симметрическая, то она имеет простую структуру и может

быть ортогональным преобразованием приведена к диаго-

123



нальному виду. Значит, существует такая ортогональная
матрица 7\ что B==.T~1AT= Q^ibij)f где ^ — собственные
значения (вещественные!) матрицы А.

Преобразованная форма имеет вид:

ИЛИ

L=Zhyt,
'

(7.3)
i = l

где число отличных от нуля коэффициентов ^ равно
рангу матрицы Л.

Пример.

Привести к каноническому виду форму

L = #\ — 2x1 + *1 + 4хгХъ — 8xtx& — 4л:2л:3.
Решение. Матрица А квадратичной формы имеет вид

Л= 2 -2 -2 .

\_4 -2 1/

■ Ее характеристическое уравнение

1-Х 2 -4

2 —2-Х -2

_4 -2* 1-Х

= 0.А (X) = | А - IE | =

Отсюда
(А-6)(Х +3)2 = 0.

Следовательно,
*

\

\ = 6, Х3 = — 3, Х3 = — 3

и канонический вид квадратичной формы будет

§ 2. НЕОДНОРОДНЫЙ МНОГОЧЛЕН ВТОРОЙ СТЕПЕНИ

Как известно, в аналитической геометрии ставится и

решается задача приведения общего уравнения линии

второго порядка на плоскости или поверхности второго
порядка к каноническому виду с помощью

преобразования декартовой системы координат (без изменения

масштаба). Мы рассмотрим задачу приведения общего
уравнения второй степени (содержащего п переменных) к кано-
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ническому виду. Предварительно решим задачу о

преобразовании многочлена второй степени.

1. Классификация многочленов. Неоднородным
многочленом второй степени называется выражение вида

п п п

Р (хи хъ • •
•, хп) = ^ 2 uijXiXj +2^ biXi + с, (7.4)

£=1/=1 i=l

где все коэффициенты — вещественные числа и ац= а#.>
Запишем многочлен в матричной форме

Р = Х'ЛХ + 2Х'£-К
"

(7.5)
где ,

"

Х%

W
А= (аи); Х =

Рассмотрим матрицу

Если ранги матриц А и D равны, то многочлен""? будем
называть центральным. В противном случае

—

нецентральным. Очевидно, если А — неособенная матрица

(detAybO), то многочлен Р — центральный.
2. Приведение неоднородного многочлена 2-й степени

к каноническому виду. Имеем многочлен (7.4).
Рассмотрим два возможных случая:

а) Пусть многочлен — центральный. Подвергнем его

преобразованию
X = Y + V,

где
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vi—некоторые числа, которые мы в дальнейшем выберем
специальным образом.

Внося X в выражение (7.5), получаем

P= (Y'+V')A(Y+V) + 2(Y'-\-V')B + c

или после преобразований
P= Y'AY +2Y'(AV + B)+V'(AV+ B) + V'B+ c.

При выводе этого соотношения учитывалось, что (VAY)''=
= V'AY, так как VAY— одноэлементная матрица.

Выберем теперь F-так, чтобы выражение AV-\-В
обратилось в нуль. Это можно сделать, так как система

уравнений AV-\-,В= 0 совместна (ранги матрицы системы

и расширенной матрицы системы по условию равны).
Итак, если выберем матрицу V решением уравнения

AV-f-fi= 0, то многочлен примет вид

P= Y'AY+V'B+ c.

< Квадратичную форму YlAY с матрицей А приведем к

каноническому виду при помощи Ортогонального
преобразования переменных K=TZ, где T= (tij) —
ортогональная матрица.

Получаем канонический вид центрального многочлена

Р=^Ы+си где Cl=V'B+ c9

„причем, если det Л = 0, то некоторые
*

коэффициенты X/
равны нулю.

Следует отметить, что если detA^O, то свободный
член Ci можно определить, не решая предварительно
системы

.AV+B=Q

относительно V. Так как
*

ct = V'B-\-c9

где V определяется из предыдущего условия, то С\ можно

найти из системы п-\-1 уравнений с лг -f-1 неизвестными:

AV = -B9

VfB—d=— c9
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или в развернутой форме

Отсюда

1ап ап ... аХп 0 \ \vx\ j—bA
I a2l an ... a2n 0 \ / щ \ /~-M

\ani an* ... ann 0 J\vnJ \~bnJ
\bi b, ... bn -1/ W \-c\

Г\ -ТГ7 ■

ы —

«n al2 ...

«Л1 «Л2 •••

bx b2 7.

| «11. «12 ••

«/11 «Л2 ••

1 bt b2 ..

«1Л

«ЛЛ"

bn

• «1Л

• «лл

-*1

— с

0

о !

-1

1

"•"det Л

,

«U «12 '1Л *1

11 «Л2 ••• «ЛЛ #Л

| &i &2 ••• &Л С

Итак, если det Л Ф О, то канонический вид многочлена
таков:

л

> = 1

К
det Л J

где

/с=

ап аы ... fli„ 6i

#л1 #л2 ... #лл ^л

Ь\ Ьъ ... 6rt с

и Х^О * = 1, 2,.... п.

б) Пусть теперь многочлен—г нецентральный.
Подвергнем переменные xt ортогональному преобразованию
X= TY, где T = (tij)9 ортогональная матрица такая, что

квадратичная форма ХАХ преобразуется к каноническому

виду. Преобразованный многочлен будет иметь вид

'=2М+2.2^+с
/=i i=i
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где ггк^п (по условию detA=0 и некоторые А,- равны
нулю), X/ ф 0, / = 1, 2, ... m, a

?* | = Г5,

причем хотя бы одно Ь* Ф О, так как в противном
случае многочлен был бы центральным. Так как

то обозначая у{-\-^ = ги гшлучим

m n
^

i = I i =* m -f-1

_ bf
где

Произведем теперь еще ортогональное преобразование,
не меняющее переменных ги вида

щ
—

Zi, i= 1, 2, ...- т;
•

я

">= 2 ?<7#> /= m-f l„m-f 2, ... я.

г = т -f 1

В частности, выберем это преобразование так:

tH = Zi\ i = l, 2, ... т

п

ит+1 = --г=== У Ь*&

и/— У/> j— m+ 2, m+ 3, ... n,

где хотя бы одно из bf при i^m-f-1 отлично от нуля.

%
Обозначив Хт+1 = У~Ь%?+ !+••• + *f, имеем
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Наконец, полагая щ — Vi, где {фт-\-\>

i ci

Цт+1~"Г о> ■ =vm+U

находим канонический вид нецентрального многочлена

т

i= l

Здесь
Х^О, /=1, 2, ...т; т<^п.

§ 3. УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛИНИЙ
И ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

1. Общее уравнение второй степени. Общим
уравнением второй степени называется уравнение вида

Р(хи #2, ... •*;„) = О, где левая часть есть многочлен второй
степени. Этот многочлен имеет вид (7.4)

п п п *
"

р==2 2^/*<*у+ 22 btxt + c

(здесь все коэффициенты действительны аг-;=а;7), или

в матричной форме
Р= Х'АХ + 2Х'В~\-с.

Учитывая результаты § 2, мы с помощью линейных

преобразований "можем привести общее уравнение второй
степени к одному из следующих видов:

п

!• 2 ^~ЬCi= 0» если многочлен Р—центральный,
? = 1

причем некоторые Х£ могут быть равны нулю.
т

2. 2 ^2* + 2^«+i2m+i = 0» если многочлен — нрцент-
i = i

ральный, причем ^^0, * = 1, 2,..., т, m-1-l и т<^п.
Рассмотрим два частных случая.

2. Линии второго порядка. Положим в общем

уравнении я = 2. Получим <

2 2 2

i=]J=\ /=1

^ б Основы линейной алгебры 529"



Это уравнение есть уравнение линии второго порядка на
плоскости в декартовой системе координат. С помощью

преобразований вида Х = У-\-У (параллельный перенос
осей координат) и X= TZ (поворот осей координат)
уравнение приводится к каноническому виду. Изменяя
обозначения переменных и коэффициентов, получаем:

1. X1jt2-j~X2#2H-c= 0, если многочлен — центральный.
Причем хоть одно из Xt и А2 не равно нулю. Имеем

центральную линию.

2. v^-f-v2*= 0, если многочлен нецентральный,
причем vi и v2 не равны нулю. Имеем нецентральную
линию.

Придавая коэффициентам различные значения-и вводя

стандартные обозначения, получаем следующие

геометрические образы:

1) "J" +|r=l— эллипс;

2) Дг — -fr= 1 — гипербола;
X2 V2

3) —а—f- -^-=
— 1 — мнимый эллипс;

х2 , у

4)^r+ir=0-TO4Ka;
а

5) ——"fr—^— две пересекающиеся прямые;

6) x* = dS— две параллельные линии;

7) х*=-г-а*— две мнимые прямые;
8) х2= 0— две слившиеся прямые;

9) у2= 2рх— парабола. •

3. Поверхности второго порядка. Положив в общем
уравнении второй степени я= 3,~ получим уравнение
поверхности второго порядка в декартовой системе

координат
'зз з

2 2 aijXiXj^ 22 Ьгхл + с= 0.

Аналогично предыдущему пункту в результате
соответствующих преобразований получаем следующие
канонические виды уравнений:

1. Центральная поверхность

X,*' +V+ *•**+ £?=,(),
где хоть одно из >ч, Х2, Я3 не нуль. .
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2. Нецентральная поверхность

где хоть одно из vj и v2 не нуль и v3 Ф 0. Эти
уравнения определяют следующие геометрические образы:

1) Дг + |г+ ~г
= 1 — эллипсоид; ^

д-2 у2 22
2) -2— ^з 2== —1

— однополостныйгиперболоид;
л:2 v2 г2

3) —г + та г =
— 1 — двухполостный гиперболоид;

л:2 v2 z2
4) -г-}-тг + -г

=—1 — мнимый эллипсоид;

5) -^- Ч- ^" Ч- ^" = 0 — мнимый конус;

х2 , у* z2
6) -пГ + тг*—-т

= 0 —конус;
а*

7) -^р -{--тг = 1 — эллиптический' цилиндр;fl2 "Г £2

8) -з— -|г = 1 — гиперболический цилиндр;

9) ^т-\--1~-=—V—мнимый эллиптический цилиндр;

Ю) :1__)-^г = 0 — две мнимые пересекающиеся

плоскости;

11) —2—^-=0—две пересекающиеся плоскости;

12) х* — а? — две параллельные плоскости;

13) г* = — $— две мнимые параллельные плоскости;

14) *2 =0— две слившиеся плоскости;

л:2 V2'

15) \-^-= 2г — эллиптический параболоид

(W>0);
.

16) —= 2г — гиперболический параболоид

(W>0);

17) yq = 2px — параболический цилиндр.

5*
'
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Примеры.
1. Привести к простейшему виду уравнение линии

5х2 + 4ху + 8у2 — 32л; — 56> + 80=v0. •

Решение. Найдем характеристические корни матрицы

HI)
15 —X 2

2 8-Х
:0; Xs — 13Х + 36 = 0, отсюда Х1==4; Х2 = 9.

Так как det А = 36 ф.% то легко составить преобразованное
уравнение. Для этого (см. п. 2 § 2) найдем К

К--

5 2-16

2 8-28
— 16 -28 80

= —16-81;

Значит, с?! = — 36 и канонический вид уравнения будет

4л1 + 9у? = 36, или ^+^=1.
Дополним условие задачи требованием определить расположение

данной линии относительно исходной системы координат. В этом

случае задача усложняется. Надо найти угол поворота осей координат
и новое начало координат.

Сначала найдем направление новых осей координат. У нас
Х1=:4, Х2 = 9. Крординаты соответствующих собственных векторов
находятся из систем

(5 —Х)й1 + 2й2 = 0,

2«!+(8 — Х)и2=:0.
При Хх =4 имеем

Отсюда tti = 2; и2 = «

При Х2 = 9 имеем
— 4их + 2«2 = 0,

2«t — и2 = 0.
Отсюда «j = 1; #2 = 2.

Нормированные собственные векторы имеют вид

Новое начало координат (так как det А ^£0) легко найти методом,

указанным в п. 2 § 2.
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Второй способ, годный для центральных и

нецентральных кривых. Составим матрицу линейного преобразования

Значит, формулы преобразования координат имеют вид

y=-7fXi+Wyi'
Внесем Xi и ух в левую часть данного уравнения. Так как
трехчлен 5л:2 + 4ху + 8у2 в новой системе будет иметь вид AjArf + ^i=
= 4x1 + 9у?> т0 наД° преобразовать лишь члены, содержащие х

и у в первой степени

144

•
*

уъ уъ Уъ
"1

уъ

Следовательно, в новой системе координат уравнение имеет вид

4jcf + 9yf —;

или
ГЁх>-Щ* + 80=°

4 х
1 \*

'уъ +•<*-# 36 = 0.

Обозначая хх — гт^-:
уъ

х& У1 — 77F
= У*> имеем 4л| -f 9yf = 36.

1/5
Окончательно

U2
1+^ = 1.

9
' 4

, Очевидно, направление повернутых осей координат xt и j^

определяется векторами ег и е2> Затем параллельным переносом осей
/1 8 \

л^ и Ух в точку с координатами -—, —= в системе xl9 yt полу-
\уд УЪ)

чаем систему координат x2f y2-
2. Определить канонический вид и расположение поверхности

2л:2 +у2 + 2z2 — 2л:.у + 2yz + 4л: — 2у = 0

Л =

отсюда Xj = 3; Х2 = 2; А8 = 0.

2 -

1

0

-1 0\
11

12/;

2-Х — 1 0

- 1 1-Х 1

0 1 2-Х

= о,
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Находим направление новых осей

'.(2 — Х)^ — и2 = 0,
-Oi + O — А)й2 + и3 = 0,

и2 + (2 —Х)й3 = 0,
при Л = 3 a1=:lf «, = —1, и8 = —1;
при Х = 2 Bl=lf «2 = 0, tt3 = l;
при А^О Bl = lf и, = 2, и, = -1.
Нормированные собственные векторы имеют вид

K.-Lt-J-.

вид

'УЗ"" l/V /3/
*i = -7='+ -7=*»

1
; .

*
,

1
*

т= -

г
• /3 /2

Следовательно,
•1.1 1

"а-ПХ1 + 7ТУ1-7*в»
4x-2y= ^i. + %-

V^ V2'
Преобразованное (после поворота осей) уравнение принимает

или

Обозначим

Имеем Зд| + 2у1 = 2( или f+f= 1-эллиптический цилиндр.2_
3
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§ 4. ЗНАКООПРЕДЕЛЕННЫЕ КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

Во многих вопросах, связанных с применением

квадратичных форм, особую роль играет знак формы при
различных значениях переменных.

1. Положительно и отрицательно определенные формы.
Действительная квадратичная форма L =X'AX
называется положительно определенной, если для любых
действительных значений переменных Хи хъ ...хп, не всех

равны* нулю, L>0. Если при этих условиях L<^0, то

форма называется отрицательно определенной.
В обоих этих случаях форма L называется знакоопре-

деленной.

Если^ не изменяет знака, но при некоторых
значениях цеременных (которые не все равны нулю)
обращается в нуль, то форма L называется,
знакопостоянной.

Например, очевидно, что форма L = 2x*-\-3y*— поло-,

жительно определенная, а форма L—— х*— у1 —
отрицательно определенная. Несколько сложнее дать ответ

в следующем случае L—2xy— х* — 3*Д После

элементарного преобразования получаем L= —-> (х — г/)2 — 2у2.
Значит, форма — отрицательно определенная.

Очевидно, что при большом числе переменных
ответить на вопрос, будет ли квадратичная форма знакооп-

ределенной, сложно. Докажем теорему, которая поможет

дать ответ на поставленный вопрос.
Теорема. Для того чтобы квадратичная форма L=

= Х'АХ была знакоопределенной, необходимо и достаточно,
чтобы характеристические числа матрицы А имели

одинаковые знаки (плюс для положительно определенной и

минус для отрицательно определенной формы).
Очевидно, что если L — положительно определенная

форма, то форма —L— отрицательно определенная.

Поэтому нам достаточно рассмотреть лишь случай положительно

определенной формы.
Приведем форму L= X'AX к каноническому виду

п

L=2j ^iffl ортогональным преобразованием Х== TY. Так

как матрица Т
— ортогональная, а, значит, —

невырожденная, то У= Г~1Х. Поэтому, если X Ф О, то Y ФО и,

наоборот.
Доказательство необходимого условия.
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Пусть при X фО L>0. Значит, и при Y фО L>0.
Предположим, что хоть одно Аь например, ^1=^0. Тогда,
полагая у\=\\ уъ= уг= ... — уп= 0, имеем L=Xi<;0,
что противоречит условию.

Доказательство достаточного условия.
Пусть все h^>0f *=1, 2, ... п. Очевидно, что

п

L=^ ^ilfi ^> Ог если Y Ф О (значит, и X ^ 0), что и тре-

бовалось доказать.
Отметим, что практическое применение результатов

этой теоремы затруднительно, так как для нахождения

характеристических чисел матрицы А необходимо решить
уравнение n-й степени. Приведем доказательство более

удобного для приложений признака.
2. Критерий Сильвестра. Для того чтобы квадратичная

форма L =XrAX была положительно определенной,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства

det Л1 =ац>0, .

#п ... о>и I v

#2i... #2Я Uva

#/il • • • #/ш I

Докажем теорему методом полной ^математической
индукции. При п=\ L— auxl. В этом случае критерий
очевиден, так как ац*1>0, тогда и только тогда, когда

#и>0. Предположим, что критерий справедлив для

формы п—1-го порядка. Покажем, что он будет
справедлив и для формы п-го порядка. Докажем
необходимость условий. Имеем форму п-го порядка L===

п п

===S 2 aijxixj- Пусть L>0. Положим хп= 0. Полу-
i=l/=l

п п

чим-форму п—1-го порядка £i =2 2 ачх*хр для ко"

торой по предположению индукции выполняются

неравенства

detЛ1>0, det Л2>0, ... det Ля_1>0.

Остается показать, что det Л ]> 0. Для этого форму L
ортогональным преобразованием приведем к каноническому
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виду. Учитывая неизменность det^4 при этом

преобразовании и предыдущую теорему, получаем

Ui 0 ... О

о х2 ... о
det Л =

о о ... к

=х1х,..дя>о.

Докажем теперь достаточность условий. Допустим,
что

det^i>0, ёеЫв>0,...,<1е1;Ля= с1еЫ>0.

Форму £ =2 2 aijxixj представим в виде

L=Li~f"2^j uinXiXn-\~ annxl
«=i

где
п-Л я—-I

Li= 2j Zj aijXiXj'

При произвольном, но фиксированном хп, мы можем

рассматривать L как неоднородный многочлен второй
степени от переменных хи х%,.. .#rt_i. Так как определитель

матрицы квадратичной формы Li отличен от нуля

(по условию det Ля_1!>0), то этот многочлен —

центральный. Поэтому мы можем преобразовать его к .виду

«-1

L=2 W
К

г=1
det ЛЛ_!

где Xf — характеристические числа матрицы Ап_и а

I #ц #12 ... #l/i

I #21 #22 • • • #2/1
/с=

#rtl #/*2 #л

= det>l.

По условию все Xf^>0 (по предположению индукции

форма Li — положительно определенная) и ,detA^>0.
Поэтому L]>0, что и требовалось доказать.
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Следствие. Чтобы квадратичная форма L была
отрицательно определенной, необходимо и достаточно
выполнение неравенств

detЛх<0, det42>0, deM3<0, ... (— 1)ЯdetЛЛ>0.

Это очевидно, так как в этом случае форма — L —

положительно определенная.

Примеры.

\.L = ~x2 + 2xy-3y\ Л = (~|_з),
det Лх =— 1 <0, ^ det Л2 =

—1 1

1 —3
= 2>0.

Форма L — отрицательно определенная.
2. L = ах2 + 2Ьху + су2.

Аналогичнопредыдущему получаем: при ас— £2>0 форма
— знако-

определенная, причем при я>0 она положительно определенная,
а при "я < 0— отрицательно определенная.

Упражнения

1. Привести к каноническому виду квадратичную форму

Зх\ + 3*1 + 4*1*2 + 4лг1лг3 — 2х2хь.

2. Привести к каноническому виду квадратичную форму

6х\ 4- 5*| + 1х\ — 4XiX2 + 4*2*з

и найти преобразующую матрицу.- j

3. Показать, что квадратичная форма

IXy ~j~ '*2 ""Г" '*з 1~ *1*2- |" ^*1*з "Т" ^-*2*3

положительно определенная.
4. Привести к каноническому виду уравнения следующих

поверхностей:

а) б*2 — 2у2 + б22 + 4лг2 + 8л;--4у —8z+l=0;

б) 4х2 + Зу2 + 2z2 + 4xy — 4yz + 4х— 2у — 4z— 3 = 0;

в) 2*2 + 2>8 + З22 + 4дгу + 2xz + 2^2 — 4л: + 6у — 2а: + 3 = 0.

5. При каких значениях параметра X квадратичная форма

0*J ~|~* Х~2 "Т~ ЛЛд ~у~ 4*1*2
""~~ Z*i**3 Z*2*g

будет положительно определенной.
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Глава 8

ЖОРДАНОВА НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА

МАТРИЦ

§ 1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ БАЗИС

СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА
_

1. Постановка задачи. Ранее было показано,
что для того, чтобы матрица А я-го порядка была подобна

диагональной матрице, необходимо и достаточно, чтобы

соответствующий ей ойератор А был оператором простой
структуры, т. е. чтобы он имел п линейно независимых

собственных векторов. >

В противном случае, т. е. когда число т линейно
независимых векторов оператора А меньше чем п, то

в любом базисе число столбцов матрицы Л, все элементы

которых, кроме диагонального, равны нулю, не больше

чем т. Для того чтофы число указанных столбцов было

наибольшим^ т. е. равнялось т, надо, чтобы все линейно
независимые собственные векторы были включены в базис.

Однако, как бы мы не выбирали недостающие п— т

базисных векторов, соответствующие этим векторам столбцы

матрицы А будут содержать более одного отличного от

нуля элемента. Естественно считать, что матрица, в

которой т столбцов содержат чДишь- один (диагональный)
ненулевой элемент, а остальные п — т столбцов содержат
Минимальное число элементов, отличных от нуля, является

простейшей (лосле диагональной) матрицей, подобной
матрице, не имеющей простой структуры. Подробному
выявлению вида такой матрицы, и способу построения
соответствующего ей базиса и посвящается настоящая

глава. Итак, пусть оператор А не имеет простой
структуры, это значит, что хотя бы для одного
характеристического числа Х£ (i=l, 2...v) ранг rt матрицы Л—ltE
отличен от п — k-„ где kt кратность корня Х£
характеристического многочлена А(Х) матрицы А. Поэтому
п — &/<>i (гл. 5, § 2, п. 5) и, следовательно, система

(A— hE)X = 0

имеет только irii = n— /%•<&/ линейно независимых

решений, а это значит, что оператор А #меет соответственно

mi<^ki линейно независимых собственных векторов
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О характеристическим числом X*. Для построения базиса

надо найти (для каждого Xj) недостающие ki — mt =

= ki-\-ri — п векторов таких, которые вместе со всеми

/n = mi + ^2+ .-H~^v линейно независимыми

собственными векторами оператора образуют линейно независимую

систему.
2. Построение базиса специального вида. Пусть ранг

оператора А—IE в пространстве R равен г. Это значит,
что оператор А имеет п — г линейно независимых

собственных векторов Хи Хъ ..., хп_п соответствующих

собственному числу X.

Рассмотрим подпространство L = {A — *kE)R. Из

теоремы о ранге следует, что размерность его равна г.

Выберем в L базис gu gz,..., g>. Обозначим прообразы
этих векторов yl9 у*,..., уп т. е.

(A—lE)yi = gi, /=1,2,..., г.

Лемма. Векторы х%9 JCa,. -
-, хп_п уи у%,..-,уг

образуют базис пространства ./?.
Количество этих векторов совпадает с размерностью

пространства R. Поэтому нам достаточно доказать, что

векторы Хи х%,..., хп_п уи Уь--*Уг линейно независимы.

Предположим, что это не так, т. е.

где хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля.
Отсюда

(Л -XS/ffo^-f (Д -Х£)2] р<у* = 0,

ИЛИ

Так, как векторы gt образуют базис L, то fc = 0,

i=l, 2,..., г. Значит, 2 otiJCi ===== 0, что противоречит
i= l

линейной независимости векторов jelf Хь ..., хя.г.
Итак, базис пространства Я можно построить из

собственных векторов, оператора Л, соответствующих
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числу X, и прообразов базисных векторов подпространства

L = (A — Х£)Я.
Используем лемму для построения базиса специального

вида.

Пусть в подпространстве L= (Л — Х£)# размерности
г имеется т линейно независимых собственных векторов

оператора Л, соответствующих числу X.

Обозначим их

хи Хъ..., хт> где т^г и т^п
— г

и дополним их векторами

до базиса подпространства L, а также обозначим j/f

прообразы векторов х{ и г* прообразы векторов gu т. е.

(Л—XJ5)jr, = jC|(f = l, 2,..., m), (Л—х£)**=#
f==l, 2,..., г —m.

Из доказанной леммы следует теорема. Можно

построить базис пространства R из векторов

УU Уь • • •
> Ут> #Ъ #2 • • •

> 2г-т> Хи Х%, ...
, Хп_п

где jcm+i, jcm+A,..., xn_r —недостающие собственные

векторы оператора Л, соответствующие числу X, т. е. такие,

что векторы
Х\, Хь ..., Хп__г

линейно независимы.

Содержание доказанного утверждения иллюстрируется

схемой, приведенной на рис. 4.

\у,.'1г-Ут\^-Ч- Zr-m

\х,.Хг... Хт \f,.ff2 ... Jr.m

х,,хг... хт... хп_г\

Рис. 4

§ 2. ЖОРДАНОВ БАЗИС В ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ

1. Жорданов базис. Рассмотрим частный случай, когда

оператор А имеет единственное собственное число X и

не имеет простой структуры. В этом случае матрица
А — Х£ имеет ранг г, не равный нулю (при г = О оператор
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имеет простую структуру), а значит в пространстве R
имеется п — г линейно независимых собственных векторов
оператора Л, соответствующих числу X.

Рассмотрим подпространство Li = (Л — ^Ё) R. Его

размерность равна г Ф 0. Следовательно, в Lu как

известно (см. гл. 5, § 2, п. 2),^ найдется хотя бы один
собственный вектор оператора Л.

Поэтому размерность подпространства t L2 =

= (Л — Х£) Li = (Л — ^E)2R будет меньше размерности Li.
Если L2— ненулевое пространство, то в нем^ найдется

хотя бы один собственный вектор оператора Л. В этом

случае построим подпространство L3= (Л — Х£) L2 =

= (Л — Х£)3 #, размерность которого меньше размерности
L2. Продолжая процесс, мы получим ненулевое
подпространство Lk такое, что

Ьш= (Л — IE) Lk = (Л — Х£)М 7? = 0.

Это означает, что пространство_ Lk содержит только

собственные векторы оператора Л, значит, оператор Л
в Lk имеет простую структуру.

Выберем в Lk базис. Используя предыдущую теорему,
мы можем дополнить выбранный базис Lk до базиса Lk ь

затем базис LkJi дополнить до базиса Lkjt и т. д. В итоге

получим базис всего пространства R. Перейдем к его

построению. Пусть рх
—

размерность Lk и векторы
Хи Хь..., xPi образуют его базис, а пространство Lk_t

содержит р2 ^ Pi линейно независимых собственных

векторов оператора Л. Тогда векторы

Хи Х<ь,...? XPi\ УгУъ,..., yPi', ЛГр1+1, ..., Хр^
где

(Л ~\E)yi = xi (i=\, 2,..,, Pl);

(Л— XE)xt = 0 (/=1,'2,..., р2)

-образуют базис Lk_u размерность которого равна pi-j-p2.
Аналогично векторы^

Х\, лг2,..., xPi; уь у2,..., ур^ Zu %ъ • • •
> ^rp1» ^pjL+i» • • •

> ^ра»

Ур!+ь • •
•» Ур2; -*ря+ь • •

•» -^Рз»
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где ~

(A—'kE)zi=yi, / = 1,../, a,

(Л — lE)yi =xh /=1,..., p2,

(Л — \E)Xi = Q, / = 1 Рз

(Рз^Р2— число линейно независимых собственных

векторов оператора Л, содержащихся в пространстве' Lk_%)
образуют базис L&-2, размерность которого равна

Pi + Pa + Ps- Продолжая процесс, получим базис

пространства R. Этот базис называется жордановым базисом.

Для последующего нам будет полезно разбить
полученный базис на отдельные группы векторов.

2. Жорданова цепочка векторов. Рассмотрим векторы
xt (j = l, 2,..., pi) из Lk\ Как мы видели, они являются

образами векторов j/b(£ = l, 2,..., pi) пространства Lfe_i,
которые в свою очередь являются образами векторов
Zi (i = 1, 2,..., pi) из Lfe_2 и т. д. х

Совокупность этих векторов х-„ у-г, Zi,... при

фиксированном i назовем жордановой цепочкой векторов длины

k-\-1. Таким образом, мы получили pi жордановых
цепочек, каждая из которых состоит из k -j- 1 вектора.

Рассмотрим теперь векторы xt (j = prf-1,..., р2) из

Lfc_i, каждому из этих векторов также соответствует
цепочка из k векторов:

Xt, Уи **,..., i)i (f = pi+ 1,..., Рз).

Таким образом, мы получаем дополнительно р2— р\

жордановых цепочек длины k. Рассуждая аналогичным

образом, получим далее р3
—

р% жордановых цепочек

длины k — 1, р4 — Рз цепочек длины k— 2 и т. д. Наконец,
Pfe+i — Pk цепочек длины 1, т. е. цепочек, состоящих из

одного собственного вектора оператора Л. Здесь pv
— число

линейно независимых собственных векторов оператора Л,
содержащихся в пространстве Lfc+i-v, размерность которого
равна ^

Pi + P*+ .'.. + Pv (v=l, 2,...,£f 1),
' *

Pk+i — n— r и U= R.

Таким образом, общее число жордановых цепочек

равно

Pi + (Р2 — Pi) + • •->+ (Р/Ж — Pk) =РШ=П — Г,
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т. е. числу линейно независимых собственных векторов

оператора Л, а их суммарная длина, (т. е. число

векторов, содержащихся во всех цепочках) равна

рх (ft + 1) + (fb — pi) ft + • • •+ (Рм — Pk)l =
= Pi + P* + --- + Pk+i = n,

т. е. размерности пространства R.
Построенный таким образом базис пространства R

схематично изображен на рис. 5, на котором в столбцах

п

(п-г) Г

L0
= K

L,= (/l-hE)R'

Lf{A-U)ZR

■

LK?2(A-lEfZt
LKT, (fl-KEf'R

LK'{fl-kE)«R

wt

Vi

111

•

Zi

Si

Ъ

v'i i Hi \ ^ j Hi
1 i 1 - - —

Щ j n i y] ! xt

ti \ St I Xi
1
1
1
1
I
j

Hi I M

~*i

i-Pj + t.

i'Pz+r,

1Ъ-г +

Ы-,+/

Xi |
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Рис. 5

показаны жордановы цепочки, а каждая строчка указывает,
из какого подпространства выбираются векторы этих

цепочек.

Отметим еще раз соотношения между векторами одной
жордановой цепочки. Если обозначить

х\ у, z,...,uf v, w

векторы одной цепочки длины $, то имеем

(А—\Ё)х= 0,

(А—Щу=х,

(А—Щг=у,

(А—Щъ= и,

(A —lE)w=v.

(8.1)
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3. Жорданова матрица. Итак, мы построили жорда-
нов базис, который состоит из п — г жордановых
цепочек, суммарная длина которых равна я. Покажем теперь,
что в этом базисе оператор Л имеет простейшую
матрицу.

Соотношения (8.1) запишем в следующем виде:

ЛХ == kJC,

Ау = *У + *»

Напомним, что по определению матрицы линейного

оператора столбцы ре составлены из координат образов
базисных векторов. Поэтому, если векторы цепочки х>

у, ..., w мы включим в базис, то в нем (в силу
предыдущих соотношений) этой цепочке будет соответствовать

в матрице оператора прямоугольная клетка из s

столбцов и п строк вида

/
о

X 1 О

О X 1

о о

о о

\

0 0 0... XI

0 0 0... 0Х

о

Поэтому в построенном~нами жордановом базисе матрица
оператора будет иметь вид

/ =
0 |/Яа| .

,00..

. . . 0

. . . 0

• •!•'п
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где
Л 1 ... О OV

/О X ... ОСИ

и -

10 0 ... X 1 /

\о о ... ох/ ,

матрица, называемая жордановой клеткой порядка, п/,
т — число^ жордановых цепочек, a rti -f- n% Н~ • • • + пт= п.

Матрица / называется жордановой матрицей, или

жордановой нормальной формой матрицы. Очевидно, в

частности, если оператор А имеет простую структуру, то

In=Il = \ и жорданова матрица вырождается в

диагональную. .

4. Построение жордановой матрицы. Как было
показано выше, структура жордановой матрицы в

рассматриваемом случае определена, если известньГ порядки

rtj (/=1, 2, ..., т) жордановых клеток. Возникает вопрос,
нельзя ли установить эти порядки, не находя

предварительно жорданового базиса? На этот вопрос можно дать

утвердительный ответ. Из рассуждений п. 2 ясно, что

длины жордановых цепочек векторов однозначно связаны с

размерностями вспомогательных пространств Lb L2,..., Li%
а, следовательно (см. гл. 4), с рангами матриц А—Х£,

(А — Х£)2, ..., (А — X£)fe. Найдем явные формулы для

определения длин жррдановых цепочек. Предварительно
обозначим rv ранг матрицы (А — ^Е)\ a qh

— количество

цепочек длины h(h= 1, 2,..., k— 1).
В п. 2 было показано, что имеется рг цепочек

максимальной длины А-f-l, где pi
—

размерность
пространства Lk, т. е. p\ = rk и qk+l = rk. Жордановых цепочек

длины k будет qk = p%
— ри где р2 максимальное число

линейно независимых собственных векторов в пространстве
/1А-ь т. е. pi

— rk-i — rk. Таким образом, qk = rk-l — 2rk.
Так как число жордановых цепочек длины h равно

и, значит,

pk+2-,={r^~i— r,)yTO
qh=(rh-i— rh) — (rh—rh-l)= rh-l — 2rh 4- rh+u

где ft =1, 2, ...,& — 1; r0 = n\ rx = r\ гш = гк^= 0.
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Таким образом, мы определили количество всех

жордановых клеток длины h, а тем самым количество всех

жордановых клеток, составляющих жорданову матрицу'
и их порядки tij.

5. Единственность жордановой матрицы. Докажем, что

для данной матрицы существует единственная

совокупность жордановых клеток, расположение которых по

диагонали жордановой матрицы может быть

произвольным. Иначе: докажем, что существует единственная (с
точностью до порядка расположения клеток) жорданова
матрица, подобная данной. .

В самом деле, жорданова матрица определена, если
известны величины <7а> но Цн:=^н-\

— 2rh-\-rh+i и так как

ранги rv не зависят от выбранного базиса, то и qh не

зависит от базиса.

Значит, если оператор А задан, то qhf а поэтому и

матрицы In.однозначно определены.

Пример.

Дана матрица оператора

/3 2 —3\

А = 14 10 —Ш. Найти ее жорданову матрицу.

\3" б —7/
'

Решение. Характеристическое уравнение

13 — Л 2 -3

Д (к) = | А — IE | = = 04 Ю—X —12

3 б -7-- X

имеет единственный корень Л = 2 кратности 3,
Так как ранг г% матрицы

,1 2 -8v

А — 2Е = \4 8 -12

\3 б -9/

равен 1, то оператор -не имеет простой структуры.
Так как (А — 2Е)% = 0, то

г2 = 0, т. е. /е + 1=2 и Л = 1.

Значит, q2=zr1=lt <?i = г0
— 2rx = 3 — 2=1. Итак, имеем одну

клетку порядка 2 и одну клетку порядка 1. Поэтому
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6. Построение жорданова базиса. Укажем следующий
практический прием для построения жорданова базиса,

предполагая выполненными все предыдущие условия

(оператор А не имеет простой структуры в R и имеет

единственное собственное число X кратности п). -

Подпространство Li = (Л—IE)R, построенное в п. 2,
имеет размерность г Ф 0. Его базис образуют г линейно

независимых столбцевых векторов матрицы А—IE (см.
гл. 5, § 2, п. 6). Аналогично базис £2 = (Л—XE)Li =
= (А — IE)* R можно построить из столбцевых векторов

матрицы (А — Х£)2 и т. д. Наконец, базис Lk = (A —^E)R
можно построить из столбцевых векторов матрицы
(А — lE)k. Так как пространство LM — нулевое, то.

(А — Х£)*+1 = 0. Поэтому за векторы Хи Хь ... хр,
образующие базис Lki можно взять любые pi линейно

независимые столбцевые векторы матрицы (А — ^E)k. Теперь
построим базис Lk-i. Очевидно, векторы уи Уь ... У-р—
это столбцевые векторы матрицы {А — Х£) к~г

с теми же

номерами, что.и выбранные столбцы матрицы (А—*кЕ)к.
Недостающие собственные векторы JCPl+i, ..., хР2 найдем
методом, рассмотренным в гл. 5, § 2, п. 3. Аналогично

строим базис пространства Lk-<* и т. д.

Таким образом, для построения жорданова базиса
можно поступать следующим образом:

1. Построить совокупность матриц

Я, Л-Х£, (А-Щ\ ..., (А-Щкф0, (А—Щш= 0.

2. Выберем рх линейно независимых столбцов матрицы
(Л— ^E)k и все столбцы с теми же номерами всех

предшествующих матриц. Таким образом, получим. рх жорда-
новых цепочек длины k -f-1.

3. С помощью элементарных преобразований
остальные п — р\ столбцов матрицы (Л — \Ef сделаем
нулевыми. Те же преобразования проделаем под всеми

предшествующими матрицами. Получим последовательность

матриц

Еи (А-Щ19 ..., (Л-Х£)*-1, (А-Щ*.

После этого столбцами матрицы (Л — Ц1)*-1,
соответствующими нулевым столбцам матрицы (Л—ХЕ)*, будут
либо собственные-векторы, либо нулевые векторы.
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4. Выберем рг — р\ столбцевых векторов матрицы
(А—^Е)*-1 (линейно независимых с выбранными раньше)
и все столбцы с теми же номерами матриц

Еи (А^Щи ..., {А-Щ*-2-
Мы получим /?2 — Pi жордановых цепочек длины k.

Таким же образом, продолжая процесс, можно

построить жорданов базис всего пространства.

Примеры.
N

1. Найдем жорданов базис оператора предыдущего примера

/3 2-3\

А== 14 10 —12 J и Х1 = Х2 = Х3 = 2.

\3 6 -7 /

Составляем матрицы

Л 0 0,

£= 0 1 0
, А-

\0 0 1/

-12 L (Л-2£)2 = 0.

-9 /

В данном случае /^ = 1. В качестве собственного вектора Xi
можно взять любой столбец матрицы Л— 2£. Выберем первый,
т. е. xt = (1, 4, 3). Тогда первый столбец матрицы Е дает вектор
jy == (1, 0, 0). Для отыскания недостающего собственного вектора
проделаем элементарные преобразования над столбцами матрицы

Е
'

-2£

(
Е

)=
\A-2EJ

/1 0 0

/О 1 0

0 0 1

1 2 -3

4 8 —12

\з б -Л1

!\

о о/
о о/

И -2

0 1

0 0 1

1 0 0

4

Ь
Значит, векторы jcs = (—2, 1, 0) и хь = (3, 0, 1) — собственные.
Один из них, например дг2, включим в базис.

В данном случае безразлично какой из векторов х2 или х3

включать в базис, так как очевидно, что пары xi9 x2 и xit xs

линейно независимы. В общем случае, когда рх > 1 и /?2—рх > 1

полезно после получения п—pt нулевых столбцов матрицы
(А — Х£)? продолжить элементарные преобразования этих столбцов
(которые оставят их нулевыми) до тех пор пока в

соответствующих столбцах матрицы (Л— ХЕ)*-1 не появится pt столбцов,
совпадающих с ненулевыми столбцами матрицы (А — ХЕ)?._ Тогда для
получения недостающих р2—рх собственных векторов достаточно
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выбрать отличные от х1У Х2у ... XPl ненулевые столбцы матрицы

(^ — Х£)^~Л соответствующие нулевым столбцам матрицы

(д — №)kv В нашем случае это равносильно, например,
прибавлению второго столбца, умноженного на 4, к третьему столбцу,
предварительно умноженному на 3

1 -2 3\ /1

0 101/0

0 0 1|0
1 0 0 1

4 0 0/

L3 0 0/

4

\з

—2 \\

1 4

0 3

0 0

0 0

0 0i

после чего ясно, что в качестве х2 надо выбрать вектор х==

= (—2, 1, 0). При больших р! и p2—Pi можно воспользоваться

общим приемом, указанным в задаче главы 3.
Таким образом, мы получили жорданов базис, состоящий из

двух цепочек xiy yt и х2. В этом базисе матрица оператора А
имеет вид

Заметим, что иногда нет необходимости производить элементарные
операции.

2. Пусть

В этом случае Х1 = Х2 = Х3=1; Ранг матрицы А — Е, как легко

подсчитать, равен 2 и оператор А имеет лишь один собственный
вектор.

Далее:

/1 0 0'

£= 0 1 0

\0 0 1

3 5 —2

Д-Я = ( —2 —3 1

-1 -1 0,

1 2

(Л-Е)2 = [-1 -2

1-1 -2
(Л
- £)3 = 0.

150



Получаем сразу одну жорданову цепочку длины 3:

* = (1,-1,-1); ^ = (3,-2,-1); « = (1,0,0).
В этом базисе матрица,оператора имеет вид

1 1 0

0 1 1

0 0 1

§ 3. ЖОРДАНОВ БАЗИС В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ

1. Построение жорданова базиса. Переходя к общему
случаю, предположим, что оператор Л, не имеющий
простой структуры, обладает v различными собственными
числами Хь Х2, ..., Xv. Построение жордансва базиса
произведем, сведя задачу к предыдущей, когда оператор
имел только одно собственное число. Для этого

исключим из пространства R собственные векторы,
отвечающие собственному значению Ху кратности kj. Это можно

сделать при помощи оператора А—Ху£\ Действительно,
как мы видели (гл. 5 § 2 п. 6), оператор Л в

пространстве (А—^jE)R имеет собственное значение Ху, но

кратность его fcf* меньше кратности kj на число п — Гу
линейно независимых собственных векторов оператора Л,
отвечающих Ху (гу — ранг матрицы Л—Ху£). Если в

пространстве (Л—^jE)R отсутствуют собственнее векторы
(klfl = 0)9 то процесс исключения закончен. Если же

klf\>0, то понизим размерность пространства, переходя
к пространству (Л—Ху£)2#. Если обозначим через kf]
кратность собственного значения Ху оператора Л в

пространстве (Л —XjEfR, то очевидно^)2'<£/'. При kf ф 0

переходим к пространству {А— 1Ё)'дR и т.,д. При
некотором Sy]>0 получим цространство (Л—Xy£)s/ R= CjR,
в котором отсутствуют собственные векторы, отвечающие

собственному значению Ху. Показатель sy- можно

определить из условия kjsu = 0, kp'~~])^0, т. е. как

наименьшую степень оператора (Л —X ,£)s, аннулирующего соб^

ственные векторы, отвечающие Ху.
По построению в пространстве (А-—Ху£)5/ R отсутствуют

собственные векторы, отвечающие собственному числу Ху.
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Поэтому размерности пространства (А—XjE)sfR и

(А—\jE)s R, где s^>Sj совпадают. Но размерность

пространства (А — Xy£)s R равна рангу матрицы (А — ^jE)s
(по теореме о ранге). Значит, степень Sj является

наименьшим из чисел, удовлетворяющих условию rs= rs+u

где rs—ранг матрицы {А—\iE)s= Cj. Аналогично можно

исключить из R собственные векторы, отвечающие

другому собственному числу. Эти рассуждения показывают,
что в пространстве

С\С%... Q-iCi+i... Cv=DiR

отсутствуют собственные векторы с собственными
значениями Хь Х2, ..., Хм, Хж, ..., Xv и, таким образом,
в пространстве Д-7? оператор A имее?" единственное

характеристическое число X= Xf. Согласно результатам гл. 5,
§ 2, п. 6 кратность характеристического числа равна ki

и совпадает с размерностью пространства DiR (ибо

размерность DiR равна п — fa— fa—...—fa-i —fa+i— k^= fa).
Переходим теперь к построению жорданова базиса

в пространстве R.
Методами, предложенными в § 2, построим жорданов

базис в каждом подпространстве DtR (i = \f 2,... v).
Покажем, что совокупность всех fa-\-fa-\-...-\-fa — n

построенных векторов можно принять за базис

пространства R. Для этого достаточно показать, что все

построенные векторы линейно независимы. Обозначая эти

векторы, ей въ • -
-, еп> приравняем нулю линейную

комбинацию
ai£?i + а2<?2 +... + *пеп= 0

'

(8.2)

в предположении, что хотя бы одно из чисел а,- отлично

от нуля. Вектор ej по построению принадлежит одному

из подпространств DtR (t == 1,2, ... v). He ограничивая
общности, будем считать, что он принадлежит

пространству DjR. В этом случае, применяя оператор Dj к

соотношению (8.2), получим равную нулю линейную
комбинацию векторов пространства DjR, которые по построению
линейно независимы. Следовательно, а/= 0, что

противоречит предположению и, значит, векторы

ей еь ..., еп .
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линейно независимы, т. е. образуют базис пространства /?.
Эти рассуждения указывают способ практического
построения жорданова базиса. Выберем произвольный базис
в пространстве R

р*

Тогда базис пространства DtR будет составлять k%
линейно независимых векторов из

Die*.Dtet, Dtet

Их координаты в базисе {е*} образуют столбцы матрицы Д-.
Например, пусть матрица оператора А имеет вид

Тогда

А =

\А — 1Е\ =

0\

—X 1

—4 4-Х

—2 1

О

О

1

и ^ = 2 кратности k\ = 2,
Х2=1 кратности &з=1.
Ранг матрицы А—11Е= А — IE равен rt = 2 и,

значит, оператор не имеет простой структуры (п — г\ =

= \<^ki= 2). В данном случае операторы

имеют матрицы

А=

Dl==(A— Х2£) = С2,

b,=(A-i1E)i=C1,

[-1 1 ON /0

—4 3 01, £>я = ( 0
V—2 1 О/' \2 -

Пространство D27? (в данном случае одномерное)
состоит из собственных векторов, отвечающих Х2 =1. В

данном случае любой столбец матрицы D2 определяет
собственный вектор. Положим лг2 = (0, 0, 1). Вектор
^образует базис пространства D^R. В пространстве D\R

(двумерном) оператор А имеет одно собственное значение

Х1 = 2 кратности 2 и не имеет простой структуры. По-
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строим жорданов базис в пространстве D±R. Согласно

результатам § 2 пространство (Л — ^iEyDxR (одномерное)
состоит из собственных векторов, отвечающих 1Х = 2.

Имеем
/-2 1 ОХ

(A — liE)D1 = (A — КЕ)(А— Х2£)= — 4 2 0.

\ 0 0 0/

Положим jci = (1, 2, 0), но. тогда вектор цепочки,
перешедший в хи имеет вид

Л = (1,3, 1).

В итоге векторы хи yXi jc2 образуют жорданов базис

пространства R.
2. Второй способ построения жорданова базиса. Можно

указать еще один способ построения жорданова базиса,
основанный на использовании уравнений (8.1), которым
удовлетворяют жордановы цепочки векторов. Изменяя
несколько обозначения, запишем в координатной форме
систему уравнений, определяющих координаты векторов
одной из жорданбвых цепочек,

(A-liE)X1 = 0f

{А — ^iE) X%=Хи /о о\

(A-liE)Xh^Xh.At

где Xj— матрица-столбец из координат вектору Xj. Здесь_

только^ вектор Х\ является собственным вектором
оператора А (с собственным числом ^i), а остальные векторы
*2, хъ, ..., xh принадлежат цепочке, определяемой этим

собственным вектором.
Весьма существенньтм для применения этого метода,

состоящего просто в решении системы (8.3), является то,

что собственный вектор хи отвечающий

характеристическому числу \и надо выбрать таким, чтобы система (8.3)
была совместна. Длина h цепочки определяется из

условия, что система

(А-\Е)Хы=Хн

несовместна, если ХХХЪ ..., Xh — решение системы (8.3).
Указанный прием построения жорданова базиса особенно
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Х£ соответ-

e., когда

удобен тогда, когда вопрос о выборе xt не возникает,

например, когда характеристическому числу

ствует единственный собственный вектор, т

ранг матрицы А — ^tE равен п—1.

Пример.
Пусть матрица оператора А имеет вид

-'(' 01°\Л= -440.

Ц2 1 2/

Тогда

-XEI

-X 1 0

- 4 4-Х 0

- 2 1 2-Х

Хх = Х2 = Х3 = 2._

Так как ранг матрицы А — ltE раэен 1, то оператор не имеет

простой структуры и обладает двумя собственными векторами,
координаты которых хи х2, лг3 удовлетворяют системе уравнений

(■
— 2^+ л:2 = 0,
-.'4^ + 2^ = 0,
— 2х1+ х9 = 0.

Эта система имеет два линейно независимых, решения, например:

хх = 0 х2 = 0 *3 = 1

xt = 1 х2 = 2 #8 = 0.

Таким образом, линейно независимыми собственными векторами

оператора А являются векторы

*! = (<), 0, 1) и е2 = (1,2,0).

Недостающий третий-вектор е3 должен удовлетворять соотношению

(Л —Х1Ё)е3 = *,

где jc г- некоторая линейная комбинация собственных векторов et
и е2 (т. е. тоже собственный вектор оператора А). Представляя х
в виде

X = Yl*l + T2^2 = (Т* 2Т2, Yl),

получаем для определения координат уи y2i ys вектора е-д систему

уравнений
— 2yi+ уш = if,,

— 4y1 + 2^ = 2Tfil

-2)>i + Л= Ti-

Эта система совместна только, если
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Тогда, полагая 7i = Т2 = 1 в качестве решения системы, можно

выбрать
3*1 =0> 3>2=Ь ^3 = 0

и, значит,
*, = (0, 1, 0).

Таким образом, в качестве жорданова базиса ~можно выбрать
собственный вектор

* =^+ *я = 0,2, 3),

связанный с ним вектор жордановской цепочки

«, = (0,1,0)

и любой из собственных векторов et или е2, например,

«i = (0f 0, 1). .

Таким образом, окончательно жорданов базис (изменяя
обозначения составляющих его векторов) в данном случае имеет вид

ft = (1,2,1)

е, = (0,1,0)

ft = (0, 0, 1).

3. Жорданова нормальная форма матрицы. Выясним,
какой вид имеет матрица оператора А в жордановом
базисе.

Построение жорданова базиса для оператора Л,
имеющего v различных собственных чисел Хь Х2, ..., Xv, мы

свели к построению жорданова базиса для оператора,
имеющего только одно собственное число. Поэтому базис

будет состоять из жордановых цепочек, длины которых
можно определить методами, изложенными в § 2.

Матрица оператора в жордановом базисе имеет вид

//*! 0 ... 0 \

гта...о ,

где InJ — жорданова клетка порядка rij\
т — число жордановых цепочек (m^v);

Я1 + Я2-Ь..+ Ят= Я.

Матрица / называется жордановой матрицей, или жорда-
новой нормальной формой матрицы.

Так как у любого оператора А существует жорданов
базис, а в этом базисе матрица оператора является

жордановой, то это значит, что любая матрица А подобна

156



некоторой жор'дановой матрице, т. е. для любой матрицы
А существует переходная матрица Т такая, что.

Т~ХАТ= 1.

Столбцами матрицы Т являются координаты векторов
жордановых цепочек, причем столбцы в матрице Т
располагаются в том же порядке, что и векторы
соответствующих цепочек. Так, в приведенных ранее примерах
для матрицы (из п. 6 § 2)

■ /45 — 2^
Л = 1—2—2

матрица
■- / 1 3 IN

Т= I — 1 — 2 О

\-1 -1 оj
а жорданова матрица

/1 1 0\

1 = Т-1АТ=[0 1 1

\0 0 1;
состоит из одной жордановой клетки, соответствующей
характеристическому числу Х = 1.

Для матрицы (из п. 1)

матрица

а жорданова матрица
/2 1 ON

I= T-lAT=lo 2 О

\0 0 1,

состоит из двух жордановых клеток

1 (2 1\
/l =

l0 2/'' »
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соответствующей Х = 2 и /2= (1), соответствующей X = 1.

Для матрицы (из п. 2)
/ 0 1 0\

А= — 4 4 О

\—2 1 2/

матрица
/1 0 ON.

Т=[2 1 О

\ioiy
а жорданова матрица

/2 1 0\

/ = Г-М7'=(о 2 О

\0 О 2/

состоит из двух жордановых клеток

■12 \\

и
'

/i=(2),

соответствующих единственному собственному числу Х=2.

Упражнения
v

1. Найти жорданову форму следующих матриц:

/1-3 4ч

а) 4-7 8 ;
\ 6 —7 7/

/2 6- 15ч

б) 1 I' ^5 ;

\Г 2-6/

/ 1 -3 Зч

в) 1 — 2 —6 13J.
\_1 _4 8/

2. Привести матрицу

А

<

/12

= 18

\18

-6

-9

-г-9

-2у

-3

-3

к простейшему виду и найти преобразующую матрицу Г.

Проверить справедливость равенства
г=т-1ат:
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3. Доказать!
для того, чтобы матрицы А и В были подобны, необходимо и

достаточно, чтобы они были подобны одной и той же жордановой
матрице (с точностью до расположения жордановых клеток).

4. Доказать:
для того, чтобы матрицы Л и В были подобны, необходимо и

достаточно, чтобы они имели одинаковые собственные значения

одной и той же кратности и чтобы матрицы

(i4-X,£)M*-W
1=1>Ъ->*
s= 1, 2, ..., ix

имели одинаковые ранги.
5. Выяснить, используя результаты задачи 4, подобны ли

следующие матрицы:
/4 6 — 15ч Л О 0\

Л= 1 3 —5]; #=И0 10]. _

\1 2 ---4/ \1 0 1/

6. Доказать, что следующие матрицы подобны.

л /5 — Ч о /38 — 81\

Н9-1 И В=16 34-

Пользуясь решением задачи 3, найти преобразующую
матрицу Т. Проверить справедливость равенства»

A==zT-lBT
7. Дано:

^

охП (кфо).
\о о х/

Найти жорданову форму матрицы /2.
8. Дана матрица / Порядка п

IX 1 0 ... 0

0 X 1 о
. Найти /*.

10 0 0 Х|
9. Доказать, что если матрица А клеточно-диагональная

(А\ ° \
Л= А,

\0 Ап;

то ее жорданова нормальная форма имеет вид

/Л О

' /= \
\0 'in)

где /,•-г- жорданова форма матрицы Л^
Найти преобразующую матрицу.

:
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Глава 0

ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦ

В основе определения функций от матриц
будет лежать операция возведения матрицы в целую
положительную степень. Так как эта операция
определена только для квадратных матриц, то функции от

матриц будут определены также только для квадратных
матриц.

§ 1. ВОЗВЕДЕНИЕ КВАДРАТНОЙ МАТРИЦЫ В ЦЕЛУЮ
ПОЛОЖИТЕЛЬНУЮ СТЕПЕНЬ

Если А = (dij) — квадратная матрица, то, как известно,

s-й степенью матрицы А называется матрица Л5,
получающаяся в результате s-кратного умножения матрицы А
на себя, т. е.

AS =AA ...Л

Однако практическое вычисление Л5 для
произвольной матрицы, опирающееся на непосредственное s-крат-
ное умножение матрицы Л на себя, наталкивается на

значительные чисто вычислительные трудности.

Существенное упрощение этой операции связано с

приведением матрицы Л к нормальной жордановой форме.
Согласно результатам главы 8. для любой квадратной
матрицы Л существует невырожденная матрица Т такая,
что

T'XAT= U

где / — жорданова матрица. Отсюда, следует, что

А = Т1Т~\
а ее-квадрат

А*= А.А = TIT-'TIT'1 = ТИТ-1.

Следовательно,
А*= Т1*Т-\

Точно также находим, что

Л3= Г/3Г"1
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и т. д., так что для любого целого положительного s

As= TIsT-\

Рассмотрим ""возведение жордановой матрицы в степень.

Пусть

/»,! о ...о

/=|ТШ...о

о о L

Так как эта матрица клеточно диагональная, то

!п\ 0 .;.0

"Ь|/Й-о/*=

о о
■ Is■In

(см. п. 3 §_ 3, гл. I).
В частности, если Л —матрица простой структуры,

то

где btJ — символ Кронек.ера, причем среди Х£ могут быть

и одинаковые числа.

Если же А не имеет простой структуры, то s-я

степень жордановой клетки /„ определяется достаточно

очевидными равенствами:

^ 10... 0\ /X, 10...0Ч AJ2Xjl0
0 X, 1 . -.. 0 1/0 X, 1 ... 0

11=

0 0 0 ... 1 0 0 О

№00

..1.UUU...X.
(

.. X,/ \0 О О ... X,/ \

0 Xf 2Хг 1

0 0 0 0

01

о

Х?|

'ni
—

lni
—

lni
—

/Xf 3Xf 3X, 1 0 ... 0

[0 X| ЗХ/ ЗХг 1 ... 0

\o о о о о ... ц)
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и, наконец,

1 П. * П. 1
П;

х? sx'riA(^lb--2
О X?

2

sxr1

Xf ... 1 О ... О

...sk 1 ... О

.. О О ...к',1\о о -о

Последнее легко доказывается методом индукции.

Пример.

Пусть матрица

Тогда

Д (X) = | А - IE | =

и, следовательно,

-С:*.:.)
1—& а

* 1-я,

1—&_Х а

Ь 1 - а - X;
(X—1)(Х_1+а + *)

Xj = 1, Х2 = 1 — а — Ь ф \,

Этим характеристическим числам соответствуют линейно

независимые собственные векторы

*i = (ei &)> *я = 0> -1)
и, следовательно,

/я 1

1 1

r='»-iJ- аГ"'-
а -\-Ъ а-\-Ъ

Ь а

Так как матрица А имеет простую структуру, то

/_J 1

Л»-1
1 0 \/ а + 1

О (1 - а - 6)s/ 1 ,6 а

а + b а + Ь/'
или окончательно

'

Л* =
0 + # а -\-Ь

b-b(l-a-b)s b + a(\-a-b)s
a-\-b a-\-b
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§ 2. МНОГОЧЛЕНЫ ОТ МАТРИЦЫ

Пусть А — квадратная матрица п-го порядка, а

Р (t) = a^ts -\- а^'1 -f- • • • + as — многочлен скалярного
аргумента /. Тогда матрицу

Р (А) = a,As + atЛ5"1 +... + asE

называют многочленом от матрицы А (соответствующим
многочлену Р (t).

Заменяя А на Т1Т~1 и используя результаты § 1,
имеем

Р(А) = Т (а0/5 + aj5-1 +... + asE) T~l = ТР (I) T'\

где, очевидно, ч /Р(/Я1);0 ... О \
P(i)= о'л'\Р(1п^.- о

О О '(Ч.)/'
В частности, если матрица А имеет простую структуру,
то

fP(fy\ О ... 0-

Р(А)=т1 o'fM... о \ т-1

0 0 ... |Р(Х„),

В общем же случае (для произвольной матрицы А) надо

определить Р (/„.). Так как

/X? sXf-f...O \ z1 0 ••• 0\

Р(/„.) = а„|0 X? ...0 +...+ fls[0 1 ...0

\о о ... ц1 \о о ... v

то, проделав соответствующие выкладки, получим

'р>,), Р'(к), ъР"М...

Р(1п)=

\

(««-1)!
я_2

0 Р(Хг) Р'(Хг) ...-J—J?^

о о ^(М/
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Таким образом, элементы матрицы Р (1п) определяются
значением многочлена Р (f) и его производных до

(щ—1)-го порядка включительно в точке t = \, где

lt — характеристическое число, отвечающее жордановой
клетке /„..

Отсюда непосредственно следует, что из равенства
р (A)= Q(A) не вытекает тождество Р (t)=Q(t)9 a

s
лишь

равенства

P(h) = Q(h),

В этом случае мы будем говорить, что многочлены

P(t) и Q(t) совпадают на спектре матрицы А. Эти

соотношения позволяют сделать заключение, что для

выполнения равенства Р (A) = Q(A) необходимо и достаточно

совпадение многочленов* P(t) и Q{t) на спектре
матрицы А.

Пример.

П—Ъ а

Пусть P(t) = t*+\ и Л = .
t ,

\ о 1 — а

Найти Р(А).
. Решение. Используя результаты, полученные при

рассмотрении примера в § 1 и учитывая, что

P(X1)=P(l) = 2;P(X1)=P(l-e-ft) = (l-e-*)i + li.

получаем ,
^

Подставляя вместо Т и Т'1 их^начения, находим

а + Ь(\— а-Ьу . а— д(1 -д — by

рм) = |
" + * * + *

я + fc в + & + V

Заметим, что этот пример можно решить, непосредственно
учитывая, что

Р (Л) = Л3 + Е,

и используя (для Л3) результат примера, приведенного в § 1.
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§ 3. ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦЫ

Пусть f (t)
— функция скалярного аргумента t.

Говорят, что эта функция определена на спектре матрицы Л,
если существуют

Г(М, fr(^.-..f(e'"1)^)' = lA..., m

(которые мы будем называть значениями функции f (t)
на спектре А) для всех характеристических чисел Х£
матрицы Л, где щ — порядок соответствующих этим

характеристическим числам жордановых клеток.

В предыдущем параграфе показано, что многочлены

от матрицы А совпадают, если совпадают их значения

на спектре матрицы. Мы определим функцию от матрицы
по такому же принципу: значения функции от матрицы

/ (А) должны полностью определяться значениями

функции f (t) на спектре матрицы Л.
Иными словами, по определению, если две (в общем

случае различные) функции f (t) и g(t), определенные на

спектре матрицы Л, совпадают на нем, т. е.

f(li) = g(li)i f (X,)^ &),..., ^-1Щ=ё(п.-1Щ9
то матрицы f (Л) и g(A) совпадают, т. е. /(Л) =§(Л).
Из этого определения еледует, что если f (t) — некоторая

функция, a P(t) — многочлен, совпадающий с ней на

спектре матрицы Л, то

f(A) = P(A).

Последнее соотношение^ можно использовать для

нахождения функции от матрицы, ибо определение
многочлена от матрицы было дано в § 2.

Следовательно, если функция f(t) определена на

спектре матрицы Л, то в силу результатов -§ -2 функцию
от матрицы Л можно определять по формуле

f(A) = Tf(I)T-\
где

А = Т1Т'1

/fV*d\0 0 \

f(/)_
б jfiuo
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причем

lf(h),
f (/«*>=

f(\)...
i' <".•-')'

■f

0 ffc) ■■•TrzwW(л,-2)1'

\ 0 0 ... ffc) /
В частности, если Л — матрица простой структуры, то

tf(M о ..-. о

f(A) = rl ° /(М ••• 0 j^-i'
0 О .../(Х„),

Пример.

Дана матрица

Л =
1— & а

£ 1 - я/
Определить £л и In Л.

Решение. Используя данное определение и результаты п. 2,
получаем

/_! !_
А=/в 1\(е0 \ \

а + Ь а+Ь

или окончательно

а + Ъ а + Ь/

ае + Ье1~а~ь ае — ае^а~ь <

И = |
а + Ь а + Ь

be ~- be1~a~b be + ае1-а~ъ

Точно также

а + Ь

--CJ)C

0+ft

1 1
0 Wa+b а+Ь

In (1 — g — ^)/ \ b
'

a

,а + Ь а + Ь/
или

1пЛ =

■ ^In (1 — g — ft) gin (1 — g — ft)
a + ft a+b

ft In (1 — a — ft) flln(l-—g~ ft)
я + ft a+b

ln(l-0-ft)
a + ft '(-ft J*
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Согласно определению функций от матрицы, если две

различных функции /■(/) и g(t) совпадают на спектре

матрицы Л, то f(A)=g\A). Очевидно, это равенство
остается справедливым, если

Отсюда следует, что на функции от матрицы
распространяются все тождества, связывающие функции скалярного
аргумента (если, конечно, эти функции определены на

спектре матрицы). Таким образом, справедливы,
например, матричные, тождества

sinM + cosM = £', еАе-А = Е, ёА = cos A + *" sin Л.

§ 4. СПЕЦИАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ОТ МАТРИЦЫ

Выведем два важных тождества, основанных на

совпадении функций на .спектре матрицы А.
1. Тождество Гамильтона— Кэли. Покажем, что всякая

квадратная матрица удовлетворяет своему
характеристическому уравнению, т. е., если

А (X) = [ Л — Х£|, то Д(Л) = 0.

* Действительно, на спектре матрицы Д(Х)=0, так как,

если Х0 — корень кратности k> то А (Х0) = А' (Х0) =...=
= Д(*-д)(Х0)=0, причем k не меньше порядка любой

жордановой клетки, отвечающей корню Х = Х0. Из
равенства А(Х) = 0 на спектре матрицы следуе* Д(Л)=0.

2. Формула Лагранжа— Сильвестра. Другим важным

следствием определения функции от матрицы является

формула Лагранжа — Сильвестра. Пусть f (t) — некоторая
функция, определенная на спектре матрицы Л, тогда,
если мы подберем многочлен Р (/), значения которого на

спектре матрицы А совпадают с соответствующими
значениями f (t), то

f(A) = P(A),

т. е. произвольная функция от матрицы может быть

представлена в виде многочлена от той же матрицы.
Найдем явное выражение многочлена P(t). Для простоты
ограничимся случаем, когда матрица А имеем простую

структуру. В этом случае Р (X;) должно равняться / (X;)
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f=l,...p,. Легко проверить, что в данном случае

r w — L ih - х,)... (X, - х^о^х, - х/+1)... (X, - \)
Г W'

-где Хь Х2,..., Х^— все различные характеристические
числа матрицы А. Действительно из последней ^формулы
следует Р (Xf)j= f (Xt) t = 1,2,..., |i, т. е. значения

функции f (/) совпадают со значениями Р (t) на спектре
матрицы Л, а это означает, что

•

f(A) = P(A) =

_ Y1 (Л - \Е)... (Л - Хг-1Е) (Л - Х£+1£)... (Л - Хц£) f
. .

—

£ (X; - X;)... (X, - Х^) (X, - Х|Ч1)... (XJ - XJ / W'
*=1

Эта формула позволяет находить /(Л), не находя

матрицы 7\ преобразующей матрицу Л к жордановой
форме /. Многочлен Р (Л) называется интерполяционным
многочленом Лагранжа —Сильвестра.

Например:

b 1—ah

где

т. е.

или

еА =
Л-Х2£ gXi , А-\Е ^
Х1 — Х2 Х2 — Xj

Xi=l;

Х2 = 1 — а — &,

а а\ о /—fr я\ „1-я-&

Ъ Ъ] a + b \ ь —a! a + b '

еА={
ае + Ье1~а~ь ае — ае1~а~ьл

а-\-Ь а-\-Ь
be — bel~a~b be + aei~a~b

a + b^ a-\-b

Отметим, что в общем случае (когда матрица Л не имеет

простой структуры) многочлен Р (t) нужно выбирать так,

чтобы, кроме равенств /(Х£) = Р(Х;), выполнялись

соотношения

f (X,) = р> (X,)... /ft"1) (X,) = p(»i
-

l) (X,).
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В этом случае формула, выражающая P(t)9 будет
сложнее, однако, если известны значения функции f (t) на

спектре Л, в каждом примере можно определить Р (/),
например, используя метод неопределенных.
коэффициентов или формулу Тейлора.

х Пример.
Имеем

/ 010V ,

А = — 4 4 0 . Здесь lt = ls = Х3 =.2.
\-2 1 2/

Ранг матрицы А — 2Е, г = 1, следовательно, матрица Л имеет два

линейно независимых собственных вектора и одну жорданову

цепочку.

Для'нахождения f (А) достаточно подобрать многочлен Р (t),
удовлетворяющий условиям

Р(2)=/(2), Р'(2)=/'(2),

Р(0=/(2)+/г(2)(<-2),
/(Л)=/(2)£+/'(2)(Л-2Е),

в частности, если / (tf) = eat, то

/(1 — 2а)г2а ае2а О

е*А = в»а£ _j_ ae2* (Д — 2£) = — 4ае2а (2а + 1) <?2а О

\ _2ае2а ае2а е2*

Если / (t) = у-, то / (Л) = Л-1 — обратная матрица.

В данном примере

Л-*:=~£-^(Л-2£) =Е~1л= 1 О О

в чем легко убедиться непосредственно.

В заключение отметим, что представление функции от

матрицы многочленом не однозначно. Степень и

коэффициенты этого многочлена зависят не только от вида

функции f(f), но и от спектра матрицы- Л. .

Так, из приведенных выше примеров следует, что

функция f(A) = eA для матрицы А = 1 ) имеет

вид

eA= P1(A) = 7^[(l—e'^b^)A — (l—a — b — r^^)E]9
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а для матрицы
/ О 1 ON

А = ( — 4 4 О

\-2 1 2у
^= Р2(Л) = е2(Л — Е).

Причем многочлены Рх (/) ц Р2 (/) различны при всех

значениях параметров а и Ь.

§ 5. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦЫ В РЯД

Пусть
"

функция f (t) и последовательность функций
h (О» МО» • •

•» МО» • • • определены на спектре матрицы Л.

Функцию f (/) будем называть пределом последователь-
ности {fs(t)} при s-*oo на спектре матрицы Л, если

\imfs(h)=f(Xi)f
s-*oo

Hm f; (X,) = f (XO,..., lim f<я*
-

')(Xt.) =/("i -') (kt)
S-* 00 5 ~*00

для всех характеристических чисел X,- матрицы А
(напомним, что щ — порядок жордановой клетки).

Очевидно, что приведенное определение эквивалентно

условию
limft(F)=f(I).
$-►00

где / — жорданова матрица, подобная Матрице Л.

Тогда из соотношения (см. § 3)

fs(A) = Tfl(I)T1

(где Т — постоянная матрица) следует, что для того,
чтобы последовательность матриц {fs (А)} стремилась при
s -> оо к пределу f (А), необходимо и достаточно, чтобы
последовательность функций {fs (t)} стремилась к

функции f (/) на спектре матрицы А.

Введем теперь ряд, составленный из матриц us(A),
каждая из которых является некоторой функцией
матрицы Л. Обозначим этот ряд, как обычно через

00

2 и. (А).
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Тогда, если существует предел последовательности
частичных сумм v

о,(4) =2МЛ)
i=i

этого ряда при s-^оо, то ряд называется сходящимся,
а его суммой является матрица

а(А)= \imcs(A).
5-*0О v

В силу приведенной выше теоремы для сходимости ряда

00

2 us (A)
5= 1

к матрице с (Л) необходимо и достаточно, чтобы
функциональный ряд

•

00

-

2 us (о
5=1

сходился на спектре матрицы А к функции с (t). Отсюда
следует, что если функцию f (t) разложить в ряд Тейлора.

00

f(t)=Xas(t-ay,

который сходится в круге \t — a\<^R, то

00

f(A)=%a,(A-aEf . (9.1)
5=0

при условии, что все характеристические числа X,-
матрицы А лежат внутри круга сходимости, т. е.

|Xi —а|<Я i=U2, ... р. (9.2)

Примеры.

1. Так как

et- у £1 с./- у (~Vstss
L s\>

C0St L (2s)l
'

4 = 0 S = 0

при всех t (R = oo),

.
, V (—l)s*2*+1

sinf=2 (2s+1)1
5 = 0
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то
оо

"-22.
ОО

5= 0

00

5 = 0

для любой квадратной матрицы Л.
2. Так как

00

1п(1+о==2Ш^~^
5=1

при |*| < 1,
ТО

оо

5=1

для таких матриц Л, все характеристические числа которых
удовлетворяют условию

|Х,|<1 /=1, 2, ... ,1.

Представление функции от матрицы / (Л) степенным

рядом (9.1) отличается от ее представления многочленом

(см. § 4) тем, что коэффициенты as ряда при выполнении

условия (9.2) не зависят от характера матрицы А и

полностью определяются видом функции f (t). В частности,
если f(t) раскладывается в степенной ряд (по степеням/
или t — а)у сходящийся при всех t, то функция f (А)
может быть представлена степенным рядом (по степеням А
или А—аЕ) одним и тем же для всех матриц А (что
имеет место, например, для функций еА, cos Л, sin А и др.).

Наряду с функциями от матриц в приложениях часто

используются так называемые функциональные матрицы.
Введем эти матрицы и рассмотрим некоторые операции
над ними.

§ 6. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ

Матрица A (t) размеров (т X я) называется

функциональной, если ее элементы являются функциями
переменной t (или нескольких переменных), т. е.

Л(/)=И<М*)).
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Пределом матрицы A(t) = (atj(t)) при t-*U
называется матрица B= {btj) тех же размеров, каждый
элемент которой

btf= lim at} (t),
t-+t0

что обозначается так

B=\\mA(t).
t-+t0

Из этого определения следует, что если atj(t). непрерывны
при t = tQ, то

\imA(ty=A(U).
t-+t0

Производная, неопределенный и определенный
интегралы функциональной матрицы A (t) по переменной t

определяются соотношениями

Л'(0=§= (аИ0) = (^),
.

. \A{t)dt = (\aiJ{t)di),

\A{t)dt = {\aij{t)dk
а \о /

/72 sin/
A(t) =

A'(t) =

Например:

\1 2t

2t cosf

О 2

Заметим, что при дифференцировании по переменной t

функции от матрицы, содержащей tt часто удобно
пользоваться разложением ее в" ряд. Например, если Л —

постоянная матрица (не зависящая от t)> то

5=0

т. е.

Точно также

0 -Н 5 = 0 ,5=1

[eAt]'t = AeAt.

[cos At]'t= \
00

I
L5 =0

(^.1)5-1 Л25-1^25-1

• (2s)i

5=1
(2s - 1)!

Asm At.
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Упражнения

1. Используя тождество

/17 — 6\ /2 3W2 0W-7 3

\35 —12/ VS 7Д0 3/ V 5 -2/
найти

/17 — 6\*

1з5 —12,
2. Найти

/5 2 — 3\

3. Найти /(Л), если Л= 1 3 -1 и

\2 2 — 1 У

/(лг)==*3~7л;2-|-15л:--~5.

'/а Ь\ .

4. Проверить, что матрица Л = ( I удовлетворяет уравнению

л:2 — (а + ^) л: -f- ad — #с = 0. .

5. Дано:

у43~3\
Л= 2 3 -2 .

\4 4-3/
Найти

а) е*;
б) In Л;
в) sin Ax.
6. Доказать тождество sin 2Л = 2 sin Л cos Л, где Л — любая

квадратная матрица.
7. Доказать, что если матрица Л — клеточно диагональная

и функция / (X) определена на спектре матрицы Л, то

//(АО 0

/(Л)= /(Л2)
\ 0 У(Ап)
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Глава 10

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В теории линейных дифференциальных
уравнений применение матричного исчисления приводит к

существенному сокращению и упрощению многих

доказательств, связанных с исследованием систем линейных

дифференциальных уравнений. Особенно эффективным
оказывается использование функций от матриц при
исследовании систем с постоянными коэффициентами. В
настоящей главе рассматриваются некоторые основные

вопросы, связанные с применением теории матриц к

исследованию и решению систем линейных
дифференциальных уравнений.

§ 1. СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ

1. Матричная запись системы линейных
дифференциальных уравнений. Как известно из теории дифференциальных
уравнений, любую систему (обыкновенных) линейных

дифференциальных уравнений (в том числе и одно уравнение
п-го порядка) можно привести к системе вида

37
= Ри (*) 01 +...+ Рт (х) Уп+ h (*).

Ш=Рп М и+ • • - + Л» (*) Уп+h (*) >

%=Pnt(x)yi+...+ pM(x)yn+fn(x),

<10.1)

где pij {х) и Д (х) — заданные функции независимой
переменной х. Функции pij(x) называются коэффициентами,
a ft (x) свободными членами системы (10.1).
Если все свободные члены

М*)=о,

то система называется однородной.
Решением системы (10.1) называется всякая

совокупность из п функций tji(x)t #«(*),..., уп{х)у подстановка

которых в уравнения (10.1) обращает их в тождества.
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Будем говорить, что решение системы удовлетворяет
начальным условиям

Хо, Ут Ум, ... Упо

(которые называются условиями Коши), если

У\ (*о) = г/ю, У* (хо) = у*>, ..., уп (*о) = Ум- (Ю.2)
Задача об отыскании-решения системы (10.1),
удовлетворяющего заданным начальным условиям Коши (10.2),
называется задачей Коши.

Можно доказать*, что если коэффициенты pij(x) и

свободные члены ft (x) непрерывны та некотором
интервале (а, Ь), то на нем существует и притом единственное

решение задачи Коши, удовлетворяющее лю,бым начальным

условиям ут г/20, ...Уяо при а<Хо<&.
'

Если ввести матрицу коэффициентов

/Ри (х) рп (х)... ры (х)

Р(х)=\
Рп М р™ М-" р2я ^

\Ail (*) Ря2 (*) . .. Рпп (X)
и матрицы*столбцы

/№\ /h(x)\

,.
.

"

К=Г и F(x)Jf*(x)
\уп/ \ш/:

то систему линейных дифференциальных уравнений можно

записать в матричной форме

»/x= P(x)Y+ F(x). (10.3)

Начальные условия (10.2) при этом примут вид

Y\x = Xo
= Y(x0) = Y0t

*

(10.4)
где

/Ую>
#20YQ=

#л0У
* Доказательство этой теоремы, называемой теоремой

существования и единственности решения задачи Коши, читатель найдет

в общих курсах теории дифференциальных уравнений.
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2. Пространство решений 'однородной системы.

Рассмотрим однородную систему линейных дифференциальных
уравнений. Так как в этом случае F (х) = 0, то согласно

(10.3) она имеет вид

£=Р(*)У- (Ю-5)

Покажем, что множество всех решений системы (10.5)
является линейным пространствам. В самом деле: пусть
Y\ (х) и Y*{x)— какие-либо решения системы (10.5), т.е.

Назовем суммой решений Yx и К2 матрицу

Так как .

¥x= d-£ + d£= P(x)Yi + P(x)Y>= P(x).Z,

то сумма решений есть решение системы (10.5).
Произведением решения Y системы (10.5) на число X

назовем матрицу

и так как

fx^d^x= ^P(x)Y = P(x)XY = P(x)Zt

то и произведение, решения Y на число X также есть

решение системы (10.5).
Учитывая, что для суммы матриц и произведения

матрицы нв число выполняются все аксиомы линейного

пространства, приходим к выводу, что множество всех

решений однородной системы линейных уравнений обра-
. зует линейное пространство. Для определения

размерности этого пространства необходимо исследовать

некоторые дополнительные свойства решений системы (10.5).
3. Определитель Вронского. Пусть

(Ухп (х)\

уп—\-У*п(х)

\Упп(х)')
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произвольные п решений tncreMbi (10.5). Матрица
W= (riYb...YJ = (yij(x))

п-то порядка называется интегральной, матрицей.
Определитель | W | интегральной матрицы называется

определителем Вронского системы решений.
Так как (см. введение п. j6)

d\ W\
dx

УпУп • ■У'т

•УЪп

УлУгЙ, • ■Упп

+ • • +
|

УпУъ ---Ум

УмУм •. • Уы

Уп\УпЪ-..Упп

то, подставляя сюда ylj из системы уравнений (10.1) (при
///==0),

п

уЬ=Л Pik(x)yk/,

и учитывая, что при прибавлении к элементам строки
определителя соответствующих элементов другой строки,
умноженных на один и тот же множитель, определитель не

изменяется, после очевидных преобразований получаем

^=(А1(*) + №(*)+...+р„я(*))|иП,

откуда следует, что
х

. J IPll (*) + Р22 (*) + -+ Рпп (*)] dX

\W\ = Ce*o

Последнее соотношение называется тождеством Якоби.
Из тождества Якоби следует, что определитель

Вронского \W\ либо тождественно равен нулю (С= 0), либо
отличен от нуля (С ^ 0) при всех значениях х из

интервала, в котором Pij(x) — непрерывны.
Если | W \ ^ 0, то матрица W называется

фундаментальной, а матрицы
Уи Уъ "-Уп

называются фундаментальной системой решений.
4. Базис пространства решений. Покажем, что если

Уи Уъ> --.Уп — фундаментальная система решений, то они

176



линейно независимы. Для этого предположим обратное,
т. е., что существуют постоянные си с%, ... сЛ, не все

равные нулю, такие, что

CiYt + bYt+ ... + CnY^-О.

Вводя матрицу

/ft
с*

С=

\Сп/ >

запишем последнее равенство в матричной форме
WC= 0

и, так как по условию det W 7= 0, то С = 0, что противо-,
речит предположению.

Для того, чтобы показать, что фундаментальная
система образует базис пространства решений, достаточно

показать, что любое решение Z(x) системы (10.5) может

быть представлено в виде линейной комбинации решений
фундаментальной системы (разложено по базису).

Рассмотрим систему уравнений (относительно си

CiYi (*0) + <*Y* (хь) + ...+ cnYn (хо) = Z (*0), (10.6)

или в матричной форме

W(xQ)C= Z(xo),

где Хо — произвольная точка интервала (a, b). \

Так как det W (х0) Ф 0, то система (10.6) имеет

единственное решение

С* =К

Но тогда решение Y (х) = c*Yi (х) + c%Yi (х) +... + c%Yn (x)
совпадает с решением Z(x) в силу единственности
решения задачи Коши, так* как в силу (10.6) Z(x0) = Y (х0) и

значит решения Z (х) и Y (х) удовлетворяют одним и тем же

начальным условиям.
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Таким образом, произвольное решение 1 (х) можно

представить в виде Z (х) = CiYi (х) -\~ c.2F2 (х) 4-... -К cnYn (x).
Следовательно, Ki (х), F2 (х), ...

, Yn (x) — базис
пространства решений. Отсюда следует утверждение.

Теорема. Любая фундаментальная система решений
Уи У*> -.-Уп образует базис пространства решений.

Ясно, что размерность этого пространства равна п.

Из доказанной теоремы непосредственно следует, что общее
решение системы (5) имеет вид

Y = clYl + c^Y^...+ cnYn= W(x)Ct

где W—фундаментальная матрица. Таким образом, для

решения системы (10.5) достаточно найти ее любые п

линейно независимых частных решений.
5. Неоднородная система. Перейдем к исследованию

неоднородной системы линейных дифференциальных
уравнений

' '

<£=P(X)Y + F(x). (10.7)

Для ее решения применим метод вариации произвольных
постоянных, который состоит в следующем. Сначала
решается однородная система

[соответствующая системе (10.7)], общее решение которой
имеет вид

Z= W(x)C9

.где W (х) — фундаментальная матрица; С— постоянная

матрица.

После этого решение неоднородцой системы (10.7) ищем
в виде

Y = W(x)C(x)9
где

•

Тогда
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и, следовательно,

11
dx

w l wr

dx

r=pw

d-%C+ Wd£=PWC+ F.
Но так как

dW

dx

то первые члены левой, и правой частей уничтожаются и

мы приходим к равенству

W — = Fw
dx

Гл

Так как | W \ ^ 0, то матрица W имеет обратную и, значит,

dx

Откуда следует, что

С(х)=\ W'1(x)F(x)dx + Co9

где

произвольная постоянная Матрица.

Таким образом, решение неоднородной системы (10.7)
имеет вид

Y = W (х) Со+ W (х) \ W-1 (х) F {х) dx. (10.8)

Так как при С0= 0

Y = Y* =W (х)\ W^(x)F(x)dxt
Хо

то это значит, что К*, является частным решением
неоднородной системы и, следовательно, решение (10.8)
состоит из суммы некоторого частного решения К*

неоднородной системы и общего решения Z— WCo соответствую-,
щей однородной системы. Решение (10.8) является общим,
так как если Z (х) — произвольное решение системы (10.7),
то Z(x) — Y* (x)f очевидно, удовлетворяет однородной си-
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стеме (10.5) и, следовательно, имеет вид

Z(x) — Y*(x) = W(x)C*.

Значит, Z (х) получится из (Ш.8) при Со= С*.
6. Линейное уравнение /1-го порядка. Линейным

дифференциальным уравнением д-го порядка называется

уравнение

У{п) + Рг {х)У{п~х)+ ... +P*(x)y=f(*h (Ю.9)

линейное относительно неизвестной функции и всех ее

производных до л-го порядка включительно. Функция
f{x) — называется правой частью уравнения, а функции
pt (x) (* = 1, 2, ... п) — его коэффициентами. Если
f(x) = 0, то уравнение называется однородным, если

f (х) Ф 0, то — неоднородным.
Начальными условиями типа Коши уравнения (10.9)

называются условия

при х= х0у у=у0 у'=уъ\...у{п~1)*=г№~1).-

Всякая функция у(х), подстановка которой в

уравнение (10.9) обращает его в тождество, называется

решением уравнения. Задача об отыскании решения,
удовлетворяющего заданным начальным условиям типа Коши,
называется задачей Коши.

Если коэффициенты рь {х) и правая часть f (х)
непрерывны на интервале (а, Ь), то задача Коши имеет й при
том единственное решение,^удовлетворяющее любым
начальным условиям (типа Коши) при х0 из интервала.(а, Ь).
Как . уже упоминалось в п. 1, линейное уравнение
п-го порядка сводится к системе линейных уравнений
типа (10.1). Действительно, обозначим

'

у=у\ у'=у* у"=у*> .-.y{fll)=yn.

В этом случае
yi= y*t

Уъ — Уз,

Уп~\—Упу

Уп=
— Рп(х)у1 — Рп^1(х)у.1— ue.—Pi(X)yn+f(x).
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Мы получаем систему линейных дифференциальных
уравнений, которая в матричной форме имеет вид

где

Р(х) =

О

О

g=p(*)V+f(*),
1 0 ... О 0 \

О 1 ... О О

(10.10)

10 0 0 ... О 1 /

\— Рп— Piu.1 ■■• —Pil

F(x) =

Если у(х) — решение уравнения (10.9), то

У(х) = \

и, наоборот,

/у(х)

— решение системы (10.10)

\У1(я-1) My
('Ух (X))

если Y(x) = [ У^Х)

\Уп(х)/

решение системы

(10.10), то у=:у1{х) — решение уравнения (10.9). Это

обстоятельство позволяет применить результаты теории
системы линейных дифференциальных уравнений к

исследованию уравнения (10.9). Вначале рассмотрим
однородное уравнение /(л:)==0

, yrt) + PiW^-!)+... +ря(х)у= 0. (10.11)
Его общее решение будет первым элементом матрицы
общего решения системы (10.10)

Y = W.C=c1Y1 +<bY%+...+cnYm

и поэтому имеет вид

у= с1у1 (х)-\-Сф (*)+■... -\-спуп(х)9

причем функции yi(x)f y%(x) ... уп(х), очевидно, линейно

независимы, так как в противном случае все их

производные также были бы линейно зависимыми с теми же

коэффициентами. Последнее означает, что решения си-
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стемы (10.10)

линейно зависимы, что противоречит фундаментальности
системы Yl9 72,..., Yn.

Таким образом, общее решение уравнения (10.9)
представляет собой линейную комбинацию из его п линейно
независимых частных решений. Заметим, что тождество

Якоби для определителя Вронского решений
уравнения (10.10) в данном случае имеет вид

У* ...Уп

\ Pi (*) dx , \iji У2 . • • Уп

\W\=ce *о
, Где W = l

\у{ГХ) у^'-у^!
Если f(x)^0, то очевидно (см. 10.8), что общее

решение неоднородного уравнения является первым
элементом матрицы:

Y = W(x)C+ w\x) \w~1{x)F{x)dx
Хо

и может быть записано в виде

y=zc&x{x)+ ... + cnzn(x) + z0(x).

Оно представляет собой сумму частного решения

у= г0(х)

уравнения (10.9) и общего решения соответствующего
ему однородного уравнения (10.11).

§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

1. Фундаментальная матрица. В предыдущих
параграфах мы выяснили, какова структура общего решения
линейной системы дифференциальных уравнений.
Главную трудность при ее решении составляет. нахождение
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фундаментальной системы "решений. В общем виде задача
нахождения фундаментальной системы решений решена
лишь для некоторых частных случаев линейных систем.

Мы рассмотрим один из них, а именно: случай, когда

матрица системы Р (х) постоянна. В этом случае система

(10.3) имеет вид

d/x= AY + F(x):

Вначале решим однородную систему

dY_
dx
= AY.

(10.12)

(10.13)

Покажем, что в качестве фундаментальной матрицы этой

системы можно выбрать матрицу

W(x) = eAx.

Действительно, в силу результатов (§ 6, гл. 9)

dW

dx •.(eA*)'x = AeA*=AW

и, следовательно, W (х) — интегральная матрица. Кроме
того, W (х) — невырожденная матрица, так как, в силу
тождества

елхе~ ах — е9 deteAx -ф 0

и, следовательно, W\x)— фундаментальная матрица.
Таким образом, общее решение системы (10.13) имеет вид

Запишем это решение подробнее.
Согласно олределению

еАх= Те1хТ~\
причем

е1х=\

W*ix

0

>о

0

е'п2*

0

0
0

■ е m
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a

I" *°H" - тЙг«Г\
/„ X I л. —2

" =F 0 *V ... г^Чгг^

\o о ... ^ /
Таким образом, общее решение системы (10.13)
представляет собой линейную комбинацию функций вида

где X — характеристическое число матрицы Л, as—

неотрицательное целое число, причем жордановои клетке

порядка k, соответствующей характеристическому числу ^

в общем решении отвечает выражение вида
*

При этом следует иметь в виду, что если среди
характеристических чисел X найдутся комплексные

то решение будет (в силу формулы Эйлера e" = cos/-|~
-{-/sin/) содержать функции вида

jfef^tosfa и j&V*sinp*.

Примеры. Найти общее решение системы

dy,_

,0 10,

В данном случае матрица системы Л = I — 4 4 0 I. В силу резуль-

\-2 12/
татов примера (п. 2 § 4 гл. IX)

/(1-2.ф2* хе2х 0

ел* = [ -4л*2* (2л: + 1)е** 0 ) (10.14)
\ ~2хе2* хе2х е2
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и, следовательно, общее решение имеет вид:

/(1 — 2х) е2Х хе2х О

Г=*А*.С= -4хе2х (2х + \)е2х О

\ — 2хе2х хе2х е2х)
т. е.

yiz=c1(l — 2x)e** + c2xefx
у2 = - 4сххе2х + с2 (2х + 1) е2*

З^з •= — 2cixe2x + с2хе2х + све2х.

Заметим, что если надо найти частное решение, удовлетворяющее
начальным условиям

то из соотношения
ч

У(х0) = еАх°С=У0
*

находим

С = е~Ах<>У0
и, следовательно, искомое решение будет

Г=И(АГ-*о)К0. (10.15)

Так, если еще надо найти решение, удовлетворяющее начальным

условиям

/ 1\
т. е. К(0)= 01, то, используя выражения (10.14) и (10.15),

получаем

или

/ (1 — 2х) е2х \

Г= I - 4хе2Х I

Х-(2*+!)*■*/
-

yi = (l-2x)e2x>
jy2 = — 4хе2х,

у, = -(2х+\)е2х.

Для решения неоднородной системы (10.12) с постоянными

коэффициентами воспользуемся формулой (10.8), в которую вместо W(x)
подставим еАх. Тогда получим общее решение системы (10.12):

У= еАхС + еАх \e-AxF (т) dz = *Ад:С + $ И{х ~ *> F (т) Л.

Пример. Найти общее решение системы

<£--4Л+4Л
^= -2Л+Л-Н2Л + ^.
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I 010\
Матрица этой системы А = I — 4 4 0 совпадает с матрицей А пре-

\-2 1 2/

/ОД
дыдущего примера. Так как F(a:) = 0

, то

/ 0 \

F(t) = ( О

р2Х+Т/

Тогда, полагая лг0 = 0, получим

5И^-^(т)Л = [^
\e2x^dij. \е** — е2х<

и, значит, общее решение имеет вид

у1 = с1(1—2х)е** + сшхе*х
у2 =

- 4ctxe2x + с2 (2дг + 1) е2АГ

.Уз = ~ 2^**»* + М*2*+ с3е2л: + е8* - е2х.

Заметим, что частное решение неоднородной системы (10.12),
удовлетворяющее начальным условиям У(х0) = К0, очевидно, имеет вид

Г=е
А(х- 'Хо)Уо+ $ Иf*-*>>(*) Л.

х0

5. Линейное уравнение я-го порядка с постоянными

коэффициентами. Применим полученные выше

результаты к решению линейного однородного уравнения п-то

порядка
У{п) + а1У^+...+апу= 0,

которое согласно п. 6 § 1 приводится к системе

dv

dx
= AY,

где

А =

0

0

1

0

о..

г..

0 \
о

\°
О 0

■an.t . . ■ail
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Заметим, что ранг характеристической матрицы
— X 1 0 ... О

О _Х - 1 ... О

А — Х£=

1О О

[
— ап —aw_i — ап_2 ... —а±— Х|

при любом значении X не меньше, чем п—1. Это

вытекает из того, что минор элемента

1 0 0 ... О

-X 1 0 ... О

ап равен

= 1

О 0 0 ... 1|

(т. е. отличен от нуля).
Но это значит, что ранг матрицы

А — Х;£

(где Х£ — характеристическое число матрицы Л), который
всегда меньше,\ чем п, равен п—1. Отсюда следует, что

число линейно независимых собственных векторов

матрицы А равно числу* различных корней
характеристического многочлена А(^), который в данном случае имеет

вид*

Д(Х) = |Л— Х£| =Хл4-^л~1 + ... + ая= 0. (10.16)

Таким образом, число клеток жордановой матрицы /,
подобной матрице Л, равно числу различных корней
характеристического многочлена, а это означает, что порядок
каждой клетки равен кратности соответствующего корня.
Но в п. 1, § 2 было показано, что жордановой клетке

порядка &,-соответствующей характеристическому числу X

в общем решении отвечает выражение вида

(й**-1 + c%xk-2 +...+ ck) e:Хх (10.17)

* В этом легко убедиться, если каждый столбец с номером J
умножить на X/-1 и прибавить к нему все предыдущие столбцы,
после чего раскрыть определитель по элементам последней строки
/ п(п-\)\

\разделив его, конечно, на х1 + 2+-+(/г~1) = Х 2
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Таким образом, общее решение линейного однородного
уравнения с постоянными коэффициентами представляет
собой сумму выражений вида (10.17), соответствующих
различным корням характеристического многочлена

(10.16).

Пример.
ЧНайти общее_решение уравнения

У" + 2У' + У = 0.

Составим характеристический многочлен (10.16)

Д(А) = Х3 +2Х2 + Х = 0.
Его корни

\t = Х2 =— 1 и Х3 = 0.

Следовательно,
у=(с1х + с2)ех + са.

Что касается неоднородного линейного уравнения с

постоянными коэффициентами, то после того, как

найдено общее решение соответствующего ему однородного
уравнения, его решение в общем случае находится так

же, как и решение неоднородного уравнения с

произвольными коэффициентами (см. п. 6, § 1).

Упражнения
1. Найти общее решение системы уравнений

dxi
_ 7

--±==-2х1 — 5х2.

2. Найти частное решение системы уравнений

dyt .

$-*+*"
при начальных условиях

3^i (0) = — 1, ;М0) = 1,Х Л<> = 0.

3. Решить систему уравнений

Уа — ^У\ = 0» ПРИ начальных условиях:

^i (0) = о, ^;(0) = i, л(0) = о, ?ш(0)=о.
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4. Найти общее решение уравнения

y'v-y= o.

5. Найти частное решение системы

х[ + 5*! — 2*2 = &

х\ — х^ + Ьхъ^Г**
6. Найти частное решение уравнения У+ 4/+ 4у=/(лг),

удовлетворяющее нулевым начальным условиям.

при начальных условиях xt (0) = 0, х2 (0) = 0.

Глава 11

ПРИЛОЖЕНИЕ МАТРИЦ
К НЕКОТОРЫМ ВОПРОСАМ АНАЛИЗА

§ 1. НЕЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР В ЕВКЛИДОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

1. Область. Рассмотрим n-мерное, евклидово

пространство Sh, в котором выберем ортонормирован-
ный базис .

еи е*> ..., еп.

Напомним, что векторы х линейного пространства,
а значит, и пространства <$п называют также точками

и обозначают в этом случае *, или более подробно
X \Х\у Х%, • • •

» Xfi)t

где Xi — координаты вектора х в выбранном базисе.
Множество точек х, расстояние которых до некоторой

фиксированной точки Xq удовлетворяет условию

р(х, х0)==р(х, Хо)<>,
назовем сферой радиуса г с центром в точке хо или г —

окрестностью точки х0.

Множество точек пространства Sn, которое вместе

с любой точкой х содержит и некоторую (сколь угодно

малую) ее окрестность, называется областью (открытой).
Напомним, что расстояние между двумя точками х и

у евклидова пространства было введено в главе 6 и

определялось как норма разности векторов х и у, т. е.

•-/I/р(*. у)=\х-у\=у 2(^-№)2.-
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2. Нелинейный оператор. Согласно общему
определению оператора А в линейном пространстве R,

введенному в гл. 4, назовем оператором, отображающим
евклидово пространство ёп в евклидово пространство <8т,
любое правило, которое каждому вектору х£Еп ставит

в соответствие единственный вектор у £ Sm% Если

оператор А нелинейный, то в отличие от принятой ранее
записи у =Ах будем использовать обозначение

y= f(x), или Y = f(X)y (11.1)

где X и Y — матрицы-столбцы

■и г\

Указанное отображение устанавливает связь между

векторами х и у, а значит, и между их координатами.
Можно задать это отображение и в координатной форме:

yi = h(xu *2> ••• хп)

::::::::::: о^

*/m= /m(*b #2, ... Хп).
Таким образом, задание оператора (11.1) эквивалентно

заданию системы функций п переменных (11.2) (при
условии, что выбраны соответствующие базисы в

пространствах $п и <от). Отметим, что если fifa, хъ ... хп) (i =
=х=1, 2, ... т) — линейные однородные функции, то

оператор будет линейным.

Примеры:
1) функция одной переменной у= Цх), заданная для

всех значений л;, определяет оператор, отображающий
#1 В <D\\

2) функция двух переменных z = f(x, у), заданная

для всех значений х и у, определяет оператор,

отображающий $* в <ох\

3) совокупность двух функций одной переменной у =

= fi(x) и z= f%(x), заданных,для всех значений х,

определяет оператор, отображающий $х в <^2.
Будем говорить, что оператор отображает область (Г

пространства &п в^.область D пространства ёт, если

каждому вектору х £ G он ставит вектор' у £ D.
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Отметим, что в частном случае область G или D

может совпадать со всем пространством.

Например, функция у= ==, заданная в области

— 1 <С*<С 1, определяет оператор, отображающий эту
область пространства Е\ в область 0<; х < оо <—того же

самого пространства, оператор

у = sin х

отображает пространство 6\ в область — 1 ^у^ 1, а

оператор
</ = **+1

отображает пространство ёг в <ох.
Если все функции fi (хь л:2, ..., хп) (I = 1, 2, ... т)

непрерывны в области G, то оператор / называется
непрерывным оператором.

3. Дифференцируемый оператор. Пусть х £ £л, у (^ Ет
и д; = /(л:), дадим вектору jc приращение Ах, тогда

вектор з? получит цриращение

Hy = f{x + bX)-f{X)

или в координатной форме

tyi — U (*i + А*ь *а + Ах2,..., хп + Дхя) — Д (*ь х2, ..., *л)
f== 1, 2, ... т.

Оператор / называется дифференцируемым в точке

х (х\9 х%у ..., хп)9 если все функции ft (х1у хъ ..., хп)
дифференцируемы в этой точке.

Но в этом случае, как известно,

Ьш =Шьх1 +^^+ ... + ^Ьхя+ ръ * = 1, 2, ...т,

где

р ===== I Ajc \, a lims£==0.

Таким образом, если оператор / дифференцируем, то

выполняется матричное равенство

АУ = Л.АХ + рв, (11.3)
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где

ьх= Д7 =

А =

V±d£l.
dxi df2

<¥тд/т
dxt dxs

(Щ
\дХъ т,п*

Матрица Л, элементами которой являются частные

, п), назы-производные ^ (i = 1, 2, ..., т, k =1, 2,

вается якобиевой матрицей.
Если ввести линейный оператор Л, матрица которого

(в соответствующем базисе) совпадает с якобиевой

матрицей Л, то равенство (11.3) можно записать в

векторной форме
Ду=ЛДх+,рв. - (11.4)

Если якобиева. матрица Л — квадратная {т — я), то

ее определитель называется якобианом и обозначается

D (Л, и ..., fn) _D (yl9 у» ..., уп)/ == det Л:
и (д^1, х21 ..., хп) D (xlt х2,..., хп)

4. Сложный оператор. Пусть оператор /\ преобразует
векторы х пространства &п в векторы у пространства &т9
а оператор <р преобразует векторы у в векторы z

пространства <§р. Тем самым задается оператор,
преобразующий векторы х в векторы £, который будем называть

сложным или составным оператором.
Так как

'

• -

y = f(x), a z= y(y), то *= ?[/(*)].

Предполагая операторы / и ср дифференцируемыми,
найдем якобиеву матрицу С сложного оператора.

Учитывая, что

*k = ?k(yu У*, ..., ут) k=l, 2, ... р

yi= fj(xu **, ..., *«) /=1, 2, ... т
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и, используя правило дифференцирования сложной

функции нескольких переменных, имеем
т

dzk_ у дчдУ1
dxt Ld dyj dxt'

7=1

откуда непосредственно следует, что С—ВА,-

где Л = (-Д) — якобиева матрица оператора f;

M =U^\— якобиева матрица оператора ср.

Таким образом, якобиева матрица сложного оператора
равна произведению якобиевых матриц операторов ср и f.
Если р= т= п, то все три якобиевы матрицы

квадратны и на основании свойства определителя
произведения матриц имеем

D (ги z2y ..�,*„) _D (zl9 z2,..., гп) D (ylt y2,..., yn) /ц£\
D(xl,Xi,...,xn) D(yl9yi,...,yn)' D(xux2i...,xn)' K }

• 5. Обратный оператор. Рассмотрим случай, когда

вектор г, .полученный в результате сложного

преобразования, совпадает с исходным вектором х, т. е.

x= z= <?[f(x)]

для любого х из области задания оператора /. В этом

случае оператор ср называется обратным по отношению

к оператору / и обозначается <р = /-1. -

Не всякий оператор / имеет обратный. Чтобы f~l
существовал, надо на оператор / наложить некоторые
дополнительные условия.

Приведем лишь теорему, доказательство которой
читатель может найти, например, в курсе анализа

Г. М\ Фихтенгольца.
-

Теорема. Если якобиан оператора непрерывен $

некоторой точке и ее окрестности и отличен от нуля в этой

„точке, то. найдется такая (достаточно малая) окрест-
ность этой точки, в которой существует
дифференцируемый оператор, обратный данному.

Не останавливаясь на доказательстве этой теоремы,
поясним только суть одного из сформулированных
условий.

Если оператор / дифференцируем в окрестности точки

х, то с точностью до бесконечно малых более высокого

порядка, чем p==|Ajc|, преобразование с помощью orte-
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ратора f (в силу равенства (11.4)) может быть заменено

в окрестности точки х линейным оператором А. Но, как

мы знаем, линейный оператор имеет обратный оператор
Л"1, если его матрица А невырождена, т. е. если

якобиан / = det Л отличен от нуля.

Если обратный оператор существует, то из равенства
(11.5) следует

•

i_D(xltx2t .,., хп) >Р(УиУ2, ...,уп)
D(yity2, ..., Уп)

'

D(xlfx2i ..., хп)'

Очевидно, что в этом случае якобиевы матрицы
операторов / и f1 взаимно обратны.

Также очевидно необходимым и достаточным уело-
вием существования обратного оператора f'1 является

наличие взаимнооднозначного соответствия между
векторами х и у. ,

§ 2. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

1; Определение экстремума. Пусть функция нескольких

переменных
y= f(xu Хъ, ..., xn)=f(x)

определена в области G евклидова пространства $п.
Точка х° (х\, xly ..., Хп) называется точкой экстремума,
если в некоторой ее окрестности приращение функции

Ar/= A/= f(x)-/(*<>)

не меняет знака.

Если А/^0, то х° называется точкой максимума,
а если А/ ^>0, то — точкой минимума.

2. Необходимые условия экстремума. Теорема. Если
функция f(x) дифференцируема и достигает в точке х°

экстремального значения, то в этой точке равны нулю
все ее частные производные первого порядка, т. е.

dxi
и' л ly *' •" Пш

Действительно, по условию y— f(x) —
дифференцируемая функция. Поэтому

Д^=/(*)-/(^)=^Л*1+ ... +^Д*й+ре.
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Предположим, что хоть одна из частных производных
очке хс

Пусть
в точке х° отлична от нуля.

dxi
^

Тогда при малом р величина рг не влияет на знак Д#.
Положим

Д^= . . . = kXi-t = kXi+i = ...== &Хп= 0.

В этом случае очевидно, что при изменении знака

Дл^ приращение А*/ изменит знак, что противоречит
определению экстремума. В дальнейшем точки, в которых
~L= 0 (i=i, 2, ... п), будем называть стационарными
ОХ(
точками.

3. Достаточные условия экстремума. Если функция
y
— f(x) дважды непрерывно дифференцируема в

стационарной точке х° и ее дифференциал второго порядка
в окрестности этой точки меньше (больше) нуля, то
точка х° является точкой максимума (минимума).

Так как функция f (х) дважды непрерывно

дифференцируема, то

По условию х° — стационарная точка, поэтому df (x°) =
= 0. Так как

d*f(x«)^0,

то при достаточно малом р знак Д*/ совпадает со знаком

d*f{x«).
Значит, при d*f(xQ)<iO xQ— точка максимума, а при

d'f(x°)^>0 x° — точка минимума. Найдем теперь
условия, при которых drf (x°) сохраняет знак в окрестности
точки х°.

Как известно,
п п

d2f(x°)

*4^=iim^
i=ly = l

Правая часть этого равенства представляет собой

квадратичную форму переменных A*i, Ax2, ... AjC, матрица ко-
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торой

Я-

V

d2f(x°)
dxf

д2/ (х°)
дх2 dxt

д2/ (х°)
дхп дх1

д2/ (х°)
dxt дх2

d2f (x°)
dxl

д2/(х°)
дхпдх2

'

д2/(х°)У
dxt дхп

d2f (x°)
дх2 дхп

д2/ (х°)
dxt

п

Используя критерий Сильцестра (см. п. 2 § 4 гл. 7),
получаем:

1) если главные диагональные миноры матрицы Я

положительны, то аР/(#0)!>0 и х° — точка минимума;
2) если главные диагональные миноры матрицы — Я

положительны, то d-f(je°X0 и х° — точка максимума.
Замечание. Очевидно, что если dj(x) не

сохраняет знака в окрестности л:0, то экстремума в точке л:0 нет.

Если в окрестности точки л:0 (ff (х) ^ 0 или d°~f (х) ^ О,
то вопрос о существовании экстремума в этой точке

остается открытым.
4v Экстремум функции двух переменных. Пусть

функция двух переменных

* = f(x, У\

дважды непрерывно дифференцируема.
Для нахождения экстремальных точек надо

предварительно найти стационарные точки, координаты которых

удовлетворяют системе уравнений

fx(x, y) = 0,

fy(x,y) = 0.

Пусть Хо, г/о — одно из вещественных решений этой
системы. Тогда точка Ро(х0, у0) — стационарная.

Вычислим частные производные второго порядка в этой
точке. Обозначим

л_д2/(Ро) R_d2f(P0) . r_d2f(P0)'
дх2 ' и~

дхду '
и—

ду2
'

Составим матрицу
(А В
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Главными диагональными минорами матрицы Я будут

= АС—В\А и

А В

В С
=

а матрицы —Н
"

— А и

-А -

-В -

-В

-с
:АС — В*

Следовательно, если

1) АС—5*>0 и Л>0, то Р0— точка минимума;
2) АС — 2?2>0 и Л<0, то Р0--точка максимума.
Ле_гко показать, что если АС—В2 <0, то экстремума

в точке Ро нет, а если АС— В2= 0, то имеет место

сомнительный случай.

§ 3. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ВЫРАЖЕНИЯХ

1» Преобразование переменных. Имеем две системы

величин хи хъ ..., хп и уь уъ ..., уп> связанные "между
собой соотношениями

tji — ft (хи Хъ . •
•, хп) i — 1, 2, я. (116)

Эти соотношения можно рассматривать как

преобразование координат в пространстве @п (или как замену

переменных). Например, соотношениях= rcoscp,y= r sincp
можно рассматривать как формулы перехода от полярных
координат к декартовым. Соотношения (11.6) определяют
некоторый-оператор y = f(x), который отображает
пространство <оп В &п.

Будем в дальнейшем считать, что оператор
непрерывный, дифференцируемый и имеет обратный оператор в ёп.

2. Преобразование производных. Пусть задана

функция z = z(xu хъ ..., хп), дифференцируемая необходимое
число раз.

Сделаем замену переменных

Xi = fi(tu h; ..., tn) r=l, 2, ... п.

Требуется найти формулы, связывающие производные от

функции z по старым переменным xt с производными от z

по новым переменным U. По формуле-производной слож-
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ной функции имеем

dz_
dxt'

Запишем эти соотношения в матричном виде

] дх1

dz_
дх2

dz

\дхп1

1—\
dz

\=А dt2 (11.7)

где

Л =

jdtl dt2
I dxt Jxi.

dtt dt2
dx2 дх2

dtn
dxj

dtn_
dxt

dz]

dt± dt^ djn]
\дхп дхп

•" dxn\

dti_
dxk

Матрица А — это транспонированная якобиева матрица
оператора f"1. Поэтому она является обратной матрицей
для транспонированной якобиевой матрицы оператора f,
т. е.

(дхА-х= -
1

v dtt ) D (хих2,...ь хп)
(Aik),

D(tltt§t...,tn)

dxk
где Atk — алгебраическое дополнение элемента -*£
матрицы \-fip-). Подставляя найденное значение А в

соотношение (11.7), получаем

2> dz_
dtk

k=\dz^ =
dxi D {Xii x2f ..., xn)

D(tltti,...,tn)

D (xiy x2i ..., ^f-i> z, Xj+u ..., xn)

D(tlt t» .:., tn)

D\Xit x2,..., xn)

D(tut%9...9tn)

Эти формулы выражают производные г по старым,
переменным через производные г по новым переменным.
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Аналогично получаем

d2z

dxi дх/

d(xu
dz

D(tltt%,..

P(^i,_^a, •

ATy+1, ..

.,'«)
■ ,x_n)_

» -^/l)

0('l.'i tn)

dz
где вместо j~ надо подставить его выражение из

предыдущей формулы. Таким же образом можем найти

производные более высоких порядков.

Полученные формулы используются при замене

независимых переменных в дифференциальных выражениях,
т. е. выражениях вида

г \Хи хъ ..., хП9 г,
дх^, дх^,

...
,

^
,

^,
•

Пример.
d2z d2z

В волновом уравнении-^-2
—

-г-^
= 0 произвести замену

переменных

Имеем

х = и -f- г>,

3> = и
— г>.

АС*» .У)
=

£> (и, v)

D (*, У)

dz
_

D (ц, у),
_ _1_

дх~~ ~ 2
—

2

(92 1 (dz дг\Аяа«<™о
jj.
=

-j- (jj-jj).

°(g-'

1 1

1 -1

|£ -'Idu

1 <te
_

1 dtf
-1

= -2,

^л:2

du
ri^i + ^Yl
|_2 [du^dvjl

A ("JL [^L _l ^\]

d2Z

dv1

d2z 1
Аналогично

-^
=

-j

Таким образом,

d2z
2

d2z
du2 du dv

d2z d2z

d2z
1 dv'

dH

dx2 dy2 du dv'

201



Получаем

dudv
'

3. Криволинейные координаты. В § 1 настоящей главы

система т функций, п переменных, заданных в

пространстве ёп, трактовалась как некоторый оператор,
отображающий пространство $п в пространство <эт (при
условии, что выбраны соответствующие базисы в

пространстве ёп и <от). Однако при т = п и некоторых
дополнительных условиях этой системе функций можно дать

иную, чисто геометрическую трактовку,. связанную с

переходом от одной системы координат в ё\ к другой
системе координат в этом же пространстве. Так как

практически нас будет интересовать случай перехода от одной
системы координат к другой только в плоскости и

обычном пространстве, то мы ограничимся лишь значениями

п= 2 и л=3, разобрав каждый из этих случаев
достаточно подробно.

Рассмотрим замену переменных вида ,

и = и(х, у),
v = v(x,y).

(1Ь8)

Как и раньше будем считать, что функции и и v

однозначные, непрерывно дифференцируемые и имеют

обратные функции
х= х(и, v)9

■

/ (П.9)

Мы знаем, что соотношения (11.8) определяют
оператор, отображающий (взаимно однозначно) #9 в ё\. Иначе,
соотношения (11.8) каждой точке Р (х, у) пространства
хОу ставят в соответствие единственную точку Q (и, v)
пространства uO'v, (и наоборот).

Будем считать, что х и у
— декартовы прямоугольные

координать! точки Р плоскости хОуу а соответствующие
им и и v — декартовы прямоугольные координаты точки Q
плоскости uO'v. Координаты и nv точки Q в дальнейшем
будем называть криволинейными координатами точки Р.

Очевидно, что если дана точка Р, то по формулам (11.8)
можно найти ее криволинейные координаты, и, наоборот,
если известны криволинейные координаты и и v, то по
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формулам (11.9) однозначно определяются её декартовы
координаты.

Зафиксируем теперь криволинейную координату и

(положим и =щ= const). В этом случае в плоскости хОу
получим линию, уравнение которой и(х, у) =щ и будем
называть ее координатной линией. Меняя параметр и0у

получим семейство координатных линий.

Аналогично получаем семейство координатных линий

.
^ v(x, y) = v0.

Очевидно, этим координатным линиям соответствуют
прямые, параллельные осям координат (« = w0, v = vo)
в плоскости uO'v (см. рис. 6).

У \о

1 у.
V

и * const

\

■*

>0-С0

~—

Рис. 6

Так как по условию соответствие (11.8) взаимно

однозначное, то две координатные линии разных семейств

пересекаются только в одной точке, а координатные линии

одного семейства не пересекаются. Любая точка Р
является точкой пересечения двух координатных линий

различных семейств, соответствующие им значения

параметров (и = ии v==Vi) и служат криволинейными
координатами точки Р (отсюда термин криволинейные
координаты).

Таким образом, соотношения (11.8) можно трактовать
двояко:

во-первых, как соответствие между точками (Р и Q)
разных плоскостей;
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^

, во-вторых, как формулы, преобразующие систему
координат в одной и той же плоскости.

Аналогично вводятся криволинейные координаты в

пространстве соотношениями

и = и{ху у, г),
v = v(x, у, г),
W = W(X, у, 2),

где функции иу v, и "до —однозначные, непрерывно

дифференцируемые и имеют обратные функции.
Координатными поверхностями называются

поверхности

и{х, у, z) = Uo, v — {x, у, z) = v0 w={x, у, г) = до0.

Линия пересечения двух координатных поверхностей
различных семейств называется координатной линией.

Например, поверхности и (х, у, z) =щ и v (х, у, z) = v0

пересекаются по координатной линии, которую назовем

w линией. Каждая точка есть точка пересечения трех

координатных поверхностей. Введем базис в

криволинейной системе координат:

е —J-^— J-^/4-^/4- —J^е"~
Lu duJ— Lu [да l^rduJ^duK)'

*•-£»-£(£'+&+»*). (1U0»

e — -L^- — ±-[d±i-lJjL /4- — ^
*w~Lw dw~Lw \dwl\ dwJidwK)>

где

dr_
du » *^v

— дЛ L -

dv\> Uw"
dr

dw

r=xi+ yj-\~

Эти единичные векторы (как известно из курса анализа)
направлены по касательным к координатным линиям,

пересекающимся в точке Р.
Если векторы eU9 ev, ew попарно ортогональны

в каждой точке, то криволинейные координаты и, v, w

называются ортогональными.

Рассмотрим вектор F~Fx(x9 yf z)i-\-Fv(x, у, z)j-\r
-\-Fz(x> У> z)k- Найдем его координаты в базисе еи, ev,

ew. Учитывая формулы (11.10) и соотношение (4.10),
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имеем

где

/
Т =

1 дх 1 дх 1 дх '

/•я дн Х^ cto

1 ду 1 ду 1 ду

1И ди 1^ да 1да <5г<у

I _L dJL JL ^ JL $L I
\LU du Lv dv Lw dw j

матрица перехода от базиса

i, у, k к базису ея> ^, ew.

Отсюда

Fv \ = T

\FWJ

,!"Л (И.П)

Если криволинейные координаты ортогональны, то

матрица Т—ортогональна и Т~1 = Т.

Пример.

Найти /=grad?(^) = ^-/ + ^/+^ft B криволинейных

координатах.
По формуле (11.7)

дг \\дх

дер
ду

д®
idz

= А

\dwl

Тогда по формуле (11.11)

Fa

Fv\ = T'lA дл
dv

U/
\dwl
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A
Если система координат

— ортогональная, то, как легко видеть

Т"1А = \ 0 -i- О

\ ^W
В этом случае

.г/ \ , ,,,,
1 дез . 1 до . \ до

§ 4. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛАХ

Рассмотренные в предыдущем параграфе
криволинейные координаты находят широкое применение в самых

различных разделах анализа, к которым прежде всего

относятся кратные интегралы. Во многих случаях замена

декартовых координат специально выбранными
криволинейными координатами удобна при вычислении кратных
интегралов.

Указанный переход от декартовых к криволинейным
координатам называется заменой переменных в кратных
интегралах.

Так же, как
_

и при рассмотрении криволинейных
координат, мы ограничимся пространствами <Ь\ и 6\ и

рассмотрим только двойные и тройные интегралы.
1. Коэффициент искажения. Введем криволинейные

координаты на плоскости соотношениями

и= и(х, у), (П.12)
v = v(x, у).

При этом точка Р0 (#о, уо) плоскости хОу отображается
в точку Q0(«o, ^о) плоскости uO'v.

Рассмотрим прямоугольник с вершиной в точке Р0 и

сторонами, параллельными осям х и у. Его площадь
обозначим sP.

В плоскости uOrv этому прямоугольнику будет
соответствовать некоторый «криволинейный» параллелограмм
с вершиной в точке Q0. Его площадь обозначим sQ.

Коэффициентом искажения,К(#о, Уо) в точке Ро(хо> у0)
назовем предел отношения площади s0 к площади sP при

условии, что sP-±0 и
•

прямоугольник стягивается

к точке Р0- Найдем К (хо> уо), предварительно рассмотрев
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aib'\ и A = deM = ^0.

частный случай

v = a<2xJrb2y-{-C2,

или в матричной^ форме

где

1^2 Й2 |

Такое преобразование называется аффинным.
Произведем параллельный перенос системы координат

по формулам
U= Ui+Cu
V = Vi~{- С*.

Очевидно, это преобразование не изменяет площади

(следовательно, и коэффициент искажения остается

неизменным).
Тогда

ul = aix-\-bly,
ух = аъХ-\-Ьъу.

И так как это есть линейное преобразование, то (см. п. 2,
§ 5, гл. TV)

s0= \b\sP.
Отсюда

/С(*о, №) = |Д|.

Таким образом, коэффициент искажения при аффинном
преобразовании постоянный и равен модулю определителя
матрицы Л. Переходя к общему случаю, заметим, что

преобразование (11.12) в силу формулы (11.3) в

окрестности точки Р0 можно записать в виде

(ди
ди\

дх ду\{х — Хц\ /еД

дх ду< .

Поэтому с точностью до бесконечно малых более

высокого порядка, чем р, можно преобразование (11.12)
в окрестности точки считать аффинным.
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Следовательно:

/С(*0, f/o)=lim ^= |/|,
5р-0 SP

р-0

где /==—iHri!^ — якобиан преобразования (11.12)- в

точке Р0.
В отличие от аффинного преобразования в, общем

случае коэффициент искажения есть функция точки.

В пространственном случае

и = и(х, у, г),
v = v(x, уу г),.
w = w{x, yy г).

Прямоугольный параллелепипед с вершиной в точке

Ро (хо, Уо, Zo) и гранями, параллельными координатным
плоскостям хОу, уОг и гОх (объем которого vP)
отображается в «криволинейный» параллелепипед с вершиной
в точке Q0(«o> Vo, wQ) (объем которого v0).<

В этом случае коэффициентом искажения К (#о, Уо, -го)
в точке Ро назовем предел отношения объемов

v

К(х0у уо, г0)= lim ~fi.
V*0 р

Полнбстью повторяя предшествующие рассуждения,
получаем

! D (и, v, w) I
,/С (#о> Уо> 2о): D(x,y, г)

2. Замена переменных в кратных интегралах. Имеем

двойной интеграл

\\f (x, y)dxdy.
G

По определению

\\f(xty)dxdy=\imj] f(Pi)bsh

где A^j — площади, а X максимальный диаметр частичных

областей, на которые разбита область G.

Как известно, этот предел не зависит от способа

разбиения области G на части и выбора точек Pt в

каждой части.
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Произведем замену переменных

х= х(и> v)>

у = у(и, v).

Предполагаем, что эти функции непрерывно
дифференцируемы и осуществляют взаимно однозначное
соответствие между точками области О и некоторой области D
плоскости uO'v.

и

D = Vf(u
О

р и

Рис. 7

Разобьем область D на частичные прямыми,
параллельными осям координат (рис. 7). Площадь каждой
частичной области обозначим Да,-.

Площади соответствующих областей плоскости хОу
обозначим As,-.

Составим интегральную сумму

На основании геометрического смысла якобиана имеем

Asi = (|/.(Q<)| + el)Aa4.
Поэтому

2 / (Pt) д?< = 2 f Iх (Од У (Qi)] (I / (Qi) I + «О tot.
f=i j=i
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Значит,

]\f (х, у) dxdy = \im 2 f (Pi) bst =
G x^°i=\

.= \\ f [x (u, v), у (и, v)]\I\ du dv,

где

1 =

дх

ди

\ду
\ ди

дх

dv

ду
dv

,

D (х, у)
'

D (и, v)'

Пример.

Вычислить № У х2 -\-у2 dx dy, где G— 'область, заключенная

между линиями

<у
= УГ^Т2, у = х, у = 0> х^О.

Делаем замену

/ =

X = Г COS ср,

у = г sin ср,

cos ср
— г sin ср

sin ср -\-r cos ср

= г,

ЭД Ух* +у2 dx dy = ЭД Vr2 COS2 ср + Г2 Sin2 ср Г tfr flfcp =

тс/4 1

Аналогично получаем

Щ/ (x, у) z) dx dy dz = Щ/ [x (и, о, да), .у (и, о, да), 2 (и, t?f да)] х
G 2>

X | / | du dv dw,
где

/:
D (х, у, г)
D {и, v, да)

*

Замечание. Как отмечалось выше, соотношения

и= и{х,у),
v = v{x,y)

можно интерпретировать либо как формулы,
"преобразующие область, что использовалось при выводе формулы
замены переменных в двойном интеграле,, либо как

формулы, преобразующие систему координат.
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Поэтому можно в двойном интеграле произвести
замену переменных, не переходя к новой области D.

Действительно, как мы видели, прямым, параллельным

координатным осям в плоскости vO'w, соответствуют две
системы координатных линий в плоскости хОу.
Следовательно, при выбранном разбиении области D на части

область О разобьется на элементарные области

координатными линиями.

Исходя из этих соображений, получаем (см. рис. 7)

\\f(x> y)dxdy=$f[x{u, v), у {и, v)]\ I \dudv =
g о

P v* (и)

= \du \ f[x (u, v), у (и, v)] \I\dv, где vx(u) и v2(u) урав-
a vi (ll)

нения границы области G в криволинейных координатах.
Аналогичный 'результат справедлив и для тройных
интегралов:

\ \ \ / (х, у> z) dx dy dz=

р v2 {a) w2 (и, v)

= \ du \ dv \ f[x (u, v, w), у (u> v, w)t z (u, v, w)] \I \ dw.
a vt («) wt («, v)

Глава 12 ^

ЦЕПИ МАРКОВА

§ 1. ЦЕПИ МАРКОВА С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

Рассмотрим некоторую систему, которая может

находиться в одном и только одном из k несовместных

состояний Ей E*,...,Ek- Предположим,.что эти состояния

могут сменяться одно другим (в частности, могут и

сохраняться) только в заранее фиксированные моменты

времени to, tlf /8,..., /л,...
Тогда,' если условная вероятность Pij(tn) того, что

система на интервале времени [t„, tn+{] (или что то же

самое в момент времени tn) будет находиться в состоянии

Ej при условии, что в момент времени tn-\ она находилась

в состоянии Et, определяется только этим последним

состоянием и не изменяется от дополнительной
информации о тех состояниях, в которых система находилась

в более ранние моменты времени, предшествующие

211



моменту *я-ь то случайный процесс смены состояний

такой системы называется простой (или односвязной)
цепью Маркова.

Короче, последовательность состояний некоторой
системы образует простую цепь Маркова, если состояние

системы в момент tn стохастически полностью определяется
ее состоянием в предшествующий момент времени.

Вероятности pij (tn) называются вероятностями перехода
(из состояния / в состояние / в момент tn). Они
определяют квадратную матрицу

/Plifti) PniQ Plk(tn)\

P(t) = (Pn W") Pn V") p*k V»)

\Pkl (tn) P*k (tn) Pkk (tn)/
которая называется матрицей перехода. Очевидно, что

для матрицы перехода выполняются условия

0<ft/fti)<lf

Матрицы, элементы которых удовлетворят этим условиям,
называются стохастическими матрицами. В общем случае,
когда матрица перехода Р (tn) зависит от tn> цепь Маркова
называется 'неоднородной. Если матрица перехода не

зависит от 4

P(tn) = P = (pij) i, /=1, 2,...*,

то цепь Маркова называется однородной.
Для полного описания простой цепи Маркова

необходимо, кроме матрицы перехода, задать еще вероятности
состояний системы в начальный момент времени U, pi(U)\
i=l,'2...k (или рм), которые называются начальными

вероятностями.

Легко видеть, что простая цепь Маркова представляет
собой естественное обобщение схемы независимых

испытаний, состоящее в том, что вероятность исхода Ej в я-ом

испытании зависит только от исхода в предшествующем
ему п — 1 испытании и не изменяется от дополнительных

сведений относительно исходов в более ранних испытаниях.
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Простейшим примером простой однородной цепи Мар-
кова^может служить следующая урновая схема: в двух
урнах

— белой и черной содержится соответственно mi

белых, П\ — Ш[ черных и т2 белых, я2 — т2 черных

шаров. Выбирая наугад урну, извлекаем из-нее шар (с

возвращением) и фиксируем его цвет. Затем каждый раз
выбираем урну, цвет которой совпадает с цветом

вынутого шара и т. д. Назовем состоянием системы в момент

tn цвет вынутого шара (белый —первое состояние,
черный— второе состояние) при п-ом испытании. Тогда
очевидно начальные вероятности

Р01 =/?02= 0,5,

а матрица перехода —

\ ^i П2 — Щ j .

\n2 n% J

Один из основных вопросов при изучении простых
цепей Маркова состоит в следующем: зная начальные

вероятности и матрицу перехода, определить вероятности
Pitfn) состояний; Eh i=l, 2 ... k в любой момент tn и

исследовать их поведение при /г->оо.

Так как в.дальнейшем мы будем рассматривать"только
простые, однородные цепи Маркова, то будем говорить
просто цепь Маркова, кроме того, учитывая, что сами

значения моментов времени /„ никакой роли не играют,
будем вместо tn писать п и называть эти моменты шагами.

Таким образом, pi(tn) = pi(n) означает вероятность

системы на я-ом шаге находиться в состоянии Et.
Для решения поставленной выше задачи введем

сначала вероятности Pij(m9 n) перехода из состояния i на

m-ом шаге в состояние / на «-ом шаге. Очевидно,
Pij (п — 1, n)=pij и не зависит от п (в силу однородности).

Введем произвольный промежуточный шаг s (m<^s<^n),
на котором система примет одно из возможных

состояний, например Ег. Вероятность этого события равна
Pu(m,s). Тогда вероятность перехода из состояния Ег на^
s-ом шаге в состояние Ef на /г-ом шаге будет равна
Puis, n) и согласно формуле полной вероятности

k

Pij (m, л) = 2] Pu (т> s) Pij (s> ")• (12.1)
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Совокупность соотношений (12.1) (для всех /, /,
фиксированных т и п и произвольном s), называемых

уравнениями Маркова, удобно представить в матричной форме

Р(т, п) = Р (m, s) P (s, я), (12.2)
где

(р\\ {ту п) рп И, п) ..., /?lft (ю, я)^
Р (т, л) = / P2i (т, л) р22(т, п) ... p*k (m, n)

V/?M (m, л) р*2 (m, /i) ... /?** (m, n)l

Матричное уравнение (12.2) легко решается. Для этого

воспользовавшись тем, что s произвольно, положим

s = m-f~ 1 и так как

/7l7(m,m + l)=A7,

то Р(т, /п-|- 1) = Р — матрица перехода 'и, значит»
р (т, я) = Р (т, т + 1) Р (т + 1, /г) — Р. Р (Л + 1, /г). Но
отсюда следует

Р(/п,п) = Р2Р(т + 2,/г) = Р3Р(/тг + 3, я)=...= Рл~т.

Таким образом, окончательно находим

Р(т,п) = Рп~т.
'

,(12.3)
Как видно из полученного решения в силу
однородности цепи Маркова, переходные вероятности из состояния

Ei на m-ом шаге в состояние £/на я-ом шаге зависят

только от разности п — т (т. е. от числа шагов), поэтому
их называют вероятностями перехода за s — n —т шагов

и обозначают

Pij (m, n) = pir(n — m) = pij (s):

Соответствующая этим вероятностям матрица

/Pn(s) pn(s) ... pih(s)\

Pn(s) pn(s) ... pu(s)P(8)=.

-
ч \pki (s) pk2 (s) ... pkk (s)/

равна s-ой степени матрицы перехода Р. После
нахождения вероятностей перехода за s шагов Pn(s) вероятности
Pi (n) вычисляются совершенно элементарно. В самом

деле, чтобы система на'/г-ом шаге была в'состоянии Eiy
надо, чтобы из начального состояния (которое может
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быть любым, например Еи вероятность чего равна ро1)
она за п шагов перешла в состояние Eit вероятность чего

равна рц(п). Тогда по формуле полной вероятности:
k

Pi (П) = 2 PolPli (П)

или в матричной форме

Pn= F(n)P0 = (PJP0t
где

/Р01\ /Pl(n)<

\pJ . \pk(n)>
Таким образом, матрица-столбец Рп выражена через
матрицу перехода Р и матрицу начальных вероятностей Р0.

Рассмотрим простейший пример цепи Маркова с двумя
состояниями, обозначая вероятности перехода рп = 1—а,
Рп= °Ч P2i = Р; Ри = 1 — Р, а начальные вероятности
Poi = p и ро2 = ?=1 —р.

Тогда матрица Р (п) перехода за п шагов

р(п) = (Р" (*> Р12 (*Л
= р«= /J - а а

V ; Win) рп(п)) -

\ р 1-

Используя результаты возведения матрицы второго
порядка совпадающей с матрицей Р\ приведенные в § 1
главы 9, имеем

/1-а* а \п
=_1_[ P +V а(1-^)\

» { р 1—ру «+р \po-to а+р^;- .

где

[а = Г— а — р.

Соответственно матрица

или

/рф +^+с?^!-^Я»= -

/г а+? W(i-tO + <?(* + ^")/-
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Таким образом,

й(я) = ,_й(В)=-ф|_«^(^!(1_._Р)..
На этом примере рассмотрим поведение матрицы Р (п) и

Р (п) при больших значениях п> которое, очевидно,
существенно зависит от величины р-=1—а—р. Так как

0^а<1, 0<р<.1, то — 1<[х<1
Разберем три случая:
1. 1р.|.<1> Т0ГДа ПРИ ft->co, р-Л->0,

/J ^_ _J_
а + Р * + Р\ /a+f

hm Р(п)= 8 а
, hm Ря= (

т. е. в этом случае при п-+со вероятность Pi,i(n) имеет

предел, который не зависит от /, а вероятность pi (п)
имеет предел, который не зависит от начальных

вероятностей и эти пределы равны. То же относится и к

вероятностям р&(п) и р2 (п). /
о

Пределы lim P\(n)=,-rjrz и Hm р2(я) = __г назы-

ваются финальными вероятностями состояний Е\ и £2
соответственно. Таким образом, если |(i|<|l, то при
больших п вероятности р((п) (i=l, 2) практически не

зависят от начального состоящая системы и близки к

финальным вероятностям.
Заметим, что можно так подобрать начальные

вероятности р и q=\ — р, чтобы вероятности pt (n) при всех п

совпадали с финальными. Для этого должно выполняться

очевидное равенство

ра-(1-р)р = 0
или

р 1 ,

а + р> V—*- р — ^qrp»

т. е. начальные вероятности состояний Ei и £2 должны

совпадать с финальными. При выполнении этого условия
цепь Маркова часто называют стационарной.

2. р,= 1. Это возможно только, если

а= р = 0
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и матрица перехода является единичной матрицей

Тогда Р(п) = Рп = Е

ря
— Е.Рь= ( Р )

\1—РГ
Таким образом, в этом случае пределы

lim p2(n)=l—p и lim р{ (п) = р
п-+со л-*оо

существуют, но они не совпадают, причем предел
вероятностей pi(n) (i = l, 2) существенно зависи! от

начальных вероятностей (совпадает с начальной^ вероятностью
соответствующего состояния). Этот результат ясен и

непосредственно, так как если матрица перехода является

единичной, то это значит, что система с вероятностью,
равной единице, сохраняет свое состояние.

3. |х = —1. Это возможно только при условии
а=р=1.

В этом случае матрица перехода имеет вид

■ н? э-
Это означает, что система на каждом шаге с

вероятностью, равной единице, изменяет свое состояние.

Тогда

Pi(n) =i+ ^(-l)n,
рЛп) = \-2-^{--\)п

и если р Ф у>
то пределы р{ (п) при п -► оо не

существуют. Эти пределы существуют только, если р — ~.

Тогда
lim p\ (n) = lim p2 (п) = у.

Таким образом, при k= 2 lim pt (n) (i = l, 2) сущест-

вует и не зависит от начальных вероятностей тогда и

только тогда, когда

Ы= |1-«-М<1.
Если финальные вероятности состояний существуют

и не зависят от начальных вероятностей, то говорят, что

217



цепь Маркова обладает эргодическим свойством.

Следовательно, при k = 2 цепь Маркова эргодична только, если

1Н<1-
Исследованию условий, при которых цепь Маркова

при k^>2 является эргодичной, посвящен следующий
параграф.

§ 2. ФИНАЛЬНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ ДЛЯ ЦЕПЕЙ МАРКОВА

С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ

1. Общие замечания. Рассмотрим, при каких

условиях существуют финальные вероятности, т. е. при
каких условиях существует предел при я->оо матрицы

Рп= Р'(п)Р0у
*

не зависящий от матрицы начальных вероятностей.
При решении этого вопроса полезным является

следующее (довольно очевидное) утверждение.
Теорема. Для существования финальных вероятностей

необходимо и достаточно, чтобы существовал предел при
п ->_оо матрицы Р (п) перехода за п шагов при условии, что

элементы предельной матрицы не зависят от первого
индекса (т. е. все строки предельной матрицы одинаковы).

Для доказательства достаточности допустим, что

lim ptj(n) = pj при всех / и /.

Это значит, что

Р'(п)-

'Pi Pi

Р2 Р2

'

,
. XPk Pk

но тогда существует предел

/Pi pi ... РЛ

Р2 Р2 ... Р2Рп-

\Pk Pk • • • Pk/ \p0k

fpi (POI 4" P02 + • ' • + Pm) \

Р2(Р01 + Р02 + ... + Ро*)

УРл(Ро1+Ро2 + ... + Ро*)/
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(так как p0i4-/?<>* + ... +А* == 1).

Для доказательства необходимости предположим, что

существуют финальные вероятности, т. е., что при я->оо

Рп= Р>(п)Ро

-

Так как рь Р-2, •
••, Pk не должны зависеть от п при любых

матрицах Р0, то элементы матрицы Р (п) при я-►со

должны быть независимыми от п. Если при этом

Pij(n)-+pijt т. е. пределы элементов этой матрицы
зависят от первого индекса, то

PoiPn + Р02Р21 + .. • + PokPki\
Р01Р12 + Р02Р22 + . • • + PokPk* •

P02Plk "Г Р02Р2Л
—

• • • + PokPkJ

Пусть хотя бы для одного / найдутся такие i и s, что

А/ Ф PSJ,

тогда, выбирая начальные вероятности соот|ветственно

Ро/=1; pov = 0 при v^i
и

Ро5—1; Pov = 0 при v^s

получаем в первом случае, что

Mm pj (n) = pij9

а во втором
—

lim pj (n) = pSJ,
/l-*CO

что противоречит условию о независимости

lim pj(n)
П-+СО

от начальных вероятностей.
Для исследования условий, при которых существует

предел матрицы
Р(п)=Рп,
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при п -> оо необходимо выяснить некоторые свойства

характеристических чисел матрицы перехода Р.

Прежде-всего заметим, что так как элементами

матрицы Р (п) являются вероятности ptj (n) перехода за

п шагов, то выполняются условия

0<#у(л)<1,
k

2>/(л)=1

и, значит, любая степень матрицы перехода Р является

стохастической матрицей.
Явное выражение для матрицы Рп можно получить,

зная характеристические числа матрицы Р. Как было

показано, в § I гл. 9, если X* ({= 1, 2, ... s^k) —
различные характеристические числа матрицы Р, то матрица

Р(п) = Рп

может быть представлена в виде

Рп = Т~ЧпТ, (12.4)

где Т — матрица перехода к жорданову базису (не
зависящая от п)\

J—жорданова матрица, эквивалентная матрице Р.

Напомним,4 что Jn — клеточная матрица, состоящая из

клеток вида

Jf= °> *?» я*?~\ .... 1 ... О ] (12.5)

\0, 0, 0, 1?1
2. Спектральные свойства стохастической матрицы.

Необходимые для дальнейшего некоторые свойства

характеристических чисел матрицы перехода Р определяются

следующими теоремами.
Теорема 1. Характеристические числа матрицы

перехода Р не могут быть по модулю больше единицы.*
Действительно, если |^|^>1, то из выражения (12.4)

и (12.5) и определения предела матрицы (см. § 6 гл. 9)
следует, что при неограниченном увеличении п элементы

матрицы Р(п) = Рп будут неограниченно увеличиваться,
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что невозможно, так как эта матрица
— стохастическая

и все ее элементы не превосходят единицы.

Теорема 2. Если \ )н \ = 1, то ранг матрицы Р — \Е
равен к — kiy где kt — кратность корня Х£.

Действительно, если ранг матрицы Р — ^Е отличен

от k — ki, то ему будет соответствовать хотя бы одна

жорданова клетка порядка больше единицы и тогда

согласно выражению (12.5) при неограниченном увеличении

П элементы nXf"1, 2~ ^Г~2> ... будут неограниченно

увеличиваться, что невозможно. Таким образом, все жор-
дановы клетки, соответствующие корню lif модуль
которого равен единице, могут быть только первого порядка,
так что в клеточной матрице Jn они образуют клетку
вида

Л?, О, ... 0\

О, X?, ... О |

Ч 0, ... \?

порядок которой равен кратности ki этого корня.
Теорема 3. Матрица перехода Р всегда имеет

характеристическое число, равное единице.
Действительно, так как Р — стохастическая матрица,

то сумма элементов любой её строки равна единице.
Отсюда следует, что

PZ = Z,
где

Но это значит, что оператор, соответствующий
матрице Р, преобразует вектор

*(1, 1, 1,..., 1)9*0

в коллинеарный ему вектор с коэффициентом
пропорциональности Х=1. Следовательно, матрица Р имеет

характеристическое число, равное единице, а вектор £(1, 1, ...

..., 1) является собственным вектором матрицы Р,

соответствующим этому характеристическому 'числу.
221



3. ( Правильные и регулярные цепи Маркова. Если

матрица перехода Р, кроме характеристического числа

Х = 1 (которое всегда существует), не имеет других
характеристических чисел, модуль которых равен единице, то

соответствующую этой матрице цепь Маркова будем
называть правильной. (Заметим, что характеристическое
число Х=1 может быть кратным.) Если, кроме того,
Х= 1 является простым корнем характеристического
уравнения матрицы Р, то цепь Маркова будем называть

регулярной. Для правильных цепей Маркова имеет место

следующее утверждение.
Теорема. Матрица

Р (п) = Рп

имеет предел при п-+оо тогда и только тогда, когда
цепь Маркова правильна.

Действительно,

lim Pn==p™

существует тогда и только тогда, когда существует
предел функции

на спектре матрицы Р (см. гл. 9, § 5).
Для характеристических чисел Ху матрицы Р, модуль

которых

1М<*.

Нт/(Ху) = 0; \irnf (\,) = 0, ... Нт/<г>(Ху) = 0.
/I—ЮО Л -► 00 Л^-ОО

Что касается характеристических чисел Хь для которых

то для них указанные пределы существуют только, если

Ху= 1. Действительно, из теоремы 2 Якорданова клетка

матрицы Рпу соответствующая корню Ху (|Ху| = 1), .будет

Так как Ху= cos ср -j- i sin <р, где ср = arg Ху, то Ху =
= cosn<p + * sin/icp.
Поэтому lim Х« существует только при Ху-=1 (т. е. при

л-*оо

9 = 0).
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Следует, однако, иметь в виду, что предельная

матрица
Doo

может иметь различные строки, а это значит, что хотя

предел матрицы
Рп= Р'{п)Ръ

и существует, но он зависит от матрицы начальных

вероятностей, т. е. что цепь Маркова не обладает
эргодическим свойством.

Вопрос об эргодичности цепи Маркова решается
следующим утверждением:

Теорема. Для. того чтобы цепь Маркова обладала

эргодическим свойством, необходимо и достаточно, чтобы
она была регулярной.

Действительно, чтобы все строки матрицы Р°° были

одинаковы, т. е. чтобы финальные вероятности не

зависели от начальных вероятностей, необходимо и

достаточно, чтобы ранг предельной матрицы Р°° (которая
является стохастической матрицей) был равен единице.
Но это имеет место тогда и только тогда, когда корень
\ = \ характеристического уравнения матрицы Р является

простым, т. е. когда его кратность равна единице. Эта

теорема обычно называется эргодическои теоремой для

цепей Маркова. Рекомендуем читателю проверить две
последние теоремы на рассмотренном' выше примере цепи

Маркова с двумя состояниями.

Рассмотрим условия, которым удовлетворяют
предельные вероятности однородной правильной цепи Маркова.

В формуле
^

Рп=(Рпу Р0 перейдем к пределу при
/г->оо. Так как по условию предельные вероятности
существуют, то получаем

где
р00= Нт Рл, а Р°° = lim Pn.

' -^П -*ОЭ П -*■ 00

О

Далее перейдем к пределу при п->оо в формуле

р>Ря= (Р*+*ур,9
имеем

РТоэ=(РаоУРо.
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Из полученных соотношений следует, что

РТ00= Роо, или (Р' — Е)Ра>= 0.

Значит, вектор Роо является собственным вектором

матрицы Р', соответствующим характеристическому числу
Х=1. Кроме того, элементы р{ матрицы Роо должны

удовлетворять очевидному соотношению

к

которое назовем условием нормировки.

Следствие. Если цепь Маркова регулярна, то

предельные (финальные) вероятноЬти являются координатами
собственного вектора матрицы Р', соответствующего
характеристическому числу X = 1, и /удовлетворяющего
условию нормировки. Эти финальные вероятности
определяются из системы уравнений

Г Г со = Гоо»

V л 1
(12'6)

£=1

Причем в данном случае система (12.6) имеет

единственное решение. Действительно ранг матрицы Р' — Е равен
k—1 (так как Х=1 теперь простой корень). Поэтому
все решения системы (12.6) отличаются лишь

множителем, который находится однозначно из условия

нормировки.

Пример. На телефонную станцию в моменты времени t0>
t0-\-M, £0 + 2Д^, ... поступают вызовы. Поступивший вызов
занимает станцию на время Д£, 2М, ... в зависимости от

продолжительности разговора, которая является случайной величиной. Если в

предыдущий отрезок времени вызов не был обслужен, то станция

будет занята в последующий отрезок времени М с вероятностью

1 — р и будет свободна с вероятностью/?. Если же чв предыдущий
отрезок времени М станция была свободна, то в последующий
отрезок времени она окажется занята с вероятностью X и останется

свободной с вероятностью 1 — X. Определить финальную
вероятность рх того, что станция будет занята. Или, как обычно говорят,

найти вероятность/?j занятости станции в стационарном состоянии.

Последовательность состояний станции (f^ — станция занята,
— Е2 — станция свободна) образует простую однородную цепь Мар-

224



кова с матрицей перехода
/1 — р р
'

I 1-Х

Предположим дополнительно, что рфО и \ф0. Так как

характеристические числа матрицы Р равны

\ = I и Х2 = 1 —р — X,

то при р ф О и X ^ О,
Х2^1

и, следовательно, цепь является регулярной. Но это значит, что

в данном случае финальные вероятности существуют и опреде-т
ляются из системы уравнений

Р'Р =рл л
оо

'
оо»

где

Тогда имеем

Отсюда

или окончательно

0—P)f>i + 'bp%=Pu

>Я1 = Х/72 = Х(1 -/?!>

_

X

/?о=-
р + Х

§ 3. ЦЕПИ МАРКОВА С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ

1. Определение цепи Маркова с непрерывным
временем. При определении цепи Маркова с дискретным
временем предполагалось, что смена состояний системы может

происходить только в заранее фиксированные (заданные)
моменты времени t0, tu ... tn ...

Если отказаться от этого допущения и считать

возможным смену состояний в любой заранее неизвестный
момент времени t^>t0, то мы приходим к цепи Маркова
с непрерывным временем. Точнее, если вероятность

/7,7 (5, f) того, что система, находясь в момент времени
s в состоянии Ei перейдет в момент времени t в

состояние Ef (для любых A)<Cs<C0> полностью определяется
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ее состоянием в момент времени s и не изменяется от-

дополнительной информации относительно состояний

системы в любые моменты времени t<^s (предшествующие
времени s), то процесс смены состояний системы

называется простой цепью Маркова с непрерывным временем.
Очевидно, что если мы заранее произвольно выберем
и зафиксируем моменты времени tQ, tu ..., tm ..., то мы

получим рассмотренную ранее цепь Маркова с

дискретным временем. Отсюда следует, что все соотношения,

приведенные в предыдущих параграфах для цепей

Маркова с дискретным временем справедливы и для цепей

Маркова с непрерывным временем.
В частности, имеют место следующие основные

равенства:

P(s, t) = P(s, т)'Р(х, 0, (12.7)

P(t) = P'(tbf)P(t*), (12.8)

где Р (s, t) — стохастическая матрица, элементами которой
являются вероятности pij(s, t), a P (/) и

Р (*о) — матрицы-столбцы, составленные из

вероятностей и pi (/) и pt (U)\
pi (t) — вероятность того, что система в момент

времени t находится в состоянии Ей
Pi (to) — начальные вероятности, т. е. вероятности того,

что в начальный момент to система находится в

состоянии Ei.
Из соотношения (12.8) видно, что если известна

матрица Р (s, t) для любых моментов времени U^s^t
и матрица начальных вероятностей Р (/0), то вероятности

различных состояний в произвольный момент времени
t находятся совершенно элементарно. Однако на практике
обычно матрица Р (s,. l) может быть задана лишь для

достаточно близких моментов времени t и t-\-kt. Другими
словами, заранее известен характер матрицы Р (t, t-\-ht)
при достаточно малых А^.

В ряде случаев э^ого оказывается достаточно для

определения матрицы Р (s, t) для любых моментов

времени. Сформулируем основные предположения о

характере матрицы P(t, t-{-№), которые в некотором смысле

можно рассматривать как требования «непрерывности
во времени» процесса смены состояний системы.

2. Основные допущения. Будем считать, что элементы

матрицы P(tf t-^-'M) при А/-^0 и любом fs*to удовле-
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творяют следующим условиям:

Ри, (/, t + М) = 1 -Ci (о а/ + с/(Д0;
^

Л§ у (/, * + *0 =С| (о 9,у (о и + о (до,
( }

где Ct(t)^0; 1^^;(0^0— непрерывные функции вре-
k

мени /, причем ^PAqtj(t) = \\

о (ДО — бесконечно малые величины более высокого по-
'

рядка, нежели Ы.
Если величины Ci(t)n 9,7(0— постоянны (не зависят

от О, Т0 соответствующая цепь Маркова с непрерывным
временем называется однородной. Эти допущения озна*

чают, что при достаточно малых М вероятность
изменения состояния системы пропорциональна Ы (т. е. является

величиной того жб~порядка малости, что и ДО-
Если учесть, что вероятность изменения состояния Ег

в интервале времени (t, t-^-M) п{зи малом М
приближенно равна ci (О А/, то величину qtj (/) можно

трактовать, как условную вероятность^ перехода системы из

состояния Et в состояние Ej (в указанном интервале)
при условии, что имел место переход из состояния Et
в некоторое другое состояние.

Принятые упрощения о характере матрицы Р (t, t-\-kt)
при Д/->0 позволяют составить систему
дифференциальных уравнений относительно элементов матрицы Р (s, О-
Вывод этих уравнений принадлежит А. Н. Колмогорову,
а сами уравнения называются-уравнениями Колмогорова.

3. Уравнения Колмогорова. Согласно соотношениям

(12.9) матрица Р (t> t-\-M) может быть представлена
в виде

P(t, t+U) = E + R(f)ttf + Abt, ,. (12.10)

где Е — единичная матрица,

/-й(0 c,{t)qn{t) . . . c,{t)q,k{t)

D /л _ [ с* (0 Ч* (t) - С2 (0 ... с, (0 q*k (0

\Ck(t)qH\(t) ck{t)qki{t) ... —ck(t)
A = (bij)\ a/y = a,7(f, Д/)->0 при Д*->0.

Для однородной цепи Маркова с непрерывным
временем матрица R(t) = const (не зависит от t).
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Из основного уравнения Маркова (12.7) следует, что

P(tQf t + M) = P\t09 t)P(t, t + Ы).

Тогда, используя равенство (12.10), получаем

P(t0, t + bt) = P(tii9't)[E + R(t)bt + A&t].
Откуда

P(t0,t+^-P(t0,t) = p{^ t)R{t) + p{tQi t) At

Переходя к пределу и учитывая, что lim Л = 0,

убеждаемся в существовании предела правой части.

Следовательно, существует также предел и левой части,

который, рчевидно, представляет собой

dP(t, t0)
dt ••P(U% t)R(t).

Так как величина U является фиксированной
постоянной, то с

-

dP(toy t) _dP(t, t0) \

dt dt

и мы приходим к системе № однородных линейных

дифференциальных уравнений относительно pij{U, t) (i, j =
= 1, 2, ... k)f которая в матричной форме имеет вид

dpV*>V=P(tb t)R(t)/ (12.11)
'

При t — to решение системы (12.11) должно

удовлетворять очевидному начальному условию (вытекающему из

соотношений (12.10))
P(t0,t0) = E.

Решив систему дифференциальных уравнений (12.11),
находим матрицу

Р(*о, 0.

зная которую, можно найти матрицу Р (s, t) для любых

s<^tf используя равенство

P(tojt) = P(t0i s)P(s, /),
откуда

P(s, t) = P~1(t<h s)P(t0, t)9
и матрицу

P{t) = P'(U9 t)P(t<>).
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Однако практически матрицу Р (t) удобно находить
иначе. Транспонируем матричное равенство (12.11)

dp,{^t} = Rr(t)F(tof t)

и умножим обе его части справа на P(t0). Так какР(^)
не зависит от t, то получаем

d{F(t»d?Pm = R(t)P'(tb t)P(t0)f

откуда

*££L = R'(t)P(t). (12.12)

Соотношение (12.12) представляет собой матричную
запись системы k линейных однородных
дифференциальных уравнений относительно элементов матрицы P(t).
Решение этой системы должно удовлетворять очевидным
начальным условиям

P(t)\Mo = P(b).

Если цепь Маркова однородна (/? = const), то

решение системы (12.12) согласно результатам главы 11 имеет

вид

/> (/)=*«'С-<o)p(f0).

4, Финальная вероятность. При рассмотрении
финальных вероятностей длЪ однородных цепей Маркова с

дискретным временем было показано, что вероятность Pt (n)
того, что система на л-м шаге находится в состоянии Eif
имеет предел при п->оо тогда и только тогда, когда

цепь является правильной. При» этом в общем случае
эти пределы могут зависеть от начальных вероятностей.

Как будет показано ниже, для однородных цепей

Маркова с непрерывным временем аналогичные

вероятности Pi(t)- имеют предел при /->оо, если выполнены

основные допущения (12.9). Таким образом, выполнение

этих допущений заменяет в непрерывном случае
требование правильности цепи Маркова.

Полагая /?== const (цепь по условию однородна),
докажем предварительно три вспомогательные теоремы.

Теорема 1. Матрица R всегда имеет

характеристическое число Х = 0.
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то

Действительно, так как

/— С\ й?12 • • •

П_[ ^21 —С% ...

\СкЯк\ CkQk^ • • • •

/'\
*| ЦW

cqik

Щи

— Ck

откуда следует, что Х = 0 является характеристическим
числом матрицы R.

Теорема 2. Вещественные части характеристических

чисел матрицы R либо отрицательны, либо равны нулю.
В последнем случае характеристическое число равно нулю.

Пусть

и =

uki

собственный вектор матрицы /?, соответствующий
характеристическому числу X, а ит

— наибольшее по модулю из

чисел ии иа, ... uk. Так как и — собственный вектор
матрицы R, то

(R--\E)u = 0

и m-ый элемент матрица-столбца, стоящей в левой части

этого равенства, имеет вид

и\СтЦт + . • . + Hm-lCm<7m-l, m —

—

Urn (Ст + Х + «m+Aitfm+l, т + • • • + ^kCmqkm) = 0.

Отсюда
k

^

"т fcm+ Х)= S uicm4imf

т. е.

Qim ^ ^т
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так как
k

\tm\^\U\ и 2 qim=L
Таким образом,

lCm + 4^Cm и» полагая Х = а + (Р,
имеем

Отсюда а^О, причем, если а= 0, то р=0.
Теорема 3. Если характеристическое число X = О имеет

кратность k^, то ранг матрицы R равен k — k^.
Доказательство этой теоремы аналогично

доказательству теоремы 2, приведенной на стр. 221.

Следствие. Жорданова клетка, соответствующая

характеристическому числу Х = 0 матрицы R!, имеет вид

/у= (0).
Поэтому

eW-**)=E.

Докажем существование предельных вероятностей. Так как

P(t) = eP«-*uP(U)
и

eR'(t-t0) —T'WV-^T,

где J — жорданова нормальная форма матрицы R', то

P(t) = (T-leJ«-to)TyP(t0).
Все клетки матрицы eJ^~to\ соответствующие
характеристическим числам с отрицательными вещественными
частями при t-+oo , стремятся к нулевой клетке. Кроме того,

eJj{t-U) =E

при всех t, поэтому предел матрицы е^'С-'о) при t-^oo

существует. Следовательно, существует и

НтР(0 = Рсо.

Найдем условия, которым удовлетворяют элементы

матрицы Pqq.
Переходя к пределу при / -> со. в системе

Дифференциальных уравнений (12.12) и учитывая, что —^
= 0,
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получаем
О^Я'Роо.

Значит матрице Р^ соответствует собственный вектор

матрицы R с характеристическим числом А = 0.

Кроме того, очевидно, что

Решим вопрос, когда предельные вероятности не

зависят от начальных.

Обозначая

lim^'^-^= P°°, Р(^) = Ро,
t-+oo

получаем
роо= рс°Р0.

Но, как было показано выше (п. 1 § 2), справедлив
вывод, что предельные вероятности не зависят от

начальных тогда и только тогда, когда все строки матрицы Р°°

одинаковы. Последнее же возможно лишь, если корень
Х = 0 имеет крайность 1. В этом случае цепь Маркова
является эргодической и соответствующие финальные
вероятности определяются из линейной системы

алгебраических уравнений

5. Уравнения «рождения» и «гибели». Рассмотрим
важный для приложений частный случай системы (12,12),
который получается, если мы в основных допущениях (12.10)
положим

1) cf = Х£-|-R,

3)qitj= 0 при |i-/l>l.
Это значит, что в рассматриваемом случае за время

№ (с точностью до бесконечно малых величин более

высокого порядка, чем М) невозможны переходы от

состояния Ei к состоянию Ej9 если \i— /1>1. Тогда система
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дифференциальных уравнений (12.12) принимает вид

&jip.=xlPl (t) - (x2 + ^) P2 (t) +№ (o,

^P- =h-iPi-i (t) - (h + !*») p.- (0 + N+ift-n (0.

^L^= ^_«P*.i(0-^*-t + i**-i)/'*-i(0 + i**p*(0.
.

Полученные уравнения называются уравнениями

«рождения» и «гибели», что связано со следующей
вероятностной трактовкой рассматриваемого процесса. Будем
считать, что система находится в состоянии £v> если в

некотором объеме находится v частиц. Тогда приведенные
выше условия означают, что за время А^ (с точностью до

бесконечно малых более высокого поряда, чем Ы) в этот

объем может добавиться одна частица с вероятностью

XVA^ («рождение») или исчезнуть одна частица с

вероятностью p.vA/ («гибель»).
Найдем теперь условия, при которых существует

lim Pi (t),

не зависящий от начальных вероятностей. Как было
показано в п. 4 настоящего параграфа, для этого ранг

матрицы
/— Xt Xt 0 ... 0 0 \

I lu — Хс> — ао Хо
... 0 0 \

/?=

|х2
— Х2 — [а2 Х2 ... 0 0

О р-з
— h — р.3 ... 0 0

loo о ...

— хЛ_1р.Л хЛ_! /

\ 0 0 0 ... u.k
—

аЛ /
должен быть равен k — 1.

Производя элементарные преобразования, которые
состоят в суммировании первых i — 1 столбцов, и добав-
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> J

\

ления этой суммы к I столбцу, получаем

-Хь 0, 0 ... О 0\

ц*; — *а, 0 ... О 0 '

О 0 0 ...

— X^jOi
О 0 0... [н О/

Отсюда видно, что ранг матрицы R равен k—1, если,

например, все \Ф0 (/=1,2,...А—1) или все ^ФО
(/ = 2,3,...*).

Если процесс обладает эргодическим свойством, то

финальные вероятности определяются однозначно из

линейной системы алгебраических уравнений

Я'Роо = 0

. £pi=l. -

i —1

Запишем эту систему подробнее

^Pi + №==0,

[ ^iP — (^2 + Р*) Р2 + р-зРз = О,

Я

} ^k-*Pk*-2> — ftk-i + P*-i) Pk-ъ + Р*Ра» =0,

h-\Pk-u —\^kPk = 0,

.Pl+P2+ ---'+P*=1-

Будем считать для определенности, что все [xft ^ О,
тогда, применяя метод Гаусса, получаем

ft =f Рь

Л

^3

л* 1

Отсюда непосредственно находим

AiАр . . . А; л

ft = -iJ £=Ln- i =
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Подставляя эти соотношения в условие нормировки
k

имеем

k

»+22йг^-"-1-
Следовательно,

И, значит,

Pi =

= 2

1

Zj fXjBfJ-з ... fj^
j =2

Л =
-

/г

y —2

В частности, если

Х.=\ i = l,2,...A-

w = (i — l)p, i=2,3,...£,

последние соотношения лринимают вид

1 / X \i-t

Pi —
—

2
^ i / * V"1

(y-i)iU;
7 = 1

Эти соотношения называются формулами Эрланга. Они
используются при расчете необходимого числа каналов,

телефонной станции.

Поясним кратко содержание задачи Эрланга; в

результате решения которой получаются формулы Эрланга.
Пусть на телефонную станцию поступают независимые

вызовы, образующие пуассоновскии поток, т. е. пусть

вероятность поступления т вызовов за время t равна

т\
t '

Телефонная станция имеет k—1 канал. Поступивший
вызов обслуживается свободным каналом, который он
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занимает случайное время т с показательным законом

распределения
Р(х<х) = 1—е-**.

Если в момент поступления некоторого вызова все

каналы заняты, то он теряется (т. е. этот вызов не

обслуживается).
Задача Эрланга состоит в определении финальных

вероятностей pt того, что ровно i — 1 — линия окажется

занятой *. Приведенные выше формулы Эрланга и

решают эту задачу.

* Вывод уравнений «рождения» и «гибели», соответствующих
задаче Эрланга, 'читатель может найти в учебниках по теории

вероятностей, например, в книге Е. С. Вентцель «Теория
вероятностей». М., Физматгиз, 1962.



ОТВЕТЫ

Глава 1

1.

13

21

а) Л1 -

9-

\13--

-14\

—22/

/cos па

\sin па

-22 29ч

-27 32].
-17 2б/'
3. а)

—sin па\

cos па)

б) /2 —1 5 —1\ в) /2 0\ 2. Л3 =

(j __з —So 7/' \0 3/'

/cos 2а —sin 2а \ б) /cos За —sin За\

\sin 2а COS 2а /
' \sin За COS За/ '

в) /cos па —sin /ю\ 4. Л5 = / 304 —61 \ 5. Ап =

[ 305 —62
,

V nin-i n(n-\) хмч
7. /3197 —1266\

2 ' \ \7385 —2922/
0 Xя "

пкп"1 I
4)0 А" / '

Указание. Использовать результаты задачи 6.

8. а) 1а Ь\ где я, Ь, с — любые числа, удовлетворяющие

Vе я/
соотношению я2-|-£с —0; б) ± Я или fa b\ где а2 + #с=1.

( 7~1V—5 3/>

\с —а

9. а) / 7 —4^ б) / cos a sin а\ в) Л 2 2

V—Sin а COS а/ > J_ 2 1 —2
9

\2 -2 1

Глава 2

/2 ' 1 -1\ /2 1 -1\ /2 1 —1\ /2 1 0\

1. 0 -2^ 3 со 0 -2' 3 со 0 -2 3 со 0 - 2 0 со

\6 1 2/ \0 -2 5/ \0 0 2/ \0 0 2/
/2 0 0\ /10 0\

ее 0 —2 0 со 0 1 0 .

\0 0 2/ \0 0 1/

/2 1 -1\

5. а) Л = 0 — 2 3 . Эта матрица в примере 1 приведена

\6 1 2]
к единичной.
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Произведем те же преобразования над £ =

/1 О ОХ

О 1 0 со

\о о 1/

1 О 0^

О 1 0 1 СО

•3 0 L

1 О О

О 1 О

— 3 -1 1

6. а) г = 3; б) г = 2. 7. ^ = 1,

х± —> —-1, лг5 = 3.

В)^Х;

Хе.

196—108^ + 68^
3""

10

56 + 13л:! — 13л:2

х&

система несовместна;

38+19*! —19*я
10

10
10. Х1 = 1, Х2 = 2, Х3 = 3.

11. При Х = —2 система несовместна.

При Х=1 система имеет бесчисленное множество решений
(*! = 1 — *я — хл). ,

,

*

При Х^1, \ф — 2 система имеет единственное решение

Xi = Х2 === Х% = :

12. Общее решение

Х + 2
•

х± = ®х$
• 1хА

лг2 = — 6л*з + 0X4.

Фундаментальная система
-б1

. v U \ .

13. Указание. Обозначим столбцы матрицы Л, Аъ Л2 ... Ап,
а столбцы матрицы Е~с теми же номерами Еи Е2, ... Е~т тогда,
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если Л'—решение системы, то

А1Х1 + А2Х2 + ... + АпХп = 0у
такая же линейная комбинация столбцов матрицы Е дает

Легко показать, что сказанное справедливо и в случае, когда число

неизвестных не равно числу уравнений. 14. Например: л:1 = 1;

Указание:

К элементам 1-го столбца добавим соответствующие элементы

2-го столбца, умноженные на —1, и соответствующие элементы

3-го. и 4-го столбцов.

Глава 3

1. а) нет; б) да; в) нет. 3. Нет. 4. Нет. 5. а) все пространство;
б) множество точек (векторов) плоскости, проходящей через начало

координат; в) множество точек прямой, проходящей через начало

координат; г) начало координат. 6. Да. 7. а) нет, так как ранг мат-

/1 3\ /5 3 8\

рицы 2 6 равен двум; б) да, так как ранг матрицы 4 3 1 равен
*

\3 7/ \3 2 3/
двум. 8. а) Да, так как векторы (многочлены) 1 +/2» 1 — ^2 и 1 -\-2t
линейно независимые; б) нет. 9. В задаче 13 из гл. 2 было

показано, что столбцы (7, соответствующие нулевым столбцам £, будут
решениями системы. Так как пространство решений имеет

размерность п — г, то остается показать, что рассматриваемые столбцы
линейно независимые. Последнее следует из того,' что матрица G

невырождена (она эквивалентна £), и потому ее столбцы ли-нейно
независимые. 10. Решение. Вместо того, чтобы производить
элементарные преобразования над столбцами матрицы А, а затем Е>

удобно производить эти преобразования над матрицей ( я). Имеем

/1 0 0 0\

/0.1 0 0

10

0. 1

-1 1

1-
-13

\0 1-10/

1

0

0

0

1

1

3

0

. 1

0

0

1

-1

1

■А
О 0 —1\

0

0

0

1

\

3

^о

1 1

0 1

0 0
■ 1 0

-1 0

1 0

1 0

0

0

1

0

0

0

0)
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отсюда видим, что ранг матрицы системы равен 2, а

фундаментальная система решений имеет вид:

* Г:
11. Смотреть решение примера 5. а) Размерность 3. Базис

образуют любые 3 некомпланарных вектора; б) размерность 2. Базис

образуют любые 2 неколлинеарных вектора плоскости; в)
размерность 1. Базис —любой ненулевой вектор этой прямой. 12. п2.
13; х = (в! -f- е2 + es) иначе: jc = {1, 1, 1}. 14. Укажем одно из

возможных решений задачи. Пусть например а^^ЬО. Тогда, применяя
метод Гаусса с помощью 1-го столбца, образуем нули в v-ой строке.

С помощью ненулевого элемента следующего столбца образуем
нули в соответствующей ему строке и т. д. В результате получим

матрицу В со Л, у которой будет г ненулевых столбцов, а

остальные столбцы — нулевые.
Столбцы Л, соответствующие (т. е. имеющие те же номера)

ненулевым столбцам В, будут искомыми. 15. Из координат данных

векторов составим матрицу. Задача сводится к нахождению ее

линейно независимых столбцов, что сделано в 14. 16. Используя
результаты 15, имеем: >ч

/10 2 2 1\ /10 0 0 0\ /10 0 0 0\

1 0 2—1 2 ос 1 1 0—2 1 оо 1 0 0—2 1 со

\1 1 3 0 1/ \1 1 1 — 1 0/ \1 1 0 0 0/
0 0 0 0\

0 0—20,
0 10 0 0/

следовательно, г = 3 и векторы хи х2, х± линейно независимы.

Глава 4

1. A (Xjc) = (кх2 + ^з» 2Хлг! + Ъхц, ЗХа:! — Ъс2 -J- Хл*3) = X (лг3 +

+ лг3, 2x1 + xs, 3xl — xi+x8) = \Ax;A(x+y) = (xs-\-ya+xi+y8t
2х^+ 2у, + х3 +у3, З-^ + Зу! — х2 — у2 + х^уг)==(х2 + x8t 2xt +

+ лга, Sx, ~-x2 + xa) + (у2 + y8t 2y, + 3>з, tyi — У% + Уг) = Ах + Ау.

Следовательно, А — линейный оператор

Aet = 2е2 + Зе3,

Ае2 = е1
— *3i

Аег = е{ + е2 + е3.

/0 1 1\ /10 0^

Значит, А = \2 0 1 1 2. 0 0 0

\3 - 11/ \0 0 0.

5. Х=ТХ*, где Г=(
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Следовательно:

б) Оч'евидно операцию поворота можно

/cos a cos ctj cos аа\
а) Г= cosfi cos Pi cosjJ2

\cos y cos^j co^^o;
заменить тремя последовательными вращениями старой системы

координат. 1. Поворот относительно оси г на угол ср.
Соответствующая матрица

/cos о — sin cp^ 0\

7\ = lsincp cos ср 0] 2. Поворот относительно оси / на угол G.

\ 0 0 1/
Соответствующая матрица

/1 0 0 \

Т2 = 0 cos О —sin. в] 3. Поворот относительно оси z' на угол ф.
\0 sin О cos О )

Соответствующая матрица

/cos ф — sin ф 0\

Tz = sin ф соэф 0], Поэтому матрица результирующего преобра-
\ 0 0 1/

зования Т = TiT2Tz или

/cos ф cos ф— sin cpsin ф cos О, — cos ср sin ф — sin ср cos ф cos 0, sin ср cos 6 \

этсрсоэф -f- cos ф sin ф cos в, — sincp втф'+ соэфсоэфсоэв, —coscpsinG .

sin ф sin 0, cos ф cos О,

8. а) б)

cos В

1 2

3 —1

2—3

10. Пусть f(t) = at2-\-bt-{-су А--

= 2* + *.а)й1=0, JtU 1 !/■'

л:

Oi, Af(t) = in{at* + bt + c) =

2t, А--

dV

(0l0\
0 0 2. б) В =

VO 0 0

1-1 1
/О 1 0\ /2

= 00 1 • в)В=ГМГ, где Г= 0 1—1

\оооУ 10 0
ii

11. Линейность
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оператора следует из свойств векторного произведения

ОЛ= z3

Л- *2 2Х

Глава 5

1. а) векторы, коллинеарные вектору {1, 1, 1} и векторы вида
ai {1, Ь 0}-Ьа2 0» 0, — 3}; б) векторы, коллинеарные вектору
{1, 1, — 1}; в) векторы, коллинеарные вектору {3, 5, 6}, и векторы,
линейно зависимые с векторами {2, 1, 0} и {1,0, — 1}. 2. Матрицы

/1 0 0\ /1 0 0\

примера 1 а и в. 3. а) 0 2 0] в) 0 1 0). 4. Простейший
\0 0 2/ \0 0—1/

/1 1 1— Р

10 0 1

О 1 О

\о о 1

^2 0 0 0\

0 2 0 0 \
вид: | I преобразующая матрица Г=

\0 0 0 - 2/
/\ 0\

2 \ •

" '

5. [ 3 16. а) В поле вещественных чисел подобна матрице

КО п!

/2 0 0 \

О 1^3" 0 | • б) В поле комплексных чисел подобна матрице

\о о —/з/
/-10 0 \

О 2 + 3/ 0 ; в) В поле рациональных чисел подобна матрице

\ 0 0 2 — 3*7
/1 0 0\
О 2 0 • г) Не подобна диагональной матрице ни в каком поле

\0 0 3/ ^

(так как в поле комплексных чисел не имеет простой структуры),
ч

Глава 6

1. ад = Ь1+1 .2 + 1-3-2.3 = 0, *3 = (а, р, т, 0), jc8*i=0,

«+Р+т=о
лгвлгв = 0, , следовательно, х8 = (1, —2, 1, 0), *4 =

а + 2[i — oy = О I
« + Р + 7 + 2Ь=0|

= (а> Pi Tfi s)> ^4^i=0; *4.к2=0; *4*з=0> а+р+З^—Зо=0 , отсюда

-

а — 2р + Т=0 I
*4=(-25, - 4, 17, 6). 2. (2, 1, 3, -1), (3, 2, -3, - 1), (1, 51 1, 10).
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3-а)*-(т>у> у); * = (з"' ~~з~> ~"з")'*з===(т' ~"з~>у/;
/9 0 0\

б) 10 18 0 1 5. Диагональные элементы равны ± 1. 8. Если диа-

>. \0 0 — 9/
гональные элементы равны по модулю 1. 9. Пусть х — собственный

вектор с . собственным числом X. Из инвариантности скалярного

произведения следует (Ах, Ах) = (х, х), или (кху Хх) = X2 (х, х)
и Х2= 1.

Глава 7

1.4y? + 4^1-2.yf 2. Зу! + 6^ + ад, Г = | -£- -£---J-

X
4. а) 4дг| + 8у| — 2а« — 5 = 0; б) х\ + 2у\ — 2 = 0; в)2х| + 5^ —
— 5/2 ^ = 0. 5. При Х>2.

Глава 8

/3 0 0v /—1 0 Ох /11 Ох /0 0 Ох

1. а) 0— 1 11; б) I 0 —1 1 ; в) 10 1 1 . 2. /= 0 0 1 ,

\0 0 —1/ \ 0 0 1/ \0 О U \0 О О/

/
°-2 °\

Г= 1—3 0 4. Указание. Воспользоваться результатами

\_3 _3 —1/

/3 2\
задачи 3; 5. Подобны. 6. Подобны. ^ = 1

/ik ык-1 k(k—lhk~*...cnkik-n
8. /* = | О X* fcX*"1 ...Cjp1 Х*"'"1

7.

9.

/X2 1 Ох

10 X2 1 ].
\0 0 XV

1

Г"1 AT =

0 0 О ...X*

/гг'ЛГ, о \

7—1 л т \
2 s

2_ , где преобразующая матрица

О Т-1А„Тп]
Г1 °\
\ о 'та/
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/3197 —1266\

\7385 — 922/'

Глава 9

(\90 189 —I89v

126 127 —126 J. 3. /(Л) = 2А

\252 252 —251/

/Se — 2, 3e — 3, —Se -j- 3y /3 3 —3\
'

5. a) eA=l2e — 2,2e — \t—2e + 2\e; б) 1пЛ= 22—2 In 2;

\4e — 4, 4e — 4, —4e + 5/ \4 4 —4/

/3 sin 2л: — 2 sin .v 3 sin 2л: — 3 sin x —3 sin 2л: -f- 3 sin x\

в) sin Ax = 2 sin 2л: — 2 sin x 2 sin 2л: — sin x —2 sin 2л: -f- 2 sin л: .

\4 sin 2л: — 4 sin л: 4 sin 2л: — 4 sin x —4 sin 2л: + 5 sin x)

.7. Воспользоваться решением задачи 9 гл. 8.

Глава 10

1. А-CU
-7 —X 1

—2 —5-
= 0, Alt8=—6±J,

С
-1—« 1

-2 1 —

Ч
1+Г g("-e+i)/#

* формулы дилера, получаем
f/sin ^ — cos* — sin* \ л,_ /СЛ

л . Х=£ С, где С== к, •

\ 2 sin* —sin* — cost)1 \C2J
- —- o-Kt \(п п \ oin + л пг\о /1 v. — p~ef Г/9г. — /О sin t —

2i ^ —2i

Используя формулы Эйлера, получаем

я
At
_

-et /sin t — COS *
~~ P

2 sin *

Откуда xi = e~<it[(ci — c2) sin * — cicost] x2 = e~et [(2c t
— c2) sin *

— c2 cos *]. 2. yl = — r*, ^2 = r* ^3 = 0. 3. ^ = у (cos * ch * +

-f- sin * ch л:), ^2 = — (sin x ch л:— cos x sh л:). Указание.

Обозначить 3^=2!, y'2~z2 и решить систему четырех уравнений.
7 1

4. >y = c1e* + c8e~*'+c8cos;t + C4 sin*. 5« #i = ^п
^ + Г^ е

15е + 120* ' *2~~40* MO 30

40
11

120
л* 6. y=z

^\te-2tf(x — t)dt = \— t)dt=z\(x — t) e~2 <•*-'> / (*) dt.



ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ

1) Вычислить определитель

Д=г
.1

3

2

-1

-1

1

• 2

1

4

Отв. Л = 15.
Решение: укажем несколько способов, основанных на

использовании свойств определителей.
а) Согласно определению имеем

Л = 1 • (- 1). 4 + (- 1) • 1 • 2 + 3. 1 .2 - 2 (-1) 2 — Ы'. 1 -

~_3- (— 1)4= 15.

б) Используя свойство 9, разложим определитель по элементам

первой" строки:

Д = 1
| 1

=-5 +10+10= 15.

в) Используя свойство 7, прибавим к элементам первой и

второй строк соответствующие элементы третьей строки. Получим

|3 0 61

-1

1

1

4 -(-1)
3 1

2 4 + ^
3

2

— 1

1

д =

а)

5 0 5

2 1 4

2) Вычислить определители
а 1 0 -1

- 1 а 0

1 -1 0

1 2 3

в) АЛ =

= 15.

-1

1

а

4

ам
0

0

0

; б)

«12

«22

0

0

2

1

0

— 4

й13 ...

а23 ...

Язз •••

0 ...

1

3

1

-2

*1Л

Яал

Язя

<*пп

-1

3

-2

2

1

3

2

-2

*

Отв. а)
— Зя2 (a -f 3), б) 0 (см. свойство 5), в)

= йийоо . .. Яяя.
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3) Вычислить определитель Вандермонда
1 I ... 1

д*= «

К1 КЧ . к
/г-1

Отв. АЛ = (h - *i) (*e - *i) • • • (Ля - *i> (*« -*«)... (*« -*•)...
... (Ля-ft«-i = П(Л'■"*/>•

4) Не вычисляя определителя, решить уравнение

11 1 ... 1

1 1-* 1 ... 1

1 1 2 —jc ... 1

1 I 1

Отв. лг = 0, 1, 2, ...
, (/г-1).

5) Вычислить
/О/О - 1\я

\1 О/'

/1 0\
^me* (о ) при п = 4fe;

при /г = 4& + 2;

1

О

1

О

- 1

О

о
при л = 4£ + 1;

при n = 4k-\-3.

6) Доказать, что если матрицы А и В перестановочны, то

а) А2 - В2 = (Л - В) (Л + BY,
б) Л-15 = 5Л"1.

7) Найти обратную матрицу для треугольной матрицы

А = 0 я22 д2з

\0 0 а88

Отв. Если «! 1Л22азз 7^0, то

_L g12 «12«28

«11

«18«22>

л-' =

«12«12~

О

«lT«22«33

«23

«22^33

«33

Если йц«22«зз = °> Т0 обратная матрица не существует.
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8) Найти обратную матрицу для матрицы

/0 1

\1 1

-п + 2
1 -

1 ... 1\

, ... о/
1 1 ...

п + 2 1 ...

1

1

Отв.

л~ 1 '

1 1 1 ... -п + 2)

9) Подобрать X так, чтобы система уравнений имела решение

2xL — *я + *8 + *4 = 1» хх + 2х2 — *з + 4лг4 = %

Л^ + Тлга— 4лг8+11*4= X.
Отв. Х=^5.
10) Известно, что система

Й*1 + в*8 = #> fl*2 + &*1 = ^ #*3 + СХ2 = Д.

Имеет единственное решение. Доказать, что a-b-сфО и найти

решение.
__Ь2 + с2-а*

__

д» + с« _ У _аЧ^2-с2
Uwe. Xl_

_ ; *2-
^

2дс
; х,-

2S
■

11) Исследовать систему при различных значениях X

*i + ^*2 + л:3 = 1, 2aTj + х2 + *3 = К 'Хх + лг2 + Х*3 = X2.

Отв. Если Х^1 и \ф.
— 2, то система имеет единственное

решение. Если X = 1, то система неопределенная и имеет два

свободных неизвестных. Если Х = 2, то система несовместна.

12) При каком условии п точек плоскости Mi (xi9 J4),
M2(xs, у2) ... Мп(хПУ уп) лежат на одной прямой.

Отв. Если ранг матрицы

У1
У2

\*п Уп h
меньше единицы.

13) Даны два линейных преобразования

*i = 2yi+j>fl zl = 2xl+x»

х2 = у1
— 2у2\ z2 = л;2 + Зл:2.

Выразить переменные ^ и z2 через ^i и у2.
Отв. zY = 5^, 22 = 5у! — 5>2-
14) Дано линейное преобразование .

ух = Х2 + *3 + *4f ^2 == *1 + ХЪ + *4»

.Уз = *1 + *2 + *4, ^4=*1+*2 + *3-

Найти обратное преобразование.
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+ -^Ув + ^У^
2

.
]

yb + y^. *4 =

1
* 2

+ -3 ^з--^^4'

-

1
.

]
.

1

Owe.

2,1,1,1 1 2
*1 = -

"о" Ух + Т Jfc + "о" .Уз + Т^4, *2 = -о" ^1
-

"о" Ь +

*3 = -о У1 + -о-Л

15) Доказать, что множество функций вида

/(0 = *ie' + e1e«'+ ... +вяеЧ%
где flj, a2t ...

, ал
—

произвольные вещественные числа; образует
линейное пространство. Найти его размерность и базис.

Отв. Пространство /z-мерное, его базис образуют, например,
функции е', е2*, ...

,
ent.

16) Доказать, что линейное пространство С (а> Ь) непрерывных
на отрезке [я, Ь] функций — бесконечномерное.

Указание. Воспользоваться результатами задачи 15.

17) Доказать, что если

В = PAQ,

где А, В, Р, Q — квадратные матрицы одного и того же порядка и
Р и Q — невырожденные, то ранги матриц А и В одинаковы.

Указание. Воспользоваться теоремой о ранге матрицы
линейного оператора.

18) Доказать, что каждая из двух систем векторов

е, = (1, X 1, 1); е. =(1, 2, 1, 1), ez=(\, 1, 2, 1), *4 = (1, 3, 2, 3);

е\ = (1, 0, 3, 3); е* = (- 2, - 3, - 5, - 4); е% = (2, 2, 5, 4),

*? = (-3, 3, -4, -4)

является базисом я найти матрицу перехода от одного базиса
к другому.

Отв.
2 0 1-1

-3 1-2 1

\ 1-2 2 -1
■

\ 1—1 1 -i/

19) Найти координаты вектора

*=/(0 = в0+ *!* + ... + *„*«

пространства многочленов степени не выше /г в базисе

el=\; e2 = t — a; es
—

(t — a)2;... en(t — a)n.

Указание. Воспользоваться формулой Тейлора.
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20) Найти характеристические числа и собственные векторы

операторов, матрицы которых в некотором базисе имеют вид

Отв. а) Х1 = а/, Х2 = —ai, Jd = а (1, /) jea = fJ-(l, —/);
б) ХЬ2=1 X3 = -l, *ь, = а(1, 0, 1) + Р(0, 1,0),

* = Т(1, 0, -1),

где а, р и 7
— произвольные числа.

21) Следом квадратной матрицы А называется сумма его

диагональных элементов:

Sp А = ап + 022 + ••• + <W

Доказать, что подобные матрицы имеют одинаковый след.
Указание. Воспользоваться инвариантностью

характеристического многочлена Д (X) и найти коэффициент при Х""1.
22) Зная характеристические числа \1у Х2,..., Хя матрицы Л,

найти характеристические числа матриц: а) А2; б) Л-1, если среди

характеристических чисел матрицы нет нулевых.

Отв. а) X?, Х|,..., X*; б) -L1 .. 1.
Указание. Воспользоваться тождествами

а) А2 — Х2£ = (Л-Х£)(Л + Х£); б) Л"1 —
у

Е =- ^J. (Л —Х£).

23) Произвести ортогонализацию системы векторов

^
= (1, 0, 1); е9 = (1, I, 0;; е3 = (2, 3, 1).

Owe. е? = (1, 0, 1); *! = (—1, -2, 1), е% = (2, -2, -2).
24) Построить ортонормированный базис пространства

решений системы уравнений

ОХ± —— ЛГ2 — Х§ — -^4 === ^i -^1 "Т" ^*^8' — *^3 — ^4 :=: ^»

Отв. Например,

*-хП ,__L

'

25) Доказать, что множество векторов евклидова пространства

ортогональных данному вектору образует подпространство.
26) Используя результат задачи 24, показать, что

симметричный оператор в /z-мерном пространстве имеет п попарно
ортогональных собственных векторов.

Указание. Рассмотреть подпространство ортогональное
произвольному собственному вектору, в этом подпространстве выбрать
также произвольно другой собственный вектор. Затем рассмотреть
подпространство, ортогональное двум выбранным векторам и т. д.
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27) Найти ортогональные преобразования, приводящие Следу*
ющие квадратичные формы к каноническому виду: -

а) 1 \х\ + 5лг| -|- 2лг| + 16^^ + 4лг1л;3 — 2х2лг3;

б) х\ + х\ + х\ + 4xtx2 4- ^лг^о 4- 4*2л;3;

В^ aajaj
~~

OX±Xft — KiX^X^ """"* ^XfrX^,

Отв. а) 9yf + 18у1 — 9yJ,

*i = "J л + "3" ^2 ~ "3" У{уз»

1 2 2
*2 = —у Л + у Л + з" -Уз»

2 1,2
*• = у л — у л + -§■ л;

в) 2Л + 4Л-2Й-4Л

*1 = у (Л + ^2 +^3 +Л).

*з = у (—Л -3'2+Уз+З'Л

^4 = у СУ1 ^>+Л—Л).

28) Найти жордановы цепочки векторов оператора, матрица

которого в некотором базисе имеет вид:

Отв. Имеется две цепочки. Например,

^ = (-l,.-3, 0,0); jri = (0, 1, 0, 0)

х2 = (1, -7, 4, 2); зг,-= (0, 0, 1, 0).
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29) Привести матрицу
'

a ai2 aiZ au

О а а2В я24

0 0 а аи

0 0 0а

к простейшему виду при условии, что

а12 • 023 • #34 Ф О-

30) Пусть функция /7£) определена на спектре матрицы А,

характеристические числа которой llt Х2, ...,Xrt. Найти
характеристические числа матрицы /(Л).

Отв.

Примечание. Сравнить с задачей 21.

31) Найти определитель матрицы

где А — квадратная матрица п-го порядка.

Отв. | еА | = е^р а = еац_.+ «aa + ... + «ля.

Указание. Использовать результаты задачи 21 и формулу
Виетта для суммы корней многочлена.

32) Доказать, что матрица еА существует и невырождена для
любой квадратной матрицы А.

33) Найти Общие решения следующих систем
дифференциальных уравнений

а) ^«Ю^-З*-^, б) ^= 5^-^-43,3,

g = 18.Vl - 6Л - П%; g = lOy, - Sy2 - 9Л.

Ош. a) j>i = Cie-f* + C2e* + C8e*
Л = - 2С1е~2^ + ЗСяе*
^i = 2C1e-e* + CIe*

6) .у, = С,е* + Ск(х + 1) е* + С3е'*
.у2 = ЗС2е* - 2С3е-*,
у, = de* + С2*е* -|- 2de~*.

_

34) Найти выражение оператора Лапласа

. дх2 i dv2 ^ /te2и*:2 Т <ty2
"Г (?22

251



а) в цилиндрических координатах

х = г cos ср, у = г sin ср, а; = -г;

б) в сферических'координатах

х= р sin 6 cos ср, у = р sin 6 sin <р». г = р cos 6.

От*, a) М/=^ +pi^ + а? +у^;

'
dp2 ' р2 дЪ2 р2 sin2 6 &р2"+" р dp "•" р2 tg 8 дб

•

35) Приняв и и v за новые независимые переменные,

преобразовать уравнение

d2z , д2г
,

/^ . а2-я2

36) Приняв и и v за новые независимые уравнения, a w за

новую функцию, преобразовать уравнение

дг , 1 дН 1 л:

ду
' 2

^
ду2 л:

'
.У

'
-

rs
d2w

п
.

Отв.
-^

= 0.

37) Найти экстремальные значения следующих функций

a) z = х2 + ХУ +У — Зал: — 3#у; б) и = .ryz (4я — х — .у — г).

Отв. а) Минимум z = — 3(я2 + Ь2 — я£) при лг=2я —£,
у = 2Ь — а. б) Максимум ц = я4 при л;=.у = 2 = в (в критической
точке х=у = 2 = 0 нет экстремума).
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