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Предисловие

Из школы известно понятие интеграла и некоторые его

свойства. Напомним одно из них - геометрический смысл определенного

интеграла - это разность площадей фигур, ограниченное

графиком подынтегральной функции и отрезком интегрирования

(вычитается алощадь фигуры, расположенной под осью абсцисс). С

помощью этого интеграла, изобретенного в конце ХУЛ зека
,
были

решены многие задачи естествознания. Но уже в середине XIX

века для решения ряда задач потребовалось обобщить и понятие

площади (объемами понятие интеграла. Удачнее всего, как это
,

показала история* эту проблем решил А.Лебег в самом начале

XX века, введя меру и интеграл Лебега. Оказалось, что если в

формулировке геометрического смысла интеграла слова "площадь"

и "фигура" заменить на "мера" и "множество",то получим

интеграл Лебега; и это можно взять в качестве его определения .

Интеграл Лебега обладает всеми свойствами определенного

интеграла и рядом дополнительных свойств, что позволяет решать

более сложные задачи естествознания.

Здесь предлагается вариант изложения (подробный конспект)

начал теории меры и интеграла Лебега» не предполагающий

знакомства с теорией определенного интеграла . Дальнейшее, более

глубокое изучение можно провести по любому руководству

(например, А.Н.Колмогоров и С.В.Фомин "Элементы теории функций

и функционального анализа"). В процессе доказательств,

помещенных в тексте, над некоторыми равенствами (знаками

включения и т.п.) етоит (*) - это значит, что соответствующее

доказательство приведено далее, чтобы не разрывать ход вычислений*

Или там стоит номер теоремы (формулы, параграфа, если они в

другом иараграфе), в силу которой написано это равенство

(включение, неравенство и т.п.).
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§ I. Мера множества

Мера множества - обобщение понятий площади (объема).

Для начала рассматриваем меру только для множеств на прямой,

поскольку это нагляднее и проще. Но при анализе доказательств

обнаруживается, что почти вое они не зависят от размерности

того пространства, в котором находится множество.

I. Мера ограниченного множества. В зтом пункте все

рассматриваемые множества принадлежат отрезку ПСК (общему для

всех этих множеств). Для любого промежутка р = <а.}&> его

длина - число т(р)~ v-Cl . для любого множества ЛС К

определим внешнюю меру Я ~ это число

уА0 HinffZmfc)| MVft 7 \ - промежуток]. (1)

Здесь для множества Л берутся все мыслимые

последовательности промежутков /э. таких, что Up. эЛ - говорят
n

Up,
-

покрытие Л". Для VUb.oJl берется число 2-m(ft) $ эти

числа образуют не пустое множество, (т.к. */?С Л ). Поскольку

все эти числа неотрицательны, то правая часть в (I)

существует для любого множества ЛсП ./Л/Ы). Итак,

у&МсП 3/ГЛ-, jfJtO; ЩъЛ=*}\*Л4£Цъ). (2)

Примеры. 1.Д=[й)- одна точка=£>уИЛ=0. Действительно,

2. М-№и &z) "% J
- счетное множество :ф/* Л —(^Действительно,

3. Л^ [di,,*м(ХкI - конечное множество^jfM- О. При

доказательстве можно повторить рассуждения из примера 2.

Множество А измеримое VbO З^^р* щ (*f Vfo -

промежуток и Р.п D = 0 при i^ j ) такое, что/*(Ла% )< £.
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Для измеримого множества,/? мерой,/? называют чясломД~м*Д-

Теорема I. измеримо

Докажем переход =^ : Vs>0 3U\*- О Л, (Vfj. - промежуток) и

2."<&)<С. Положим^^^^=CAf>1)t/(p1N^)cU^[iK.J'4Jjcp1
измеримо и Л

^окажем переход <Ь : kj)= 0 =$>fi*JJ=0 по определению.

Пример 4.Л - конечное или счетное множество=>«#

измеримо и рЯ-О . это следует из теоремы 1 и примеров 1-3.

Отметим как следствие из доказательства теоремы I, что

jurf^04$ Va >0 Зи$оЛу что 21 mfo)< t, (ь)

где ^|э._ промежуток.

Теорема 2(монотонность меры). Лс В d$>ffJ)£k*B?.
Для МрВфи/рЛФ/^^

Следствие. Пустое множество ф измеримо и/*0~О.

Действительно, любое множество Яоф, в частности,и ofts/~0.
Теорема 3(полуаддитивность меры). и*иД; 4 Z./Л4 .

Если 21М Я^ оо
, то неравенство очевидно. Пусть£/*^< №•

Тогда для Уа>0,кУ1еМЗу^эЛс и Zm(pCy)<ju%t j?=$>

г= Z.^ +£ =»уи*(Ц < ZLfi%9r.K. взято № >0.

Теорема 4(пренебрежение множеством меры нуль). нМ-О^

ФДб^=/(*& и /?(&#)*/&.

£lf(f>\A)-t-jFj)±ff[lb\Jl), ив двух полученных неравенств

дует равенство

еле-



Множество ^.Ub , Vb,- промежуток жРпй=р при£*]
называют элементарным. Любой промежуток

- элементарное множество.

Теорема 5. Элементарное множество измеримо, для проме-
————— я

жутка р его мера f*(f>)=m(p).Множество^~У& -

элементарное :фМ «^-^^Л
Если*/?- элементарное множество, то для 1/б >0 положим^-М.
Тогда Ад%-0 =$>/**(Ла%)~0<£ =£ J) измеримо. Для

промежутка р~<а?^> отрезок £-/0; $] таков, что Mty^mfo)
к jUfy)=f(f) (т.кЛ^-ри^,*] (Т.4 и примерз).

Поэтому достаточно доказать равенство М( $) = l*(fy) .

Возьмем Щр^ > р^<^, ^>. Для V£ >0 интервалы^^^J.
= 9.2 to, при У£^ Q С Ctf , и mfaA =: Л|^ 1 -f 4 • По лемме Гейне-

Еореля из [9 • \ можно выделить конечное число интервалов^ fa ;•»;

^J таких, что £CyU <^^ ( рвсЛ?Ч^<-4^J-

-/^.А т.к. <?,С ^7 T<yify)« w^J. из этих двух неравенств

следует равенство Z4^)- *и^£),ч.т.д.
Для элементарного множества *# доказательство формулы

RmJksA проведем индукцией по а :

I) при П в 1 утверждение уже доказано; беремУпбАУи предпо-
п

латаем, что при Vk€/W и tf< П. формула доказана. Цусть«/*=г(^,

вим отрезок Ф^Г^л^^л]- (г10»2)' ^отма]э uQul° :=/?""
промежуток и для ^=/Х^ b. ju^o по предположению индукции

*
рисунки на стр.45 *



та
= Ли} =>/*&*/*4+»>(f)zb( стр.6 )JLm(f>£)+mty)4
$ }*Я + mfy) z$> 21 m(f> ) *kj. С другой стороны,^ fooj)^

^> mJ/£ 2L *iCPi )• Ив двух полученных неравенств следует

равенство уи $ ~ JL m(pt) г. ъ.4.

Теорема 6. Л и в - элементарные множества =>

Доказательство проведем в три шага. 1-й шаг: Jlnb^ff.Тогда,

еслиЛ=.1^. и fe= U^,to М=(■&$)"(&%)* промежут-

ки[^,&}попарно не пересекаются,т.к.

2-й гаг: ^С # и множества элементарные :ф/п п^/-/*" ^A
Действительно, Н-^о(Н<И) и ^>Г)(И^)-0^ (по I-му

шагу, множество

3-й шаг - оощий случай: МиЪ-Ло(1Ь^(Лп1Ь)) г(Ь^(ЛпЬ))п
ПМ = ef => (1-й мг)р(АиВ)=/*А+1*(lb^(J}n&)) =

Теорема 7. Ивмеримое множество Аср , р
- конечный

промежуток =^р\,/? измеримое множество.

Для»£>0 3% - «лементарное множество такое, 4to^(«AiC|J<£.
Множество G?£= f>s *% - влементарное и Ф£а (pN^) c

ft) ^N^)A(p40lXpn&JD)A(pn(C*))=C(pn(C^)n
nCCfnCC%)))u((CCpn(C<0))n(pn(di)))=CpnCc/»)n<:cp))u
и(рл(СУ))П^)и(Сср)Лро(С/а))с(^Л^СЗ>е))с(:^^)и
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Теорема t. VJ*£ измеримо r£> измеримы U J± и Q J)^ при bVi.

доказательство начнем со случая n.= 2. Для -

элементарные множества ( i =1,2) такие, что ^(Лл\')<2", Т.к.

^ М (v4^ ^)+р[Лг.л% )< £ и -^ 'g, элементарное множество^

множество $iV$i измеримо. Отсюда (индукция по л, ) следует

измеримость А^Д; при Уп
. Все У^С П ( стр. 4 )•

= С ^ ивмеримо по Т. 7 при

измеримо ( стр. 7).

Теорема 9. Л и fo измеримы :ф измеримы

Поскольку С6~ГЬф измеримо, то измеримо Jhb~J)n(yю)*

Следовательно,измеримо и

Теорема 10(конечная аддитивность меры). Измеримо V<"ij

^nJ)^0nrifl ^ f$Jk)~ZrfA. (4)

Для доказательства нам потребуется формула

\fAfb\*f(MAb) np*W?*B. (5)

Действительно, Дс &u(Mb)=&fiJ?k' jtb + *VA&)=^

4> f*$ -кЪ ''-- Н*(^лЮ- Аналогично получаем кЪ-к$^

}.\\ъ этих д> ух неравенств следует (5),

доказательство репп^ча (4) начнем ео случая л=2.Оценим

г^1*(к\иД2)~/*Я jk£z. (6)

Для \/б>0 3$г ~ злементмдае к,,чдестве { i =1,2) такие,

чтоц(Цл§УI <г -'. ■. :;о т.б 0^/<(Ы)-f*\ уЧ +

+ M^0Jn(^)# Вычитая эт<- равенство почленно из (6), получаем
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где

IMi-r^Hf >i = i>2> (e)

по выбору (£ и неравенству (5). А т.к. (^иД^^С^и ^z)c

и потому

Поскольку Л^Дг=0, TO^C^A^ja^^)^/1^?)*
£м(^?1а(?1') + Аа(^2л<^)<|. Подставляя зту оценку, (9) и

(8) в (7), получаем 12 \ < Ь ^> Z= 09 т.к. взято Vt >0. Этим

(4) доказано при к. =2. Отсюда следует доказательство Т. 10

при по индукции.

Теорема II( 6 -аддитивность меры). ИзмеримоЩ^р^у1^
при гфj ф измеримо ^А и

Jb(u4) = Z-JiJ)i. ^
(10)

Положим Л= 1АД£ ф Л^Л£ i^^n^?/^^)^^^
при Vrt ^ сходится X |аJli £,]\А. Но по Т.З кА< 21 J*^
и потому

Докажем измеримость^. Ив (II) :=> для Vfc>0 Зп.€УУ такое,

что

Положи В =^КЛ и ^ =Ып^1 => ч/?=»и2. По Т.З

aft измеримо по Т.8=ф 3(!^- злементарное множество такое,что

/■(»***)< £. (14)

Тогда
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^ н*{ЛАФ \±h(p*% №*** no (I4^ и <13)- измеримость

ft доказана. Тогда из (ь) следует (10). Теорема II доказана .

Замечание. В теоремах и и II условие JJ£nJ)j-0 npai^j
можно заменить на условие /ч[Л-n J)j J- q при i^j- Действительно,

при любых измеримых множествах^ и 8 верно равенство/4(Лив)-

(доказательство дословно повторяет шаги г и Ь в

доказательстве Т.6). Отсюда следует замечание (для Т. 10 - по ищущий,

для Т.II доказательство сохраняется без изменений). Теоремы

Ю и II с условием w^rt^}-(J при i^j называют усиленной

конечной аддитивностью (соответственно -6-аддитивностью).

Теорема 12. Измеримо VA^ =?> измеримы иДг* и ПЛ^

Положим\- J)L и ft. = )?л(и.Л5) при £ >i . Тогда I) Л = 1Ц*-
= (У^ и 2)ЪспЪ*~0 npnt^j. По Т.9 и 10 измеримо^ i»
измеримо,/?, Т.к,С/£ измеримо при ft, то измеримоC(U(CJli))~

Докажем утверждение I; Ь^иЬ^Л^^Л^^Л^СЛ^п^Лх))^

^^иД^п^и^Щ-^иЛ^пП- J^u^. далее доказательство

идет по индукции: берем Vnt™ и предполагаем, что равенство

4^)u(Cte.^))=i^- Этим
Доказано^ что.у^ид

при Va. Т.к. х5 Bt- D .^в^ДА при^п, roPfi lUJk . С дру-
Од 00

гой стороны, VB£fl^ Y^i0^Jj^i • Ив полученных включений

следует равенство .L/ Е^ = V,^t-
^окажем утверждение 2 : пусть t>j, тогда i-i>^ и ft^nftj^
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Теорема 13. Множество,/? измеримо иуи^лВ)=г(Э=> Ъ
измеримо и fifb—f*Jr.
Множество

%>А^№Ь) измеримо и/4^(J)\b))=f\£ по T.4;8V?^

сЛаЪ^(В\Л)^^Ъ измеримо жрЪ=р(Л\(А^Ъ))=}*А.
Обобщением интервала является открытое множество. Мно -

жествоС открыто<^кх€С? ЗУ (окрестность точки х-) такая,

что VcGr. Следующая теорема - о строении и измеримости

открытых множеств.

Теорема 14 ft/I, Множество G открыто^ G- = Ufa^ 4i)}
где (^>^)n(^>^)=rj0T пригни С^ж4^&. 2, Открытое

множество G- измеримо и mQ ~Z^C£i~ui)*

интервалы (fl^^;) называют составляющие (г интервалы.

Т.к. интервал - измеримое множество, то из I zp G измеримо;

т.к.(йСА)п(<*р$) = 0 приято по Т.11/|6*£#--4->
Докажем теперь утверждение I.

\^) Для Vx6 &3(0£Э^)эд:> этот интервал
- окрестность 2/

точких и VcG^=P Ox открыто.

©дмУхеб-ЗК (окрестностьх ), l/cG,?/*(<*),/*<*)).
Множество №fc)j~ левых концов интервалов(etffr),p£t))c&и эсе

в(с((х))/Ь(х)) не пусто и ограничено еверху?т.к.6сЛ=ФЗа£0=1
;ri>$ctfx^^ Покажем, что apt)f
^С Предположим, что Q(x)€& =$> 3W~(p?^) - окрестность^)

такая, что

и p<x<b£t),T.e.(|>}j&6t))- окрестность а , входящая в &

в р<й£г),что противоречит определению Л(х). Аналогично

показывается, чтоЗ&х)= s«|»J|bC*)| <*(*)< х<рбс) H(«#t),/&0c))c fr}

и-£(х)^6. Покажем, что (а(х), ■*(»)) С G. для Vg«(ite},4№f)



в силу .тределения а(х) и £(х-)Э<*(*)е(а(х\Ц) vi3jb(x)e(tjjM)
такие, что (d(x)>р>С*))С & ^Уе fr^>(a(ac),^»))C G.

Остается доказать, что при а и^€& *х*$* ил! (й(Х)^ь^с))я
= (а(^&#)>или (а(*)Л^ . мействительно,

или i;,a(x)=a(t}), или б\а&)Ф ащ} . случаи i.<£=>#*;=
= 4(f) (в противном случае или ё(х)< iff) и &#;, /<у)с & ^>

llx)6&:=^ противоречие, или

4(х)>Щ)^Щ)Ь6^>противоречие) и тотжа(а(х)7к^)ф(рЛ^)).Сяучт 2>43>4(*)И(у)
по док заннэму выше =Ф> или 4(х)>4(У)ъ тогда afc&tCfi
(если

противоречие ) :ф(а(х), £(х))п(Щ),Щ= 0vm $(X)< i(yj =>4(х)4Щ)
ъозьмем в каждом

интервале, составляющем G , по рещюн^иной точке. Различным

таким интервалам будут соот етствовать р&сные рациональные

точки. Следовательно, множество интервалов, составляющихG,

не (5олее чем счетно и потому их моэг.но перенумеровать.

Поскольку для Vbce&H^^^ajCa^^jcfr и {в;, 4^6, то С^£*)=
'

= &,

2. Обобщения. Если множество v/fcR неограничен©, то:

I) Я измеримо^ измеримоЛп[к}к+1) при УкеЖ)

г) для измеримого множестваЛ его мерамЛ=^^п^л1^ //•

Т.о,,для неограниченного мкожества kju pJ/<VO,um*Jl~ix>.
Упражнение I. Проверить, что для неограниченных множеств

сохраняются теоремы ,/з пЛ.

^ плоскости R прямоугольники со сторонами*параллельными

осям координат, будем обозначать р . Стороны р или целиком

прлнадлекат р , или не принадлежат р •, или р принадлежит

только некоторое множество точек на сторонах р . Во всех

случаях положим площадь р
- число mip)- К £•> где К - высо-
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та и 2- ширина р ( рис.4).

Упражнение 2. Проверить, что все написанное в пЛ

сохраняется и для множеств в Ж • Указание: I) для прямоугольника

P'&h ( РИ°*5) Б03М0ЖЙ0 PinP^t^^)^^imz(?i)\
2) повторить без изменения (из пЛ) определения внешней меры,

измеримости и меры мяожества*пС|1\; меру множествалСК'обоз*-

иачают № J\ и называют двумерной мерой множества; 3) проверить,

что сохраняются теоремы из пЛ без изменения их формулировок

и доказательств.

Пример 5. Множество ЯсОх пмл<ро^ C&R^ ^> прямое

произведение - измеримое множество zpj/lxlOfilj-CpJl.
Доказательство проведем в три шага. 1-й дат: Л- элементарное

множество, т.е. ,/?r:JL>b. 7 Vp. - промежуток оси Ох. %.рпр-0
при if \ у =ф Ъ = J)xlO>C] ~ LJ (рсАО£~\)~иа и У«-ттрямоуголь-
ник bR с площадью ^(a.l — Cm(f>) ; из££]:^>?Р^~фпрЛх
xfOjCj^r^B- злементарное множество в«\ ^/iB-^-^Cfy)-

2-й шаг: множество/* измеримо и ограничено^ для v£>U :>�>--

элементарное множество на оси Ох такое, что

и потому 3UR3 ч/)^^ •) Vp.~ промежуток оси 0<£ и

Положим 3 = [0,С]. Тогда (ЛхЗ)дСЗ)хЭ)си(|^«) н

Поскольку (РхЭ - элементарное множество и R
,
то,/Ю

измеримо и

13



M 9 Г. /Vr, я»<«0
<<£-.

Следовательно; д(7?х Э) — О*,/?, т.к. взято V & > 0.

3-й шаг: множество*/? неограничено. Тогдауч^Х^С^К^*1)/*
Прямое произведение ^x3=J^((^n[>c^+£))x Jj^ причем (см.шаг 2)

существует ^((Jinh^+l))*!)- Ch(finlK,Kti))
приУк€ 2 г$> ^хЭ- измеримо. Т.к. из

то по б- аддитивности меры

^
л Л

Упражнение 3. Доказать: I) тожество Дс OxzpMg*^ О*

2) множества .# и В bR и симметричны относительно оси02^

(-4измеримо^£> измеримо, при 9ТомргД~кЪ); 3) промежуток

рс 0^ измеримое множество *#с Ox. ^3fi2(4*p)~m(pJ-/4j);
4) измеримые множества J?cOoc ъЪсОч^З^А^-рА^Ь.

Упражнение 4. Для множеств в R и R повторить

упражнение 2,отправляясь от брусов в R - множеств jD^(a^,.%!>4^)|a^
$эе^4* £=1;2,^п]зточки, для которых at.= аг« (или эс^ =r ^ )

при некоторых i образуют границу р9 часть из них может не

принадлежатьр ; положим П- мерный объемр - число

Если множествоJJcR11 неограничено, то I) А измеримое

измеримо Лп%1 приУ&# где^^1Г^хп)||сх^|<^,^1,2^1г}^
2) И- мерная мера*/? есть числоД^ =^/^ ^4^Y-i))>
где lfio^0.

§ 2. Измеримые функции

До сих пор в.ы знали функции непрерывные и дифференцируемые

(на интервале, например). Добавим к ним еще функции измери-

14



мые на множестве, дикция $:J)->R измерима нь. множестве J?c

СК<£=*р множество Л и. меримо \ множество[xjxej и $(ос)< С ]
измеримо при

Пример I. ^6 Cfaite f иы-'ерима na(Q}S).
'

адо ^оказать,

что при VCtlk измеримо тохестъсО-he!*-€(&,в) й{!<'х)<С].
для этого достаточно доказать, что& открыто. ,^ля Vx0 €&=£>•

(окрестность х<>) такая, что W£

С (Q> £) и при Рх€ 2/=> f(х) < С ^> 1{С О -> & -

открытое множество.

Теорема I. \*ункция <f измер-ма да измеримы

множества и т,п#,

|х|хе,/7 и £(х)еЬ-п; о\ежу-ок].
действительно, множество fx/xt^и##)<С]=^Ызсе^и |SfcJ<C+M
и потому измеримо (1Л<*, 91). :^логт-шо рагбирагтоя и ос^

тельные случая.

Упражнение I. Доказать: .'.ункция t(C(h)}b- промежуток^

4 измерима на f.
Теорема 2. пункция Р измерима на Л, промежуток рэ£({■)>

lfeC(f>)zz^(fc^ измерима :аЛ
для УС*К множество & =/i | tejp И <f/£!<C ) открыт-; ^£- *А;

^- интервал, составляющий &?-^>fx/xej9 и у($(рь'))< С ]-
= U[xj осёД w |(x)e 3$ и

-

лот измеримо -±/ <р<^
измерима на Я.

Следствие, дикция |? измерима на./) => на</г измеримы

следующие функции- *{?->-£, |?1,^ | птт ^0 на Л.

Теорема S. функции £ и Q измеримы на,л - > I) измеримо

множество 1ос\хеЛ и \[x)<Qfr)}) 2) на,/? измеримы функции

для до *->зателье :за I перенумеруем все рациовальные числа*

15



01. =^к]. Тогда{ос\осеЯ и fa)<fix))=u({x\x*A н f(х^*к} о

л[х|хб^ и flC*)^*}) измеримо, мок.лем 2, Для \/C^R

измерима на./? функция С-ft (по следствию) :=£► измерпу.о

множество

£+0 измерима нал. Измеримость ^-0 доказывается аналогично.

Поскольку "н{,- т7и?+$)- (|~/|] лто в силу измерим001*11

( § ± 4 ) и уже доказанного, измерима Ы . Т.к. i = f
•

<Г ^

-— измерима в силу уже доказанного.

Говорят: утверждение и> выполнено почти всюду (п.в.)

на множестве такое, что и (л)

выполнено на В.

Пример 2. у?-*0 п.в. наН; 1],т.к.х->0 на(-1;1)с
cHjil и [-l;lh(-i;i) = ll',-^, а/[^-1] = 0.

Теорема 4. функция f измерима на^?? функция fl:.//-*«4

и в-£ п.в. на^? =ф ^ измерима на.-/?.

пункция <}=: £ на множествеЪс~Л zp(Jl^B)-Oz$ множество

2-[х|хбЛм^с}д[х|хеЛи^)<С}с^д^=0*
г Т. 13, §1) множество [х* \ осеЛ и Q(xyС } измеримо при

J/C^R, ч.т.д.

Теорема 5» Функция ^ измерима на Л при1/л ,{^-*р п.в.

на Я =Ф ^ измерима на Л.

На множестве последовательность £-* £ и f*(J)^&)= О.

Множество Н=[х|хбВ и ?(х)<С}(^Ul/Л ЦхеВ и {(*)<С-£}-
= 05г^>Н измеримо при VC^R =Ф ^ измерима на& функция £ =

= £ на Ь и й = 0 на^\& измерима нал и f =4 п.в. на-/?=7>

^ измерима на>/,

(зОУос*Нф>(С>?(*)=^
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*»£(*)< С-±))<S=»xe3.
Упражнение ;s. Проверить.что всё, написанное в §ъ,

сохраняется без изменений в I,г

§ 3. Интеграл Лебега

и этом параграфе предполагается, что на плоскости Т^(ж^)
определена двумерная мерам2> а на осях координат

-

одномерная мерам, ш множестве А с Ох. определена функция ^: ,/?-*R

и она измерима на»/? (по мере^Д ). Па плоскости R

определяются множества П+(Д$)=[(х,$|хе.Д и 0*чЦ^\ и njJ?J) =

= j(x^)|xe1/)Hf(«)^JJ<Oj . функция \ интегрируема по Лебегу

на^)^=^ П+(Д|) и ПДДР) измеримы имГЦЛ,^)^, Интегралом

Лебега функции £ по множеству Л называют число

Далее мы будем говорить коротко "интеграл от j шкг
"

и, если

это не приводит к неоднозначности в понимании,
- писать VI-•

йот$-<()(>£>) то пишут^4. Принята также запись VA(x")oU..

Теорема I. МножествоЛс Ох ъиА<оо} ОК^3 SСdk - CfA.
доказательство начнем со случая С >0. Тогда

^Л (ДС)=0, ЩС)=Д*10,С]^ 3/4Д(ДС)= С/*Л.
Следовательно, существует \Cdfi~ См./? - 0 = С^А Если С = 0 , то Охэ

эП±(Д0)=>|^П±(Л,О)=0^3^Ов1м==О. ЕслиС<0,то множество

H(40 =# и^П(Л,С)=0$ множества П(ДС) и П+(Л,-С) =

sJJxfO^-C] симметричны относительно осъОх и (т.к.-О0>

пример 5, ^ЩЩО=<^^Э^{Я,С)=-С^а.
Следовательно, существует Все случаи

рассмотрены. Теорема I полностью доказана.
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Теорема <,. Измеримое множествоЪсЛ n^Sf ->^\^.
' '■'■■ ■■■ ft *Ъ

Многе-твоф = ВхС0>1\3 измеримо лри#»е#(пример 5, W.'~>

измеримы П^^пВ^ приVn. => измеримо и^^Л^^к)"

=г{(«^)|х€Ви(^^^)} = ПДв^), а r.K.BcJJjTOn+(Bi?)c

^П.(А|)=>/^2|\(^^)^^1Т.(А^)<ус;. Аналогично док ьыва-

ется, что ЗМП (В, £)<&>• Следовательно,J ^ 2.

Теорема 3. пункция «^ измерима наД Тогда 3 S \ Ф^ 3 ^ |? |

® П(Л,|(ЬсОх=*Э«.П(Д|{|)=0; П(4|{|)=Л(лЛ)иП (Л.-f)
измеримо,т.неизмеримо П:Д|) и измеримо П (J?;-£) как

множество, симметричное относительно оси Ох с измеримым

множеством ' ^^,|).^вумегные меры всех этих множеств конечны

z^3\ ;|1. Поскольку .■;

'

^{М *) пП .'Д-£ \)~ 0 (пересечение

этих множеств принадлежит оси Ох), то по усиленной еддитив-

ности меры ^ 1|; = р..
П '■ 4 !fl =^Л+(Л^) + /*Д (А-$) =

fe^) цункция •£ ивмерима на Л =ф ивмеримы множества А+ =

и изме-

римор множество,flfCJ? =>3 ^. |£ « r£ 3f*zП^(Д., |{\)< и> =^

(т.к.П+(Л+>|^|) = П+(А ?)Д:^}) З^П+(Д^<^.
Измеримое множествоЛ^сЛ i: 3S|C^ 3Vi?l=^ Зм П {A^IW»0^,
(т.к. измеримое множество «1 (v4. £!) - П (*/L,~£) — П+(Д-£)
симметрично относительна ocr^x* множеством П_ (Л-, £})

%П.(Л)?)-^Д^^^^^к %т доказано 3 S £.



Теорема 4. функция a :.#-»1R, fl=:# п.в. на./? h3V|.^>

Цусть^ар. на&сД и /4(Я\В)=0. множество2=П+(А^М"+(Д§)^
c(j?\ft)xR.T#K^2((j?46)xEn,n+0) = i-^(/?vlb)=0 ( §1,уПр.з)

при Vfi€l, то^^2^((^Ь)^МН))^^^0 =$ (.§i3T.li)

З^ДСЛ^) = /\П+(Д f )<: *>, (т.к. 3 S £ ). Аналогично докааыва-

ется, что3M2n_(Ag)=^2lT(^,f)<W.Следовательно, 3S.^ =

Следствие. mJ?= 0=> S f = 0,т.к. |?=0 п.&нй Л и ^Oc^OvwT.i.
Пример I. Функция Дирихле | =0 наИ^С&и {=1 на<Й,/<^<

£ оо Ф 3 S ? = 0, т.к. |=0 п.*. wJ>.

Пример 2. функция ^=0 на(1Я\(Й)и[0}и при взаимно

простых m иаб//|(±2)г=п.)^^<^=»^ = ^Л^'|-0п^н^^
Отметим, что эта функция ^ неограничена на любом интервале.

Теорема 5, 3\^3^ *l<tnAmAdp\$u\(k.

Б силу Т. 4 доказательство достаточно провести для случая р||
всюду наА Тогда 1)Щ)сЩ$^^Щ)±кЩ$У,
2)П_(Л,|)эП_(А^=»/*гП (4{)*#Л (Д|).из i и 2 =*

Следующие две теоремы о <>-аддитивности интеграла Лебега.

Теорема 6. 1)А-иД^2Щ(\Л=0п$ъ1фъ', 3) функция | ив-

мерима HaJJj 4) еходится X. Ч \^1=Ф
3\l-7L\ l ряд еходится абсолютно. (2)
Л т

Jli■
Ив 4 =>3S Ш при W г>1/^ измеримо, П^(Дч^) измеримы

И^П±(%?^ VW 4«W =* измеримы УЛ±(4?ЬМД?)
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(условие I и T.S, U)^±Щ)4^-^Г1±(АЛ)^
'

£Z^§\<0O=$3)$. При^йз условия 2 =ф П±(Лг,^Л

сходимость радов абсолютная как у разности абсолютно

сходящихся рялов.

Замечание I. Если множеств А конечное число, то вместо

условий 3 и 4 достаточно потребовать3 \\К прип\ действи-

тельно, тогда |? измерима на любом Л^ rf> £ измерима на^ ,

3 )й\\\ пщп^П\\%\<1>о{конечная сумг/а):^ условие 4

выполнено.

Пример 3. ^=2наЛ, | =-5 на8, МпЪ^0^Л<\К> И

Теорема 7. 1)./)кЦ/?£, 2)A/lA= jar npni^Lj; 3)

^.измеримо, 1>3^ =Ф(2.).
Из U и 4 =>3S.^/УК^Н'/У!(A,f) npnttj

i?=/ia(A?)-Vn(Af)^^nt(4,|)-z:An(4)?)=:
= 2i(^n+(A,f)^n(4.?))=£S^.
(x) как и при доказательстве Т.6.

ъакечание 2. В теоремах 6 и 7 условие 2 мокно заменить

на условие & Н^^пЯи—О при^Св силу усиленной

6-аддитивности меры. Ь этом случае говорят об усиленной (2-адци-

товности интеграла Лебега.

Наиболее просто доказываются теоремы для функций, мно-
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жество значений которых не более чем счетно. Такие пункции

называют простыми и определяют так: Функция £=]{.€11ч на

множестве Я} , i€/У, А*пА^~0 приь^^ и${~Л.
Теорема Ь. Если У^У? при I ^j. то дхюстая функция

измерима на множестве Я <£=$> М£ измеримо.

\-v) ь условиях теоремы множество

измеримо при Vi, т.к. |? измерима на А

^=) ДляУСеИ множество [х\эсеЛи|(х)<С}~^4<^-~
множество тех ъ;для которых J.<С ) и готому измеримо! Т. .2/

Теорема 9. озункшш j? простая и измеры/а на*/?, тогда

3S ^<^r>Z.|^JM^ сходится, при этом^-I.^ MJ?.. (3)

(=§) Б этом случае выполнены условия Т.7 :ф ^ 2 =Z. S | :=

= ZlV. М.Л/ и ряд сходится абсолютно ф 21 N^JmJ?^^.

Теорема 10. 'функции | ий простые, 3S^, Э ЬЧ ^Ир>€^=^

Простая функция й^ еК на&^ В^лб^г/эг при £?т,

JI—UB^ fj\ а г^а измерима на Я ^> Vfy измеримо к ^ й~

= ZL £-№£>* (ряд сходится абсолютно). Об £ см. Т«9. Гог-

да Ы {! + р <| = otЧ. + /^ jjf ^ на ^ л 6^. Эти множества измеримы при

\fti,i>. Если' (1,£)Фа,гп), то(А£пЬ£)п(^Г\Ът) = 07
(т.к. или £.^=Ф Я^г\Я^0 или ^>*=>#^в,я-#); и

^(^n^)= t/(4n(Ue^))=. и(Л£пЛ)^ иЛ£~Л. Этим доказано,

что <^f+ |ъ<£ - простая функция, измеримая шЛ и
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f\bm) = ffm U*lX^LyM^p(j).n&e)nwVi;
аналогично м&у-22_и(Лсп(Ъе^ при VJ;

(ж) ряды слева сходятся абсолютно^3\(df + ha\ и см# (з)#

Замечание 3. функции £ и Я простые (измеримые) на ./?=*>

Функпди Ы и |у&; (если Q 40 на Я ) - простые (измеримые) на

./? . Доказательство повторяет рассуждения для °^ + Р># из

доказательства теоремы 10.

Теорема II(признак Лебега существования интеграла),

--функция S) измерима на множестве^,|л^п«в«на«^ H^V? ^ \г
Доказательство начнем со случая мД<оо„ П_(Л?|{!|)с 0а>^>

цД («fl>lf I)=& Покахем«что л+ (Л 1 fI) измеримо. Для этого

введем функции fл= ~ на Ап<=[ос \хе£т ^{^)£(*)|<н]>
кип.€$. Каждая | - простая и измеримая наЛ функция, так как

0£ j? - J £ j< ^ наД то 2 -* | j: | равномерно на Я . Покажем, что

приWi3\fa< Действительно, беремУпе/У, 0£^^Ц?|^
п.». на*/?^—> (т.к. измеримое множество^^Д^оЗ\^ по

Т.2) 0^ тг^Аис^^ при Vk =Ф 21 уорАк сходится аб-

солютно, (т.к. Т- S«f =S4 при ^ по Т.7) =^ -3 ^(?л~ 7i) =4>

^\^*Г /ЛСл>U)<0°- Tor*a иэмеримо Л П+ (Д {„.)=

-[(x,J)|x€^i ^^?a(x) нрИ tfi£tyx,j)M и0^1?Н}=

(>) при ИЫ1: fnCx)>|?(x)| HpiVfi^^jftxji^^^^
при^фПДЛ^^сППДД^); |и-*|р| равномерно на/)=»

^&>1Р(«1^л,«о^)^=»(«,1|)^ПП (Л4) =» П+СЯ,|?0р
22



эпПдД!^; из этих двух включений следует равенство.

Если f*A=oo, то множества Дк~Аг\1кук+1) измеримы при¥к€#
к ДсЛЯ^р^прЕ *+**• Поскольку /тДк^1 приУ^то приУкЗ\Щб
^\<{ и сходится 2LS^ (=<><? по T.7)r^2lS[fl сходится^

BV2 по Т.6. Теорема II полностью доказана.

Следствие I. функция £ измерима на^? к ограничена п.в.

на

следствие 2. \е С[а, g] => 3S*|.
Следствие 3, функция |! измерима на Л, [\J)<<x>,m.nM€ /К,

ms |U M п.в.наЛ ■=$

Следствие 4. Функция р измерима ваАуЦл<0ОуЗ\^ фЗ\Ё.

для доказательства следствия 4 положимЪ~)х\хьАи JjIMHiJ-
Множество Ф измеримо —^ 3S$. 7в 3} % =^3SJ2,а т,к.|||< {,на Лч&;

тоЗ^ по Т.Н. Поскольку Ъп(А^Ъ)^&лчо по Т.6 и

замечанию 3 S ^ .

•Я to©

Пример 4. ) ^ существует при<*>1 и не существует прио^1.

По следствию 5,0^ ) —=^ гъ». и 2- ~^ при любомоЫ сходится

х£> сходится US т^ФЗ)-^по Т.6. /з того, что \~iZ>

^/ГТЯ^^и X.rbi расходится npsio*6l=^ расходитсяL4} ~зг

=^Л^^,(т.к. еслиЗ^р сходится Г ^ ^ по т.7).

Пример 5. S ^.существует прио«1и не существует ириоМ-
О 3L

ПриЫ<1 : O^S -^^(n+i) V^^^J^K^fe^n5^1'1 сходится ряд

£^2 =^ сходится 21 S -ZZl ^ 3 S Щ по Т.О.
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«я

ПриоЫ: \^^(к'^)-у^^ф^л расходится£-^
=> расходится L S ^^ii-^no T.7 ( стр. 20).

l/n+i« r0^

Теорема 12. 3^ и jH^oo =:>3(£n} такая, что 1)Щ-
иростая и измеримая ъв.А функция; 2)^л->^ равномерно наД

Положим функцию fn= £на УЫх|эс£.Д и £* ?(х)< ^, nefl, KeZ.

Измеримо V./L,т.к. | измерима на./? ;У| - простая и измеримая

на Я функция; 0£ [ - {Л< £ на Дпщ Щ=$ £_*|> равномерно

наЛ^ОнаД^З^Опри^ц 0*|?п1-"И?|
*

E>n. Jbn R>n

- А » il« У6 У»* fcr-» * з &. у„=у.
Теорема 13. I) $ -*1 равномерно на,/); 2) 3V,| при M»J

3) V|- простая функция; 4) Д« ,/?< оо => 1). 3 ^тл, ^4 и

Из 2 => .Д измеримо и Vfn измерима на^? =^ |. измерима наЛ

(условие I и Т.5, , §2). Из I => Зт€Й,что |£1<\Ы+1
на)? и, кроме того, 3V,(lfm\+0 (условие 2 и Т. 10, условие

4 ЙМу.Из I zbVtyOlKHnfokKWn+bBa Л)=»

Теорема 14(линейность интеграла Лебега). 3^,-? > 3S^ j,

Доказательство начнем со случая pS\*oo. Воеьмем но Т. 12
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функции $ -^| и (аналогично) ивмвримые и простые на -А

функции Q ->й равномерно на Я , для которых 3^ й при
"Л и

3&w )Q ~\ <?. Тогда о^_+Р>Зп. ~ простзя измеримая на*Д

функция и 3S(««.{ + pgiJ приУл (T.I0). о^+ЭД^р+Р^
равномерно наЛ"Щ> Э ^Uj> + |bg) = £?£ ^>ИЛ+ Ы=-

рема 14 доказана. Если /л^-о^то множества uflK=: Л п[кэк+0

измеримы приУк€Й> Д^Дл^ри к^т.Тогда по Т.7 \d\\ Щ+

«ZLSCWlfj+lplUljr.K.MJj^l при Ук#т.е. ®тот ряд сходится

(s) поскольку ^J)K^npH V*.

Теорема 14 доказана полностью.

Упражнение I. Проверить, что всё, изложенное выше в §3,

без изменений формулировок и доказательств сохраняется в R �

Указание: вК^р^эс^Хз.,- >*„)] определена п-мерная мераИл

(она в рассуждениях заменит меруди , часто вместо мл пишут

простор ), в(п+1)~ мерном пространстве Ж. -^и^^п^п
определена (п-Н)-мерная мера Hn^.i (она заменит в

рассуждениях меру н^ ), множество ЛсЩ.*1 и измеримо по мере А^ .

далее заменяем прямоугольники на брусы.

дальнейшее связано е правилами вычисления интеграла вК.

Если 3^L то для Ухф,§] 3^ £, (Т.2). Таким

образом определена функция Ф-[з,€]-»К для которой при
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ь ^чтение Ф(э^)= \L Эту ^ункгг/х называют интегралом с пере-

"оннкм верхним пределом интегрирования. Теорему о ди^ерен-

цкруемости это*, функции называют ''правило дифференщрования

интеграла по переменному верхнему пределу интегрирования".

Теорема 15. функция f непрерывна в точке ос6б£а,<} и

При Vh>0 и Х„+Ил,2-) имеем дФ*Ф(«.+КЬФ^в>^ ? ~ Ц-

= ^C^olx + S0+(fH-?(*o))fl'x=^c(>)k+c<(/i).T.K. | непрерывна

в ос„, то te>03£>0Vft*Xxe[«o,vkb ^=> i ?(х) - К*»4*И * =*

Jot|<ak)^> ot = o(k") приК-*0+. Аналогично, при Vk<0 к

ЭС0+К.€ (й, ^) получаем: дФ = |(х„)к + о(к) приh.-*0-. Итак,
дФ= |(хо)Н. + б1К) при к.-*0=^ЭФ'^)=:^зсе).

Замечание 4. Если I непрерывна справа прих=& , то

; если £ непрерывна слеза прих^=.£ , то

ЗФлъ) ~ £(*>) . Доксзательстх.о следует vis приведенных при

доказательстве Т. 15 рассуждении.

Аналогично определяется интеграл с переменным нижним

пределом интегрирования: если 3 S i то для Vx€[a,ll J ^ £

fT.2) и определяется функция tyi [Q,£]-» R равенством Ч^(*)=

s? \ £ для таб[й,ь]. Теорему о ее диЛеренчируемости называют

х

правилом дилерекодирования интеграла по переменному нижнему

пределу интегрирования.

Теорема 1о. пункция £ непрерывна в точке 0(^6(0,^) и

Упражнение о. ^оказать Т.16 (указание -

см.доказательство Т.15). Сформулировать и доказать утверадение, аналогич-

26



нов замечанию U

Теорема 17(существование первообразно**). U±ov:e:>ryrro\i

jdcR K^€C(JD)=> ч;р существует первообразная для£.
^оЕьмеи 1/^р и для fotep определим ^ункщшР* р-*Ж ;авегством

К Ь [«Уф приза*,

«ункщш Ф и х существуют нар;т.к. прк Vxeb их>с будет

&С(£,х] гф 3V ^^Ф(х1; аналогично показывается 34/ . "Is

Т. 15=» при Vx€p их>^ЗР,(х)=Ф'(х^{Сх).т/з T.IG==>

Гтак, 3F(fx)=^x)nP" Ухе/э,ч.т.д.
1 еорема 18(Ньютон-Лейбниц). f € С[а, £] =^

-

еж F -

первообразная для . то

:з T.IK следствие 2)^3^£. "з Т, 17 ^существование

первообразное для f на [&,£]. Лз Т. 15 :* за.^еча;-ля 4^ф-
первообразна! для

При х = а имеем: О- ФЮ=ДО+С => С=- Р(а). п„и х« £ ше,.,:

о1

Теорема 19(интегркрование по частям). j* ий€С fu,£]—>

Произведение Ы - первообразная для

Удобно определить S ?• и при(\>£ равенством уРг- О* J* в

котором правая часть уже определен-, лроме того, при таком

определении формула Ньютона-Лейбница верна при V[tf,^.
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Теорема 20(замена переменной). Функция <fe С C°*>/3J>

интервал J ->

Кз условия Ре С(3) =я> 3F- первообразная для £ HaO^^fP
= F'oif• <?' га |о <f • 4»'на [А, |Ъ;):2Н[-первообразная AMpof?'
на [.1,|ь]!£ {H^WHH»^)?"

§ 4. Переход к пределу под знаком интеграла Лебега

Б этом параграфе рассматриваются достаточные условия для того,

чтобы можно было писать равенство

Jhn\ I ^ \ -fcvwP (I)

т.е. когда перестановочны знаки предела и интеграла. То, что

это не всегда можно делать;видно из следующего примера:

положим

Г* пРих6Со,^),

[О при х/6(7, It).

Ясно, что S^^n.^ 4- при^*- =Ф ^г™ ^-*tvv~4. Однако, при

i/хеН'Д] 3&vn£lx>Od^&m5 = 0. Таким образом,

здесь знаки предела и интеграла не перестановочны.

Самое простое достаточное условие истинности равенства

(I) дает следующая теорема
- случай равномерной сходимости.

Теорема I. I) Множество,/? измеримо и/*Я<оо, 2) £л-*-£
равномерно наЛ; 3)3S1 приУп^ 3SJ и Эвйг№-\£.
Кз 2 ^ЗтеЙ(Что|^|<|?т|+1наЛ, из I и 3 f>3S/l?mK).
Отсвда следует ( Т. II, §3) 3 \Я. Из 2 ^Ve->0 3 AfVn,

28
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Следствие I. Функциональный рад И un сходится равномерно

на множестве,/) .Mi/fcoo^ npnVn.3SnrL=>3^Zl*n — 7L\\x^

Пример I. РядHtrx) =

j+x СХ°ДИТСЯ равномерно на

Следствие 2. I) функции |feC(b) при Vrtпромежутокрс R;,

2) последовательность (f^j сходится равномерно на p J S) 3 ^6 J>
что сходится {|^(ty)i ^Ф З ^2>^1(ос)=:^(х)равномерно на р и

Сначала докажем равномерную сходимость (fnl на р« Из 8^

У£>ОЗЧ^а,Ю(гхик>Л4=Ф1^)-|к(^|<|:).
Из 2 ФЗУ^Кк,х)(«{,,ЛиК>^|^(х)-^(х)1<1^-)).
Положим УУ= тах(Л^, //z). тогда Wfn»K,x)(xe|3) h. ик > Л/=ф-

^1Ш-Й)|+|^1№)-№ИИ1:+5*й»*-^0-
Таким образом,равномерно нар 3&ro|}^(x)-f (х) =^ ^(х)п

В силу 2 равномерно на р 3JKg ^ (*)=<?№') 6 С(|^) в силу

I 12, Итак, ^(Х)=С*§ЧЙ*В (Т.15,88) 3(Я£<Г(ОЛУ-
= <f(x) ириУхбр^Зр^^да^^^11511 Vac€^-

Следствие 3. Члени функционального рада К^бС^р) при Ул,

иромежутокрсК,21ип сходится равномерно нар иЗур такоз,

что сходитсяИипЙ) =ф Преходится равномерно на р и жри

yx*p3(Hu4=21lC.
Прежде чем доказывать второе условие, при котором

перестановочны знаки интеграла и предела, приведем три важные
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чеорсмы, дополняю.:? с материал парагг&х/ов I, 2 и 3.

Теорема 2(нег.перы .ность меры). D ДрАр-оЛ^Д^—у
VAK измеримо ^3&m^f\(f\fin): 2)AcACtC^nC^rc A

. - ствь «Я^/иАоо, и\/^изглершЬ1^>3&т^п=^('иЛп).
мок«:лем утвеуиенке I, Сначала рагберем случай Л/1п-0
Тогда AJ2 и(Я*} Аы) и (Д^Ас+ОП(Д^A»+i)-jar пГи к*т Ф

/<Д=21/4(ЛчЛ+1). (к)

Аналогично, A^UJM^M^) и /<Л^КЛчЛ+0, но

это остаток сходящегося ряда (я) к потому &уп kAn—0*

(Ы) берем РхбД^т.к. ЛД,= 0^ то3^1т^х =>^ (т.к.^?а вложены)

И>т =^x^^t=> (3 £< m. талое, что^ээс иД^х^Лб^^Л
^XcU^JI^ij^^cU^il^j с другой сторош:Д\Лк+1С
сД^при\/к==> ^эи^^^+^из этих включение следует

равенство А±~ IK^n Д*ц);
(р>) пусть от^ к*™*i=*^сДп*^Дсл(С^н)с Д,+1п

и общем случае поло.лим.#=/?.Яп иВ^ЛпчЛ, Ясно, что Ё^,э&п+1
npaVn. ii ПЪъ- П{Апс\1СА))= (СЛ^пСЛЛпХСЛ^Лч^,
а потому (см.зыше) 0= -^5>|*Ь«.- &»п (цЛп-^А)^ 1.к.Аэ

ЭД при \/п=> 3 &ГП|л.Дп=)л.Я--^СпАО.
При доказательстве утверждения 2 положим СЛ=/К,ДП=^ СДр
эСЛ^ npnVn.^ 3^|л(СЛл)=^(ПСсЛп,1) з силу утверадения

Теорема 3(Д.Ф.Егоров). j^f- п.в. naJ?, V-f a измерима

на *Д ч [дД< оо r^V£>03*/?£C Д ^- измеримое множество,

^($ЧЛЬ)<£- и | -*| равномерно на Ае.
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Функции^ Ha&=nunjx|*£./) и |4n(xb?(*M< £)с Я

и Ь измеримо,т.к. Vfn и ^ измеримы на./), ц(-А^Ъ) — Р<т>к

^ п.в.на Л). Положим АйГ^Ц*!*^ и 1?^Х>?И|< £)>
Д(= Ь'^?ктп,1 тогда &=Плк. При фиксированномVk€n:>ik1C

Положим

Покажем, что|у-*| равномерно n&At, для VxeJ^n V<T>03.k(k>

>| Hxe</)lcm(K))^Vn(rl>m(K^||(:a)-^x)|<i<o4)^.T.A. Оиеним

теперь in (Л\ JJfc). для множеств 5с ,/? положим

Тогда ^^fc)=^C4)=^(£(C^m()«fJ jj£p(CAcmoo)«

(*) приУк: 15с</?к=»СЛкссВ=^Ь=?>/<(СА)=0^^йкуули^

=((cy?K)uiiK)n(c^mCl0)=((c4)n(c\lnW))ufen(c4rn(J =

(©О С

Таким образом доказано, что fA(^^t)< ^, й тесТ^'а 2

полностью доказана.

Теорема 4(абсолютная непрерывность интеграла Лебега),

3 V\ =^ Vt>0 35>0^(множество измеримо есЛе |Ы£<&ф)\£|<бЛ
Положим Измеримо \/Мп т.к.
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из 3^ ^^f измерима на А ; АппЯк—р при пфк и A-UA^

(Т.ЬИ7, §8)^|?| = 2LSJ,nl?|=»
V£>0 3 те#,гто £_ S \{ \< # .

(<* )

Берем о€(0,2т] и любое измершое множество е.сЛ с ре<6
Тогда по Т.2 , §3

зуеГ4Чиш- </»
1^сли n^^s то

т.к. е = е лЛ = QD(UJ)a)=U(aпДп) и из ю*л =Ф (епЛп)л(епЛк)=
в ъг\АъГ\Ак=0 иуче<0<&/2.т^ Поскольку |||»0,то S |?|*

VN<t=s,iyi*y»i<«-,«-«j
Теперь можно доказать вторую теорему о предельном

переходе под знаком интеграла
- достаточное условие Лебега:

Теорема 5. 1)|-*^ п.в. на Д4 2) Vfnизмерима на Д\

Из 2 =?>Л измеримо ^> (условие I и Т.5
^

§2) \ измерима

на Л, из 3 и 4 1=^*3 S ^ при\/п.Из 3 и1=*|П^
ЛТИЛЭ it л

Л

д.в. н& ,Я => J i^J:. По Т.4

для V£>0 3£>0 V(измеримое множество)ееJ)

Положим А^~ AnilK^utl-K^Z-K^Mfi/. Из 4 ^ (Т.7 §3)

Положим 1Ь- U Л* .тогда
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Поскольку |?-^Ц\?1+1?л\б2:Т и-в- ка Лк при^к^п.)^

Из I 5^Р->^п.в. :;а£ и u£><vO (т.к.Е>с£-)Л,)т)-м])=£> ( Т.Ь)

существует измеримое множество €^С6 такое, \то f*(lb^6f)<o
и |U f равномерно на &Д> 3Mn(n>rf^> |S ^ -\ ?J < fj •

Тогда ,^Vn>^|S(?-y|<|S(^.y+lS (?-?„)!<

Используем эту оценку и (t ) для оценки в ( /):

**1*1. «и

Пример 2. linx^-^O п.в. на[-1}13 и^ах*^! на[-1,4.]

^ 3 бол ^iinx^x - S^^x^O.

Следующую теорем предварим некоторым замечанием.

Замечание. При вычислении интеграла множества П±(Д^)
можно заменить на множества П+(Д( )^x^)[X6j? и 0<^<^(х)1
и П?(^)~{(х>#)|х€^и ft*M<0J, (т.е. нестрогие неравенства

заменяются на строгие), действительно, П^(Д^)^П^ (Д^1У
Uf(x70)|x€^}u[(x,f(x))|x€jl]; fv[^|xeilj=0, т.к. это

множество принадлежит оси Ох . Докажем, что и /^ifoftx,)) \
эс£$}~09 т.е. плоская wepa графика измеримой Дикции равна

нулю. При фиксированном множество
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^'[(1>^ж)))я:сЛ} =0^>д[(х,^)|хб^] = 0. Следовательно, из-

ыерико П±(Д4)£> измеримоП*(4£),при этомрДЦ|)=^П*(4£)
• Теорема 6(Леви). I) Множество,/? измеримо и/*л<<х>,'2) щу-

шащи^^.-^^y^v наД 3)3^ приУл,4) ЗК* R,

что ^< К пгиуД 1} З&п уп*К; Ч З&п |-|< «»

».в. на»; 5) 3SJ =^туа.
Из 2 и 3 =$И(м кеубывает и ограничена сверху ^3 &** Sf ^

^ К. Положим Q zz ^—ft+i. При1/м: » измерима hslJ) и0 ^

*№ 3^!%- У*+^^ ЗМ£^ЧТ0Wк Ksu
£ QHHa J)~> при Voce Л 3&maix.)~Q(x)yl и, возможно, Q:=oo

на некотором множестве 6>с J? , которое измеримости. ТЪ —

= ЛиЛ\х|хбЛи (L(*>kIV Покажем, что ьЪ-0 .

Предки г\>»ч J{
положим, что иЬ>0. Т.к. If-*® на "В, то по Т.З существует

измеримое множество Зс В с М$>*[^8>, на которому -» О

равномерно ->ЗЛ/\/(Чх)(хе2и ^^Ш)^^^^^)^
\й £.\й -^$М приУп>Уу==£> противоречие с тем, что ^ Q < М

^vVW/<8=0. тогда З^^^Ч^И1^
и.в. на Л. божество П Щ)^ if(fl,g) SU(4 g„") и П+*(Д<Qc

Теорема б полностью доказана.
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Следствие. I) Множество Д измеримо ж\аЛ<ооу <2)Z^j<f |<tx>
^ ^L^n. абсолютно сходится п.б. на М и 3^ZL<f ^=.X-^ <f .

«ункщж Р = И |Ф' I удовлетворяет условия** твор??/ы
° =^

Из (I) rr> ZL 4V. сходится абсолютно п. . нал; 2—4^1-

*
5. Дополнения

При решении некоторых задач приходится интегрировать

пункции нескольких прреиечных только по части этих переменных.

Например, njw любом фиксированном ^>0 вычисляется интеграл

Получается лункция от лх . J&unii случай иля <±\ нкции ^вух

аргументов) определяется так: I) множество fie Ox и множество

йсУ^их прямое произведение 9 - J7* & есгь множество в

плоскости Л (х>$);2) функция ф:м-*Р\ и такова, что ::ри

фиксированном Мб fb 3^ £(х^)<йх. Этот интеграл называют -

интеграл, зависящий от параметра, переменная Ч - параметр.

Таким образом определена дикция jiB-^R , для которой

при$4€& значение Dfjjlr=: ) §,[x}4\dx> Эта еще один из спо-

собов задания функции. Возникает задача - изучить свойства

функции.

Начнем с достаточного условия непрерывности т?атеггала,

зависящего от параметра:

Теорема I. I) функция ^С(МВ); V\U%^)\- ?(*)



при v(*,3) £ А*Ъ; з;з ^ <f =Ф 3e сф).

для фиксированного ^*J€& берем ^|^„]с й> J/*.-*^ ^ при

^кскрованномУхсЛ #*,%)-»#*,<)) в оклу I и^Д,)^*)

Следствие I. ели уи$<р0?то услоъие 2 модно •. ai/енить

ограниченностью | на^.

Следстзье 2. j-сли множества^ и£> загнуты и ограничены,то

условии 2 и 3 можно не требовать.(т.к. з зток случаев"
компакт р f ограничена наФ ).

Следующая теорема - достаточное условие даф^еренциру-

емости интеграла, зависящего от параметра* и правило Лейбница.

Теорема 2. I) функция P:(fl*B)-»JR, где J? и В -

интервалы УтрП^кскроваяном VjjeS) <тушсция измерима на*#; 2) на

flxft 3& такая, что |£(х,у)|й<№^ npaVfx,tj)€^xB,

iJ зу(х>зух, 2; з у;(х,я)^*,»; зз'до* ^J^chc.
докален 3^ Е(а)^)о^х приУ^&Дт.е. - на Ъ определена

функция 3($) ). фиксируем №#./?тогда для гЧ€Р (но ^ор^уле лагран-

жа и условию 2)3^ между jf и $0 такое, чт0 %(x>}f)~fi(x)}j}-

+ Cf(xV-B при фиксированном V^6 Ъ и УхсЛ => (в силу

условий S и 4 и Т.II , §3) 3\ ^(х,чуяпри, фиксированном

Vtyttb. ч.т.д. для доказательства формулы Дебница

(утверждение 8 ) фиксируем УЧ€^,берем^л^0ч[3]и 3»Г*?Ь тогда
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При фиксированных VxeЛ vVyefo (по условию 2 ) З&т и/ (х)=г.

" ^tfc'^)1 кР°1ле того» го *°Рм^'ле Лагранжа 3 ё,л иез^Ууи

такое, что|^(х)|^|^(х^а)^^на^ пркУпт£3^(х,^

3 &m X^'~,?W~ У* (*ЛУхФ ( определение пре-

дела по Гейне) 3 Э'^)- ^(*/#)Л*.
Приведем еще простейшую теорег^у об интегриу-овании по

параметру интеграла, зависящего от параметра.

Теорема 3. функция %:(Дх&)->1К}ТАе J) и& - отрезки ъ

^€фх&)-> I) 3\р|(*,#)^хпри^бй> и

Пустьч//= [fl, ^] и ft^Ij^l . При фиксировьнном 46 © дункция

f(x?]j) непрерывна наЛ и потому 3Sf(acAWx и это непрерывная

функция на «/» ( T.I, следствие 2) . Аналогично с V^S)*^
вычислим производные:

Зти производные равны, а обе дифференцируемые иун?сции при t =

= d равны нулю. Следовательно, эти функции совпадают при )fh£i\

и потому

Для приложений удобно рассматривать интеграл как предел

интегральных сумм. После стандартных объяснений понятия ин -

тегральной суммы и ее предела доказывается теорема.

Теорема 4. функция ^^^^З^^^Х^^^^^А^
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Существование интеграла, обозначим его 3 , уже было доказано

(Т.II, следствие 2, §3). Для V£>0 в силу равномерной

непрерывности f на^ъ] 3<?>^ такое, что для любого разбиения

отрезка

Тогда ^ля любого разбиения отрезка[ft**] с-А<5в силу

аддитивности интеграла пг/.е-'к:

.~и Teoie:«e о среднем, fc при любом выборе точек ^^ix<-^xvc]

Предел интегральных сумм существует не только для

непрерывных на отрезке фикций. Если фуккция^такова, что

существует число 3~
у ^кт^к 9 то хУЖ^я у

называют

интегрируемое по Риману на отрезке [сцё \ , а число J

называют интегралом Римана функции | по отрезку fa?*] и обозна-

чают (Rj^i/ (буква К ставится для того, чтобы атот интег-

рал отличать от интеграла Лебега, о котором мы веб время

говорили выше). Сразу заметим, что функция Дирихле | (§3,

пример I), интегрируемая по Лебегу, не интегрируема по Риману^
т.к. при \r[Xi(.j - разбиении отрезка[А>€], интегральная сумма

если все -^если все^
£ 0GL и потому Я 'UTnd . Следующие теоремы выясняют

взаимоотношение между интегралами Римана и Лебега.

Начнем со вспомогательной теоремы.

Теогема 5. чункцияй^О на М и \ й - О ^Ф Ч=0п.в.на JL

для доказательства введем множества J^-fxIxeJ) и %[&)> ^ у
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Тогда O-SjL^S ^n.H^ti^^Ar^* А т'к* множество !Ъ =

= и^аиЛпС^*томЬ^ наА

Теорема 6. функция £ интегрируема по Риману на отрезке
~

8 £

[Ооб]^ i) j: ограничена и измерима на[я>£]; 2)3^=(fc)\<fl'
3) | непрерывна п.в. на [Дуъ]-
Гфежде всего докажем, что I ограничена на[А,£] , т.е.ЗМ*1\

такое, что Действительно, предположим, что£
неограничена на[й,ъ].Тогда дляУр^] - разбиения[ЯуЬ] ,

функция t неограничена на некотором отрезкерс^.р **>].
Зафиксируем выбор всех §£ при £тМи заметим, что

Отсюда видно, что для У/З^^Х^. £/] такое, что

л-»с?

что противоречит условию теоремы. Этим ограниченность

функции £ на отрезке [#>&] доказана.

Теперь возьмем последовательность разбиений отрезка [fl-^l

точками ХЛ£ = И ПОЛОЖИМ

Эти числа существуют;т.к. Р ограничена на[Я>#]. ^ля кадцого

разбиения определим две функции

•Это простые и измеримые на[й)^1 функции, для них при Vn\

кроме того, Ф 4Ф и S °Р ^ МС^"^ (при^п) г±> (Т.6,§4)
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, на^;гичио, ^Vi* ST £-M(4-A} при!/)г->

3&mf=Ф Mu[4,4JtiiMn4[a^], 3&)Л иЗУм&лЛЧ'

:>i .том И^т^^л^У" K(f£^«fH<ifa,l].
'пвдно, ' то ,..вд V(n,?;)3^n^e[xni-.1,xniJ такие, что

.угк.\..с о;е, тет{с^(оО);

", аналогично» * ^

о тогда у (<р- «f ) =■ О =v>, (поскольку (p-f^O на[а,Л
по T.6>4^f п.в. на[0^]Ф, (i.k.^?^ на[а,*])£:

-

<f=S|/ л.в. на[а^] ^ (Т. 1,53) I серима на[а,*] и

I [окажем, коконе* , что ^я Vxe€ [M]N [xniJ иь ^(4)-W*c)^
А:.кг#я|! непрерывна Л, ^е*.стгл*телъно, для Уб>^3п.е//

такое, что <fn(*o)>«P(xd)-t *f(*,)-£ , VJb,)<№*)+6 = ([**)+*
: З^^х^эз^. Kg Уп и <^л постоянны нэ этом интервале и

■:ушщ:>: ^ непрерывна в точке Л. А т.к. равенство ^l**)-^W

выполнено п.в. ла[й7£] к M3Caij=0,TO f непрерывна п.в.на

L^->»J« Теорема 6 доказана полностью.

Таким образом интеграл Лебега есть обобщение интеграла

Римана (который был изобретен лет на двести раньше).
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Теорема . ль^ц;:я \ orr-in ie/л :^[^^]) Ф - и^:ест~о

точек разрыва £юМ] и/^ОфЗД^ "*)J$--(«)$.
Со*раню.' ойозначенш: уз до::.'Л; .' .дьотва i# v.,,:. Ч^»41

еК^Ч^^^) .. ПК--/ \ :-ре -..ча в точке эсе=>

У£>0 3$>ОУх(хе[а,6] и |x-x„|<£=>|{(xj-f(xc)|< |,.

^дя этой точки при VnЭ[хп^.,xn-n"]i,зс6. . . Досni„- -jv->0
.,;:я a-»i»,To3/vVn(п>Л/4фсП1гГ1,ХЛ1, ]c(x-b,*^) 4>o*f&>)~

i..». н.а[а,€];;, :сГо:е ;ого, | <fnUM илМ!npuVn^T.^)

Ii, аналогично, / л ^

'3fes^-tf=h>
113 (d) si (J»=*>\Tt>0 3ri€/y i4-j;.^f ^

«вдссируем это a p. ?ерем V£xJ- р^бг.снг.с. о^г-вьи, [a> о j

й($)=^(ъ).Зто ггостая и ггмгамая на[А,^1 Аункц.-Д, для ::--е

0>
Тогда

т.е. з kw 2L#iyдхк-- &4Ф 3(RЛ I - \ T.
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(aO'W - множество всех ног еров к
, для которых3£хЛ *l^ а^]:>

D£**-t> хк1 »
^ " множество всех остальных номеров к ; JLz

= [а:п1-17Хпь]ч^Сгк-1'>хк1 (объединение распространено на

все номера К , для которых [x^^x/JС[xni-i ,^ij).
т/.з теорем б и 7 как следствие получается критерий

Лебега интегрируемости по Риману функции на отрезке, T.e.El(R)\^.
Теорема 8, 3(A^S ^^-^г 0ГРаничена на [<*,£] и

непрерывна п.в. на .При этом

Упражнение I. Доказать утвервдения: I) функция £

интегрируема по Риману на [О-,^! интервал пункция уе

tC0)*zp> функция Ч^| интегрируема по Риману на[а>1]}2)
функции £ и в интегрируемы по Риману на [ (Я.7-€]=^функции otf+jb4

(olH|beR) и |fl интегрируемы по Риману на[Я;^]; 3) функция

fl интегрируема по Риману на[сц€] и 1<Н^£>0 вв[(к)€'\^
функция 1/4. интегрируема по Ркману на [Q->-£]> 4) йункцияС&Й)
интегрируемая по Риману на 1л*>^ J функция

функция «р^ интегрируема по Ркману на [<*,[*>].
Упражнение 2. Привести пример двух функций | и j;

интегрируемых по Риману на отрезках [Q>£1 иLp*

^^соответственно, и таких, что функция 5©L не интегрируема по Риману

на [Д^]. (Указание: воспользоваться функцией fa) - О при

ОС^(&\[0\ , если же Х6^\[|)|и дробная доля ос равна ^>
/гьиабАУи взаимно просты, то ^^/=71*)

В заключение приведу пример Ввйерштрасса (один из целой

серии, но наиболее удобный для анализа) непрерывной функция,

нигде не имеющей производной.

Пример, докажем, что функция
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непрерывна на Я и не имеет производное при^хеЛ.

действительно, ряд (I) сходится равномерно на Ж7так как

|^.riC6 хл ^ при у^ ^ А поскольку все члены ряда не-

прерывны наК^то функция { определена и нечрерыоии нал.

Для дальне^его заметим, что при У"'*- выполнены

неравенства: или й#(^-f*)(>J~ или С^^ + |")р^*
В самом деле, to(i-f)=C*(i*f-f)={iAtt+f)=b ux?(t + f)+
+ ^-f>{ => или bf(i-f)>±& |С*(*-#)|>| или

Зафиксируем и докажем, что г в точке эс не имеет

производной. Для этого положим Л.а=£гГ<? ч ^п.^0 при

|С^(^Х+^] ^-^ ик<0при СоЗ^Х-^)^ , Последовательность

Я^О прип-^оО. Преобразуем дробь

gfr+kHfr^у-щ^МпУЫ^)^ Ш£и (2)

(*) К>п=ф> #%■„.=*# -^-вто период оинуеа=>о(„.=£?.

При к On.

1°Ч= ^чм—:

в силу выбора знаков ka. Отсюда и из (2) и (3) следует:

(Н)*'= f(*+M-«*> >ио при п-»я>

и потому у функции У в точке ос не существует производной.

Этот пример для общего математического образования

предпочтительнее примера Ван-дер-Вардена по следующим при-
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чинам: I) в примере Ьан-дер-Вардеиа ^9с) = Ц^(х)>где <fn уже

не имеют производной в ряде точек, в то время как каждый

член ряда (I) имеет производные всех пордцков в К и 2) ряд

CI) в некотором смысле "подпирает" теорему ^ейерштрасса о

рядах аналитических функций комплексного переменного:

Теорема (Вейерштрасса). Функции ^ аналитичны в облаем:

Gr комплексного переменного при Иг и ряд

21?.С2)
_{

(4)

сходится равномерно в каждой замкнутой области &С&.

Тогда сумма ряда (4) аналитична в области G и производная

суммы равна сумме производных для этого ряда.

Если у ряда (I) вместо переменкой ос подставить

комплексную переменную % , то каждый член ряда будет

аналитической функцией комплексного переменного % , а его сумма

только непрерывна на /ъйствит^льной оси и не имеет производной.

Причина этого в том, что члены ряда не стремятся к нулю при

V2 таком, что Ут^фО . потому ряд расходится - -jt в

комплексной плоскости области, в которой сходился бы

полученный ред.

Приведем еце традиционную задачу - вычисление площади

в полярных координатах . На плоскости введены полярные

координаты (f}9) , функция ^Cfof^plcLotjdL^a/] и^О на

отрезке [ol, |ЪJ , множество A= l(f,Q)\Oe[d,fbl И O*f*f(0)]
(рис.6). Покажем, что Я измеримо и

Разобьем J? лучами 9-6ni^dL-¥t(fb-<L)£\ /гб/tf, 1*0,1^.$
на "секторы^пС=[(^е)|е€[^Ы)еп{] и О^ф)]. Ш*(Ы)
3%rii€&v-i-Ai]"" точка мак^мум ? на[0п^@п^.Тогда
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измеримы (рис.?} и 9^;эВй+1 при Vh, J4 = ПЯп ;=>>? измери-
мо и ft-*- &?£**• */^£/^=£if&J^t •-

ото интегральная сумма для фуякштг |Р бС[о^р>1 ло отрезку

[Л, р>] и потому 3^1^)^=^^=^.
Рисунки

(*) На рисунке 4 пунктиром отмечена та ч -и, границы,

которая не принадлежит прямоугольнику.
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По^лнсозие

Пред..о-^к.ч:и материал;наверное9убедил читателя в том,

что начальные съедения об интеграле Лебега не сложнее

теории интеграла Римана (з том объеме, в котором она

присутствует в курсах математического анализа для студентов физико-

маге^тичеоких специальностей). При этом не стоит забывать

того, что зопросы меры множества все равно присутствуют в

курсе, только там это мера Жордана. Поэтому наше предложение-

не тратить время на интеграл Римана (сведения о нем свести

к минимуму, удобному для приложений, например, для функций

непрерывных на отрезке
- Т.1 з дополнении), а сразу

излагать меру и интеграл Лебега (как это было сделано у 1залле-

Пуссена в "Курсе анализа бесконечно малых". Третье издание

вышло в х1ариже в 1914г.; его переводы у нас всходили в IS22

и в 1933 гг ;. г тогда уже на первом курсе в

математическом арсенале оказывается мощнейшее орудие исследования. На

этой базе могут быть проведены обобщения как угодно

глубокие к выявлены дальнейшие тонкие свойства интегрирования.Мы

уверены в том, что первый шаг должен быть достаточно

простым и наглядным. Че стоит также упускать из виду и того,

что интегралы кратные, криволинейные и по поверхности

(1-го рода) уже не требуют специальных начальных

рассмотрении. К особенни привлекает значительное упрощение

достаточных условий перестановочности знаков предела и интеграла

и соответствующие следствия для функциональных радов.
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