
математическая

логика

и основания

математики

Ю.В.МАТИЯСЕВИЧ

ДЕСЯТАЯ ПРОБЛЕМА

ГИЛЬБЕРТА

Москва

Издательская фирма

«Физико-математическая литература»

ВО «Наука»

1993



ББК 22.12

М34

УДК 510.5

Матиясевич Ю.В. Десятая проблема Гильберта. М.: Физматлит. 1993.—
224 с—ISBN 5-02-014326-Х.

Дается полное доказательство алгоритмической неразрешимости 10-й проблемы

Гильберта, касающейся диофантовых уравнений, вместе с необходимыми сведени-
.
ями из теории алгоритмов и теории чисел, а также приложения развитой для этого

техники к другим массовым проблемам теории чисел, алгебры, анализа, теоретичес-

теоретического программирования.

Для математиков, в том числе аспирантов и студентов старших курсов.

Библиогр. 247 назв.

Рецензент

доктор физико-математических наук С.И.Адян

1602С2О0О0-003
„,„

053@2)-93
кь-^°—Т—Э2 © Физматлит, 1993

ISBN 5-02-014326-Х



ПРЕДИСЛОВИЕ

На Втором Международном конгрессе математиков в Париже
Давид Гильберт [1900] сделал свой знаменитый доклад «Мате-

«Математические проблемы», содержащий 23 проблемы или, точнее.

23 группы родственных проблем, которые 19-й век оставлял в

наследие 20-му. Проблема под номером десять была посвящена

диофантовым уравнениям.

10. ЗАДАЧА О РАЗРЕШИМОСТИ ДИОФАНТОВА УРАВНЕНИЯ.

Пусть задано диофантово уравнение с произвольными неиз-
рестными и целыми рациональными числовыми коэффициентами.
Указать способ, при помощи которого возможно после конечного
числа операций установить, разрешимо ли это уравнение в целых
рациональных числах.

Под «способом», который предлагает найти Д. Гильберт, в

настоящее время подразумевают «алгоритм». В начале века,

когда проблемы формулировались, ещё не было математически

строго общего понятия алгоритма. Отсутствие такого понятия

не могло само по себе служить препятствием к положительному

решению 10-й проблемы Гильберта, поскольку про конкретные

алгоритмы всегда было ясно, что они действительно дают тре-

требуемый общий способ решения соответствующих проблем.
В 30-е годы в работах К. Гёделя, А. Чёрча, А. М. Тью-

Тьюринга и других логиков было выработано строгое общее понятие

алгоритма, которое дало принципиальную возможность устанав-

устанавливать алгоритмическую неразрешимость, т. е. доказывать не-

невозможность алгоритма с требуемыми свойствами. Тогда же были

найдены первые примеры алгоритмически неразрешимых проблем,
сначала в самой математической логике, а затем и в других

разделах математики.

Таким образом, теория алгоритмов создала необходимые

предпосылки для попыток доказать неразрешимость 10-й проб-
проблемы Гильберта. Первые работы в этом направлении были опуб-
опубликованы в начале 50-х годов, а в 1970 году исследования за-

завершились «отрицательным решением» 10-й проблемы Гильберта.
В случае 10-й проблемы Гильберта, как и в случае других

проблем, долго ожидавших своего решения, не меньшее, а по-

пожалуй, большее значение имеет математический аппарат, раз-

развитый для решения проблемы и находящий затем другие прило-
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жения, порой неожиданные. Основной технический результат,

полученный при доказательстве неразрешимости 10-й проблемы
Гильберта — это теорема о совпадении класса диофантовых мно-

множеств и класса перечислимых множеств. В качестве одного из

следствий этой теоремы, формулировка которого не содержит

специальных терминов, приведем следующее: можно явно указать

полином от многих переменных с целыми коэффициентами такой,
что множество всех его положительных значений, принимаемых

при целочисленных значениях переменных, есть в точности

множество всех простых чисел.

Настоящая книга посвящена алгоритмической неразреши-
неразрешимости 10-й проблемы Гильберта и родственным вопросам; мно-

многочисленные частичные результаты, полученные в направлении
положительного решения 10-й проблемы Гильберта, здесь почти

не рассматриваются.

Отрицательное решение 10-й проблемы Гильберта излагали

(с разной степенью детализации) многие авторы, в частности:

Азра [1971], Белл и Маховер [1977]. Гермес [1972. 1978], Де-
вис [1973а, 1974]. Захаров [1970, 1986], Капланский [1977],
Манин [1973, 1977], Маргенштерн [1981]. Матиясевич [1972а],
Мияйлович. Маркович и Дошен [1986], Руохонен [1972, 1980],
Саломаа [1985], Смориньский [1987], Сусман [1971]. Такаха-
ши [1974], Фенстад [1971], Хавел [1973], Хиросе [1973].

Одной из отличительных особенностей настоящей книги яв-

является то. что она. помимо собственно отрицательного решения
10-й проблемы Гильберта, содержит ряд приложений разрабо-
разработанной для этого решения техники; приложения эти в настоящее

время разбросаны, в основном, по журнальным публикациям. За
два десятилетия, прошедшие со времени решения проблемы, были
получены многообразные упрощения и модификации первоначаль-
первоначального доказательства. Настоящая книга также содержит ряд но-

новых, ранее не публиковавшихся доказательств.

Естественно, что для понимания отрицательного решения
10-й проблемы Гильберта требуются знания как по теории чи-

чисел, так и по математической логике. Стремясь сделать книгу

доступной для более широкой аудитории, в особенности, для

начинающих математиков, автор старался ограничиться мини-

минимальными требованиями к математической подготовке читателя.

В частности, у него не предполагается специальных знаний по

теории алгоритмов, все необходимые понятия вводятся в книге,

которая, тем самым, может служить для первоначального зна-

знакомства с этим увлекательным предметом (конечно, эта книга

не может служить для систематического изучения даже основ

теории алгоритмов). Немногочисленные требуемые сведения по

теории чисел, выходящие за рамки общематематической подго-

подготовки, приведены в приложениях в конце книги.
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Книга снабжена многочисленными упражнениями различной
сложности — от совершенно элементарных до составляющих пред-

предмет небольшого исследования. Цель упражнений — ознакомить

читателя с многообразными результатами, не приводя их до-

доказательств. Вопрос о том, что следует отнести к основному

содержанию книги, излагаемому с полным доказательством, а

что — к упражнениям, естественно, решался субъективно. В

упражнения попадали, в частности, результаты, которые требо-
требовали специальных знаний или имели громоздкие доказательства,

результаты, далекие, по-видимому, от окончательных или пред-

представляющие ограниченный интерес. Упражнения снабжены указа-
указаниями к решению и/или отсылкой к литературному источнику.

Помимо упражнений в книгу включены немногочисленные

открытые вопросы и нерешённые проблемы. Деление опять-таки

субъективное. Открытый вопрос, возможно, не закрыт до сих

пор лишь из-за того, что никто серьёзно над ним не задумы-

задумывался, и ответ на открытый вопрос, быть может, окажется ма-

малополезным. С другой стороны, нерешённые проблемы, приве-

приведённые в книге, привлекали многих серьёзных исследователей,

и, возможно, решение этих проблем потребует десятилетий.
Каждая глава завершается комментариями, в которых из-

излагается история получения соответствующих результатов. Это

представляется необходимым, поскольку логический порядок
изложения материала, использованный в книге, часто не соот-

соответствует хронологическому порядку получения соответствующих

результатов.
Список литературы содержит все основные публикации,

нацеленные на получение отрицательного решения 10-й проблемы
Гильберта, и большинство публикаций, использующих разрабо-
разработанную для этого технику. Автор будет признателен за указа-

указания на относящиеся к этой тематике работы, не вошедшие в

этот список.

Нумерация формул в каждом параграфе своя. При ссылке на

выделенную формулу из другого параграфа к номеру формулы
добавляется номер параграфа, например, формула E.3) — это

формула C) из пятого параграфа той же главы. Аналогично,

формула B.4.6) — это формула F) из § 2.4, т. е. четвёртого
параграфа главы 2.

Книгу не обязательно читать последовательно. Её можно

условно разбить на две части. Первая часть, в которой даётся
решение 10-й проблемы Гильберта, состоит из глав 1-5. Приве-
Приведённая ниже диаграмма показывает зависимость друг от друга

параграфов первой части: чтение каждого параграфа предпола-
предполагает знакомство с теми параграфами, которые на диаграмме

расположены не ниже и не правее него.
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Между собой параграфы второй части связаны слабо. В

§ 6.1-6.3 приведены три разных способа для достижения одной
и той же цели; достаточно знать любой из них для чтения

§6.4-6.6 и §9.1. Аналогично, в §4.5 и §6.5 приведены две

разные конструкции универсальных уравнений, и знакомства с

любой из них достаточно для чтения §6.6 и §8.1. Чтение

§8.2 предполагает знакомство с %7.2, которое в свою оче-

очередь предполагает знание §6.2-6.3; в §9.4 используются

результаты § 9.2, а в § 10.1 — результаты § 6.6.



Глава 1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

В этой главе будет введено основное понятие, изучаемое в данной

книге,
— понятие диофантова множества, и будут установлены его простей-

простейшие свойства.

§ 1.1. Разрешимость диофантовых уравнений
как массовая проблема

Напомним, что диофантовыми уравнениями называют уравне-

где D — полином с целыми коэффициентами. Наряду с A) диофан-
тово уравнение может быть записано в более общем виде

Dl(*, *J = Dr(*, **>¦ B)

где О|_ и DR также являются полиномами с целыми коэффициента-
коэффициентами. Говоря о «произвольном диофантовом уравнении», мы будем
иметь в виду уравнение типа A), поскольку уравнение
типа B) легко приводится к виду A) перенесением всех чле-

членов в левую часть. С другой стороны, выписывая конкретные

уравнения, мы часто будем использовать запись вида B), если

она легче для восприятия. Другое преимущество более общей

записи вида B). которым мы будем пользоваться, состоит в

том. что, записывая уравнение в виде B), мы можем потребо-
потребовать, чтобы DL и DR были полиномами с неотрицательными коэф-
коэффициентами.

Поскольку диофантовы уравнения, как правило, имеют мно-

много неизвестных, следует различать степень уравнения A) от-

относительно данной неизвестной х(. и (полную) степень уравне-
уравнения A). под которой мы будем подразумевать максимальную

суммарную (по всем неизвестным) степень одночленов, состав-

составляющих полином D.

Существенной характеристикой диофантовых уравнений яв-

является не только их вид A), но и множество допустимых зна-

значений неизвестных. Гильберт в 10-й проблеме говорит о решэ-

ниях в целых рациональных числах. В этой книге мы будем го-

говорить просто о целых числах, поскольку целые алгебраические
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числа в ней почти не будут рассматриваться. (Вопросы о раз-

разрешимости диофантовых уравнений в других типах неизвестных

рассматриваются в § 1.3, 7.3, 7.4.)

Десятая проблема Гильберта является примером массовой

проблемы. Массовая проблема — это проблема, состоящая из

счётного множества индивидуальных проблем, на каждую из

которых надо дать конкретный ответ «ДА» или «НЕТ». Эти ин-

индивидуальные проблемы мы будем называть подпроблемами со-

соответствующей массовой проблемы. Каждая индивидуальная про-
проблема специфицируется конечным объёмом информации (в случае
10-й проблемы Гильберта такой информацией является полином О

из A)). Суть массовой проблемы состоит в том, что требуется
найти единый метод, пригодный для получения ответа на любую
из её индивидуальных подпроблем. Со времени Диофанта специа-

специалисты по теории чисел нашли решения огромного количества ди-

диофантовых уравнений и установили отсутствие решений у массы

других уравнений, однако при этом для разных классов уравне-
уравнений или даже отдельных уравнений приходилось изобретать свой

особый метод. Д. Гильберт в 10-й проблеме предлагал найти

универсальный метод для распознавания разрешимости диофанто-
диофантовых уравнений.

Решение массовой проблемы может быть либо прямым — по-

посредством указания процедуры нахождения ответа для каждой
индивидуальной подпроблемы, либо косвенным —

путем сведения

данной массовой проблемы к другой массовой проблеме, решение
которой уже известно. Мы не будем давать формального опреде-
определения сведения, поскольку общая теория сводимости нам не по-

потребуется, а в конкретных случаях сведения одной массовой про-
проблемы к другой из контекста будет ясно, что имеется в виду.

Установление неразрешимости данной массовой проблемы
тоже может быть либо прямым, либо косвенным. При косвенном

доказательстве мы также сводим одну проблему к другой, но

это сведение производится в другую сторону
— чтобы устано-

установить неразрешимость некоторой массовой проблемы, надо к ней

свести другую массовую проблему, неразрешимость которой уже

установлена. На протяжении нескольких первых глав книги мы

будем сводить к 10-й проблеме Гильберта все более и более
сложные проблемы. Эта цепочка сведений должна в конце концов

оборваться на проблеме, для которой мы даём прямое доказа-
доказательство неразрешимости. Чтобы дать такое доказательство, мы

должны суметь каким-то образом обозреть все мыслимые способы

решения проблемы. Принципиальная возможность сделать это

появилась после выработки математически строгого общего по-

понятия алгоритма. Соответствующие определения будут даны в

главе 5, где и будет установлена алгоритмическая неразреши-

неразрешимость 10-й проблемы Гильберта.
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§ 1.2. Системы диофантовых уравнений

В 10-й проблеме Гильберт спрашивал про способ для уста-

установления существования или отсутствия решений лишь у отдель-

отдельных диофантовых уравнений, хотя сам Диофант рассматривал и

системы уравнений. Легко, однако, понять, что положительное

решение 10-й проблемы Гильберта давало бы нам также способ

узнавать наличие или отсутствие решений и у произвольных
систем диофантовых уравнений. Действительно, система из к

диофантовых уравнений

имеет решение в целых х, хт тогда и только тогда, когда

имеет решение диофантово уравнение

более того, множества решений у A) и B) совпадают. Таким

образом, для систем диофантовых уравнений количество уравне-

уравнений не является такой существенной характеристикой, как в

случае систем линейных алгебраических или дифференциальных
уравнений.

В дальнейшем мы будем пользоваться и обратной возмож-

возможностью — преобразованием диофантова уравнения

о<*, О = о C)

в некоторую систему диофантовых уравнений

D,(*, *m-Yi У#) = °-

D)

имеющую, быть может, дополнительные неизвестные у, yf.
Переход от C) и D) не обязательно является обратным преоб-
преобразованием к переходу от A) к B) — если систему D) свер-

свернуть описанным выше способом в одно диофантово уравнение, то

этим уравнением окажется, вообще говоря, отнюдь не исходное

уравнение C). Единственная связь между C) и D), которая

будет нас интересовать, такова: уравнение C) должно иметь

решение в том и только том случае, когда имеется решение у

системы D). При этом не требуется ни чтобы каждое решение
уравнения C) было продолжимо (посредством выбора значений

у, yj) до какого-то решения системы D), ни чтобы каждое

решение системы D) содержало решение уравнения C).
Цель перехода от уравнения C) к эквивалентной по раз-

разрешимости системе D) может состоять в том, чтобы получить
систему, в которой каждое отдельное уравнение было бы очень

простым. Например, легко понять, что любое диофантово урав-
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нение можно преобразовать в эквивалентную в описанном выше

смысле систему, состоящую из уравнений двух типов

а = р+у E)

а = эу. F)

где а, м f
- конкретные натуральные числа или какие-то из

неизвестных х( хт, yv-..yt- Проиллюстрируем такое пре-

преобразование на примере уравнения

4x3y-2x2z3-3y2x+5z=0. G)
Сначала мы избавимся от вычитаний и получим уравнение

4x3y+5z = 2x2z3+3y2. (8)
Затем введём 14 новых переменных и получим эквивалентную

систему

р, = 4х, p2 = pix, р3 = р2х, р4

(9)

В качестве примера применения этой несложной техники

преобразования уравнений посмотрим, что получится, если сна-

сначала некоторое диофантово уравнение преобразовать в эквива-

эквивалентную по разрешимости систему A), состоящую из уравнений
типа E) и F), а затем свернуть эту систему в одно уравне-
уравнение B). Ясно, что исходное уравнение будет иметь или не

иметь решение одновременно с новым уравнением B); смысл

такого двойного преобразования состоит в том, что новое

уравнение B) будет иметь степень 4 независимо от степени

исходного уравнения. Таким образом, для положительного реше-

решения 10-й проблемы Гильберта было бы достаточно найти способ

узнавать наличие или отсутствие решений у уравнений 4-й сте-

степени.

§ 1.3. Решения в натуральных числах

В 10-й проблеме Гильберт спрашивал про решения диофан-

товых уравнений в целых числах. Иногда разрешимость уравне-
уравнения в целых числах очевидна; например, ясно, что уравнение

(x + 1K+(y + 1K = (z + 1K A)
имеет бесконечно много решений вида x = z, у = -1. В то же время

тот факт, что уравнение A) не имеет решений с неотрицатель-
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ными х, у и z, весьма нетривиален. Таким образом, для кон-

конкретного диофантова уравнения проблема распознавания наличия

целочисленных решений и проблема распознавания наличия неот-

неотрицательных целочисленных решений
— это, вообще говоря, две

разные массовые проблемы.
С другой стороны, пусть

»<*. *J = ° B>

— произвольное диофантово уравнение, и мы интересуемся нали-

наличием у него неотрицательных решений. Рассмотрим систему

уравнений

xm = Ут,\+Уmm,2+Ym,3+Ym.r
Понятно, что любое решение этой системы в произвольных целых

числах содержит решение уравнения B) в неотрицательных це-

целых числах. Верно и обратное — для любого решения

уравнения A) в неотрицательных целых числах х( хт най-

найдутся целочисленные значения уу ( ут 4, дающие решение

системы C), поскольку каждое неотрицательное целое число

представимо в виде суммы квадратов четырёх целых чисел (см.
Приложение 1). Как мы знаем из § 1.2, система C) может быть

свёрнута в одно уравнение

Е<*1 V,,, Ут.4> = 0. <4>

разрешимое в целых числах тогда и только тогда, когда исход-

исходное уравнение B) разрешимо в неотрицательных целых числах.

Таким образом, мы показали, что массовая проблема рас-
распознавания наличия решений в неотрицательных целых числах

сводится к массовой проблеме распознавания наличия решений в

целых числах. Тем самым мы установили, что для доказатель-

доказательства неразрешимости 10-й проблемы Гильберта в её оригиналь-
оригинальной постановке достаточно доказать неразрешимость её анало-

аналога, касающегося наличия или отсутствия решений в неотрица-
неотрицательных целых числах. По техническим причинам несколько

удобнее работать с неотрицательными числами, и в дальнейшем
везде, где явно не будет оговорено противное, строчные кур-
курсивные латинские буквы будут обозначать неотрицательные це-
целые числа. По традиции, идущей от математической логики, мы

будем называть такие числа натуральными, считая тем самым 0

натуральным числом.

Наши дальнейшие усилия будут направлены на доказатель-

доказательство неразрешимости аналога 10-й проблемы Гильберта для на-

натуральных решений. Мы достигнем этой цели в главе 5, но
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a priori могло бы оказаться, что этот аналог разрешим, хотя

проблема в исходной постановке неразрешима. Проверим, что

это не так, т. е. что, ограничивая область изменения неиз-

неизвестных натуральными числами, мы, в принципе, ничего не те-

теряем.

Пусть

xJ = 0 E)

— произвольное диофантово уравнение, и мы интересуемся его

решениями в целых числах Xj xm. Рассмотрим уравнение

F)

Ясно, что любое решение уравнения F) (в натуральных числах

х, хт, у( ут, по нашему соглашению) порождает реше-
решение

Хт ~

уравнения E) в целых числах ху....х . С другой стороны,
для любого решения х(,...,хт уравнения E) найдутся нату-

натуральные числа х, хт, у, ут, удовлетворяющие G) и тем

самым образующие решение уравнения F).
Таким образом, мы осуществили обратное сведение — пока-

показали, что проблема распознавания наличия целочисленных реше-
решений сводится к проблеме распознавания наличия натуральных

решений. В результате оказывается, что две эти проблемы эк-

эквивалентны как массовые проблемы, хотя, как обсуждалось в

начале этого параграфа, для конкретного уравнения ответ мо-

может зависеть от области допустимых значений неизвестных.

§ 1.4. Диофантовы множества

Наряду с системами диофантовых уравнений в теории чисел

рассматриваются также семейства диофантовых уравнений. Под

семейством диофантовых уравнений мы понимаем равенство вида

"(о, о„.х, хт) = 0, A)

где D - полином с целыми коэффициентами относительно всех

переменных о, an, х, хт. которые разбиты на две час-

части: параметры о, оп и неизвестные х, хт. При фикси-

фиксировании значений параметров получаются конкретные диофантовы

уравнения, составляющие семейство. Семейство диофантовых

уравнений не является бесконечной системой уравнений, по-

поскольку не предполагается, что неизвестные должны удовлетво-

удовлетворять всем уравнениям сразу, как это имеет место в случае

систем уравнений. Семейства уравнений называют также пара-
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метрическими уравнениями. У параметрических диофантовых

уравнений мы будем различать степень уравнения относительно

всех неизвестных и степень относительно всех переменных.

При разном выборе значений параметров получаются, вооб-

вообще говоря, как уравнения, имеющие решения, так и уравнения,

решений не имеющие. Параметрическое диофантово уравнение A)
определяет некоторое множество ИП, состоящее из всех таких

наборов значений параметров а, ап, для которых существуют

значения неизвестных х( хт, удовлетворяющие A):

<°. °п>еГО «* 3*,-*m[D<«, *„¦*, *т> = °]- <2>

Число л при этом называется размерностью множества ИП, а эк-

эквивалентность B) — его дмофантовым представлением; допуская
некоторую вольность речи, можно называть диофантовым пред-
представлением не только B), но и A). Множества, имеющие дио-

диофантовы представления, называют, аналогично уравнениям, дио-

фантовыми множествами. Понятно, что каждое диофантово мно-

множество имеет бесконечно много диофантовых представлений.
Диофантовы множества будут основными объектами изучения

в этой книге. При этом если в теории чисел исходным объек-

объектом обычно является некоторое семейство диофантовых уравне-
уравнений и требуется описать в каких-то других терминах соответ-

соответствующее диофантово множество, то у нас обычно будет обрат-
обратная постановка задачи: дано некоторое множество, состоящее
из п-ок натуральчых чисел; требуется узнать, является ли это

множество диоф&нтовым, и если является, то найти для него

какое-либо диофантово представление. Иногда диофантовость
множества тривиальна, например, очевидна диофантовость мно-

множества всех чётных чисел. В других случаях установление дио-

фантовости оказывается технически трудным и вовсе не очевид-

очевидным, примером здесь может служить множество всех простых

чисел, диофантовость которого будет установлена в § 3.4.

Кроме установления диофантовости или недиофантовости
конкретных множеств, можно поставить вопрос о характеризации

всего класса диофантовых множеств в каких-то других терми-

терминах. Такая характеризация будет дана в главе 5, что и позво-

позволит получить отрицательное решение 10-й проблемы Гильберта.
В этой главе мы установим простейшие свойства диофанто-

диофантовых множеств и укажем ряд примеров диофантовых множеств,

важных для дальнейшего.

Нетрудно понять, что объединение двух диофантовых мно-

множеств одинаковой размерности также диофантово. Действитель-
Действительно, если

D,(cr, сг„.х, хт) = 0 C)
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— диофантовы представления двух множеств, то

°.(°. °л-Х1 *m)*D2(°i °л'*1 хт2) = ° <5)

— диофантово представление их объединения.
Пересечение двух диофантовых множеств одинаковой раз-

размерности также диофантово. а именно, определяется уравнением

Обратите внимание на то, что мы не просто воспользовались тех-

техникой § 1.2 для объединения уравнений C) и D) в одно уравне-

уравнение, а предварительно изменили неизвестные в уравнении D).
Дополнение диофантова множества л-ок натуральных чисел

(до множества всех п-ок натуральных чисел) может не быть

диофантовым, но этот факт далеко не тривиален и будет уста-

установлен только в §4.6.
В определении диофантова представления B) на вид вхо-

входящего в него диофантова уравнения никаких ограничений не

накладывалось. Из § 1.2 мы знаем, что можно было бы ограни-
ограничиться уравнениями четвёртой степени. В дальнейшем нам по-

потребуется другая возможность специализировать вид уравнений
в диофантовых представлениях множеств натуральных чисел

(т. е. в случае л=1). А именно, нетрудно понять, что уравнение

D(o.x, xm) = 0 G)

имеет решение в неизвестных х, хт тогда и только тогда,

когда уравнение

(xo+1)A-D2(xo xj)-1=o (8)

имеет решение в неизвестных xQ xm. Действительно, из

любого решения уравнения G) можно получить решение уравне-

уравнения (8), полагая дополнительно хо=сг; с другой стороны, в лю-

любом решении уравнения сомножитель 1-D2(xQ xm) должен

быть положительным, что возможно, лишь если D(x, ,xm) = 0,
а в таком случае ш (8) следует, что xQ

= a и. значит, равен-
равенство G) также выполнено.

Таким образом, множество натуральных чисел является

диофантовым тогда и только тогда, когда оно является мно-

множеством всех натуральных значений, принимаемых некоторым
полиномом с целыми коэффициентами при натуральных значениях

переменных.

§ 1.5. Логическая терминология

Весь материал настоящей книги мог бы быть изложен в

терминах диофантовых множеств, операций пересечения и объе-

объединения множеств и отношения принадлежности числа множеству.
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Тем не менее часто вместо языка множеств удобнее использо-

использовать ему эквивалентный, по существу, язык свойств и отноше-

отношений между числами. Например, вместо того, чтобы говорить о

принадлежности к диофантову множеству чётных чисел, можно

говорить о диофантовости свойства быть чётным числом. Анало-

Аналогично, вместо того, чтобы говорить, скажем, о диофантовом
множестве с представлением

(ого2J = х+1. A)

можно говорить о диофантовости отношения *.

Формально мы говорим, что свойство 9 натуральных чисел

является диофантовым свойством, если диофантовым является

множество всех чисел, обладающих свойством Я; соответ-

соответственно эквивалентность вида

Я(о) «=* 3xy..xm[D{a,xl xJ = 0] B)

называется диофантовым представлением свойства Я. Аналогич-

Аналогично, отношение Я между л натуральными числами называется дио-

диофантовым отношением, если диофантовым является множество

всех л-ок натуральных чисел, находящихся в отношении Я; со-

соответственно эквивалентность вида

*(°, «„) «=> 3xr..xm[D(Ol crn,x, xJ = 0] C)

называется диофантовым представлением отношения Я.

Объединению множеств в этой терминологии соответствует

построение нового свойства или отношения с помощью логичес-

логической операции «ИЛИ» (дизъюнкции). Иными словами, если Я{ и

Я2 — два диофантовых отношения (или свойства), то отношение

(свойство) Я такое, что для всех о, ап

Я(сг, ап) «- Я,(а, on)v3?2(a, ап). D)

также является диофантовым. Формально для обоснования дио-

диофантовости Я мы должны были бы взять какие-то диофантовы
представления D.3) и D.4) отношений ??t и Я2 и построить из

них диофантово представление D.5) отношения Я. Обычно этот

шаг будет опускаться, и для обоснования диофантовости Я мы

будем ограничиваться получением эквивалентности типа D),
считая её обобщенным диофантовым представлением отношения Я,
если диофантовость ft, и Я2 была установлена ранее.

Аналогично, пересечению множеств соответствует логичес-

логическая операция «И» (конъюнкция), и эквивалентность типа

*(°, о„) «=* *,(а, вп)&К2(а, о„) E)
также будет рассматриваться как обобщённое диофантово пред-
представление отношения Я, если диофантовость Я, и Я2 уже была

установлена.
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Понятно, что по этому пути мы можем пойти и дальше,

считая обобщённым диофантовым представлением множества,

свойства или отношения любую формулу, построенную из пара-

параметрических диофантовых уравнений с использованием в произ-
произвольном порядке дизъюнкции, конъюнкции и квантора существо-
существования. Примеры таких формул будут приведены в следующем па-

параграфе. При необходимости все такие представления могут

быть приведены к каноническому виду D.2), B) или C).
Ещё одно средство, облегчающее установление диофанто-

вости, состоит в введении понятия диофантовой функции как

функции, график которой является диофантовым множеством.

Соответственно диофантовым представлением функции F будет
эквивалентность типа

^(Ь, Ь„) « 3xr..xm[D(o.b, bn.x, хт) = 0]. F)

где D — полином с целыми коэффициентами. Мы можем теперь

рассматривать наравне с диофантовыми уравнениями и уравнения

вида

Р(т, tk) = 0. G)

где Р — полином с целыми коэффициентами, a tt t^
— дио-

диофантовы термы, т. е. выражения, построенные по обычным пра-

правилам из конкретных натуральных чисел, переменных, знаков

"+", "-", "х" и символов диофантовых функций. Подобно пере-
переходу от B.7) к B.9), уравнение G) может быть преобразова-
преобразовано (ценой введения новых неизвестных) в эквивалентную систе-

систему, состоящую из уравнений типов B.5) и B.6) и типа

Э„). (8)

где F — диофантова функция, а а и р( рп
— переменные или

конкретные натуральные числа. Каждое уравнение типа (8) мож-

можно затем заменить на копию уравнения из F), подставив а

вместо а, ?, рп вместо Ь,,...,ЬП и новые, ещё не исполь-

использованные переменные вместо х, хт. Полученная система

может быть затем свернута в одно уравнение, эквивалент-

эквивалентное G).
Аналогично мы можем разрешить использовать произвольные

диофантовы термы в качестве аргументов диофантовых отношений

в обобщенных диофантовых представлениях. Действительно, если

Я -

некоторое диофантово отношение, то утверждение

*(t, tn) (9)

эквивалентно утверждению

Первый конъюнктивный член в A0) можно заменить на копию

уравнения из C). а остальные преобразовать так же, как G).
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Диофантова функция может быть определена не при всех

значениях аргументов. Добавляя уравнение (8), мы налагаем

требование определённости F для Э,.---.Э„- По этой причине,

например, формула

F(cr, ап) = 0 v F(cr, сг„)*О A1)

не является обобщённым диофантовым представлением тождест-

тождественно истинного отношения, если F не является всюду опреде-

определённой функцией.

Отметим, что в отличие от диофантовых представлений,
обобщённые диофантовы представления не являются строгим ма-

математическим понятием, поскольку отражают не только объек-

объективные качества множеств, свойств, отношений и функций, но и

тот зависящий от нас порядок, в котором мы устанавливаем их

диофантовость. Например, мы можем сначала установить диофан-

товость свойства быть чётным числом:

Even(o) <=> Эх[2х = о]. A2)
а затем указать обобщённое диофантово представление для

свойства быть нечётным числом:

Odd(o) «=* Even(o+1). A3)
или, наоборот, сначала дать прямое доказательство диофанто-
вости Odd на основе представления

Odd(o) <=> Эх[2х+1 =о]. A4)
а затем уже установить диофантовость Even с помощью обобщён-
обобщённого диофантова представления

Even(a) <=> Odd(o+1). (IS)
Мы не можем, однако, одновременно рассматривать оба пред-
представления A3) и A5) как обобщённые диофантовы.

§ 1.6. Простейшие примеры диофантовых множеств,

свойств, отношений и функций

Диофантовость отношения ^ была продемонстрирована пред-
представлением E.1). Аналогично устанавливается диофантовость

неравенств й и < :

айЬ <=> Зх[а+х = Ь], A)
а<Ь <=> Эх[о+х + 1 =Ь]. B)

Диофантовость отношения делимости

а\Ь <=> Эх[ах = Ь] C)
позволяет дать следующее обобщённое диофэнтово представление

Функции rem{b,c) - остаток от деления Ь на с:

cr = rem(b,c) «=> a <c &c\b-a. (A)
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В §2.2 нам потребуется функция агеш, дающая минимальную

абсолютную величину вычета по модулю:

arem(b,c)B±b(mod с) &0sarem(b,c)^c/2. (S)
Эта функция также диофантова, ибо

o = arem(b,c) <=> 2cf2sc&[c|b-avc|b+cr]. F)
Нам потребуется также диофантовость отношения недели-

неделимости:

crtb <=> rem(b,o)>0. G)

Обратите внимание, что введённое так отношение \ не является

отрицанием отношения делимости |, ибо согласно C) и G) оба
отношения ложны, если сг = О и Ь>0. Этот «недостаток» можно

было бы легко устранить, но на самом деле мы будем исполь-

использовать отношение Т только в таких случаях, когда первый ар-

аргумент заведомо отличен от нуля.
Установив диофантовость rem, мы можем дать обобщённое

диофантово представление функции Ь div с — целая часть от

деления Ь на с-

a = b div с «=» oc+rem(b,c) = Ь (8)

и обобщённое диофантово представление трёхместного отношения

сравнимости по положительному модулю:

amb(mod с) «=> rem(o,c) = rem(b.c). (9)

Известно, что GCD(b.c) -- наибольший общий делитель по-

положительных целых чисел Ь и с — представим в виде Ьх-су;
ясно также, что любое число такого вида делится на GCD(b.c),
откуда получаем следующее обобщённое диофантово представле-
представление функции GCD:

cr = GCD(b,c) <=> bc>0&a\b&a\c&3xy[a = bx-cy]. A0)

Наконец, диофантовость GCD позволяет установить диофанто-
диофантовость функции LCM(b.c) — наименьшее общее кратное положи-

положительных чисел Ь и с:

o = LCM(b,c) «=> bc = oGCD(b,c). A1)

Упражнения

1.1. В §1.3 установлена эквивалентность двух массовых проблем,

касающихся решений диофантовых уравнений в целых числах и в натуральных

числах. Покажите, что им эквивалентна аналогичная проблема, касающаяся

решений в положительных целых числах.

1.2. Переход от уравнения C.2) к системе C.3) приводит к пяти-

пятикратному увеличению количества неизвестных. Неизвестные х, кт можно

устранить, используя их явные выражения через у, , ут 4, что даст
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только четырёхкратный рост количества неизвестных. Предложите другие
способы, дающие ещё меньшее возрастание количества неизвестных.

1.3. Переход от уравнения C.5) к уравнению C.6) приводит к дву-

двукратному увеличению количества неизвестных. Покажите, что вопрос о раз-

разрешимости C.5) в целых числах можно свести к вопросу о разрешимости в

натуральных числах некоторого диофантова уравнения также с т неизвест-

1.4. Уравнение D.7) эквивалентно уравнению D.8) только при нашем

соглашении о том, что параметр а и неизвестные —

натуральные числа. По-

Покажите, что множество натуральных чисел является диофантовым тогда и

только тогда, когда оно является множеством всех натуральных значений,

принимаемых некоторым полиномом с целыми коэффициентами при целочислен-

целочисленных значениях переменных.

1.5. Легко видеть, что любое конечное множество является диофанто-

диофантовым, но никакое конечное множество, содержащее более одного элемента, не

представимо как множество всех значений, принимаемых полиномом с целыми

коэффициентами при натуральных (или целочисленных) значениях неизвест-

неизвестных. В качестве менее тривиального примера покажите, что в таком виде не

представимо никакое более чем одночленное множество, состоящее только из

простых чисел, даже если считать простыми числа -2, -3, -5,... (диофан-

тов,ость множества всех простых чисел будет установлена в § 3.4).
1.6. Согласно предыдущему упражнению полином, стоящий в левой части

в D.8), имеет в общем случае в качестве своих значений не только эле-

элементы множества, задаваемого уравнением D.7), но и еще какие-то отри-

отрицательные числа. Покажите, что для любого диофантова множества № нату-

натуральных чисел можно найти полином с целыми коэффициентами, множество

всех значений которого есть объединение множества 1Л и множества всех

отрицательных чисел (переменные могут быть как целочисленными, так и

натуральными).
1.7. Покажите, что для любого диофантова множества Ш существуют

полиномы Р и Q с целыми коэффициентами такие, что множество № есть в

точности множество всех целочисленных значений, принимаемых дробью

°<*о «J

при натуральных значениях переменных.

1.8. Специальная форма диофантовых представлений одномерных мно-

множеств из § 1.4 допускает различные обобщения на многомерный случай. По-

Покажите, что:

а) каждое л-мерное диофантово множество 1Л имеет представление вида

где А и D — полиномы с целыми коэффициентами;

б) для № можно также указать полиномы Dy...,Dn с целыми коэффици-

коэффициентами, такие, что <о.,...,о >€JJI тогда и только тогда, когда разрешима
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1.9. Покажите, что каждая диофантова функция имеет представление

вида

°=^Ь, Ь„) «=» Зл^.х^а^Ь, ?,„.,„ *„,)].
где f — полином с целыми коэффициентами.

1.10. Установите диофантовость:

а) множества всех составных чисел;

б) множества всех чисел, не являющихся степенью числа 2;

в) множества всех чисел, не являющихся полными квадратами.

1.11. В качестве менее тривиального примера установите диофанто-

диофантовость двухместного отношения число а не является степенью числа Ь.

1.12. Покажите, что для любого положительного алгебраического чис-

числа X двухместное отношение быть числителем и знаменателем подходящей

дроби к X является диофантовым.

1.13. Будем называть тригонометрическими диофантовыми уравнениями

уравнения вида

где Р, Р(, Q, Q(, R — полиномы с целыми коэффициентами, а

7", Г(
—

тригонометрические функции. Покажите, что проблема распо-

распознавания наличия решений у тригонометрических диофантовых уравнений сво-

сводится к 10-й проблеме Гильберта.
1.14. Покажите, что если Я(х, xj

— полином степени к с вещест-

вещественными коэффициентами, который при натуральных значениях х.,...,х при-

принимает только целочисленные значения, то

(?) (Я (;-))¦
где Р — полином с целыми коэффициентами.

1.15. Как было сказано в § 1.4, дополнение диофантова множества в

общем случае может быть не диофантовым. В качестве специального случая

установите диофантовость дополнения любого диофантова множества, опреде-

определяемого диофантовым уравнением с одной неизвестной.

Нерешённые проблемы

1.1. Может ли каждое диофантово множество быть задано диофантовым

уравнением третьей степени относительно всех переменных.' Относительно

неизвестных.'
1.2. Сводится ли 10-я проблема Гильберта к ее аналогу для уравнений

3-й степени.'

1.3. Явлется ли аналог 10-й проблемы Гильберта для уравнений 3-й

степени также алгоритмически неразрешимым.'
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Комментарии

Дошедшие до нас труды Диофанта изданы [1974] в переводе на русский
язык с комментариями.

Десятая проблема является единственной массовой проблемой среди 23

проблем Гильберта.

Специалисты по теории чисел не проявляли особого интереса к обрат-
обратной постановке задачи

—

нахождению по множеству, свойству или отношению

его диофантова представления или доказательству невозможности этого. Та-

Такая постановка задачи более характерна для исследований по математичес-

математической логике. В «Автобиографии Джулии Робинсон» (см. публикацию Рид
[1986]), говорится, что в 1948 году А. Тарский ставил задачу доказать,

что множество всех степеней числа 2 ие является диофантовым. Эта задача

послужила Дж. Робинсон [1952] отправной точкой для систематического

исследования диофанговости конкретных множеств. В это же время М. Девис

[1953] предпринял анализ всего класса диофантовых множеств, показав, в

частности, допустимость использования дизъюнкции и конъюнкции и недо-

недопустимость использования отрицания. В этой работе также была установлена

эквивалентность 10-й проблемы Гильберта её аналогу для решений в нату-

натуральных числах. К этому же периоду начальных исследований по 10-й проб-

проблеме Гильберта относится и работа Майхила [1953].

Специальные формы представлений одномерных диофантовых множеств

из § 1.4 и из упражнений 1.4, 1.6, 1.7 были предложены в работе Патна-

ма [1960].

Сведение произвольного диофантова уравнения к уравнению четвёртой
степени было указано в работе Скулема [1934]. В работе Бриттона [1979]

рассматривается сведение произвольных диофантовых уравнений к системам

диофантовых уравнений второй степени, имеющих специальный вид.

Вопрос об алгоритмической разрешимости уравнений 3-й степени был

сформулирован в обзоре Девиса, Матиясевича и Робинсон [1975]. Приведён-
Приведённые здесь три открытые проблемы, очевидно, тесно связаны друг с другом,

а именно, положительный ответ в первой проблеме влечёт положительный от-

ответ во второй, что, в свою очередь, влечёт положительный ответ в третьей

проблеме. Тем не менее эти три проблемы не эквивалентны друг другу
—

a priori может оказаться, что для первой ответ отрицателен, а для треть-

третьей — положителен. Укажем, что для аналогов этих трёх проблем, касающихся

разрешимости в целых числах диофантовых уравнений второй степени, отри-

отрицательный ответ следует из работы Зигеля [1972].



Глава 2

ДИОФАНТОВОСТЬ ВОЗВЕДЕНИЯ В СТЕПЕНЬ

Цель настоящей главы —

установить диофантовость функции двух аргу-

аргументов Ьс. Установление диофантовости возведения в степень является те-

технически трудным (и при первом чтении §2.1-2.4 могут быть пропущены),

но оно открывает простой путь к доказательству диофантовости многих дру-

других интересных н важных функций и отношений. В частности, в § 3.4 будет

установлена диофантовость множества простых чисел.

§2.1. Специальные рекуррентные последовательности
второго порядка

Как уже было сказано, цель настоящей главы —

установ-
установление диофантовости функции Ьс. В другой терминологии это

звучит как установление диофантовости множества троек

{<o.b,c>|o = bc}. A)
Из диофантовости множества A) следует диофантовость

множества пар

[<а,Ь>\Зп[а = Ьп]}. B)

Справедливо и обратное (см. упражнение 2.2), но и установле-

установление диофантовости множества B) является трудным.

Множество всех степеней данного числа b — это множество

всех членов рекуррентной последовательности первого порядка

1- Pb(n+1) = bpb(n). C)

Существенную роль в доказательстве диофантовости A) будут
играть рекуррентные последовательности второго порядка

аь@) = 0, аьA) = 1. аь(п+2) = Ьаь(п+1)-аь(п), D)

где Ь^2. В качестве первого шага в этом параграфе мы устано-

установим диофантовость множества пар

[<а.Ь>\Ьа2&Зп[а = аь(п)]}. E)

Как это ни странно, сделать это гораздо легче, чем устано-

установить диофантовость, казалось бы, более простого и естествен-

естественного множества B).
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Соотношение второго порядка D) можно переписать в виде

соотношения первого порядка между матрицами

Аь<">=[ ab(n) -ab(n-i)J' (*)

где Яь(-1) = -1. А именно,

АЬ(О) = Е, Ab(n+1) = Ab(n)Sb. G)
где

-С Я- -П-
Отсюда немедленно получаем, что

Ab(n) = Hg. (9)
и, следовательно,

det(Ab(n))=1. A0)
т, е.

= ab(n)-bab(n)ab(n-1 )+ab(n-1) = 1. A1)

Оказывается, что соотношение A1) является характерис-
характеристическим для последовательности D), а именно, если

х2-Ьху+у2=\, A2)
то либо

x = ab(m+1). у = аь{т), A3)
либо

х = аь(т), y = ab(m+1) A4)

для некоторого т. Чтобы различить, какой из двух случаев.

A3) иг и A4), имеет место, достаточно заметить, что из D)
по индукции легко доказывается, что

0 = ab@)<abA)<...<ab(n)<ab(n+1)<... A5)

Покажем, что из A2) и неравенства

у<х A6)

следует существование некоторого т. для которого выполне-

выполнено A3). Доказательство проведём индукцией по у. Если у = 0,
то, очевидно, х=1, т. е. A3) выполнено при т = 0. Если же

у>0, то согласно A2) и A6)
х = Ьу+0-у2)/х&Ьу, A7)

х = Ьу+1/х-у2/х>Ьу-у. A8)
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Положим х,
= у. yf

= bji-x, тогда

x2-bx}y}+y2 = y2-by(by-x)+(by-xJ = x2-bxy+y2 = 1, A9)

согласно A8) у, <xf и по индукционному предположению

x, = ab(fnt+1). y, = ab(m,) B0)

для некоторого ш,; следовательно, для m = mt+1
x = bx)-y) = ab(m+1), y = x, = ab(m). B1)

Итак, мы доказали, что множество E) задаётся формулой

Ьа2&Эх[х2-оЬх+о2=1]. B2)

§ 2.2. Диофантовость специальных рекуррентных

последовательностей (основные идеи)

Наша ближайшая цель - установить диофантовость мно-

множества троек
a = aJc)). A)

В этом параграфе будут обрисованы основные идеи, а формаль-
формальное доказательство будет проведено в следующем параграфе.

Множество A) удобно представлять себе как объединение

членов последовательностей

<ab@),b.0> <ab(n).b.n>.... B)

при b = 4,5,... По индукции из определения A.4) легко вы-

вывести, что

а2(п) = п, C)

и потому при Ь = 2 последовательность B) является очень прос-

простой:

<0,2,0> <р.2,п>.... D)

В интересующих нас случаях ЬгА и 0<ь(п) не может быть

определено столь просто, как a2(n) в C). Тем не менее для

Ь>2 имеется некоторый слабый аналог C), а именно, из A.4)
по индукции легко получить, что

) E)

при условии, что

b,sb2(mod q). F)
В частности,

аь(п) = а2(п) = n(mod b-2). G)

и потому первые Ь-2 члена последовательности B) совпадают с
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первыми Ь-2 членами последовательности

<ab@),b,rem(ab@),b-2)> <ab(n).b,rem(ab(n),b-2)>.... (8)

«Преимущество» последовательности (8) по сравнению с

B) состоит в том, что здесь п входит только в качестве ар-

аргумента а, и потому диофантовость множества, состоящего из

всех троек последовательности (8), легко следует из диофан-
товости A.5) и диофантовости функции rem. «Недостаток» же

состоит в том, что (8) и B) совпадают лишь на небольшом на-

начальном отрезке.

Воспользовавшись E), мы можем построить другую после-

последовательность, которая имеет то же «преимущество», но лишена

упомянутого «недостатка». А именно, пусть

w = b(mod v). (9)
w = 2(mod и). A0)

у>2аь(к), A1)

и>2к. A2)

тогда первые к членов последовательности B) совпадают с

первыми к членами последовательности

<arem(aw@), v), b, arem(avv@), u)>,...

...,<arem(avv(n),v),b,arem(avv(n),u>,... A3)

(роль замены функции rem на введённую в § 1.6 функцию агет

станет ясна позднее).
Таким образом, объединение всех последовательностей ви-

вида A3), получающихся при различных значениях и, v и w,

удовлетворяющих условиям (9)-A0), содержит все тройки из

последовательности B), но может, вообще говоря, содержать и

тройки, не входящие в B). Для избавления от этих «лишних»

троек мы, во-первых, наложим на v и и. наряду с (9)—A0).
дополнительные ограничения и, во-вторых, исключим из A3) те

тройки, которые не удовлетворяют неравенству

2arem(avv(n),v)<u. A4)
Чтобы понять характер требуемых дополнительных ограни-

ограничений на v и и, укажем, что из рекуррентных соотноше-

соотношений A.4) легко получить, что для любого положительного v

последовательность

аь@) ab(n).... A5)

является чисто периодической modulo v. При специальном выбо-

Ре v длина периода и его структура легко определяются. А
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именно, пусть

v = аь(т+))-аь(т-\), A6)
тогда

ab(m+1).ab(m-1)(mod v). A7)

Рекуррентное соотношение A.4) можно переписать в виде

ab(n-2) = bab(n-1)-ab(n). A8)
и потому

ab(m+2) = bab(m+1)-ab(m)«bab(/n-1)-ab(m) = ab(m-2)(mod v), A9)

ab(m+3)*ab(m-3)(mod v),

B0)

abBm-1)«abA)(mod v),

abBm)«ab@)(mod v).

Далее имеем:

abBm) - ab@) = 0 = -ab@)(mod v), B1)

abBm+1) = babBrn)-abBm-1)--abA)(mod v). B2)

и, следовательно.

abBm+n)»-ab(n)(mod v). B3)

Таким образом, при выбранном v последовательность A5)
modulo v имеет период, состоящий из Am членов:

0, 1 ab(m-1), аь(т), ab(m-1) I,

0.-1 -ab(m-1).-ab(m),-ab(m-1) -1. B4)

Согласно (9) тот же период modulo v имеет и последователь-

последовательность

aJO) ajn),... B5)
Последовательность же

arem(aw@),v) arem(aw(n).v),... B6)

имеет период, состоящий из 2т членов

0.1 ab(m-1).ab(m).ab(m-1) 1, B7)

ибо согласно A.15) v = ab(m+1)-ab(m-1) = bab(m)-2ab(m-1)i2ab(m)
при bz.A.

Согласно A0) и G) последовательность B5) modulo и

имеет период, состоящий из и членов:

0,1 и-1. B8)

Очень существенным для дальнейшего является то, что мы будем
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выбирать и так, чтобы

и\т. B9)
В этом случае длина периода последовательности B6) будет
кратна длине периода последовательности

arem(aw@), и) aremta^n), и).... C0)

и поэтому последовательность A3) будет иметь почти симмет-

симметричный период длины 2т. Таким образом, все «лишние» тройки
в A3) появляются уже среди первых /п+1 членов этой последо-

последовательности. Условие A4) для этих первых троек можно пере-

переписать как

2аь(п)<и, C1)
откуда следует, что

2п<и, C2)
ибо согласно A.15)

п*аь(п). C3)
Из C2) следует, что

arem(ab(n),u) = агет(п.и) = п, C4)

т. е. условие A4) действительно исключает все «лишние» тройки.
На пути реализации описанного выше плана осталась одна

трудность
— как записать диофантовым образом пару усло-

условий A6) и B9), не имея ещё в своём распоряжении диофанто-
вости функции а? Здесь нам поможет следующее её свойство:

Ц. C5)

Мы положим

и = аь{к) C6)
и заменим B9) на более сильное условие

u2|ab(m). C7)

§ 2.3. Диофантовость специальных рекуррентных

последовательностей (доказательство)

Мы начнём с доказательства импликации B.35). Пусть Ь,
к и т таковы, что

аь2{к)\аь(т). A)

Вспомним, что CLfr(.k) и О.^(т) являются элементами матриц

Afa(fc) и Аь(т), определённых в A.6) и удовлетворяющих A.9).
Пусть

m = n+kl, 0йп<к. B)
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Имеем:

хь(т + 1) -аь(т)) _т _n+w _n _fc t

аь(т) -аь(т-1I =Аь(т)= "ь =
"Ь ~~ь("ь) -

Переходя к сравнению" modulo аь(к), получаем:

xfc(m + 1) -аь( т)

<хь(т) -аь(т-1)

аь(п+1) -аь(п) Наь(/с+1) о

ак(п) -«..(п-О 0 -а.(к-\)

откуда

аь(т)ш(хь(п)(хь(к+1)(mod аь(/с)). E)
Согласно A.11) аь(к) и аь(к+\) взаимно просты, поэтому

из A) и E) следует, что

аь(к)\аь(п). F)

Из B) и A.15) следует, что О-и(п)<а^(к), поэтому F) воз-

возможно, лишь если п = 0, т. е. m = kl. Далее имеем:

| = [ab(*)Sb-ab(lr-1)E]' =

(-D '"'(I)ab(*)ab-4*-1MЬ. G)
1=0

Переходя здесь от равенства к сравнению modulo a^{k), мы мо-

можем опустить в сумме все слагаемые, кроме двух первых:

b

аь(т) -аь{т - j

-(.1)/o^(k-1)E+(.1)'-1/ob(*)a^(k-1)Sb(med ab(Jlr)). (8)

откуда
'4 a2b(k)). (9)

Отсюда и из A) следует, что

ab(fc)|/ab-'(*-1). A0)

и, поскольку согласно A.11) ab(/() и а^(/с-1) взаимно просты, то

аь(к)\1. A1)

Импликация B.35) доказана.
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Выпишем явно систему диофантовых условий, которая раз-
разрешима тогда и только тогда, когда тройка <а,Ь.с> принадле-
принадлежит множеству B.1):

Ь*4, A2)

u2-bui+t2=\, A3)

s2-bsr+r2=\, A4)

r<s, A5)

u2\s, A6)
v = bs-2r. A7)

v\w-b, A8)

u|w-2, A9)

w>2, B0)

x2-wxy+y2=\, B1)
2a <u, B2)

a = arem(x.v), B3)

с = arem(x,u). B4)

Докажем сначала, что если условия A2)—B4) выполнены, то

а = аь(с). B5)

Как показано в §2.1, из A2) и A3) следует, что для неко-

некоторого к

и = аь(к). B6)

Аналогично, из A2), A4) и A5) следует существование поло-

положительного т такого, что

s = ab{m). r = ab(m-\).
Согласно B.35) из A6), B6) и B7) следует, что

и\т.
Согласно A.4) из A7) и B7) следует, что

v = ab(m+1)-ab(m-1).

Далее, из B0) и B1) следует, что для некоторого п

х = aw(n).
Отсюда и из A8), A9) согласно B.5)-B.7) получаем, что

x = ab{n)[mod v).
x = n(mod и).

Представим п в виде

п = 2lm±j,

B7)

B8)

B9)

C0)

C1)

C2)

C3)
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где

C4)
Вновь обращаясь к матричному представлению, имеем:

Аь(л) = 5? = Ellm*i = [[S^PI'SJ/ = [[Ab(m)]2]'[Ab(/)]*\ C5)

Vm>-[ аь{т) -ab(m-1)

). C6)

[Ab(m)]2--E(mod v). C7)

Ab(n)-*[Ab(/)]*'(inedv) C8)

(в последней формуле возможны все четыре комбинации знаков

"+" и "-"). Возвращаясь от матричного сравнения C8) к по-

поэлементному, получаем, что

x»ab(n)a±ab(/)(mod v). C9)

Из C4) согласно A.15) следует, что

2аьи)й2аь(т)ф-2)аь(т) < bab(m)-2ab(m-1) = v, D0)
и потому

а = arem(x.v) = arem(ab(n),v) = ab(/). D1)

Отсюда и из B2) согласно B.33) получаем, что

2/<;2ab(/) = 2a<u. D2)

Наконец, из B8), C1), C3) и D2) получаем, что

c = arem(x,u) = arem(n,u) = /, D3)

что вместе с D1) дает требуемое равенство B5).
Докажем теперь, что, наоборот, если числа а, Ь, и с

удовлетворяют A2) и B5), то найдутся числа s, r, u, t, v,

w, удовлетворяющие A3)—B4). Предыдущие рассуждения подска-

подсказывают, как осуществить такой выбор.

Выберем и согласно B6), где к таково, что выполнено

неравенство {22). и и нечётно. Это сделать можно, ибо ввиду

A.15) последовательность ab@). afaA),... монотонно возрас-

возрастает, а согласно A.11) из любых двух её соседних членов по

крайней мере один нечётен. Положим

f = ab(*+1), D4)

тогда согласно A.11) равенство A3) будет выполнено.

Выберем г и $ согласно B7), где

m = uk. D5)
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тогда ввиду A.11) будет выполнено равенство A4), а соглас-

согласно A.15) — неравенство A5). Согласно (9)

bbb и2), D6)

и, следовательно, условие A6) также выполнено.

Мы можем найти v, удовлетворяющее A7), ибо в силу A.15)
bs-2r s 4ab(m)-2ab(m-1) > 2ab(m). D7)

Проверим, что и и v взаимно просты. Пусть d\u. d\v, то-

тогда по A6) d\s и по A7) d\2r, но по выбору и d нечётно, и

потому d\r и по A4) о*|1. Следовательно, по китайской теоре-

теореме об остатках (см. Приложение 2) мы можем найти w. удовле-

удовлетворяющее A8), A9) и B0).
Наконец, положим

x = ajc). y = ajc+l), D8)
тогда вследствие A.15), равенство B1) будет выполнено.

Согласно B.5) из B5), D8) и A8) следует, что

x = aw(c)»ab(c) = a(mod v). D9)

Поскольку из A7). B5) и D7) следует, что

v>2a. E0)
то из D9) следует B3).

Согласно A.7) из D8) следует, что

x = c(mod w-2), E1)
что вместе с A9) даёт сравнение

x = c(mod и). E2)
В силу B.33) из B5) и B2) следует, что

с) = 2а<и, E3)

отсюда и из E2) получаем справедливость B4).
Поскольку все условия A2)-B4) диофантовы, мы устано-

установили диофантовость множества B.1)

§ 2.4. Диофантовость возведения в стелен»

Прежде чем приступить к установлению диофантовости
возведения в степень, мы должны уточнить, что понимать под

0°. По разным причинам удобно считать, что 0° = 1.

Рекуррентное соотношение A.4) при больших b близко

к A.3), и ab(n) растёт примерно как Рь(п) = Ь". Точные нера-
неравенства легко получаются по индукции, а именно,

A)
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При фиксированном п относительная погрешность стремится к 1

при Ь-»<», но мы хотели бы получить хорошее приближение к Ьс

при фиксированном Ь. Поэтому мы введём новую переменную х,

которая будет иметь большое значение. Ниже мы проверим, что

B)

причём это верно при любых b и с, в том числе при Ь-0. В на-

нашем языке диофантовых уравнений нет операции lim, но в дан-

данном случае её с успехом заменит функция div. А именно,

из A) следует, что

а. (с + 1) (Ьх+3)с
^*- -*ЬС, C)

так что

vax(c+1) D)

при большом х. Для того чтобы узнать, какое значение х явля-

является достаточно большим, оценим левую часть C) сверху. Нам

придётся отдельно разбирать случаи Ь=0 и Ь>0. При Ь = с = 0

,5,
ах(с+1)

при Ь = 0, о0, х>4

4е
si; F)

1)с

при Ь>0, х> 16с

й-

Таким образом, D) справедливо, если

х>16(с+1)(Ь + 1)с, (8)
например, если

х = 16(с+1)аь+4(с+1). (9)

Чтобы получить диофантово представление для а = Ьс, нам

осталось исключить из D) и (9) функцию а. Для этого доста-
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точно использовать три копии условий C.13)-C.24), усло-
условие C.12) будет, очевидно, выполнено автоматически.

§ 2.5. Экспоненциально диофантовы уравнения

Большую роль в дальнейших главах будут играть экспонен-

экспоненциально диофантовы уравнения. Это уравнения вида

где Е, и Е2 — выражения, построенные из переменных и кон-

конкретных натуральных чисел с помощью сложения, умножения и

возведения в степень.

Использование вычитания при построении экспоненциально

диофантовых уравнений запрещено для того, чтобы при вычисле-

вычислении не происходил выход из множества натуральных чисел и со-

соответственно не вставал бы вопрос, скажем, о значении

2*-У
(х-уJ B)

при х = 1, у = 3. Тем не менее мы иногда будем использовать

знак "-" в записи экспоненциально диофантовых уравнений, но

только в тех случаях, когда перенесением членов в другую

сторону от знака равенства или другими очевидными преобразо-
преобразованиями операция вычитания может быть устранена.

Учитывая это замечание, мы видим, что произвольная сис-

система экспоненциально диофантовых уравнений может, быть свёр-
свёрнута в одно уравнение, подобно переходу от A.2.1) к A.2.2).

Аналогично диофантовым уравнениям можно рассматривать

параметрические экспоненциально диофантовы уравнения и ввес-

ввести понятия экспоненциально диофантовых представлений мно-

множеств, свойств, отношений и функций. Согласно §1.5 из уста-

установленной в § 2.4 диофантовости возведения в степень следу-

следует, что мы можем преобразовать произвольное экспоненциально

диофантово уравнение в эквивалентное диофантово уравнение с

теми же параметрами ценой увеличения количества неизвестных.

Таким образом, класс множеств (свойств, отношений, функций),
имеющих экспоненциально диофантово представление, совпадает
с классом диофантовых множеств (свойств, отношений, функций
соответственно). Интерес к экспоненциально диофантовым пред-
представлениям вызван тем, что очень часто они существенно ком-

компактнее, чем соответствующие диофантовы представления. Кроме
того, экспоненциально диофантовы представления могут обла-
обладать дополнительными свойствами, которых пока не удавалось

добиться у диофантовых представлений (см., например. §7.2,
§8.2). По соглашению, принятому в § 1.5, мы будем считать

2 Ю.В.Матиясевич
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экспоненциально диофантовы представления обобщёнными диофан-
товыми представлениями.

В качестве класса уравнений, промежуточного между дио-

фантовыми и экспоненциально диофантовыми, можно выделить

унарные экспоненциально диофантовы уравнения. Это те экспо-

экспоненциально диофэнтовы уравнения, в которых в степень возво-

возводятся только константы, а не переменные или более сложные

выражения, т. е. вместо двуместной операции возведения в сте-

степень Ьс используется одна или несколько одноместных операций
типа 2е, 3е,... Если используется, быть может неоднократно,

только одна одноместная операция, скажем 2е, то говорят со-

соответственно об унарных экспоненциально диофантовых уравне-
уравнениях с основанием 2.

Рассмотрим в качестве примера экспоненциально диофанто-

ва уравнения знаменитое уравнение Ферма

(p+1)*+3+(q+1)I+3 = (r + 1)J+3. C)

Оно записано здесь в такой форме для того, чтобы «Великая

теорема Ферма» состояла просто в утверждении о неразрешимо-

неразрешимости уравнения C) относительно p. q, r, s. Д. Гильберт не

включил «Великую теорему Ферма» в свои «Математические про-
проблемы». При каждом фиксированном значении $ уравнение C)
является диофантовым относительно р, q и г, но зависимость

от $ является показательной, и потому «Великая теорема Ферма»
в оригинальной формулировке не является и индивидуальной
подпроблемой 10-й проблемы Гильберта. Тем не менее установ-
установление диофантовости возведения в степень даёт нам возмож-

возможность построить конкретный полином F с целыми коэффициентами
такой, что уравнение

F(p.q.r.s.x, xJ = 0 D>

разрешимо относительно х, х тогда и только тогда, когда

p. q. г и $ удовлетворяют C), и, следовательно, «Великая

теорема Ферма» эквивалентна утверждению о неразрешимости ди-

офантова уравнения D) как уравнения с т+4 неизвестными. Та-

Таким образом, хотя мы всё ещё A990г.) не знаем, верна л»

«Великая теорема Ферма», мы можем явно указать эквивалентную
ей индивидуальную подпроблему 10-й проблемы Гильберта.

Упражнения

В упражнениях 2.1-2.3, 2.8-2.10 и открытом вопросе 2.1 имеется

виду нахождение более простых конструкций, чем те, которые очевидным об

разом получаются с помощью техники главы 2.
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2.1. Установите диофантовость. множества

[<а{,ЬуатЬ2>\Зп[а]=Ь1&а2=Ьп2]}
в предположении диофантовости множества A.2).

2.2. Установите диофантовость множества B.1) в предположении дио-

диофантовости множества B.2).
2.3. Для любого фиксированного нечетного Ь дайте прямое доказатель-

доказательство диофантовости множества

{о|ЭП[о=Ь"]>
в предположении диофантовости его какого-либо бесконечного подмножества.

2.4. Докажите, что при четном Ь множество A.5) задаётся не только

формулой A.22), но и уравнением Пелля

*2-((Ь/2J-1)о2=1.
2.5. Вместо последовательностей A.4) для установления диофантовос-

диофантовости возведения в степень мы могли бы использовать последовательности, оп-

определяемые соотношениями

г>ь@)=0. ?ьA)=1, ?ь(п+2)=Ь9ь(п+1)+1?ь(п),
где Ы^. Установите диофантовость множества

{<а,Ь>|Ь*1<&Эл[о=?ь(л)]},
являющегося аналогом множества A.5).

2.6. В B.1) неравенство Ь2.А стоит (вместо Ы.2) ради небольшого уп-

упрощения (где?) доказательства диофантовости. Это ограничение не было об-

обременительным в D.4) и D.9) для достижения основной цели данной главы,

но всё же для полноты докажите диофантовость йь(с) как функции двух ар-

аргументов, определённой для всех Ы2 и всех с.

2.7. Существует ещё одна, чуть менее очевидная, чем D.4), связь

последовательностей О. с возведением в степень, а именно:

Ьп е ах(л+1)+(Ь-х)ах(л)(тое1 Ьх-Ь2-!)).

Докажите это и используйте затем для получения ещё одного диофантова

представления множества A.1).

2.8. В D.2) было использовано то обстоятельство (выражаемое нера-

неравенствами D.1)), что О.ь(п) растёт почти как Ь". На самом деле эти нера-

неравенства можно существенно ослабить. Говорят, что двухместное отношение }
имеет экспоненциальный рост, если выполнены следующие два условия;

а) для любых и и v из ?(u,v) следует, что v<u",

б) для любого к существуют и и v такие, что ?{u,v) и v>u .

Найдите обощённое диофантово представление возведения в степень в пред-

предположении диофантовости какого-либо отношения, имеющего экспоненциальный

рост.

2.9. Условия упражнения 2.8 можно ослабить ещё больше. Говорят, что

Двуместное отношение Я имеет грубо экспоненциальный рост, если суще-

существует число m такое, что



36 ГЛ.2. ВОЗВЕДЕНИЕ В СТЕПЕНЬ

а) для любых и и v из 7?(u,v) следует, что

и

о*
V < U

где башня экспонент имеет высоту т;

б) для любого к существуют и и v такие, что Щи,у) и v>u .

Покажите, что возведение в степень не может не быть диофантовым, если

диофантовым является какое-либо отношение, имеющее грубо экспоненциаль-

экспоненциальный рост (обратите внимание, что в этом упражнении не требуется указать

обобщенное диофантово представление).
2.10. Покажите, что если уравнение

имеет лишь конечное число решений, то существует диофантово отношение,

имеющее экспоненциальный рост.

Открытые вопросы

2.1. Существует ли прямой путь преобразования диофантова отношения

грубо экспоненциального роста в диофантово отношение экспоненциального

роста?
2.2. Бесконечно ли количество решений у уравнения из упражне-

упражнения 2.10?

2.3. Линейное рекуррентное соотношение

5(n+*)=bt_,5n+t_,+...+b05n
к—го порядка может аналогично B.7) быть преобразовано в соотношение

первого порядка между матрицами размера к*к. Если Ь. = ±1, то аналогично

B.10) определители соответствующих матриц будут равны ±с, где с — конс-

константа, определяемая значениями 5@) 5(<с-1). Это условие можно запи-

записать аналогично B.11) в виде некоторого соотношения, связывающего

5(л) 5(n+fc-1). В каком случае это соотношение будет характеристичес-
характеристическим, т. е. будет порождать аналогичное B.12) диофантово уравнение, все

решения которого
— элементы рассматриваемой последовательности?

Комментарии

Как сказано в комментариях к главе 1, начало систематических иссле-

исследований класса диофантовых множеств было связано с предположением

А. Тарского о том, что множество всех степеней числа 2 диофантовым не

является. Не сумев доказать это, Дж. Робинсон стала склоняться к предпо-

предположению о диофантовости возведения в степень. Ей [1952] удалось найти

достаточные условия для диофантовости Ьс, состоящие в диофантовости ка-

какого-либо отношения, имеющего экспоненциальный рост (см. упражнение 2.8)

или хотя бы грубо экспоненциальный рост (см. упражнение 2.9). Отношения,

имеющие экспоненциальный рост, получили в литературе также название

предикатов Джулии Робинсон (см., например, работу Девиса [1963]).
В дальнейшем Дж. Робинсон [1969а] нашла достаточные условия для су-

существования диофантова отношения экспоненциального роста в виде диофан-
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товости какого-либо бесконечного множества, состоящего из простых чисел,

и в виде диофантовости множества всех степеней числа 2.

Другое достаточное условие, состоящее в единственности тривиального

решения u-r=\, v=s=0 у уравнения из упражнения 2.10, предложено в работе
Девиса [1968]. В работе Хермана [1971]. однако, было установлено, что

это условие не выполняется, а в работе Шенкса [1972] приведено найденное
с помощью ЭВМ решение

и= 525692038369576. г=2484616164142152.

v=1556327039191013. s=1381783865776981.

Тем не менее, как было отмечено в обзоре Девиса, Матиясевича и

Робинсон [1976], найденное решение не полностью обесценивает идею

М. Девиса, поскольку на самом деле достаточно, чтобы рассматриваемое

уравнение имело конечное число решений (см. упражнение 2.10).

Хотя эти подходы пока не привели к успеху, интерес к ним не пропал

даже тогда, когда диофантовость возведения в степень была установлена

другим путем. Это связано с так называемыми однократными диофантовЫми

представлениями (см. § 7.2 и комментарии к главе 7). Были предложены и

другие, более сложно формулируемые условия, из которых следует, в част-

частности, диофантовость возведения в степень (см., например, работы Девиса
[1962, 1966]. Девиса и Патнама [1958], Матиясевича [19686]).

Первый пример диофантова отношения с экспоненциальным ростом был

опубликован в работе Матиясевича [1970]. В ней установлена диофантовость

отношения

где Фо, ф..... —

последовательность чисел Фибоначчи, определяемая соот-

соотношениями

Ч>0=°- »| = 1- »-2=V»,,-r
и в силу упомянутого выше критерия Дж. Робинсон этого было достаточно

для установления диофантовости возведения в степень. Хронологически

именно построение примера диофантова отношения с экспоненциальным ростом

стало последним шагом в доказательстве алгоритмической неразрешимости

10-й проблемы Гильберта, ибо к тому времени уже была установлена алго-

алгоритмическая неразрешимомть экспоненциально диофантовых уравнений (под-

(подробнее об этом см. комментарии к главе 5).

Последовательность чисел Фибоначчи является частным случаем (при

Ь=1) последовательностей ~f. из упражнения 2.5, родственных нашим после-

последовательностям О... Все эти последовательности обладают близкими свойст-

вами, позволяющими установить и их диофантовость, что было показано в

работах Чудновского [1970. 1971. 1984], Девиса [1971, 1973а], Косовско-

Косовского [1971]. а также С. Коченом (см. работу Девиса [1971]) и К. Шютте (см.

работы Дж. Робинсон [1971] или Фенстада [1971]).
В § 2.3 мы добились большего, чем просто построения диофантова от-

отношения с экспоненциальным ростом, как это было сделано в работе Матия-

Матиясевича [1970]. Система A2)-B4) определяет не двух-, а трёхместное дио-
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фантово отношение, и находящиеся в этом отношении числа удовлетворяют

двусторонним неравенствам более жестким, чем требуемые в определении от-

отношения с экспоненциальным ростом. Это открывает чуть более короткий

путь (использованный в § 2.4) к установлению диофантовости возведения в

степень, чем непосредственное применение критерия Дж. Робинсон. Другой

путь, также восходящий к работе Дж. Робинсон [1952], указан в упражне-

упражнении 2.7. Диофантовы представления функции Ьс детально изложены, в част-

частности, в работах Девиса [1971], Косовского [1971], Матиясевича [1971а,

19716], Матиясевича и Робинсон [1975].

Диофантово уравнение типа E.4) явно выписано в работе' Руохоне-
на [1972]. Маловероятно, чтобы подобный переход от экспоненциально дио-

фантова уравнения Ферма к эквивалентному диофантову уравнению мог бы

оказаться полезным для исследований по «Великой теореме Ферма». Подобное

сведение скорее может служить неформальным «психологическим» доводом в

пользу неразрешимости 10-й проблемы Гильберта —

ведь в противном случае

«способ», который требовалось найти для её решения, позволял бы, в част-

частности, узнать, верна ли «Великая теорема Ферма».
В работе Чудновского [1971] (ср. [1984]) говорится, что вопрос

Девиса о разрешимости уравнения из упражнения 2.10 «сводится к исследо-

исследованию арифметических свойств последовательности (А .8 ) решений уравне-

ния 9х -Ту =2» и, «исследуя указанные последовательности, можно получить

явное диофантово представление у=2* при х>С, где С —

некоторая констан-

константа. Полученный результат даёт ответ на вопрос М. Дэвиса». Как мы теперь

знаем, гипотеза Девиса об отсутствии нетривиальных решений не верна, и

остаётся не ясным, имел ли Г. В. Чудновский в виду конечность количества

решений или же какой-то иной способ использования последователь-

последовательности (А .6 ). В связи с этим вопрос 2.2 сформулирован как открытый.

Исследование открытого вопроса 2.3, по-видимому, тесно связано с

анализом мультипликативной группы единиц поля 0(Х), где X удовлетворяет

уравнению

х*=ьк_,х*-1+...+ь0.
и для положительного ответа скорее всего необходимо, чтобы Ь„=±1 и к<,А.

причём в случае к=4 необходимо также, чтобы это уравнение не имело ве-

вещественных корней, а в случае к=3 имело лишь один вещественный корень

(ибо по теореме Дирихле только при этих условиях имеется лишь одна ос-

основная единица поля).



Глава 3

ДИОФАНТОВО КОДИРОВАНИЕ

Каждое конкретное диофантово уравнение имеет фиксированное количес-

количество переменных. Тем не менее с их помощью можно работать с конечными

упорядоченными наборами натуральных чисел произвольной длины, которые мы

будем по традиции называть кортежами. В настоящей главе мы разовьем со-

соответствующую технику.

§ 3.1. Канторова нумерация

Данное Кантором классическое доказательство счётности

счётного объединения счётных множеств использует следующее

линейное упорядочивание множества всех пар натуральных чисел:

<0,0>, <0,1>, <1,0>. <0,2>, <1,1>, <2,0>. <0.3> <3.0>, ... A)

Очень полезным для нас оказывается то счастливое обстоятель-

обстоятельство, что номер пары <a,b> в последовательности A) полино-

полиномиально выражается через а и Ь, а именно, он равен

Cantor(o.b) = ({o+bJ+3a+b)/2 B)

(мы начинаем нумерацию пар в A) с 0, а не с 1). Соответ-
Соответственно диофантовыми оказываются функции Elema(c) и

Elemb(c), дающие по номеру пары её первый и второй элементы:

a = Elema(c) <=> Эу[(о+уJ+3о+у = 2с]. C)

b = Elemb(c) <=> 3x[(x+bJ+3x+b = 2c]. D)

Нумерацию пар легко, обобщить на нумерацию троек, четвё-

четвёрок и т. д., например, можно положить

E)

Cantorn+,(a, оп+|) = Cantorn(a, оп_, Cantor(an,on+]))

и называть число Cantorn(a( a ) канторовым номером кор-

кортежа <о, an>. Аналогично C)-D), функция Elemn m(c),
дающая по числу с, рассматриваемому как номер л-ки натураль-
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ных чисел, значение её m-й компоненты, будет диофантовой:

Гт,т+1Дпх, Хт-ГО-хт+1 %) = 22"с] F)

(появление множителя 22 в F) связано с тем, что Cantor не

является полиномом с целыми коэффициентами).

§ 3.2. Гёделево кодирование

Введённая в предыдущем параграфе нумерация кортежей на-

натуральных чисел обладает одним существенным для наших целей

недостатком: обратная функция Elem (с) является диофанто-
диофантовой функцией одной переменной при любых фиксированных значе-

значениях п и т, но не видно пути установить диофантовость

Elemn m(c) как функции трёх аргументов с, т, п. Для работы с

кортежами, длина которых не фиксирована заранее, нам придёт-
придётся использовать другие методы.

Один из них основан на китайской теореме об остатках

(см. Приложение 2). Пусть имеется некоторый кортеж

Выберем числа

Ь, Ь„ B)

так, чтобы они были попарно взаимно просты и

a.,<b.r i = 1 п. C)

По китайской теореме об остатках мы можем найти число а та-

такое, что

a/^rem(a.b1), / = 1 п. D)

Таким образом, элементы кортежа A) однозначно определяются

по

«¦ Ь, Ь„. E)„.

На первый взгляд, мы не получили никакого выигрыша, пе-

перейдя от п чисел A) к п+1 числу E). Смысл этого перехода

состоит в том, что, в отличие от A), выбор чисел B)
находится в значительной степени в нашей власти, и мы легко

можем выбрать их так, чтобы они определялись конечным

набором чисел. Например, положим

/ = 1 п.- F)

где Ь кратно п\ и столь велико, что выполнены неравен-

неравенства C). В этом случае числа Ь(- и Ь, будут взаимно просты
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при /'</. Действительно, пусть
р\Ы+\. G)

р|/ (8)

тогда, очевидно,

GCD(p.b)=1, (9)

GCD(p,n!)=1, A0)
но

р| Ь(/-/), A1)
и потому

р|/-'\ A2)

puj-i<n. A3)
Из A0) и A3) следует, что р=1, т. е. Ь(- и Ь- взаимно просты.

Таким образом, пара чисел <а,Ь> несёт информацию о каж-

каждом элементе кортежа A), однако не содержит информации о

его длине. Мы можем добавить эту информацию совершенно фор-

формально, а именно, будем называть тройку <а,Ь,с> гёделевым
кодом кортежа A), если с = п и для < = 1 п

o; = GEIem(o,b./). A4)

где GEIem — диофантова функция, задаваемая представлением

е = GEIem(a,b,/) <=> e = rem(o,b/+1). A5)

Естественно, что <a,b,0> — код пустого кортежа, т. е. кортежа

длины нуль, не содержащего ни одного элемента.

Ясно, что при желании мы могли бы назвать гёделевым ко-

кодом не тройку <а,Ь,с>. а число Cantor3(a,b,c) и получить нуме-

нумерацию кортежей произвольной длины натуральными числами.

Отметим одно существенное отличие гёделевой кодировки
от канторовой — один и тот же кортеж имеет бесконечно много

гёделевых кодов ввиду произвола в выборе Ь и последующего

произвола в выборе а. Это не важно для дальнейшего, ибо даже

при фиксировании одного кода для каждого кортежа мы не могли

бы говорить о диофантовой функции, выдающей по числам

а, оп код кортежа <о, ап>. поскольку диофантова фун-

функция может иметь только фиксированное количество натуральных

аргументов.

§ 3.3. Позиционное кодирование

Гёделево кодирование позволяет работать с кортежами

произвольной длины, при этом элементы кортежа определяются

по его коду и номеру элемента с помощью несложной диофанто-
диофантовой функции. Гораздо труднее установить диофантовость других
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операций и отношений между кодами, например конкатенации,

которая по кодам кортежей

<ч, я„> B)

выдаёт код кортежа

<Р, Pm-4i Чп>. C)

Для кодировки, которая будет введена в этом параграфе, мы

сумеем установить диофантовость конкатенации и ряда других

функций и отношений.

Новые коды также будут состоять из трёх чисел а, Ь, с.

и третье будет иметь то же значение, что и в гёделевой нуме-
нумерации, т. е. равное п — длине кодируемого кортежа

<о, оп>. D)

На Ь будет теперь налагаться более сильное неравенство

Ь>а-Г / = 1 п, E)

а значение а будет определяться равенством

а = апЬп-{+ап^Ьп-2+...+а^Ь°. F)

Иными словами, ап а,
— это цифры в записи числа а в по-

позиционной системе счисления с основанием Ь, и потому кор-

кортеж D) однозначно восстанавливается по о, b и с. Тройку
<а.Ь,с> будем называть позиционным кодом кортежа D), если

с = п и выполнено E) и F). Позиционным кодом пустого кортежа

будет, очевидно, тройка <0,Ь,0>.
Так же, как в случае гёделевых кодов, один и тот же

кортеж имеет бесконечно много позиционных кодов, но, в отли-

отличие от гёделевых кодов, не каждая тройка является позицион-

позиционным кодом какого-либо кортежа. Это не является существенным

недостатком, ибо легко установить диофантовость отношения

быть позиционным кодом:

Code(o.b.c) » b;>2&a<bc. G)

В дальнейшем мы будем в основном иметь дело с позицион-

позиционными кодами, и потому слово «позиционный» будет часто опус-

опускаться. Для элементов кода <а,Ь,с> будут использоваться сле-

следующие названия: о — шифр, Ь — основание, с — длина.

Функция Elem(a,b,d), выдающая по шифру и основанию d-й

элемент соответствующего кортежа, является, как легко ви-

видеть, диофантовой:

e = Elem(a,b,d) <=>

a = xbd+ebz+y&e<b& у <bz]. (8)
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Пусть Concat(a, b, с, о,, Ь,, с,, а2,Ь2,с2) обозначает отношение

тройка <о,Ь,с> является кодом конкатенации кортежей с кода-

кодами <arbvct> и <a2,brc2>. Легко видеть, что

Concat(d. b,c,avb,ci.a2.b,c2)<=^
«=> Code(a,,b,с,)&Code(a2.b,c2)&a = a2bC{+ax& с = e,+e2. (9)

Таким образом, при фиксированном основании конкатенация яв-

является диофантовой операцией; поскольку мы рассматриваем

только натуральнозначные функции, то точнее было бы сказать,

что диофантовыми являются две функции, вычисляющие соответ-

соответственно шифр и длину кода конкатенации двух кортежей. Мы,

однако, не будем вводить специальных обозначений для этих

функций, а будем использовать запись «),.?>,с,> + <a2,b,c2>
для обозначения кода по основанию Ь конкатенации кортежей с

кодами <ayb,c]> и <arb.c2>.
Диофантовость Concat в общем случае (т. е. когда основа-

основания могут быть различными) будет установлена в § 3.5.

§ 3.4. Диофантовость биномиальных коэффициентов,
факториала и простых чисел

В качестве несколько неожиданного следствия развитой в

предыдущем параграфе несложной техники позиционного кодиро-
кодирования мы легко получаем диофантовость биномиальных коэффици-

коэффициентов. Для этого достаточно заметить, что кортеж

о)

имеет своим позиционным кодом тройку <(b+1)n.b.n + 1>, если Ь

достаточно велико, чтобы быть основанием кода этого кортежа,

например, если Ь = 2п+1. Таким образом,

= Elem(Bn+2)n.2n+1,rn+1). B)

Как известно, биномиальные коэффициенты легко выражают-

выражаются через факториалы:

Отсюда получаем следующую формулу, выражающую факториал
через биномиальные коэффициенты и возведение в степень:

л! n(n-l). .. (n-m + l) nm ( \) (м т-1-)
т\ =

nm( И с т-\\
.

nm
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В нашем языке диофантовых уравнений нет операции lim, но так

же. как в § 2.4, и в данном случае её с успехом заменит фун-

функция div — из D) следует, что при достаточно большом п

т\ = пт div (?). E)

Нетрудно проверить, что E) верно уже при n2(m+1)m+2, так что

+2> div ({т*1Г+2). F)

Установив диофантовость факториала, мы немедленно полу-

получаем диофантовость свойства быть простым числом:

Prime(o) *=» о > 1 &GCD(o,(a-1)!)= 1. G)

Напомним, что, как показано в § 1.4, отсюда следует, что

можно найти полином от многих переменных с целыми коэффици-
коэффициентами такой, что множество всех натуральных значений, при-
принимаемых им при натуральных значениях переменных, есть в

точности множество всех простых чисел.

§ 3.5 Сравнение кортежей

Как уже говорилось, один и тот же кортеж имеет бес-

бесконечно много кодов, соответствующих разным основаниям —

такие коды мы будем называть эквивалентными. Основная цель

этого параграфа — установить диофантовость эквивалентности

кодов, т. е. диофантовость отношения Equa\(avbvcva2,b2,c2) —

тройки <ауЬус^> и <arb2,c2> являются кодами одного и того

же кортежа. Кроме того, будет установлена диофантовость по-

поэлементного неравенства, а именно диофантовость отношения

NotGreater@,.Ь,,о2,Ь1) <=* Vfc[Elem(o|,b1,k)iElein(o2,b2,k)], A)

и диофантовость сравнения элементов кортежа с числом, а

именно диофантовость отношения

Small(a.b.c.e) <=> Code(a,b.c)& Vfc[Elem(a.b»se]. B)

Мы также установим диофантовость некоторого вспомога-

вспомогательного шестиместного отношения, которое будет более силь-

сильным, чем Equal:

Eq(orbrcro2,b2,c2) =* Equal(at.b1.c,1a2.b2.c2). C)

Обратная импликация будет иметь место только при дополни-

дополнительном ограничении, а именно, Ь2 должно быть достаточно

большим по отношению к Ь, и с, простым числом. В результате

отношение Equal сможет быть выражено через Eq следующим
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образом:

Equal(at.b,.с,.а2,Ь2,с2) <=>

<=> 3xyz[Eq(o1,brc|,x,y,z)&Eq(o2.b2,c2,x.y,z)]. D)

Мы начнём с установления диофантовости ещё одного вспо-

вспомогательного отношения

PNotGreater(at,a2,b) <t=> Prime(b) & NotGreater(arb,o2,b). (S)

Переход к одинаковому и простому основанию позволяет нам

воспользоваться теоремой Куммера (см. Приложение 3) и дать

этому отношению следующее представление:у р

PNotGreater(a,,a2,b) <=> Prime(b) & b г Г2 . F)

Используя PNotGreater, мы можем установить диофанто-
вость отношения

PSmall(a,b,c,e) <=> Prime(b)& Small(a.b.ce). G)

Ясно, что

PSmall(a,b,c,e) <=*

<=> Prime(b)& [e;>bvPNotGreater(a,Repeat(e,b,c),b)], (8)

где Repeat(p,cj,r) = p(q''-1)/(q-1) — шифр по основанию q корте-

кортежа <р р> длины г (если p<q, конечно).
Теперь у нас достаточно средств для решения нашей ос-

основной задачи. Пусть мы имеем два основания — «маленькое» Ь(
и «большое» Ь2 — и код <а2,Ь2,с> некоторого кортежа, все

элементы которого меньше Ьу Очевидно, что шифр а, того же

кортежа по основанию Ь, удовлетворяет сравнению

a,so2(mod Ь2-Ь,) (9)
и неравенству

а<Ь<\, A0)

поэтому если Ь2 столь велико, что

ьч<ь2-ьу (ID

то о, однозначно определяется условиями (9) и A0). Это по-

позволяет нам определить, наконец, отношение Eq:

Eq(arb,,cra2,b2,c2) <=> Code(aybvc})& с, = с2&
& PSma1l(o2.b2,c2,b1-1)&b^+b]<b2&a1 = o2(mod b2-b,). A2)

Легко видеть, что при так определенном Eq справедливы импли-

импликация C) и эквивалентность D), что доказывает диофанто-
вость Equal.

Имея теперь в своем распоряжении отношение Equal, мы

легко можем установить диофантовость отношений NotGreater и
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Small, переходя к эквивалентным кодам с простым основанием и

пользуясь диофантовостью PNotGreater и PSmall:

NotGreater(a,,bya2,b2) «=>

<=> Зх^хуг^циаЦа^.Ь^.г.х^.у.г) & Equal(o2,b2.z,x2,y,z) &

&PNotGreater(x,,x2.y)], A3)

Small(o,b.c,e) <=> 3xy[Equal(a,b.e,x,y.c)&PSmall(x,y,c,e)]. A4)
Аналогично мы можем теперь установить диофантовость

введённого в § 3.3 9-местного отношения Concat:

Concat(o,b,с,a,,bt,с,,o2,b2,c2) <=»

<=» 3xyx2[Equdl{aybycyxyb,ci)&Equal(o2,b2.c2,x2.b.c2)&

&a~x2b Чх,* c = c,+c2j A5)

(ср. с C.9)).

§ 3.6. Расширение функций на кортежи

В этом параграфе мы будем работать с позиционными кода-

кодами по некоторому фиксированному основанию Ь, не меньшему,

чем 3. Элементы соответствующих кортежей, очевидно, принад-
принадлежат множеству Шь = {0,1 Ь-1}. Пусть F —

произвольная

функция, определённая на Ш^, значения которой также лежат

в flfa. Такая функция порождает новую двухместную функцию,

которую мы будем обозначать через F[b], а именно, если

<а,Ь,с> - код кортежа

<а, ос>, A)

то значение F[b](a,c) по определению равно шифру кортежа

<F(a,) F(ac)> B)

(если а не является шифром по основанию b никакого кортежа

длины с, то значение F[b](a,c) не определено). Мы покажем,

что функция F[b] является диофантовой.
По кортежу A) можно построить b характеристических

кортежей

C)
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где

A,
если а. = к,

«
D)

О в противном случае.

Обозначим посредством hQ ^ь-\ ШИФРЫ кортежей C). Оче-

Очевидно, что

Ож/70+1ж/7)+...+(Ь-1)жЬь.1 = о. E)
Кроме того,

/70+...+hb., = RepeatA.b,c) F)
и ¦

Ortnormb(/7?,/7,,c), 0йк<1<Ь, G)

где Ortnormb(qt,q2,r) — отношение ортонормированности: все

элементы кортежей с кодами <qyb.r> и <q2,b,r> не превосхо-
превосходят 1, причем 1 не стоит одновременно на одном и том же мес-

месте в обоих кортежах. Это отношение является диофантовым, ибо

Ortnormb(qrq2,r) «

<=> Small(q1.b,r.1)&Small(q2.b.r.1)&Small(q,-i-q2.b.r.1). (8)

Легко видеть, что условия E)-G) однозначно определяют

шифры характеристических кортежей по о, b и с. Эти условия

диофантовы, и для завершения доказательства диофанто-
вости F[b] остается увидеть, что шифр кортежа B) равен

F@)*/70+...+F(b-1)*hb_r (9)

Заметим, что эта техника легко обобщается на случай,
когда F — функция m аргументов. В этом случае аргументами

F[b] будут длина с и шифры о, am некоторых кортежей

...!'.' "с.. (ю)

<am,l am.c>-

Для получения аналога равенства (8) нам потребуются Ьт хара-

характеристических кортежей, определяемых следующим аналогом D):

П. если au = kl <* =km.

[0 в противном случае.

Шифры hk k этих кортежей также удовлетворяют аналогам

условий E)-G) и определяются ими.
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Упражнения

3.1. В большинстве случаев использования полиномов Cantor в этой

книге не существенно, что они принимают в качестве своего значения любое

натуральное число, и вместо Cantorn можно использовать любой полином с

рациональными коэффициентами, который принимает каждое своё значение

ровно один раз. Покажите, что этим свойством обладает полином

сг1+(сг,+сг2J+(о1-ю2-ю3K+. . +(О|+... +ол)л.
3.2. Докажите, что Cantor является единственным (с точностью до по-

порядка аргументов) полиномом с рациональными коэффициентами степени не

более, чем 4, взаимно однозначно отображающим множество всех пар нату-

натуральных чисел на натуральный ряд.
3.3. Установите диофантовость функции трёх аргументов, значение ко-

которой равно ("] (а+Ь/с).

3.4. Найдите унарное экспоненциально диофантово представление для

центрального биномиального коэффициента I "I на основе тождества

= 2 Nx",
sqrtA-4X) п = сЛ "J

справедливого при |х| <0,25 (sqrt — квадратный корень).
3.5. Постройте другое экспоненциально диофантово представление для

факториала на основе следующих классических равенств:

3.6. Установите диофантовость трёхместного отношения а/Ь - | В^ |.
где Во=1, Bt=-1/2, B2=1/6,... - числа Бернулли.

3.7. Укажите обобщённое диофантово представление свойства Prime в

предположении диофантовости двухместного отношения

Bernoulli(o,b) <=> Еп[~|Вп|1.
3.8. Установите диофантовость отрицаний отношений Code, fcqual,

NotGreater и Small.

3.9. Установите диофантовость функций Mult и Add, которые по эле-

элементам кодов <p,cf, г> и <u,v, w> кортежей <р. р > и <и,,...,и > дают

шифры по основанию qv кортежей <р v.,...,p.v Ру\ Р v ^

и <p,+v Pi+v , . . . , р +v, р +v >.
"\ \ w "г \ "г w

3.10. Установите диофантовость функции Sum, которая по коду кортежа

определяет сумму его элементов.

3 11. Установите диофантовость функции Less(a.,cr,,b). значение ко-

которой есть шифр по основанию Ь кортежа </. f >, где ', = '¦ если

Elem(at,b, /)<Elem(o2lb, /), и г.=0 в противном случае.

3.12. Установите диофантовость функции ^(о) — количество простых

чисел, не превосходящих а.
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3.13- Постройте полином Prim«nth(n,х. х ), который при каждом

фиксированном значении л и произвольных значениях х.
хт принимает

только одно положительное значение — n-ое простое число.

3.14. При установлении в §3.5 диофантовости отношений Equal.
NotGreater и Small мы воспользовались установленной в § 3.4 диофантовос-
тью свойства Prime. Покажите, что этого можно было избежать, применяя

теорему Куммера только для р=2.
3.15. Пусть 5@)=о0 ,...'. 5(*-1)=О/м, 5(п+*)=ь/,_15л+/,_1+...+ь05л -

произвольная линейная рекуррентная последовательность к-го порядка.

Установите диофантовость этой последовательности, рассматривая её как

функцию 2/с+1 аргументов а. о, Ь. Ь, ., п.

3.16. Основное применение техника § 3.6 найдет в главе 5, где мы

будем работать с кодами по фиксированному основанию. Тем не менее неко-

некоторые функции несложно диофантово расширять и при переменном основании.

Установите диофантовость трёхместной функции Min такой, что

V/t[EUm(Min(or о2, Ь), k)=min(Elem(a|. Ь. к). Elem(a2. Ь, к))).

3.17. Покажите, что если ad-bc=l, то матрица
° 5 представляется

. J и L ,1, причём единственным образом. Это

свойство можно использовать для кодирования кортежей произвольной длины,

состоящих только иэ 0 и 1. Установите диофантовость конкатенации корте-
кортежей при таком представлении.

Открытые вопросы

3.1. Иллеется ли какой-либо аналог теоремы Куммера (см. Приложе-
Приложение 2) для сложения в позиционной системе счисления, в которой весами

разрядов являются числа (ХьA). 0tfaB), ... ?

3.2. Согласно теореме Вольстенхольма [1862], при л>3

Prime(n) => [2^:j]s1(mod л3).

Верна ли обратная импликация?

Комментарии

Кодирование кортежей неограниченной длины на основе китайской тео-

теоремы об остатках впервые было использовано К. Гёделем в его знаменитой

работе [1931]. Там же был предложен ещё один способ кодирования, исполь-

использующий основную теорему арифметики, т. е. единственность разложения на

простые множители. К. Гёдель использовал эти кодировки для арифметизации

утверждений и потому мог свободно использовать любые кванторы. В диофан-

товых представлениях используются только кванторы существования, и пото-

потому мы более ограничены в выборе кодировок.

Гёделево кодирование сыграло особую роль в исследованиях по 10-й

проблеме Гильберта не только из-за простоты диофантова представления

функции GElem Использование китайской теоремы об остатках даёт следую-

следующую уникальную возможность, не присущую другим кодировкам, для вычисле-
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ния значений полиномов. Пусть Р(х х ) — полином с натуральными ко-

коэффициентами. <at,b.c>. .... <ат.Ь,с> — гёделевы коды каких-то кортежей

<О1,Г ••'°1,с> <om.l "т.?-
Тогда тройка <Р(о. а ), Ь,с> является гиделевым кодом кортежа

при условии, что Ь достаточно велико. Это свойство было использовано в

работе Девиса, Патнама и Робинсон [1961] для получения существенного

прогресса в иссследовании 10-й проблемы Гильберта
—

установления алго-

алгоритмической неразрешимости экспоненциально диофантовых уравнений

(подробнее об их работе см. комментарии к главам 5 и 6).
Геделево кодирование обладает, о.днако, и рядом недостатков. Хотя

диофантово представление для функции GEIem очень просто, установить же

диофантовость других операций над кодами, например конкатенации, до-

довольно трудно. В этом отношении позиционное кодирование «перераспределя-

«перераспределяет» трудности
—

для установления диофантовости Elem требуется установить

диофантовость возведения в степень, но зато когда это сделано, диофанто-

диофантовость других функций и отношений устанавливается сравнительно просто.

До того как была установлена диофантовость возведения в степень, в

исследованиях по 10-й проблеме Гильберта была использована позиционная

кодировка, в которой весами разрядов были члены рекуррентной последова-

последовательности второго порядка (см. работы Матиясевича [1968а, 19686]).

Вскоре после установления диофантовости возведения в степень пози-

позиционная кодировка была использована в работе Матиясевича [19716] для по-

получения диофантовых представлений линейных рекуррентных последователь-

последовательностей произвольного порядка (см. упражнение 3.15). Ещё более эффектив-
эффективным средством позиционные кодировки стали после того, как была уяснена

роль теоремы Куммера. которую она может играть при построении диофанто-
диофантовых представлений. Впервые эта новая техника была применена в работе Ма-
Матиясевича [1976].

Экспоненциальная диофантовость биномиальных коэффициентов и факто-

факториала была установлена Дж. Робинсон [1952] независимо от общей идеи по-

позиционного кодирования. •

Экспоненциально диофантово представление для множества простых чи-

чисел также было указано в работе Дж. Робинсон [19S2]. Когда в работе Пат-
Патнама [1960] было замечено, что диофантовы множества — это множества на-

натуральных значений полиномов (см. § 1.4), стало ясно, что установление

диофантовости возведения в степень даст возможность строить полиномы,

представляющие простые и только простые числа. Это казавшееся тогда ма-

малоправдоподобным следствие рассматривалось многими как неформальный до-

довод против диофантовости возведения в степень.

Ввиду важности множества простых чисел ряд работ был посвящен спе-

специально диофантовым представлениям этого множества. В частности, многих

исследователей интересовал вопрос о том, сколь малым может быть количес-

количество переменных в полиноме, представляющем все простые числа и только их.
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В работе Матиясевича [1971а] была получена первая оценка сверху в 24 пе-

переменные (улучшенная в добавлении к английскому переводу до 21 перемен-

переменной). Эта оценка была улучшена до 12 переменных в работах Вады [1975] и

Джонса, Сато, Вады и Вьенса [1976]. В настоящее время A990 г.) наимень-

наименьшее количество — 10 переменных
— имеет полином, указанный в работе Мати-

Матиясевича [1977а]. Этот полином был построен на основе специфических осо-

особенностей множества простых чиогл. Полином с 10 неизвестными для простых

чисел может быть построен также на основе универсальной техники (см. ра-

работы Матиясевича [1977], Джонса [19826] и комментарии к главе 8).
Полиномы, которые строятся на основе общей техники, естественно,

получаются довольно громоздкими. В то же время используя специфику прос-
простых чисел, можно найти полином, занимающий всего несколько строк. В ра-

работе Джонса, Сато, Вады и Вьенса [1976] приведен следующий полином:

(*+2){1 - [wz+h+j-q]2 - [(g/t+2g+Jt+1)(/>+/)+/i-z]2 - Un+p+q+z-e]2 -

- [16(lk+1K(lk+2)(n+1J+1-f2]2 - [e3(e+2)(o+1J+1-o2]2 -

- 1(о2-1)у2+1-х2]2 - [i6^yV-1)+1-u2]2 - ln+1+v-y]2 -

- [((a+uV-a)J-1)(n+4oyJ+1-(x+cUJ]2 - [(a2-1)/2+1-m2]2 -

- [q+y(cr-p-1)+sBop+2a-p2-2p-2)-x]2 - [z+p/(a-p)+rBcrp-p2-1)-pm]2 -

- [ai"+fc+W-i]2 - [p+/(o-n-1)+bBon+2o-n2-2n-2)-m]2}.
Он содержит 26 переменных (все буквы латинского алфавита!) и множество

его положительных значений есть в точности множество всех простых чисел.

Рассмотрение только положительных значений позволяет вместо A.4.8)
брать представление типа x.A-D (xQ x ))=a. В итоге получается пара-

парадоксальный факт: приведенный выше полином, представляющий только простые

числа, сам является произведением двух полиномов!

Имея диофантово представление множества всех простых чисел, легко

можно получить диофантовы представления множества всех простых чисел

Мерсенна, т. е. простых чисел вида 2"-1, и множества всех простых чисел

Ферма, т. е. простых чисел вида 2"+1. Однако для простоты чисел вида

2"±1 имеются специальные критерии, формулируемые в терминах делимости

членов некоторых рекуррентных последовательностей, что позволило Джон-

Джонсу [1979] дать для этих множеств представления с 7 неизвестными. (В на-

настоящее время известно всего пять простых чисел вида 2п+1, и весьма

правдоподобной считается гипотеза о том, что других таких чисел нет; в

таком случае для задания простых чисел Ферма достаточно и полинома с од-

одной переменной.)
Как хорошо известно, простые числа Мерсенна тесно связаны с чётными

совершенными числами. В работе Кряучюкаса [1979] приведено диофантово
представление множества всех совершенных чисел.

Положительный ответ на открытый вопрос 3.2 позволил бы дать сравни-

сравнительно несложное диофантово представление для множества всех простых чи-

чисел (в этой связи см. упражнение 3.4).



Глава 4

УНИВЕРСАЛЬНЫЕ ДИОФАНТОВЫ УРАВНЕНИЯ

В этой главе мы построим универсальное диофантово уравнение
—

ре-

решение любого диофантова уравнения может быть сведено к решению этого

уравнения при подходящем выборе значений параметров. Универсальное урав-

уравнение позволит нам построить диофантово множество с недиофантовым до-

дополнением.

§4.1. Основные определения

Универсальное уравнение имеет вид семейства уравнений

параметры которого подразбиты на две группы: параметры-
элементы а, ап и параметры-коды /с, к/. Уравнение A)
называется универсальным уравнением, если для любого диофан-
диофантова уравнения с п параметрами

можно указать такие числа к® к®, что уравнение B) раз-

разрешимо относительно ху..,х в точности при тех же значениях

параметров а, ап, при которых уравнение

разрешимо относительно у, yw.

Пользуясь иной терминологией, можно сказать, что урав-

уравнение C) является другим представлением диофантова мно-

множества, задаваемого уравнением B). Таким образом, каждое

универсальное уравнение порождает кодирование диофантовых

множеств данной размерности
—

кортеж <к® кЧ> можно счи-

считать кодом множества, задаваемого уравнением B).
На универсальное уравнение A) можно посмотреть и как

на уравнение, в котором все параметры а, ап, Ar
1 kf

являются параметрами-элементами; при таком взгляде уравне-

уравнение A) определяет некоторое диофантово множество (/+л)-ок
натуральных чисел, которое, естественно, называется универ-
универсальным диофантовым множеством.
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Нетрудно увидеть, что ценой увеличения количества неиз-

неизвестных любое универсальное уравнение может быть преобразо-
преобразовано в универсальное уравнение с тем же количеством парамет-

параметров-элементов, но всего с одним параметром-кодом. Действи-
Действительно, если A) —

универсальное уравнение, то универсальным

является и уравнение

U2(a, ап,к} к,.уг yJ+ffc-^Cantor,^, fc,)J = 0 D)

с одним параметром-кодом к и l+w неизвестными /с] kj,
у, у (множитель 2 обеспечивает целочисленность коэффи-
коэффициентов). Кодом множества B) в кодировке, определяемой

уравнением D), будет, очевидно, число г'СаптогД/с1^ к®).
В этой главе будет установлено существование универ-

универсальных уравнений для каждого п. При этом, вообще говоря,
мог оказаться неизбежным рост w с ростом п. Это, однако, не

происходит: существует константа m такая, что для любого п

имеется универсальное уравнение A) с / = 1 и w = m.

Ограничить количество неизвестных в универсальном урав-

уравнении помогает опять-таки- канторова нумерация. Пусть m —

количество неизвестных в некотором универсальном диофантовом
уравнении

U,(a.k.yt ym) = 0, E)

кодирующем одномерные диофантовы множества. Определим при
п > 1 полином Uп следующим образом:

"„<<»¦ on.k.y} yj = U,B"Cantorn(o, an).k.yx yj. F)

Проверим, что уравнение

"„(о, an.k,y} yJ = 0 G)

является универсальным. Пусть B) —

произвольное диофантово

уравнение. Рассмотрим одномерное диофантово множество В,

задаваемое уравнением

D2(z, zn.x, xm)+(o-2nCantorn(z, zn)J = 0. (8)

В силу универсальности уравнения E) найдётся такое чис-

число к — код множества В, что уравнение

U](a.ku.yl yJ = 0 (9)

также определяет множество В. Остается заметить, что

согласно определению F) уравнение

fn(o, on.k^.yt yJ = 0 A0)

разрешимо или не разрешимо одновременно с уравнением B),
так что в качестве требуемого в определении универсальности
числа kD можно взять /сэ.
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§ 4.2. Кодировка уравнений

Как было показано в предыдущем параграфе, нам достаточ-

достаточно найти универсальное диофантово уравнение A.1) при п=\.

Мы начнём с построения универсального диофантова уравнения с

шестью параметрами-кодами Ь, eL, cR, d, е, f, а именно, ука-

укажем полином U такой, что, каково бы ни было диофантово урав-
уравнение

^ xJ = 0, A)

найдутся такие числа Ь? с^, с^, d? e? f? что уравнение A)
разрешимо или неразрешимо для тех же значений параметра а,

что и уравнение

Ща.Ь?с°.с%.<*?е№у7 ут) = 0. B)

Поскольку на протяжении этой главы мы будем иметь дело толь-

только с одним «произвольным» диофантовым уравнением A), для

упрощения записи индекс D у параметров будет в дальнейшем
опускаться.

Из определения универсальности следует только, что по

шестёрке <b,C|_,cR,d,e,/> можно определить лишь множество,

задаваемое уравнением A). В нашей же конструкции по этой

шестёрке можно будет определить и само уравнение A), и по-

потому мы будем называть её также расширенным кодом уравне-

уравнения A).
Расширенный код должен, очевидно, содержать информацию

о количестве переменных и степени полинома D, а также о его

коэффициентах. Первые две характеристики будут представлены
явно, а именно, е будет равно т, т. е. количеству неиз-

неизвестных в уравнении A), ас/ может быть любым числом, пре-

превосходящим степень полинома D относительно всех переменных

(не ограничивая общности, мы будем считать, что эта степень

больше 0). Кроме того, значение f будет определяться ра-
равенством

f = 2d\...+2df>. C)

Тройку <d,e,f> будем называть форматом уравнения A). Понят-
Понятно, что информация, содержащаяся в f, избыточна. Более того,

отношение Format(d, e, f), определяемое равенством C), явля-

является диофантовым (см. упражнение 4.3), но мы не будем ис-

использовать этот факт.
В предыдущей главе мы ввели разные способы кодирования

кортежей натуральных чисел, но коэффициенты полинома D в

общем случае — целые числа. По этой причине мы сначала пред-

представим полином D в виде разности двух полиномов с натураль-
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ными коэффициентами:

ОЦ, *«,> = CL<*0 xm)-CR(x0 xj, D)

С lx x )- Y с х'° х'т E)о

0 m

Числа cL и cR будут шифрами по основанию Ь некоторых корте-
кортежей, несущих информацию о коэффициентах полиномов CL и CR
соответственно. Поскольку в дальнейшем мы будем одинаково

работать с cL, CL и cR, CR, индексы L и R будут обычно
опускаться.

Чтобы определить с, мы должны сначала каким-то образом
'линейно расположить коэффициенты с, , . Кроме того, по

'о ш

причине, которая станет ясной позднее, мы умножим г.

'О m

на подходящие множители. А именно, определим шифр с полинома

С по основанию b равенством

Edm+1_f
d°- -i dm

/„!.../m!(d-/,-...-/m)!c(. i
Ь

° m
. G)

Пятёрку чисел <b,c.d,e,f> мы будем называть кодом поли-

полинома С при дополнительном условии

b>d!max{c(. . > (8)
'О m

(это неравенство гарантирует однозначное восстановление ко-

коэффициентов С[ j по fo, с и d). Наконец, шестёрка

<b,cL.cR.d.e,f> будет расширенным кодом уравнения A), если

пятёрки <b.c^,d,e,f> и <b,c^,d,e,f> — коды полиномов С|_ и CR.
Мы не стали устанавливать диофантовость отношения

Format и не будем устанавливать диофантовость шестиместного

отношения ECode(b,cL,cR,d,e,0 - быть расширенным кодом не-

некоторого уравнения. Универсальное уравнение

L/(o,b.cL.cR.d.eJ,y7 ym) = 0. (9)

которое мы построим, будет обладать следующим свойством:

ECode(b,cL,cR,d,e.O =>

7 ym[U(a,b.cvcR.d,e.f.y7 ym) = 0] <=*
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где

(ID

— уравнение, расширенным кодом которого является

<fo,cL,cR,d,e,f>. Вопрос о разрешимости или неразрешимости (9)
в случае, когда шестёрка <b.c^,c^.d.e,f> не является расши-

расширенным кодом никакого уравнения, нас интересовать не будет.

§ 4.3. Кодировка потенциальных решений

В предыдущем параграфе мы ввели понятие формата
уравнения

D(a,x} xJ = 0 A)

как тройки чисел <d,e,(> специального вида. В этом параграфе
мы введём новую кодировку кортежей натуральных чисел

<х, хт>, связанную с рассмотрением их как потенциальных

решений уравнения A). Эта кодировка решений будет состоять

из пяти чисел d, e, f, д. h, первые три из которых образуют
формат уравнения A). Число g должно превосходить числа 1,

х, xm, a h определяется равенством

h = x1gd'+x2gd2+...+xmgdm B)

Иными словами, <h,g.dm+\> — это позиционый код кортежа

<0 0,х,,0 0,х2 0 0,хт>, C)

в котором элементы кортежа <х, хт> «разбавлены» нулями;

роль этих дополнительных нулей прояснится в следующем

параграфе.
В §4.2 мы не стали устанавливать диофантовость отноше-

отношения Format и сейчас не будем устанавливать диофантовость от-

отношения SCode(d,e,/\g,/i) — быть кодом некоторого потенциаль-
потенциального решения. Вместо этого мы легко установим диофантовость

некоторого другого отношения SCod, совпадающего с SCode при

условии, что <d,e.f> — формат некоторого уравнения:

Format(d,e,0 => iSCod(d,e,f.g,h) <=> SCode(d,eJ,g,/7)]. D)
Отношение SCod вводится из следующих соображений: если

<d,e,f> — формат некоторого уравнения, то <f,2,de+\> — это

позиционный код кортежа

<0 0,1,0 0,1 0 0,1>, E)

в котором единицы стоят на тех же самых местах, на которых в

C) стоят х, хт. С помощью Equal мы можем определить i —

шифр того же кортежа E), но по основанию д. В этом случае
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(g-1)f будет шифром по основанию g кортежа

<0 0,д-1,0 О.д-1 0 0,д-1>, F)

и остаётся воспользоваться отношением NotGreater.

Итак, мь1 определяем SCod посредством

SCod(d,e.f,g.h)<=>
« 3f[Equal(/,2,de+1./,g.de+1)&NotGreater(/7,(g-1)/.g)]. G)

Легко видеть, что свойство D) при таком определении SCod

выполнено.

§ 4.4. Вычисление значений полиномов

Пусть у нас есть расширенный код <Ь,с^,с^,<^,е,(> неко-

некоторого уравнения

D(a,x{ xm) = 0 A)

и код <d,e,f,g,h> его потенциального решения х, хт. Мы

хотим установить, является ли <d,e,f,g,h> кодом фактического

решения уравнения A) при заданном значении параметра а.

Один очевидный путь — это восстановить по коду уравнения

коэффициенты полинома, восстановить по коду решения значения

неизвестных и проверить равенство A). Существует и другой
путь, не требующий декодирования. Благодаря нашему выбору
кодировок имеется возможность вычислить значение полинома С

прямо по его коду <b,c.d,e.f>, коду потенциального решения
<d,e,f,g,h> и параметру о.

Пусть w — большое число (точное неравенство будет вы-

выписано ниже). С помощью Equal мы можем перейти от кодов с

основаниями b и g к новым кодам <w,s,d,e,f> и <d,e,f,w,t>
того же полинома С и того же потенциального решения. Рас-

Рассмотрим число

Заметим, что в этой сумме все показатели степени у w различ-

различны, поэтому, если w достаточно велико, то B) является шиф-

шифром по основанию w некоторого кортежа, содержащего все одно-

одночлены, составляющие С, но с другими коэффициентами. Чтобы

«подправить» коэффициенты, умножим B) на

I 'V- ¦'m!^-1-'-0----'m)!c/0.../mw
"

"¦"

"

i _ +. . .+i <d
0 m
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и сгруппируем вместе члены с одинаковыми степенями w:

Jk.O

Здесь С. - некоторые выражения, содержащие с .
, а,

К 'О' 'т
х х Нетрудно видеть, что

¦ I (.",Jv-'.'w-'-'.--'-»c,r..,.-4''..-.1-
V¦¦•*in,<d

.x, xj. E)

Таким образом, если w превосходит Со С
т+1

, то
2d -I

хJ )!. F)

Остаётся найти какую-либо явную нижнюю границу для w, гаран-

гарантирующую справедливость F). Нетрудно проверить, что для

этого достаточно потребовать, чтобы

1c. G)

Определим теперь девятиместное отношение

Soiution(a.b.cL,cR,d.e,f.g,n) *=»

«=* SCod(d,e7.g.n)&3$L$R/w tw>A+o+h)d-1(cL+cR)&

&Equal(cL,b,de+1+1,sL,w,de+1+1)&Equal(cR.b.de+1+1,sR,w,de+1+1)&

&Equal(h,g.de+1,/,w,de+1)&

&Elem(A+ow+0d sL.w.de+1+1)= Elem(A+ow+0<:''1sR.w,de+1+1)]. (8)

Как следует из F),

ECode(fo, cvcR,d,e,f) =»

=> [3g/)[SCode(d,eJ.g./i) & Solution(o.b.cL,cR.d,e7.g,/j)] <=»
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§ 4.5. Универсальные диофантовы уравнения

Отношение Solution(a,b,cL,cR,c/,eJ,g,/i), введённое в конце

предыдущего параграфа, очевидно, является диофантовым, и мы

можем построить диофантово уравнение

U(a.b.cL.cR.d.e.f,g,h.y9 ym) = 0, (D

задающее это отношение. Нетрудно понять, что отнеся д и h к

неизвестным, мы получим требуемое универсальное уравне-
ние B.9).

Используя технику §4.1, мы можем теперь построить для

каждого п универсальный полином Un с одним параметром-кодом

и ш неизвестными. Полином U, мы, согласно A.4), определим

равенством

U,(a.*.y, ym) = U2(a,y, yJ+U^Alantor^, у6)J. B)

Соответственно если <b,cL,eR,d,e,f> — расширенный код не-

некоторого уравнения , » „ ,.чч

D(a.xt xJ = 0. C)

то в новой кодировке кодом уравнения C) будет по определе-
определению число

4

22 Cantor6(b,cL,cR.d,e,0- D)

При таком определении не каждое натуральное число ока-

оказывается кодом какого-либо уравнения. Этот «недостаток»
легко можно устранить следующим образом. Ясно, что по каждо-

каждому конкретному числу к можно узнать, представимо ли оно в

виде D), где <b,c^,cR,d.e,f> — расширенный код какого-либо

уравнения. Если к не представимо в таком виде, то будем по

определению считать число к кодом уравнения

и,(а.Лг.х, xJ = 0 E)

с единственным параметром а и m неизвестными х( хт. Оче-

Очевидно, что, каковы 5ы ни были значения а и к, уравнение E)
имеет решение тогда и только тогда, когда решение имеет

уравнение с кодом к независимо от того, является ли к кодом
в первоначальном смысле D) или кодом уравнения E).

Для п>\ универсальный полином Un определяется, согласно

A.6), следующим образом:

и„Ц °n-k-Yi Ут>=и,BпСаптогп(О] ап),к,У] Ущ). F)

Наконец, определим универсальный полином UQ равенством

ио<*-у, yJ = u.(o-k^i yJ- <7>

считая любой код уравнения C) также кодом уравнения без

параметров
^ (8)
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§ 4.6. Диофантовы множества

с недиофантовыми дополнениями

Универсальное диофантово уравнение позволяет нам легко

построить пример диофантова множества с недиофантовым допол-
дополнением (другой пример будет указан в §6.6). Существование
таких множеств показывает, что мы не можем пополнить ни от-

отрицанием 1, ни квантором общности V наш арсенал логических

средств для построения диофантовых множеств (состоящий в

данный момент из В, & и v), ибо дополнение диофантова мно-

множества, определяемого уравнением

D(a,x^ xJ = 0, A)

задаётся формулами

l3x1.:...xm[D(o.x, xm) = 0] B)
и

v*. xmWa.xv....xJ*0l C)

Построение проводится по классической диагональной

схеме. Рассмотрим универсальное диофантово уравнение

U/p.q.y, ym) = 0 D)

и поставим на место обоих параметров параметр-элемент а:

U,(o,o.y, yJ = 0. E)

Получившееся уравнение определяет некоторое диофантово мно-

множество Ь, натуральных чисел. Проверим, что 5, — дополне-

дополнение 5), — диофантовым не является.

Допустим противное, тогда Ь имеет некоторый код к.

Зададимся вопросом, разрешимо ли уравнение

u.ua.y, ут)=о. F)

Если оно разрешимо, то по определению Ь, ^еЬ,. а ввиду

универсальности U, ke§r Аналогично, если F) не имеет

решений, то по определению Ь, >V?br но ввиду универсальнос-
универсальности Uf ktby Полученные противоречия показывают, что §, не

диофантово.
Множество Ь, является несколько искусственным примером.

Более интересным является множество Ьо, определяемое уравне-
уравнением

"„('¦У, Ут> = 0. G)

Как видно из определения. Ьо
— множество кодов диофантовых

уравнений (без параметров), имеющих решения. В этой термино-

терминологии 10-я проблема Гильберта — это вопрос о способе распо-
распознавания принадлежности данного числа а к множеству Ьо-
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Полином UQ был определён равенством E.6), таким обра-
образом, решение уравнения G) сводится к решению уравнения D)
при р = 0, q = t. Для того чтобы доказать, что §0 — дополнение

Ьо
— не является диофантовым. мы установим обратную связь, а

именно, покажем, что решение уравнения D) при произвольных

значениях параметров р и q сводится к решению уравнения G)
при подходящем значении f. Непосредственно в таком виде это

утверждение очевидно, ибо при фиксированных значениях р и q

можно взять в качестве / код уравнения D), рассматриваемого
как уравнение без параметров. Существенным для нас является

то обстоятельство, что такой код может быть задан полиномом

от р и q с целыми коэффициентами.

Итак, мы рассматриваем уравнение

WP>, У.) = 0. (8)

получившееся из D) подстановкой конкретных значений р и q.
Сначала мы построим расширенный код <b,c[_,cR.d,e,f> этого

уравнения. Понятно, что d и е, а следовательно, и f можно

взять фиксированными, не зависящими от р и q. Разбиение B.4)
на полиномы с натуральными коэффициентами мы проведём не для

случая D = W , а для случая D = Uy т. е. независимо от значе-

значений р и а. В результате коэффициенты с, , , и св ¦

1"'о 'ш "''о 'т
будут полиномами с натуральными коэффициентами от р и q. Со-

Соответственно мы можем найти полиномиальное выражение для Ь,

удовлетворяющего B.8), и для кодов полиномов cL и cR, опре-
определяемых {2.7). Наконец, код к уравнения (8) получается из

расширенного кода <b,cL,cR.d,e.f> согласно E.9) снова поли-

полиномиально. Таким образом, к = K(p,q), где К — полином с целыми

коэффициентами.
В итоге мы получаем следующую связь множеств Ь, и Ь„:

оеь, <=> К(а,а)€Ь0 (9)

или, переходя к дополнениям,

оеь, «=> К(о,о)е50. A0)

Если бы 50 было диофантовым, то, очевидно, диофантовым ока-

оказалось бы и Ь,- Поскольку это не так, мы получаем, что 50 не

диофантово.

Упражнения

4.1. В § 4.1 уменьшение количества параметров-кодов достигается це-

ценой увеличения количества неизвестных. Предложите способ преобразования

универсального уравнения A.1) в другое универсальное уравнение с w не-

неизвестными и одним параметром-кодом.
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4.2. В § 1.4 и упражнении 1.8 был специализирован вид параметричес-

параметрических диофантовых уравнений. Предложите специальные формы универсальных

уравнений.

4.3. Установите диофантовость отношения Format.

4.4. Универсальные уравнения, построенные в этой главе, имеют до-

довольно сложную структуру. Если же мы знаем, что существует какое-то

универсальное уравнение

Щ°-к*2 *т> = °-

степень которого относительно всех переменных меньше d, то мы можем лег-

легко построить другое универсальное уравнение, имеющее весьма регулярную

структуру. Например, универсальным будет уравнение

У (с, . . -cR
O 'J

в котором а —

параметр-элемент, х- x — неизвестные, а все остальные

переменные
—

параметры-коды. Количество параметров-кодов можно умень-

уменьшить при сохранении регулярности структуры, если вместо канторовой нуме-

нумерации использовать какой-либо другой полином, принимающий каждое свое

значение не более одного раза, в частности, универсальным будет уравнение

[ у fc -с i.4V' хЧ2[ L. lC|-'o 'm CRi'0 'm> X2"">J
/' +. . . +l <d

+ Ь, - > c, , . c° m
+>l

- ) Ci .

L ^ L-'O 'm

. ,0 . .ml 2
/no +... + / a

cR • c

0 m

fc, . . +ce . . ] =0,

в котором о —

параметр-элемент, Ь^, Ь^, с и /г — параметры-коды, а ос-

остальные переменные
— неизвестные. Найдите какие-либо конкретные значения

с/ и /л, при которых эти уравнения будут универсальными.

Открытый вопрос

4.1. Существуют ли такие константы вит, что для каждого п можно

построить универсальное уравнение с п параметрами-элементами, одним па-

параметром-кодом и m неизвестными, полная степень которого относительно

всех переменных равна d?
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Комментарии

Конструкция универсального диофантова уравнения, приведённая в

этой главе, является чисто теоретико-числовой и могла бы, в принципе,

быть найдена ещё в прошлом веке. Тем не менее это не произошло, и,

по-видимому, не столько из-за технических трудностей, сколько из-за

того, что специалисты по теории чисел и не подозревали о такой

возможности. В этом отношении характерной представляется реакция на

работу Девиса, Патнама и Робинсон [1961], из которой следовало

существование универсального экспоненциально диофантова уравнения.

Вот что писал референт этой работы Г. Крайзель [1962]:

«Эти результаты поверхностно связаны с десятой проблемой
Гильберта об (обычных, т. е. не экспоненциально) диофантовых

уравнениях. Доказательства результатов этих авторов, хотя и очень

элегантные, не используют слишком трудных [recondite] фактов ни из

теории чисел, ни из теории рекурсивно перечислимых множеств, так что

скорее всего данный результат не имеет тесной связи с 10-й проблемой

Гильберта. Также в целом неправдоподобно, чтобы все (обычные)
диофантовы проблемы можно было единым методом свести к случаю

фиксированного количества неизвестных и фиксированной степени».

В теории алгоритмов универсальные объекты — аналоги уни-

универсальных диофантовых уравнений
— известны давно, это креативные

множества, универсальные машины Тьюринга, нормальная форма частично

рекурсивных функций и т. п. М. Девис [1953] высказал общую гипотезу

(подробнее о ней см. комментарии к главе 5), из которой следовала

переносимость на диофантовы уравнения основных идей теории алгоритмов

и, в частности, существование универсального диофантова уравнения.

Гипотеза Девиса была доказана в 1970 году (см. комментарии к главе 5),
и первая конструкция универсального диофантова уравнения существенно

использовала идеи и методы теории алгоритмов. В главе 6 будет приведена

другая конструкция универсального диофантова уравнения, основанная как

раз на таких идеях.

После установления самого факта существования универсальных

диофантовых уравнений естественно возник вопрос о том, сколь малым

может быть количество неизвестных в таком уравнении. В работе

Матиясевича [1971 в] была дана первоначальная грубая верхняя оценка в

200 неизвестных. В работе Матиясевича и Робинсон [1975] этот

результат был улучшен до 13 неизвестных, причём это было достигнуто в

результате привлечения новых теоретико-числовых идей вместо

первоначальных теоретико-алгоритмических. Именно на этом пути и была

найдена приведённая в этой главе чисто теоретико-числовая

конструкция. Здесь она изложена без многочисленных технических

деталей, позволяющих довести число неизвестных до 9, но затрудняющих

восприятие основных идей. Эта оценка была объявлена в докладе

Матиясевича [19776] и изложена со всеми деталями в работе
Джонса [19826].
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В этой же работе приведена следующая универсальная система диофан-

товых уравнений:

e/g2+C< = (b-xy)q2, q = b5 , A+q4=1+Ab5, 0+2z = b5, / = и+10, е = у+тв, n = qH,

r = [g+eq3+/q5+B(e-zA)A+xb5+gL+Ab5+AbSq4)q4]x[n2-n]+

+[q3-b/+/+0Aq3+(b5-2)q5][n2-1],

p = 2ws2r2n2. p2k2-k2=\=Z2. 4(с-Ьл2J+Г} =/t2. /t = r+1+np-n, o = (wn2+1)rsn2,

с = 2г+1+ф, d = bw+ca-2c+4/y--5y\ d2 = (o2-1)c2+1, f2 = (o2-1)/2c4+1,

Здесь x —

параметр-элемент, и, у, z —

параметры-коды, а остальные 28 пе-

переменных являются неизвестными, причём все параметры и неизвестные при-

принимают только положительные целые значения. Отметим, что доказательство

универсальности этой системы не является чисто теоретико-числовым, по-

поскольку в нём (так же, как в упражнении 4.4) используется факт существо-
существования другого универсального уравнения.

Существование диофантова множества, дополнение которого не диофан-

тово, было установлено в работе Девиса [1953]. Этот результат был полу-

получен там как прямое следствие существования алгоритмически неразрешимых

проблем и возможности сформулировать их на полном арифметическом языке.

Использование диагональной конструкции для этих целей восходит к доказа-

доказательству Кантора несчётности множества вещественных чисел.

Что же касается конкретно множества Ьо
—

множества кодов диофанто-

вых уравнений, имеющих решения, то вопрос о его диофантовости и недио-

фантовости его дополнения тесно связан с вопросом об алгоритмической не-

неразрешимости 10-й проблемы Гильберта (подробнее об этом см. главу 5), и

диофантовость Ьо и недиофантовость Ьо была установлена одновременно с

получением отрицательного решения 10-й проблемы Гильберта, т. е. с ис-

использованием логических средств. Изложенное в § 4.6 чисто теоретико-

числовое доказательство является, по-видимому, первым.



Глава 5

АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ НЕРАЗРЕШИМОСТЬ

10-Й ПРОБЛЕМЫ ГИЛЬБЕРТА

В этой главе будут описаны абстрактные вычислительные устройства —

машины Тьюринга, и установлена их связь с диофантовыми уравнениями. Это

и позволит дать отрицательное решение 10-й проблемы Гильберта.

§ 5.1. Машина Тьюринга

Теоретико-числовая техника, развитая в предыдущих

главах, даёт нам возможность приступить к доказательству

алгоритмической неразрешимости 10-й проблемы Гильберта.
Предварительно мы должны уточнить, что понимать под гильбер-
гильбертовым способом, при помощи которого возможно после конечного

числа операций установить, разрешимо ли это уравнение в

целых рациональных числах. Такое уточнение можно сделать

разными путями. Основная идея любого такого уточнения со-

состоит в следующем. Мы можем считать, что имеем метод для

решения какого-либо типа задач, если мы можем находить ре-

решение любой задачи этого типа без приложения творческих

усилий, как говорят, чисто механически. Эту идею можно фор-
формализовать, сказав, что мы имеем метод, если мы можем по-

построить машину, которая будет решать задачи данного типа без

нашего участия, автоматически.

Машины Тьюринга
— это абстрактные вычислительные уст-

устройства. Их можно описывать в чисто математических теорети-

теоретико-множественных терминах, но мы будем следовать традиции,

описывая машины Тьюринга, как если бы они были реальными

устройствами.
Машина Тьюринга имеет память в виде ленты, разделённой

на клетки. Лента имеет один конец, для определённости мы бу-
будем считать, что левый. Вправо лента является потенциально

бесконечной. Потенциальная бесконечность ленты означает, в

частности, что, в отличие от реальных машин, машина Тьюринга
не может прервать свою работу с аварийной диагностикой
«НЕ ХВАТАЕТ ПАМЯТИ». В то же время любое конкретное вычис-

вычисление использует лишь конечный отрезок ленты.

3 Ю.В.Матияссвич
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Каждая клетка может быть либо пустой, либо содержать
один символ из некоторого конечного множества символов

А = {а( aj, называемого алфавитом. Разные машины имеют.

вообще говоря, разные алфавиты. Один символ играет выделен-

выделенную роль — им всегда будет помечена самая левая клетка, и

только она. В качестве такого маркера мы будем использовать

символ "*". Кроме того, нам удобно ввести ещё символ для

обозначения пустой клетки, по традиции мы будем использовать

для этой цели букву "Л".

Символы на ленте читает и пишет головка, которая в каж-

каждый момент дискретного времени обозревает одну из клеток лен-

ленты. Головка может перемещаться вдоль ленты вправо и влево.

В каждый момент времени машина находится в одном из ко-

конечного числа состояний, которые по традиции мы будем обо-
обозначать посредством q( qv. Одно из состояний объявляется

начальным, у нас это всегда будет qr Кроме того, одно или

несколько состояний объявляются заключительными.

Очередное действие машины полностью определяется состо-

состоянием, в котором она находится, и символом, который видит

головка. За один шаг машина может изменить символ в клетке,

переместить головку на одну клетку влево или вправо и перей-
перейти в другое состояние. Действия машины задаются набором ин-

инструкций вида

где q(-
— состояние, в котором находится машина, q; не явля-

является заключительным;

а. — символ, который видит головка, а.еАи{Л>, ао = Л;

aA(i i)
~ симвоп> вписываемый в клетку, a w. .j^A, воз-

возможно, ЧТО CtAij j)
= aj'<

D(i.j) -

перемещение головки, для которого есть три
возможности: L —

сдвиг на одну клетку влево, R —

вправо, S - без сдвига;

qQ/. •)
- новое состояние машины, возможно, что 4q(, ;\~Ч,-

В соответствии с нашим соглашением, если а--*, то

Яд/;.-)
= *. з D(y,/')^L; если же а..**, то адг, ;)**• Дпя каж-

каждого незаключительного состояния и каждого символа из Аи{Л}
имеется ровно одна инструкция с соответствующей левой
частью.

В исходный момент времени некоторый начальный отрезок
ленты заполнен без пропусков какими-то символами из А, ос-

остальная часть потенциально бесконечной ленты пуста, головка

помещена в одну из клеток, а машина находится в

состоянии qr Далее работа машины проходит шаг за шагом в

соответствии с инструкциями. Завершается работа машины после
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выполнения инструкции, в которой qQ/(- >
— одно из заключи-

заключительных состояний. Возможна и такая ситуация, что машина ни-

никогда не перейдёт в заключительное состояние и будет рабо-
работать неограниченно долго.

Исходная информация определяется начальным содержимым

ленты и положением головки на ней. Результат вычислений оп-

определяется заключительным содержимым ленты, положением голо-

головки на ней и состоянием, в котором произошла остановка. Ин-

Интерпретация исходной информации и результата являются внеш-

внешними событиями по отношению к машине Тьюринга. Например, мы

можем записывать на ленте числа в двоичной системе счисления

с помощью двух букв а и э. считая а нулем, а & — единицей,
или наоборот; понятно, что при этом одна и та же машина бу-
будет вычислять, вообще говоря, разные функции.

§ 5.2. Композиция машин

Нам потребуется факт существования ряда машин Тьюринга
с некоторыми специальными свойствами. Мы могли бы, в принци-

принципе, привести полную систему инструкций каждой такой машины,

но это были бы довольно громоздкие и малообозримые построе-
построения. Вместо этого мы приведём инструкции лишь нескольких

простейших машин и опишем два способа построения из них бо-

более сложных машин с требуемыми свойствами.

Все машины, которые мы будем строить, будут работать в

одном и том же алфавите

{*.0,1.2.3. л}. A)

Заключительными состояниями будут всегда состояния q2 и q3,
причем остановку в состоянии q2 мы будем интерпретировать
как ответ «ДА», а в состоянии q3

— как «НЕТ». Клетки, содер-

содержащие символ "л", будут играть роль дублёров пустых клеток,
а именно: справа от клетки с символом "а" сможет находиться

только либо клетка с символом "л", либо пустая клетка; для
любого состояния q; у инструкций с левыми частями q(.A и q(A
будут совпадать правые части.

Первый способ построения по двум машинам Тьюринга Л1, и

М2 новой машины М состоит в следующем:
во всех инструкциях машины /VI

( заключительное состоя-

состояние q2 заменяется на qv,+l, где v — количество состояний ма-

машины М{ (напомним, что заключительные состояния могут стоять

только в правых частях инструкций);
во всех инструкциях машины М2 каждое незаключительное

состояние q(- заменяется на qv+i (в частности, q, заменяется

на qv+1);
з*
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модифицированные инструкции обеих машин объединяются и

образуют систему инструкций новой машины М.

Рис.1. Первый способ композиции

Действие машины М, построенной описанным выше способом,
состоит, очевидно, в последовательном выполнении действий
машин М, и М2 при условии, что машина Mt заканчивает работу
в состоянии qr Для обозначения машины М мы будем исполь-

использовать одну из трёх форм записи

или

М, and M2

if M, then M2
в соответствии с тем, которая из них в каждом конкретном

случае естественнее для восприятия человеком.

Легко видеть, что описанная выше операция построения по

двум машинам Тьюринга третьей является ассоциативной, и пото-

потому обозначение типа М^,М2;М3 не является двусмысленным.

Второй способ построения по двум машинам Тьюринга /VI, и

М2 новой машины М состоит в следующем:
во всех инструкциях машины М, заключительное состоя-

состояние q2 заменяется на qv+), где v — количество состояний ма-

машины Му а заключительное состояние q3 заменяется на q2;
во всех инструкциях машины М2 каждое незаключительное

состояние q; заменяется на qv+i, а заключительное состоя-

состояние q2 заменяется на qt;
модифицированные инструкции обеих машин объединяются и

образуют систему инструкций новой машины М.

Построенную таким способом машину М мы будем обозначать
посредством

while do M2 od

Действие этой машины состоит в поочерёдном выполнении дей-
действий машин М( и М2 до тех пор, пока одна из машин не перей-

перейдёт в состояние q3.
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ли » ID

м

м2
г- г-

Рис.2. Второй способ композиции

Введённые нами обозначения выглядят как некоторый при-

примитивный язык программирования. Следует отметить, однако,

что каждая «программа» является на самом деле обозначением

конкретной машины Тьюринга.

§ 5.3. Базисные машины

В этом параграфе мы построим ряд конкретных машин Тью-

Тьюринга и опишем их работу. Хотя машины Тьюринга могут обраба-
обрабатывать словарную информацию, нас будет интересовать главным

образом работа с натуральными числами. Для этого мы примем

ряд соглашений по представлению чисел на ленте машины. А

именно, мы будем использовать непозиционную единиричную си-

систему счисления — изображение числа т будет занимать т+\ по-

последовательную клетку. В самой левой из них будет записан

символ "О", в остальных — символ  ".Естественно, что клет-

клетка, расположенная непосредственно справа от последней клет-

клетки, составляющей изображение числа, не может содержать сим-

символ  ".

Изображение кортежа

<о, о„> A)

будет состоять из изображений чисел cr,, ...,crn. стоящих

вплотную друг к другу, начиная со второй клетки ленты (пер-
(первая, как мы условились, всегда содержит маркер конца "*").
Остальные клетки либо пусты, либо содержат в соответствии с

нашим соглашением, принятым в §5.2, символ "л"; изображе-
изображение, не содержащее клеток с этим символом, будем называть

каноническим.

* 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1

Рис. 3. Изображение кортежа <2,1,0,3>
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Мы начнём с ряда простейших машин, которые будут заданы

явно.

Машина LEFT с инструкциями

q,*
=> *Sq2

q,0 => 0Lq2
q,1 => 1Lq2
q,2 => 2Lq2 B)

q,3 =* 3Lq2
q,A =

q,A =

сдвигает головку на одну клетку влево, если, конечно, голов-

головка не находилась на самой левой клетке, помеченной симво-

символом "*".

Машина RIGHT с инструкциями

q,o
q,1
q,2
q,3

=* *Rq2
=> 0Rq2
=» iRq2
=» 2Rq2
=» 3Rq2

C)

ASq2

сдвигает головку на одну клетку вправо, если только головка

не стояла на пустоГ клетке или клетке, помеченной симво-

символом "а".

Машина WRITE(O) с инструкциями

q,* =* *Sq2
q,0 => 0Sq2
q,1 =* OSq2
q,2 => 0Sq2 D)

q,3 => OSq2
q,A =* 0Sq2
q,A => 0Sq2

вписывает в клетку, где находится головка, символ "О", если,



q,* =»

q,0=*
qj ==>

q,2 =»

q,3^

*aq3
0Sq2
1Sq3
2Sq3
3Sq3
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конечно, это не самая левая клетка с маркером "*". Анало-

Аналогичные действия производят машины WRITE(I), WRITEB),
WRITEC), инструкции которых получаются из D) заменой всюду
в правых частях символа "О" на  ". "и  "соответственно.

Машина READ(O) с инструкциями

E)

q,A => ASq3

распознаёт, записан ли в клетке, где находится головка, сим-

символ "О" или нет. В зависимости от этого она заканчивает ра-

работу в состоянии q2 или q3, что согласно нашей договоренно-

договоренности соответствует ответам «ДА» и «НЕТ». Аналогично машины

READ(t), READB), READC) и READ(*) распознают наличие сим-

символов  ", ", "и "*" соответственно. В эту схему немно-

немного не укладываются действия машины READ(a) с инструкциями

q,* => *Sq3
q,0 =» 0Sq3

q,2 =» 2Sq3 F)

4,3 =» 3Sq3
q,A => ASq2
q,A =» ASq2

поскольку мы условились считать клетки с символом "л" дублё-
дублёрами пустых клеток.

Нам потребуются также две машины, которые существенных

преобразований на ленте не производят. Машина STOP с

инструкциями

q,* => *Sq3
q,0 =» OSq3

q,2 =» 2Sq3 G)

q,3 => 3Sq3
q,A => ASq3
q,A =» ASq3
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не сдвигая головки, из состояния q, всегда переходит прямо в

заключительное состояние q3. Напротив, машина NEVERSTOP с

инструкциями

q,* => *Sq,
q,0 => OSq,
q,1 =* ISq,
q,2 => 2Sq, (8)

c.,3 => 3Sq,
q,A => ASq,

q,A => ASq,

никогда не меняет своего состояния и, таким образом, никогда

не заканчивает работу.

Действие машины

READNOT(O) = while READ(O) do STOP od

прямо противоположно действию машины READ(O) — она распо-

распознаёт отсутствие символа "О" в клетке, где находится го-

головка. Машины READNOTB), READNOTC), READNOT(*) и

READNOT(a) получаются заменой READ(O) на READB). READC),
READ(a) и READ(a) соответственно.

Машина

STAR = while READNOT(*) do LEFT od

устанавливает головку на левый конец ленты (помеченный сим-

символом "*").

Машина

VACANT = STAR; while READNOT(a) do RIGHT od

ставит головку на самую левую пустую клетку или её дублёра —

клетку с символом "а".

Машина

JUMP = while READNOT(O) do RIGHT od

передвигает головку вправо до ближайшей клетки с

символом "О"; если все клетки с этим символом в исходный мо-

момент были левее головки, то машина не закончит работу никогда.

Определим серию машин FIND следующими рекуррентными со-

соотношениями:

FINDA) = STAR; JUMP

= FIND(fc); RIGHT; JUMP
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Машина FIND(/c), очевидно, устанавливает головку на сим-

символ "О", соответствующий элементу ак кортежа A).

Машина

LAST = VACANT; while READNOT(O) do LEFT od

действует на кортеж A) так же, как машина FIND(n), а имен-

именно, устанавливает головку на символ "О" в изображении послед-

последнего элемента ап. Таким образом, одна машина LAST выполняет

в подходящих ситуациях действия любой из бесконечной серии

машин FIND.

Машина

NEW = VACANT; WRITE(O)

преобразует кортеж A) в кортеж <о( ап-^:>-
Машина

INC = VACANT; WRITE(I)

преобразует кортеж A) в кортеж

Машина

DEC = VACANT; LEFT; if READA) then WRITE(a)

наоборот, преобразует кортеж (9) в кортеж A); будучи же

применена к кортежу, у которого последний элемент равен ну-

нулю, машина ничего на ленте не меняет, но останавливается в

состоянии q3, сигнализируя тем самым, что уменьшения послед-

последнего элемента не произошло.

Машина

DELETE = VACANT;

while READNOT(O) do WRITE(a); LEFT od;

WRITE(a)

усекает кортеж A) до кортежа <о, а„.у>-
Машина

MARKB) = while RIGHT; READA) do WRITEB) od

заменяет последовательность идущих подряд символов  "на

символы  ".Типичным является использование машины MARKB)
в паре с машиной FIND: машина FIND(/r);MARKB) выделяет в

изображении кортежа A) элемент ак. Аналогично действует ма-
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шина

MARKC) = while RIGHT; READA) do WRITEC) od.

Машина

THEREISB) = STAR;

while READNOTB) do

if READNOT(a) then RIGHT od

определяет, есть ли где-либо на ленте символ  ":она пе-

переходит в состояние q2, если этот символ имеется, и в со-

состояние q3 в противном случае. Для работы машины THEREISB)
существенно наше соглашение строить все машины так. чтобы

правее клеток с символом "л" не было клеток с другими сим-

символами.

Машина

THEREWASB) = if THEREISB) then WRITEA)

не только определяет наличие символа  ",но, найдя клетку с

символом  ",вписывает в неё вновь символ  ".

Машины THEREISC) и THEREWASC) определяются и действу-
действуют аналогично машинам THEREISB) и THEREWASB).

Машины THEREWASB) и THEREWASC) восстанавливают сим-

символ  "только в одной клетке. В отличие от них машина

RESTORE = while THEREISB) do THEREWASB) od;

while THEREISC) do THEREWASC) od

восстанавливает все символы  ",ранее заменённые машинами

MARKB) или MARKC) на  "или  ".

Машина

APPEND(fc) = FIND(fe); MARKB);
while THEREWASB) do INC od

преобразует кортеж A) в <o, an.y an+ak>~ Машина

COPY(fc) = NEW; APPEND(fc)

преобразует кортеж A) в <а, an,ak>. Наконец, машина

ADD(/U) = COPY(fc); APPEND(/)

преобразует кортеж A) в <a,, ... ,a*n, a^+oy.
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При к * I машина

MULT(fc, /) = NEW; FIND(fc); MARKC);

while THEREWASC) do APPEND(Z) od

преобразует кортеж A) в <ау ...,an,akat>. Для получения

кортежа <cr, ап, сг?> следует применить машину

MULT(fc, к) = NEW; FIND(fc); APPEND(fc);

LAST; MARKC); THEREWASC);

while THEREWASC) do APPEND(/c) od

При к * I машина

NOTGREATER(fc, /) = FIND(fc); MARKB); FIND(/); MARKC);
while THEREISB) and THEREISC) do

THEREWASB); THEREWASv3) od;

while THEREISB) do

RESTORE; STOP od;

RESTORE

сравнивает ак и а, по величине и останавливается в состоянии

q2 или q3 в соответствии с тем, которое из неравенств ak<at
или ак>а^ имеет место. Аналогично машины

EQUAL(fc,/) = NOTGREATER(fc, /) and NOTGREATER(/, к)

и

NOTEQUAL = while EQUAL(IU) do STOP od

сравнивают ак и af на точное совпадение.

Машина

NEXT = LAST; WRITE(I); RIGHT;

while READW do WRITE(I); LAST; RIGHT od;

WRITE(O)

преобразует кортеж A) в кортеж <о, an_2,b,c>, где <Ь,с> —

пара чисел, следующая за парой <ап_у сгп> в канторовом перечне

пар C.1.1). Наконец, машина

DECODE = LAST; MARKB); NEW; NEW;

while THEREWASB> do NEXT od

преобразует кортеж A) в <о, ап,Ь,с>. где <fo, c> —

пара
чисел, канторов номер которой равен ап.
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§ 5.4. Распознавание диофантовых множеств

машинами Тьюринга

В этом параграфе будет установлена первая связь диофан-
диофантовых множеств с машинами Тьюринга. А именно, мы покажем,

что по произвольному параметрическому диофантову уравнению

<*„•*, *т+1) = о 0)

можно построить машину Тьюринга М, которая заканчивает рабо-
работу над изображением кортежа

<«i <V B)
в том и только том случае, когда уравнение A) разрешимо от-

относительно X. X

Сначала мы построим вспомогательную машину Му которая
по кортежу

проверяет, является ли у0 канторовым номером кортежа

<х, xm+i>> дающего решение уравнения A). Эта машина М,
строится как линейная комбинация нескольких других машин.

Первой идёт /n-кратная итерация машины DECODE, которая пре-

преобразует кортеж C) в кортеж

где х, хт, у, ут
— такие числа, что

y^^Cmiorix^yJ, E)
и потому

K0 = Cantorm+,(x, xm,ym). F)

Уравнение A) можно переписать в виде

где CL и CR — полиномы с натуральными коэффициентами. Про-
Процесс вычисления CL и CR можно представить в виде цепочки

простейших операций

ж:ш™: (а)
zk=

где а, и р,.
- одно из чисел 1, о, о„. х, xm, ym. z, *,-_,.

°(.
— знак + или х, и значения CL и CR встречаются среди г, zk.

Понятно, что подходящая линейная комбиция машин типа NEW,
INC, ADD и MULT преобразует кортеж D) в кортеж
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Для завершения построения машины М осталось применить

ещё машину NOTEQUAL с надлежащими индексами. В результате

машина М, будет останавливаться в состоянии q2. если в кор-

кортеже B) /0 не было канторовым кодом решения уравнения -A).
и в состоянии д3 в противном случае.

Очевидно, что Bт+/с+1)-кратная итерация машины DELETE

преобразует кортеж (9) в исходный кортеж C); обозначим та-

такую машину посредством М2.
Машину М мы можем теперь определить так:

М = NEW; while /И, do M2; INC od A0)

Она работает следующим образом. Сначала (машина NEW) преоб-
преобразует кортеж B) в кортеж

<о, оп,0>. A1)

Если машина М, установит, что 0 - это канторов номер решения

уравнения A), то работа машины М на этом закончится. В про-

противном случае машины М2 и 1NC построят кортеж

<о, оп,1>. A2)

и машина М( будет проверять кортеж с канторовым номером 1, и

т. д. Если уравнение A) имеет решение, то машина М в конце

концов остановится, если же A) решений не имеет, то М будет
работать неограниченно долго.

§ 5.5. Диофантово моделирование машин Тьюринга

В предыдущем параграфе мы показали «полуразрешимость»

миофантовых уравнений
— если уравнение имеет решение, то

этот факт можно установить чисто механически. Полуразреши-
Полуразрешимость — это интуитивно ясное свойство, и проведённое в пре-

предыдущем параграфе формальное доказательство добавляет нам

немного знаний о диофантовых уравнениях. Скорее, наоборот,
оно служит свидетельством того, что машины Тьюринга являются

достаточно мощными вычислительными устройствами несмотря на

примитивность их инструкций.
Главная же роль предыдущего параграфа состоит в том.

что он мотивирует введение нового понятия. А именно, мы бу-
будем говорить, чтр множество ЗП, состоящее из л-ок натуральных

чисел, полуразрешимо по Тьюрингу, если существует машина

Тьюринга М, которая, начав работу над каноническим изображе-
изображением кортежа <сг, оп> в состоянии q, и головкой, установ-
установленной на левом конце ленты, окончит работу в том и только

том случае, когда <сг( оп>еГО.
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В предыдущем параграфе было показано, что каждое дио-

фантово множество является полуразрешимым по Тьюрингу. Цель

настоящего параграфа — показать, что верно и обратное: каж-

каждое полуразрешимое по Тьюрингу множество является диофанто-
вым.

Пусть дана машина Тьюринга М, полуразрешающая некоторое
множество №, состоящее из n-ок натуральных чисел. Пусть

ц «J о)
— алфавит этой машины. На каждом шаге работы машины М запол-

заполнен только конечный отрезок ленты, скажем, длины /, и мы мо-

можем представить его кортежем

<S,'S2 sm-'"«/-Г S/> <2)

номеров символов, записанных в клетках (в частности, s, все-

всегда будет равно номеру символа "*" в A)).
Текущее состояние q(- машины и положение головки можно

представлять кортежем такой же длины

<0 О,/,0 0>, C)

все элементы которого, кроме одного, равны нулю; единствен-

единственный ненулевой элемент, равный номеру состояния машины, ука-

указывает положение головки.

Тройку, состоящую из текущего содержимого ленты, состо-

состояния машины и положения головки, будем называть конфигураци-
конфигурацией. Конфигурация, очевидно, однозначно определяется кортежа-
кортежами B) и C). Для представления кортежей B) и C) мы будем
использовать позиционную систему кодирования с каким-либо

фиксированным основанием &, которое не меньше 3, больше v —

количества состояний машины М. и больше w — количества букв
в её алфавите A). Кодом конфигурации будем называть пару

<р,/>, где put — шифры по основанию р кортежей C) и B)
соответственно. Как мы видим, код конфигурации не содержит

информации о длине кортежей B) и C), но она и несуществен-

несущественна, поскольку в C) всего один ненулевой элемент, а нулевые

элементы кортежа B) мы будем интерпретировать как пустые

клетки. Таким образом, конфигурация однозначно определяется
своим кодом, а использование вместо кодов кортежей B) и C)
только их шифров соответствует потенциальной бесконечности

ленты.

В этой терминологии наша первоочередная задача — это

построить диофантово уравнение

Dip.t.x, xm) = 0" D)

такое, что если <р,г> — код некоторой конфигурации, то урав-

уравнение D) разрешимо относительно х, хт тогда и только

тогда, когда машина М. начав работу в этой конфигурации, ос-
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тановится через конечное число шагов. Вопрос о разрешимости

или неразрешимости D) в том случае, когда <p,t> не является

кодом никакой конфигурации, нас интересовать не будет.
Естественно, что мы начнём с моделирования одного шага

машины Тьюринга. Пусть из конфигурации с кодом <р,/> рас-
рассматриваемая машина М переходит непосредственно в конфигура-
конфигурацию с кодом <NextP(p.O. NextT(p./)>. Проверим, что NextP и

NextT — диофантовы функции.
Это утверждение нуждается в следующем уточнении. Мы оп-

определили функции NextP и NextT пока только в случае, когда

<р,/> - код конфигурации, причём конфигурации с незаключи-

незаключительным состоянием. Положим

NextP(p,f) = 0. E)

NextT(p.r) = /, F)

если <p.i> — код конфигурации с заключительным состоянием.

Утверждение о диофантовости NextP и NextT следует понимать

как существование диофантовых функций, ведущих себя описан-

описанным выше образом на кодах конфигураций и произвольным обра-
образом, если значения аргументов отличны от кодов конфигураций.

Функции NextP и NextT, очевидно, должны зависеть от

функций A, D и Q, задающих набор A.1) инструкций машины М.

В соответствии с E)-(б) мы рассширим эти функции, считая,

что если q,
— заключительное состояние, то A(i,j) = j,

D(/./) = S, O(i./) = 0.

Диофантовость функции NextT почти очевидна, поскольку

каждый элемент кортежа с шифром NextT(p.f) однозначно опре-

определяется элементами с теми же номерами кортежей с шифрами р
к/. А именно, определим функцию А следующим образом:

еспи 0<iuv, Oujuw,
. G)
1 в противном случае

(напомним, что v и v — это количества состояний и символов

машины М). Тогда NextT можно определить эквивалентностью

/' = NextT(p, t) <=> 3w[t' = А[р](р. /, w)], (8)

где А[&] — определённое в § 3.6 расширение функции А на кор-

кортежи.

Диофантовость функции NextP менее очевидна, поскольку

/с-й элемент кортежа с шифром NextP(p,/) однозначно определя-
определяется лишь элементами с номерами к-], к и /с+1 кортежей с шиф-
шифрами put. Изложеная в § 3.6 техника позволяет расширять

функции на кортежи лишь поэлементно, однако эта трудность

легко преодолима. Положим

pR = p&, pL = pdivp. (9)
/R = te. /L = /div&. A0)
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Очевидно, что если / — шифр кортежа B), то rR и fL — шифры
кортежей

(в кортежах B), A1) и A2) выделены т-е элементы). Анало-

Аналогично, если р — шифр кортежа C), то pR и р - шифры корте-
кортежей

и
<0 6,0,/ 0> A3)

<0 /,0,0 0>, A4)

в которых ненулевой элемент сдвинут по сравнению с C) на

одну позицию вправо или влево.

Каждый элемент кортежа с шифром Ne<tP(p,/) определяется
элементами с тем же номером кортежей с шифрами р , р, р .

rL, r, fR. Эта зависимость, очевидно, определяется функция-
функциями D и Q. Зададим её явно, введя функцию DQ следующим об-

образом:

Q(/L.yL), если /L>0. / = /R = 0 и D(/L,yL) = L,

Q(i.j). если /L = 0, />0, /R = 0 и D(i,j) = S.

A5)

Q(/R,yR). если iL=/ = 0, /R>0 и D(/R,yR) = R,

0 в п ютивном случае

(к «противным случаям» относятся и случаи, когда какое-то из

чисел /L, i, /R больше v или какое-то из чисел /L, /, /

больше w, ибо тогда Q и D неопределены). Теперь мы можем

указать диофантово представление для NextP:

p' = NextP(p,f) <=>

<=* 3w[p'=DQ[b](pb, p, p div b, fb, t. f div b, w)]. A6)

Функции NextP и NextT описывают один шаг работы рас-

рассматриваемой машины Тьюринга. Наша очередная цель —

устано-
установить диофантовость трёхместных функций AfterP и AfterT, ко-

которые определяются как итерации функций NextP и NextT:

AfterP(O,p,O = p.

AfterT(O.p.r) = /.

,p,/) = NextT(fr.AfterP(fc.p,/).AfterT(k,p./)).
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Ясно, что если за к шагов машина М из конфигурации <p,t> пе-

перешла в конфигурацию <р',Г>, то р' = AfterP(/c,p,r).
r' = AfterT(fc.p.O-

Рассмотрим все промежуточные конфигурации

<Ро-'о> <Рк-*к>- A8)

где

<ро,/о> = <р./>, A9)

<p/+,.f|4i> = <NextP(p..f|.).NextT(p/. *,.)>. B0)

<p'X> = <pk,ik>. B1)

Пусть / столь велико, что

ро'-* , /о'"* . B2)

Это означает, что в конфигурации <р,/> не- более, чем 1-к-2

первых клеток ленты заняты символами. За к шагов работы ма-

машина М сможет заполнить не более, чем к новых клеток, и по-

потому при / =0 к

р(.<э'-2. /,.<э'-2; B3)

в частности,

р'<э'-2, /'<э'-2. B4)

Построим две суперконфигурации <pL./L> и <PR.fR> при

помощи конкатенации конфигураций A8) (напомним, что диофан-
товость конкатенации кортежей с равными основаниями была ус-
установлена в § 3.3):

p./>. B5)

kl> = <го.Э, />+... +<tk_y?. />, B6)

,fc/> = <p]Pp, />+... +<p/t,C, />, B7)

</R.p. kl> = <frp,/>+... +<fk.p, />. B8)

Суперконфигурации <Pl,'|_> и <Pr.'r> конфигурациями не явля-

являются, поскольку кортежи с шифрами pL и pR содержат по к не-

ненулевых элементов, а кортежи с шифрами /L и /R соответствуют

лентам, на которых к клеток помечены символом "*".

Суперконфигурации соответствуют супермашине, лента ко-

которой разделена символами "*" на к участков, на каждом из

которых работает своя головка в соответствии с инструкциями

исходной машины М. Вместо к шагов работы машины М мы можем

рассмотреть один шаг работы супермашины, при котором каждая

головка независимо от других выполняет соответствующую ин-

инструкцию.
Таким образом, суперконфигурация <Pr.'r> однозначно оп-

определяется суперконфигурацией <pL,fL>; более того, введёные

посредством A6) и (8) функции NextP и NextT без какой-либо



82 ГЛ. 5. НЬРАЗРЕШИМОСТЬ 10-Й ПРОБЛЕМЫ ГИЛЬБЕРТА

модификации описывают и работу супермашины:

pR
= NextP(pL.fL), fR = NextT(pL,/L). B9)

Рассмотрим также суперконфигурацию <Рм..^м.>. определяе-
определяемую равенствами

>• C0)

м
= </,, р./>+... tO^,. р./>. C1)

Определения B5)-B6) можно переписать в новых обозначениях
так:

C2)

C3)

C4)

R M C5)

Мы видели, что для любой конфигурации <p,t> и любого

положительного к при любом /, удовлетворяющем B2), найдутся
числа pL, /L. рм, /м, pR, /R, p', V, удовлетворяющие усло-
условиям B4), B7)-B9), C2)-C5). Покажем теперь, что выбор
этих чисел однозначно определяется по к, I. р и /.

Действительно, согласно C2)-C3) первые / элементов

кортежей с кодами <pL.b,/с/> и </L.p./c/> определены однозначно.

Функции NextP и NextT были определены эквивалентностями A6)
и (8) так, что первые т элементов кортежей с шифрами
NextP(x.y) и NextT(x.y) однозначно определяются первыми т+1

элементами кортежей с шифрами х и у. Таким образом, соглас-

согласно B9) первые /-1 элементы кортежей с кодами <p~.fr.kh и

<tR,fr,kl> определены однозначно. Далее, из C4)-C5) следу-

следует, что однозначно определены и первые /-1 элементы кортежей
с кодами <рм,р,(<:-1)/> и </м,р,(Лг-1)/>.

Возвращаясь к C2)-C3), мы видим, что однозначно опре-

определены первые 2/-1 элемента кортежей с кодами <pL,p,fc/> и

<t^,$,kl>. следовательно, по B9) первые 21-2 элемента кор-
кортежей с кодами <pR,p,/c/> и <tR,&,kl> и по C4)-C5) первые
2/-2 элемента кортежей с кодами <рм,э,(/с-1)/>
и <fM,fi,(fc-1)/>.

Повторив это рассуждение достаточное число раз, мы по-

получим, что однозначно определены все элементы кортежей с ко-

кодами <pL,p,kl>, <tL.&,kl>, <рм,Э.(/с-1)/>, </м,Э,(/с-1)/> и все,

кроме, быть может, самых последних, элементы кортежей с ко-

кодами <pR,p,/c/>, <tR,&,kl>, <р',э,/>, <г',э,/>. Но из неравен-

неравенства B4) следует, что последние элементы кортежей с кодами

<р',р,/> и <Г,р,/> равны 0, и по C4)-C5) равны нулю и по-

последние элементы кортежей с кодами <р^,$,к1> и <tR,&,kl>.
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Таким образом, мы установили, что система диофантовых

условий B4), B7)-B9), C2)-C5) для любой конфигурации
<p,t> и любого положительного к при любом I. удовлетворяющем

B2), имеет относительно pL, rL, рм, гм, р^. /^, р', /' ров-

ровно одно решение. и в этом единственном решении

р' = AfterP(Jt,p,/). t' = AfierT(k,p,t). Отсюда мы немедленно по-

получаем диофантовость функций AfterP и AfterT.

Для построения диофантова уравнения D) нам осталось

сделать небольшой шаг. Пусть о, uz
— номера состояний

машины М, объявленных заключительными. Тогда условие

3kr[E\em{AiierT{k,p,t),fi,r) = Ql v ...

... v Elem(AfterT(/c,p,/).p,r) = «z] C6)

выполнено для конфигурации <р,/> в том и только том случае,

когда, начав работу в этой конфигурации, машина остановится

ровно через к шагов. Условие C6) является диофантовым и по-

потому может быть преобразовано в требуемое уравнение D).
Диофантово уравнение D) — это ещё не совсем то, что

нам требуется для установления диофантовости множества ЗЛ,

полуразрешаемого рассматриваемой машиной М, поскольку пара-
параметрами уравнения D) являются put. образующие код конфи-
конфигурации, а не dj an, как требуется в диофантовом пред-
представлении множества. Тем не менее легко понять, что в на-

начальной конфигурации

Р = 1 C7)

(машина находится в состоянии q,, а головка расположена в

крайней левой клетке) и

, an>, C8)n

где а = а(+.. .+ап+п+1
— количество непустых клеток на ленте,

ж, ц и v —

номера символов "*", "О" и  "вA), т. е. аж = *.

ау = 0, а^=1. Объединяя D), C7) и C8) и считая а, ап
параметрами, а все остальные переменные

— неизвестными, мы

получаем требуемое диофантово представление множества Ш.

§ 5.6. Неразрешимость 10-й проблемы Гильберта
на машинах Тьюринга

В § 5.5 было введено понятие полуразрешимого по Тьюрин-

Тьюрингу множества, и в §5.4-5.5 было установлено, что это поня-

понятие эквивалентно понятию диофантова множества. Мы сможем

уточнить формулировку 10-й проблемы Гильберта, введя ещё од-
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но понятие. А именно, будем говорить, что множество Я), со-

состоящее из л-ок натуральных чисел, разрешимо по Тьюрингу,
если существует машина Тьюринга М, которая, начав в состоя-

состоянии q, работу над каноническим изображением кортежа

<а( ап> с головкой, установленной на левом конце ленты,

закончит через некоторое время работу в заключительном со-

состоянии q2, если <а, ап>€Я1, и в заключительном состоя-

состоянии q, в противном случае.
Естественно возникает вопрос о соотношении разрешимости

и полуразрешимости по Тьюрингу. Нетрудно понять, что если

множество Я1 разрешимо, то оно и полуразрешимо по Тьюрингу.
Действительно, пусть М — машина Тьюринга, требуемая в опре-

определении разрешимости, тогда машина

while M do STOP od; NEVERSTOP A)

полуразрешает множество tUI.

Нетрудно также увидеть, что если 9Л разрешимо, то полу-

полуразрешимым является и дополнение ГО. Для этого достаточно

вместо машины A) рассмотреть машину

while M do NEVESTOP od B)

Гораздо менее очевидно, что справедливо и обратное: ес-

если и множество 9Л, и его дополнение полуразрешимы по Тьюрин-
Тьюрингу, то 5П разрешимо по Тьюрингу. Прямолинейный путь доказать

это состоит в следующем. Пусть М2 и М} — машины Тьюринга,
полуразрешающие соответственно Я1 и его дополнение. Можно по-

построить третью машину М, которая на одной ленте будет моде-

моделировать работу обеих машин М2 и Му выполняя поочередно по

одному шагу каждой машины (естественно, что моделирование

одного шага М2 или М3 требует выполнения многих шагов маши-

машины М). В конце концов одна из машин М2 или М3 остановится, и

тогда М перейдет соответственно в заключительное состояние

q2 или q3.
Технические детали одновременного моделирования работы

двух машин достаточно сложны. Пользуясь установленной нами

эквивалентностью полуразрешимости и диофантовости, мы можем

дать более короткое доказательство. Вместо моделирования ма-

машин Тьюринга мы построим два диофантовых уравнения

&,<«¦ оп.х, хт) = 0 C)

Оз< "»•*. *J = °> D)

задающих соответственно множество ГО и его дополнение (не ог-

ограничивая общности, мы считаем, что оба уравнения имеют рав-

равное количество неизвестных). Эти два уравнения можно объеди-
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нить в одно уравнение

«О2(о, оп.х, xjLA-^)x
х((О3(а, о„.х, xJJ+yJ = 0. E)

Это уравнение, очевидно, имеет решение при любых значениях

параметров, при этом <о( ал>€9Л в том и только том слу-

случае, когда

Пусть М — это машина E.10), построенная для случая,

когда в качестве уравнения E.1) было взято уравнение E). В

момент остановки машины на ленте будет записан кортеж E.7).
Машина, разрешающая ТО, получается как M;EQUAL(/,/ + 1), где /

таково, что происходит проверка равенства F).
Мы можем теперь уточнить формулировку 10-й проблемы

Гильберта следующим образом: «является ли множество кодов

диофантовых уравнений (без параметров), имеющих решения,

разрешимым по Тьюрингу?» Это множество было рассмотрено в

§4.5. Там оно было обозначено посредством Ъо. и мы устано-

установили, что его дополнение 50 диофантовым не является. Отсюда
следует, что Ьо не является разрешимым по Тьюрингу. Иными
словами, нельзя построить машину Тьюринга, которая, начав

работу над изображением числа к, останавливалась бы через

конечное число шагов в состоянии q2 или q3 в соответствии с

тем, разрешимо или неразрешимо диофантово уравнение с

кодом к.

Тот факт, что множество Ьо является диофантовым, а

именно, задаётся уравнением D.6.7), показывает, что машины

Тьюринга не в состоянии распознавать не только наличие или

отсутствие решений у произвольных уравнений, но даже наличие

или отсутствие решений у уравнений из одного конкретного се-

семейства.

§ 5.7. Тезис Чёрча

В предыдущих параграфах этой главы мы получили два, не-

несомненно, замечательных результата, а именно, установили

совпадение диофантовости и

полуразрешимости по Тьюрингу A)
и

неразрешимость 10-й проблемы Гильберта
на машинах Тьюринга. B)

Однако эти технически достаточно сложные результаты порожда-

порождают массу новых вопросов. Определение диофантова множества



86 ГЛ. 5. НЕРАЗРЕШИМОСТЬ 10-Й ПРОБЛЕМЫ ГИЛЬБЕРТА

является вполне естественным, в то время как определение

множеств, полуразрешимых по Тьюрингу, «обременено» многочис-

многочисленными техническими деталями, которые представляются произ-

произвольными. Например, можно было бы изображать числа на ленте

не в единиричной системе счисления, а, скажем, в двоичной.

Почему лента потенциально бесконечна только в одну сторону

а не в обе? Вместо одной головки на ленте могли бы «трудить-
«трудиться» сразу несколько головок, имеющие каждая собственную си-

систему инструкций и обменивающиеся друг с другом информацией
о том, что они видят на ленте. Самих лент могло бы быть не-

несколько, и вообще, память не обязана быть линейной — она мо-

могла бы быть, например, в виде плоскости, разделённой на

клетки. Для каждой такой модификации машины Тьюринга можно

вводить соответствующее понятие полуразрешимости и ставить

вопрос о его связи с диофантовостью.
Использованное в § 5.6 уточнение формулировки 10-й про-

проблемы Гильберта также не свободно от критики. Оно основано

на весьма специальном способе кодирования диофантовых урав-
уравнений. Более естественным могла бы считаться прямая запись

на ленте количества неизвестных, степени и коэффициентов
уравнения в единиричной или какой-либо позиционной системе

счисления. Д. Гильберт не накладывал никаких ограничений на

предполагаемый метод решения 10-й проблемы, и если бы.

скажем, при какой-либо модификации машины Тьюринга и подхо-

подходящем способе записи полиномов удалось построить разрешающую

машину, это следовало бы считать положительным решением 10-й

проблемы Гильберта. В какой же степени установленную в § 5.6

неразрешимость по Тьюрингу можно считать отрицательным реше-

решением 10-й проблемы Гильберта?

Для каждого варианта машины Тьюринга (или какого-либо
иного абстрактного вычислительного устройства) и для каждого

способа представления исходных данных можно пытаться устана-

устанавливать результаты, аналогичные A) и B). Делать это можно

разными путями
—

прямыми и косвенными. При прямом пути мы

должны выбирать подходящие кодировки и устанавливать диофан-

товость возникающих при этом отношений и функций. При кос-

косвенном пути мы можем забыть на время про диофантовы уравне-
уравнения и устанавливать, что класс полуразрешимых или разрешимых

множеств не меняется при соответствующей модификации опреде-
определений (см., например, упражнения 5.6, 5.7а). Такого рода ис-

исследования, устанавливающие связь между (полу)разрешимостью
на различных абстрактных вычислительных устройствах, были

проведены независимо от работ по 10-й проблеме и задолго до

установления её неразрешимости в каком бы то ни было смысле.

Эти исследования показали, что понятия полуразрешимого и

разрешимого множества, которые у нас были введены на основе
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машины Тьюринга, очень устойчивы к выбору вычислительного

устройства и способа представления исходных данных. При лю-

любом «разумном» выборе получались те же самые классы мно-

множеств. Под «разумностью» выбора здесь имеется в виду, в час-

частности, что элементарные шаги вычислений должны быть дейст-

действительно элементарными, т. е. простыми, легко выполнимыми

(нельзя, например, требовать за один шаг узнавать, есть ли

решение у данного диофантова уравнения).

Задолго до появления математически строгих конкретных

понятий абстрактных вычислительных устройств типа машины

Тьюринга существовало интуитивное представление об алгорит-
алгоритмах как способах гарантированного механического решения оп-

определённых задач. Классический пример —

алгоритм Евклида для

нахождения наибольшего общего делителя двух положительных

целых чисел. Каждый раз, когда предлагался алгоритм для ре-
решения задачи какого-либо конкретного типа, было ясно, что

это действительно общий способ, хотя таких интуитивных пред-
представлений было еще недостаточно, чтобы доказывать невозмож-

невозможность какого-либо алгоритма.

Исходные данные для работы алгоритма (в интуитивном

смысле) берутся из некоторого счётного множества объектов,
и, по существу не ограничивая общности, мы будем рассматри-
рассматривать только случаи, когда исходными данными являются нату-

натуральные числа или кортежи натуральных чисел фиксированной

длины (техника главы 4 показывает, как можно кодировать чис-

числами более сложные объекты).

Результатом выполнения алгоритма является построение

некоторого объекта. Мы также могли бы ограничиться рассмот-

рассмотрением алгоритмов, выдающих в качестве ответа натуральные

числа, но более близким по духу к тематике этой книги будет
ограничиться алгоритмами, выдающими только два ответа «ДА» и

«НЕТ». Соответственно наряду с интуитивным понятием алгорит-

алгоритма возникают интуитивные понятия разрешимого и полуразреши-

полуразрешимого множества. Множество SR n-ок натуральных чисел разрешимо

(в интуитивном смысле), если имеется алгоритм (также в инту-

интуитивном смысле), который заканчивает работу над каждой л-кой

натуральных чисел и говорит «ДА» или «НЕТ» в соответствии с

тем, принадлежит ли эта n-ка множеству или нет. Аналогично,

для того чтобы ТО было полуразрешимым множеством, необходимо
наличие алгоритма, который говорит «ДА» для каждой л-ки

из ГО, и говорит «НЕТ» или не заканчивает работу, если п-ка

не принадлежит множеству. Всю теорию алгоритмов можно

строить в терминах разрешимых и полуразрешимых множеств

подобно тому, как можно изгнать понятие функции из матема-

математики и работать только с их графиками.
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Между интуитивной разрешимостью и полуразрешимостью

имеется та же связь, что и между разрешимостью и полуразре-
полуразрешимостью по Тьюрингу: множество разрешимо тогда и только

тогда, когда оно само и его дополнение полуразрешимы.
Как же связана формальная (полу)разрешимость по Тьюрин-

Тьюрингу с (полу)разрешимостью в интуитивном смысле? Одна связь

ясна: (полу)разрешимые по Тьюрингу множества признаются

большинством математиков (полу)разрешимыми в интуитивном

смысле. Обратное утверждение известно как

ТЕЗИС ЧЁРЧА. Каждое (полу)разрешимое в интуитивном смы-

смысле множество п-ок натуральных чисел является (полу)разреши-
мым по Тьюрингу.

Здесь мы встретились с таким редким в математике объек-

объектом, как тезис. Что же это такое? Это не теорема, ибо тезис

Чёрча не имеет доказательства. Это не гипотеза, ибо он и не

может быть доказан. Это даже не аксиома, которую мы вольны

принимать или не принимать. Всё это так из-за того, что

тезис Чёрча не является точным математическим утверждением,

ибо он связывает строгое понятие (полу)разрешимости по

Тьюрингу с нестрогим понятием (полу)разрешимости в интуитив-
интуитивном смысле.

Какие же имеются доводы в пользу тезиса Чёрча? Они бы-
бывают разнообразны по форме, но по существу все сводятся к

одному: до сих пор не найдено ни одного примера множества,

которое было бы признано большей частью математиков

{полу)разрешимым в интуитивном смысле, но для которого не

удалось бы построить соответствующую машину Тьюринга. Конеч-

Конечно, не следует воспринимать это утверждение так, как будто
для каждого множества, признанного (полу)разрешимым, факти-
фактически строилась требуемая машина Тьюринга, — имеется большой

арсенал средств дпя косвенного установления существования

такой машины.

Зачем же нужен тезис Чёрча? С одной стороны, он может

служить путеводной звездой — если мы интуитивно установили

(полу)разрешимость, то наши шансы найти соответствующую ма-

машину Тьюринга очень велики (на самом деле, профессиональные
математики обычно ограничиваются установлением интуитивной
(полу)разрешимости и не снисходят до формальных доказа-

доказательств).
С другой стороны, тезис Чёрча играет в математике роль,

схожую с ролью закона сохранения энергии в физике, — до тех

пор пока не обнаружено ни одно нарушение этого закона, не

следует заниматься конструированием вечного двигателя. Ана-

Аналогично, если установлена неразрешимость по Тьюрингу какого-

либо множества, то не следует тратить время на поиски общего
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метода, распознающего принадлежность к этому множеству. В

частности, такой весьма специальный результат, как B), даёт

математикам, согласно тезису Чёрча, моральное право больше

не заниматься бывшими до сих пор бесплодными поисками

«способа», который предлагал найти Д. Гильберт в 10-й проблеме.

Вопрос о том, в какой мере B) может считаться полным

решением 10-й проблемы Гильберта, обсуждается с другой точки

зрения в главе 7.

Упражнения

5.1. Постройте машину Тьюринга DOUBLE, которая преобразует кортеж

C.1) в кортеж <а( оп|,2оп> при любом п.

5.2. Постройте машину Тьюринга ERASE, которая преобразует кортеж

C.1) в кортеж <а, а >.

5.3. Пусть двоичное изображение числа на ленте состоит из последо-

последовательности идущих подряд клеток с символами  "и  "(старшие разряды
слева), за которыми следует клетка с символом ".". а двоичное изображе-
изображение кортежа состоит из стоящих вплотную друг к другу двоичных изображе-
изображений его элементов. Постройте машины Тьюринга BIN(n). которые переводят

двоичное изображение л-членного кортежа в единиричное.

5.4. Используя двоичное представление кортежей из упражнения 5.3,

можно естественным образом ввести понятие двоично полуразрешимого по

Тьюрингу множества. Существование машин BIN показывает, что каждое дио-

фантово множеств является двоично полуразрешимым по Тьюрингу. Покажите,
что справедливо и обратное.

5.5. Будем говорить, что натуральнозначная функция F, определённая
на л-ках натуральных чисел, вычислима по Тьюрингу, если существует маши-

машина Тьюринга М, которая, начав работу над каноническим изображением кор-

кортежа <а. о >, остановится в том и только том случае, когда значение

F(a^ on) определено, причём в момент остановки на ленте будет нахо-

находиться изображение числа F(a ,... ,a ) Покажите, что вычислимыми по

Тьюрингу являются все диофантовы функции и только они.

5.6. Покажите, что каждое множество, (полу)разрешимое машиной Тью-

Тьюринга с лентой, бесконечной в обе стороны, (полу)разрешимо и некоторой
машиной Тьюринга с лентой, имеющей один конец.

5.7. Помимо машины Тьюринга, было предложено (впоследствии) много

других видов абстрактных вычислительных устройств. Некоторые из них мож-

можно использовать вместо машины Тьюринга для установления связи диофанто-

вости с полуразрешимостью. Примером могут служить регистровые машины.

Память такой машины состоит из конечного количества регистров, каждый из

которых может содержать сколь угодно большое натуральное число. Действия

машины определяются программой, которая состоит из конечного числа
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инструкций, снабженных метками. Инструкции могут быть четырёх типов:

I. L/: R/ «- R/+1;

II. Ly": R/ «- Ri-1;

III. L/°: if R/= 0 then goto U;

IV. L/: «top.

Инструкция типа I увеличивает содержимое одного из регистров на 1, ин-

инструкция типа II —

уменьшает на 1. Инструкция типа III — это условный

переход, прерывающий естественный порядок выполнения инструкций. Нако-

Наконец, инструкция типа IV останавливает машину. Предполагается, что про-

программы пишутся так, чтобы команды типа II выполнялись только в случае,

когда соответствующий регистр ие пуст. Понятие множества,

полуразрешимого на регистровой машине, вводится естественным образом:
элементы л-ки помещают в л входных регистров (остальные регистры содер-
содержат нули), машина начинает выполнять первую инструкцию, и если машина

остановится, то исходная n-ка включается в множество.

а) Докажите, что понятия полуразрешимости по Тьюрингу и полуразре-

полуразрешимости на регистровой машине эквивалентны.

б) Дайте прямое доказательство эквивалентности диофактовости и по-

полуразрешимости на регистровой машине путём её моделирования диофантовыми

уравнениями.

5.8. Покажите, что любое диофантово множество представимо в виде

где Р.. — полиномы с натуральными коэффициентами, ЛAс)=±1.

Комментарии

А. М. Тьюринг описал абстрактные вычислительные машины, ныне нося-

носящие его имя, в своей классической работе [1936]. Близкое понятие было

введено также Э. Л. Постом [1936]. С того времени было предложено много

модификаций машины Тьюринга-Поста. Использованный в § 5.1 вариант был

выбран в этой книге как один из наиболее удобных для моделирования дио-

диофантовыми уравнениями.

Разными авторами были предложены другие подходы к уточнению общего

понятия алгоритма (история становления теории алгоритмов изложена, в

частности, в монографии Успенского и Семёнова [1987]). Все эти подходы

приводят к эквивалентным понятиям разрешимого и полуразрешимого множе-

множества (для второго понятия более употребителен термин «перечислимое мно-

множество»). А. Чёрч [1936] был первым, кто осознал, что одно конкретное и,

казалось бы, весьма специальное определение может адекватно отражать

основополагающее понятие алгоритма. Тезис Черча имеет много эквивалент-

эквивалентных переформулировок, определяемых выбором конкретного типа абстрактного
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вычислительного устройства, и в том виде, как этот тезис сформулирован в

§ 5.7, его иногда называют тезисом Тьюринга. В работе Колмогорова и

Успенского [1958] была предпринята попытка дать максимально общее опре-

определение абстрактного вычислительного устройства, удовлетворяющего требо-

требованию элементарности отдельных шагов, и установлена его эквивалентность

более традиционным моделям вычислительных устройств, в частности, машине

Тьюринга.
Первые работы, нацеленные на доказательство алгоритмической нераз-

неразрешимости 10-й проблемы Гильберта, появились в начале 50-х годов (см.

комментарии к главе 1). Уже тогда установление полураэрешимости (при лю-

любом стандартном определении этого понятия) диофантовых множеств не пред-

представляло труда. В это время М. Девис [1953] высказал смелую гипотезу о

том, что справедливо и обратное - каждое полуразрешимое множество дио-

фантово. и, таким образом, теоретико-числсвое понятие диофантова мно-

множества совпадает с алгоритмическим понятием полуразрешимого множества.

М. Девис [1950, 1953] сделал первый шаг к доказательству своей ги-

гипотезы — показал, что каждое полуразрешимое множество ЗП натуральных чи-

чисел имеет представление типа

o€!Dt <=> 3z4yuz3xy..xjD(a.x1 xm,y,z) = 0]. A)

Такое представление получило название нормальной формы Девиса.

Поскольку примеры полуразрешимых, но не разрешимых множеств были

известны с 30-х годов, из гипотезы Девиса немедленно следовало отрица-
отрицательное решение 10-й проблемы Гильберта. Доказательство этой гипотезы,

однако, столкнулось с трудностями. В такой ситуации естественно было ис-

искать другие подходы, которые, не ведя к доказательству гипотезы Девиса,

давали бы, тем не менее, отрицательное решение 10-й проблемы Гильберта.
Один из путей ослабления гипотезы Девиса состоит в следующем. В оп-

определении семейства уравнений в § 1.4 было сказано, что функция D в

A.4.1) является полиномом относительно всех переменных а. а ,

х( х^. Вместо этого было бы достаточно потребовать полиномиальной

зависимости только от х,,...,х . Зависимость от а ,а могла бы быть
1 m In

любой, лишь бы при подстановке конкретных значений о. а получалось

диофантово уравнение относительно Ху...,хт. Ясно, что и при таком более

слабом ограничении на О из положительного решения 10-й проблемы Гильбер-

Гильберта следовала бы разрешимость множества с представлением A.4.2).
В частности, можно было бы рассмотреть класс экспоненциально дио-

диофантовых уравнений, в которых неизвестные не могут входить в показатели

степени. Подобный подход был предложен А. И. Мальцевым [1968], однако

он, по не вполне понятной причине, разрешив параметрам входить в показа-

показатели степени, запретил параметрам входить полиномиально наравне с неиз-

неизвестными. Таким образом, формально из гипотезы Девиса не следовал немед-

немедленно ответ на вопрос А. И. Мальцева, хотя такой ответ и может быть из

неё легко получен (см. упражнение 5.8).
Другое ослабление гипотезы Девиса было предложено С. Ю. Масло-

вым [1967].
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Гипотеза Девиса была доказана в 1970 году, однако хронологический

порядок получения доказательства был отличен от логического порядка, ко-

который использован в главах 1-S. Одним из важнейших шагов на этом пути

было получение экспоненциально диофантова представления для произвольно-

произвольного полуразрешимого множества. Этот результат был первоначально получен

М. Девисом и X. Патнамом в условной форме. Результат был объявлен в

сообщении Девиса и Патнама [1959а] и подробно изложен в их труднодо-

труднодоступном отчете [19596].
В своем доказательстве М. Девис и X. Патнам исходили из недоказан-

недоказанной (и до сих пор
— 1990г.) гипотезы о том, что существуют сколь угодно

длинные арифметические прогрессии, состоящие только из простых чисел.

Дж. Робинсон сумела избавиться от этого предположения. Результат был

объявлен в кратком сообщении Дж. Робинсои [1960] и ее докладе [1962], а

затем опубликован в ставшей классической работе Девиса, Патнама и Робин-

Робинсон [1961]. В этой работе экспоненциально диофантово представление было

получено путем устранения ограниченного квантора общности из нормальной

формы Девиса A). Эта техника будет изложена в главе 6.

После получения экспоненциально диофантова представления любого

полуразрешимого множества для доказательства гипотезы Девиса оставалось

установить диофантовость возведения в степень. История этого этапа

описана в комментариях к главе 2.

Установление диофантовости возведения в степень не только завершило

доказательство гипотезы Девиса, но и открыло новые пути получения дио-

фантовых представлений полуразреш^мых множеств. В частности, представле-

представление Девиса A) перестало быть неизбежным этапом в построении диофантовых

представлений. Ранее его необходимость была обусловлена тем, что устра-

устранение ограниченного квантора перед диофантовым уравнением в A) приводи-

приводило к экспоненциально диофантову уравнению, и потому этот процесс нельзя

было итерировать. Имея же возможность преобразовывать экспоненциально

диофантовы уравнения в диофантовы, мы теперь можем исходить из арифмети-

арифметического представления полуразрешимого множества, содержащего любое коли-

количество ограниченных кванторов общности. Техника же получения арифметиче-
арифметических представлений была заложена еще К. Гёделем [1931].

С другой стороны, установление диофантовости возведения в степень

дало возможность строить диофантовы представления, вообще обходясь без

ограниченных кванторов общности, как это было сделано в главах 1-5.

Впервые такой путь был реализован в работе Матиясевича [1976]. Исходное
задание полуразрешимого множества было основано на машине Тьюринга, при
этом основные трудности были связаны с необходимостью кодировать числами

цепочки символов и последовательность их преобразований. В работах Джон-
Джонса и Матиясевича [1984], Матиясевича [1984] изложена другая конструкция,

где исходное задание полуразрешимого множества осуществляется с помощью

регистровых машин (см. упражнение 5.7). Подобная модель абстрактных вы-

вычислительных устройств была предложена в работах Ламбека [1961], Мельза-
ка [1961], Минского [1961. 1967], Шепердсона и Стергиса [1963]. Реги-

. стровые машины удобны для построения диофантовых представлений тем, что
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они, подобно машине Тьюринга, имеют весьма примитивные инструкции, но

работают только с числами.

Описанный в § 5.5 метод диофантова моделирования машины Тьюринга
отличается от использованного в работе Матиясевича [1976] и излагается

здесь впервые.

В заключение приведем цитату из доклада Гильберта [1900], показыва-

показывающую его отношение к «отрицательным» результатам:

«Вместе с тем бывает и так, что мы добиваемся ответа при недоста-

недостаточных предпосылках, или идя в неправильном направлении, и вследствие

этого не достигаем цели. Тогда возникает задача доказать неразрешимость

данной проблемы при принятых предпосылках и выбранном направлении. Такие

доказательства невозможности проводились еще старыми математиками, на-

например, когда они обнаруживали, что отношение гипотенузы равнобедренного

прямоугольного треугольника к его катету есть иррациональное число. В

новейшей математике доказательства невозможности решений определенных

проблем играют выдающуюся роль; там мы констатируем, что такие старые и

трудные проблемы, как доказательство аксиомы о параллельных, как квадра-

квадратура круга или решение уравнения пятой степени в радикалах, получили всё

же строгое, вполне удовлетворяющее нас решение, хотя и в другом направ-

направлении, чем то, которое сначала предполагалось.

Этот удивительный факт наряду с другими философскими оснбваниями

создает у нас уверенность, которую разделяет, несомненно, каждый матема-

математик, но которую до сих пор никто не подтвердил доказательством, —

уве-

уверенность в том, что каждая определенная математическая проблема непре-

непременно должна быть доступна строгому решению или в том смысле, что удаёт-
удаётся получить ответ на поставленный вопрос, или же в том смысле, что будет
установлена невозможность её решения и вместе с тем доказана неизбеж-

неизбежность неудачи всех попыток её решить».



Глава 6

ОГРАНИЧЕННЫЕ КВАНТОРЫ ОБЩНОСТИ

В §6.1-6.3 будут приведены три разных способа преобразования фор-

формул с ограниченными кванторами общности в эквивалентные формулы, содер-

содержащие только кванторы существования. В § 6.4-6.6 на различных задачах

будет продемонстрировано, каким мощным средством построения диофантовых

представлений является эта техника.

§6.1. Первая конструкция: машины Тьюринга

Мы хотим показать, что если Я(а^ ап) — диофантово
отношение, то диофантовым является и отношение, задаваемое

формулой

VK<o^(c, оп.уу). A)
п

Приведём сначала эвристические соображения в пользу этого

факта, основанные на тезисе Чёрча. Для этого мы должны в

предположении полуразрешимости отношения Я предложить алго-

алгоритм (в интуитивном смысле) для установления истинности A)
при подходящих значениях а, ап. Формула A) по определе-

определению истинна при ап = 0; при ап > 0 она эквивалентна утверждению
о том, что истинно каждое из следующих утверждений:

*<«, ол.,.0). ¦

B)

По предположению о полуразрешимости "R мы можем установить

истинность любого из этих утверждений за конечное число ша-

шагов, и, проделав это для каждого из утверждений B), мы ус-
установим истинность A).

Это рассуждение ещё не является формальным доказатель-

доказательством; кроме того, оно не даёт явного способа для преобразо-
преобразования A) в эквивалентное диофантово уравнение, когда J? за-

задано диофантовым уравнением. Чтобы полу.чить формальное дока-

доказательство, мы должны описать конструкцию соответствующей
машины Тьюринга, что и будет сейчас сделано.
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Итак, пусть Я — отношение, задаваемое диофантовым урав-
уравнением

Возьмём это уравнение в качестве уравнения E.4.1) и постро-
построим по нему описанным в § 5.4 способом машину М, полуразреша-

полуразрешающую "R.
В момент остановки машины М на ленте записан кор-

кортеж E.4.9). Определим машину М' следующим образом:
М'= M;M2;DELETE D)

где М2 — машина из определения E.4.10) машины М. Машина М'

также полуразрешает "R, но в момент её остановки на ленте

вновь записан исходный кортеж <а, ап>.
Машина М", полуразрешающая A), легко теперь строится:

/И" = while DEC do M' od E)

Эта машина, очевидно, работает следующим образом. Если ап
= 0,

то машина DEC остановится в состоянии q3, что приведёт к ос-

остановке машины М" в состоянии qr Если же ап было больше 0,
то машина М' начнёт проверять выполнение условия

К(а, an_t.an-l). Если проверка закончится успешно, то

машина DEC проверит равенство а„~1 =0 и в случае его невыпол-

невыполнения машина М' начнёт проверять условие Я{ау...,аnVan~2)
и т. д. Если все условия B) выполнены, то машина М" в конце

концов остановится в состоянии qr
Для получения диофантова уравнения

Е(о, оп.х, xJ = 0, F)

эквивалентного формуле A), осталось указанным в §5.5 спо-

способом смоделировать работу машины М".

Описанный выше переход от уравнения C) к уравнению F)
является вполне конструктивным, но довольно окольным. В по-

последующих параграфах будут описаны более прямые, теоретико-
числовые методы осуществления такого перехода.

§ 6.2. Вторая конструкция: гёделево кодирование

Для упрощения обозначений мы проведём доказательство
для случая, когда п = 2 в A.1) и, соответственно, в A.3).
Доказательство в общем случае проводится совершенно аналоги-

аналогично; другой способ обобщения на случай произвольного п со-

состоит в использовании канторовой нумерации (ср. с § 4.4).
Итак, наша задача

—

установить диофантовость множества

пар, задаваемого формулой

VK<b3*r..xm[D(o.y.x, xJ = 0], A)
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где D, как обычно, — произвольный полином с целыми коэффици-
коэффициентами. Для этого мы должны построить новый полином Е такой,

что формула A) эквивалентна формуле

3z0...zk[E(o.b.z0 zk) = 0]. B)

Истинность.B) при каких-то значениях а и Ь влечёт истин-

истинность A), т. е. существование Ь кортежей

'Х,,0 Хт,0>-
C)

,ь-,>

таких, что для любого у от 0 до Ь-1

1 Xm,b-1>

Естественно ожидать, что информация о числах C) должна со-

содержаться в каком-то виде в числах -zQ zfc, существование
которых утверждается в B).

Вместо C) —

переменного количества кортежей фиксиро-
фиксированной длины — мы рассмотрим фиксированное количество корте-
кортежей переменной длины

<Х1,о xt,b-i>1

<Xm,0 Хт,Ь-1Х

E)

Для работы с E) мы будем использовать кодировку, близ-

близкую к рассматривавшейся в § 3.2 гёделевой кодировке. А имен-

именно, будут выбраны попарно взаимно простые числа q0 q^,
такие, что при /=1 т, у = 0 Ь-1

x;y
= rem(z,.,qy). F)

Число zQ будет удовлетворять при у=0 Ь-1 условию

y = rem(zo.qy). G)

Достоинство кодировки, основаной на китайской теореме об

остатках, состоит в том, что она позволяет вычислять значе-

значение полинома прямо по кодам без предварительного нахождения

кодируемых элементов. А именно,

D(a,y,x xm ) = D(a,zvz^ zm)(mod q ), (8)

и, следовательно, если q столь велико, что выполнено не

только F), но и

\°(°-У-\у *т,у)\<Яу (9)

то выполнение равенства D) для какого-то у эквивалентно

справедливости сравнения

D{a,zo,zt zm)sO(mod qy). A0)
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В A0) от у зависит только выбор модуля, и потому вы-

выполнение равенства D) для всех значений у от 0 до Ь-1 экви-

эквивалентно справедливости сравнения

D(a.*o-Z. zm)»0(mod qo•¦•qb-1>- О1)

To, что мы проделали до сих пор, ещё не избавило нас от

ограниченного квантора общности —

например, в A1) он приоб-
приобрёл форму многоточия в правой части. Здесь устранение кван-

квантора общности произойдёт благодаря тому, что, пользуясь нашей

свободой в выборе qQ Яь-v мы выберем эти числа так, что

произведение qQ...qb] окажется диофантовой функцией от Ь. А

именно, в отличие от выбора Гёделя C.2.7) мы положим при

у =0 Ь-1

где q велико, a q + 1 кратно Ь!2. В этом случае

«^---.ь.. - П 5И й
а диофантовость биномиальных коэффициентов была установлена
в § 3.4. В результате A0) можно переписать в виде диофанто-
ва условия

g) A4)

Мы ещё не полностью избавились от квантора общности,

поскольку должны обеспечить выполнение при у = 0,.... Ь-1 усло-
условий G) и (9), где ж. определены в F). Первое не вызывает

трудностей благодаря' удачному выбору q — легко проверить,

что можно положить

20 = q. A5)

Строго говоря, мы не добьёмся выполнения именно (9).
Вместо этого мы будем иметь аналоги (9) и A0) — неравенство

\D(a.y,xUy xmy)|<py A6)
и сравнение

D(a./,xt y xmy)s0(mod py), A7)

где

РУ\ЯГ A8)

х(.у
= гетB,.ру). A9)

Очевидно, что этого Достаточно для выполнения D).

4 Ю.В.Матиасевич
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Чтобы получить A6). мы введём вспомогательную перемен-

переменную w и потребуем, чтобы для / = 1 т, у = 0 Ь-1

x!y<w. B0)

При фиксированных значениях а и b такую границу w, очевидно,

можно найти. Далее,' очевидно, что

\D{a.y.xhy xmy)UB(a,b.W). B1)

где B(a,b,w) — полином, получающийся из полинома

D(a.y,xf хт) изменением знака у всех отрицательных коэф-
коэффициентов и последующей подстановкой b вместо у и w вместо

х, хт. Для получения A6) мь1 будем добиваться, чтобы
'

Py>B(a.b,w), B2)

и было выполнено B0) при х. , определяемых согласно A9).

Из F) и B0) следует, что

П (*/-*>• B3)

Мы выберем q так, что

b!(b+w+B(a.b,w))!|q+1, B4)

тогда q будет взаимно просто с w\. и из B3) будет следо-

следовать, что
'

w \ B5)

Наконец, в силу A3) система из Ьт условий B5) сворачивает-
сворачивается в т диофантовых условий

z,

w

B6)
z.m

В итоге мы получили систему из т+3 диофантовых условий
A4), A5), B4) и B6), которая разрешима относительно q,
w, zQ zm при условии, что выполнено A). Проверим те-

теперь что справедливо и обратное — из разрешимости системы

A4), A5). B4), B6) следует справедливость A).
Пусть у

—

произвольное число, такое, что у < Ь. Определим
число q согласно A2). Из B6) следует B5) и тем бо-
более B3). К сожалению, из B3) не следует B0), если х;
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определено равенством F), так как q , вообще говоря, число

составное. Именно поэтому мы рассмотрим вместо q какой-либо

его простой делитель р , естественно, удовлетворяющий A8).
Из B3) следует, что

Ру
"г 1.7.-х.. B7)

Отсюда ввиду простоты р следует существование чисел

х( хт , удовлетворяющих B0) и таких, что

Из A5), A2) и A7) получаем, что

отсюда и из A4) получаем справедливость A0), а следова-

следовательно, и A7). Нетрудно видеть, что благодаря B4) все про-

простые делители q больше B{a,b,w), так что выполнено B2), а

следовательно, и A6). Как уже указывалось, из A6)-A7)
следует D) и ввиду произвольности у мы получаем и справед-

справедливость A).
Для получения искомого диофантова уравнения B) остаёт-

остаётся устранить из A4), A5), B4) и B6) биномиальные коэффици-
коэффициенты и факториалы (средства для этого описаны в § 3.4) и объ-

объединить получающиеся при этом диофантовы уравнения в одно.

§ 6.3. Третья конструкция: суммирование

Мы снова решаем ту же задачу, что и в § 6.1 -6.2, —

уста-
устанавливаем диофантовость множества пар, задаваемого формулой

Ь<ь3ху ..xm[D(o./.x, xJ = 0], A)

где D — полином с целыми коэффициентами. В § 6.2 мы исполь-

использовали для этого разновидность гёделева кодирования, и по

значениям неизвестных, удовлетворяющим A.2), для каждого

значения у легко находились соответствующие значения

х, хт. В конструкции, которая будет изложена ниже, тако-

такого явного соответствия значений переменных нет.

Мы начнём с того, что воспользуемся техникой, аналогич-

аналогичной применённой в § 1.4, и изолируем переменную, стоящую в

A) под квантором общности, а именно, преобразуем A) в эк-

эквивалентную формулу вида

Vy<b3x0...xm[D1(o.x0 *т) = у]. B)
где

D,(a,x0 xm) = (x0+1)A-D2(o.x0 xj)-1. C)
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Далее, так же. как в § 6.2. мы введём явную границу и

на значения xQ хт, а именно, перепишем B) в виде экви-

эквивалентной формулы

3wVy<b3x0 xm [D,(o.x0 xm) = y]. D)
<w+l <w+1

(по причине, которая станет ясной позднее, нам будет важно,

чтобы граница была положительной).
Так же, как в §6.2, нам потребуется полином B(a.w) с

натуральными коэффициентами такой, что при

x;stv, / = 0 т E)

справедливо неравенство

|D,(a,x0 xm)\<B(a,w). F)

В дальнейшем нам потребуются двухсторонние оценки неко-

некоторых величин, причём верхние и нижние оценки будут близки
друг другу. Каждая такая пара оценок будет содержать одина-

одинаковый главный член А и небольшие добавочные члены В" и В*,
точный вид которых для нас будет несущественным. Для упроще-
упрощения записи и выделения главного члена вместо неравенств

А-В'<.Х<.А+В* G)

мы будем писать символическое равенство

X = A+Q(B), (8)

где 0(8) будет обозначать некоторую величину, лежащую в ин-

интервале [-8,8]. Подобно символу О(Т), 0(8) в разных формулах

может иметь разное значение.

В § 6.2 для объединения переменного количества уравне-

уравнений в одно условие мы переходили от равенства нулю к сравне-

сравнению по большому модулю. Здесь мы сделаем менее очевидное

преобразование. Существенную роль при этом будет играть фун-

функция unit(/) — количество единиц в двоичной записи числа t,

обладающая, очевидно, следующим свойством:

29 >s =* unit(r)+unit(s) = unitB4r+s). (9)

Пусть натуральные числа р и q и целые числа аир удов-

удовлетворяют неравенствам

p>2q, 2<Ь |а|. 24>|р|. A0)

Нетрудно проверить, что

unitBP-1+a-p) =

p+Q(q). если

@(q) в противном случае.

(П)
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Меняя аир местами и применяя (9), получаем, что

unitBP+1BP-1 +а-э)+2Р-1 -а+э) =

= { A2)
I p+0Bq) в противном случае.

Мы используем этот критерий равенства, положив

а = О,(а.х0 хт), A3)

Э = у. A4)

A5)

A6)

Введём следующие обозначения для получающихся при этом выра-
выражений:

Е(х_ х ,w) = BP+1-1)D.(o,xn х )+22Р+1-2Р-1, A7)
и т 1 и т,

F(w) = 2р+1-1 A8)

(Е и F зависят также и от а и Ь, но для упрощения обозначе-

обозначений зависимость от этих параметров не будет указываться яв-

явно). В этих обозначениях.

unit(f(х0 хт. w)-F(w)y) =

I 2р, если О.(сг,х. х ) = у, ,

I p+9Bq) в противном случае.

Таким образом, мы сумели построить натуральное число, а

именно,

Е(х0 xm,w)-F(w)y, B0)

которое имеет много или мало единиц в двоичной записи в со-

соответствии с тем, образуют ли xQ xm и у решение уравнения

При этом

0 xm,w)-F(w)y<22P+2, B2)

и мы можем, согласно F), объединить все (w + 1)m+1
чисел A6), соответствующих разным значениям х0 х ,

удовлетворяющим E), в одно число

G(w.y) = K(w)-L{w)y, B3)
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где

Bр+2)(х (w+l )+... +х)

Bр+2)(х (w+ir+...+х)
2 F(w)- B5)

Согласно A9)

unit(G(w.y)) = ((w+1)m+1+s)p+9B(»v+1)m+'q], B6)
где s — количество наборов хд хт, удовлетворяющих E) и

B1). Таким образом, для разрешимости уравнения B1) в неиз-

неизвестных х. хт, удовлетворяющих неравенствам E), необхо-
необходимо, чтобы

unit(G(w,y)J:(w+1)m+Ip+p-2(w+1)m+1q, B7)

и достаточно, чтобы

unit(G(w,y))>(w+1)m+1p+2(w+1)m+1q. B8)
Благодаря A6) неравенство B7) сильнее, чем B8), и любое

промежуточное по силе неравенство будет необходимым и доста-

достаточным. По причине, которая станет яснее позже, мы выберем в

качестве необходимого и достаточного условия неравенство

umi(G(w,y))zl{w)-J(w)y, B9)
где

/ (w) = (w +1 )m+1p+p-2(vv+1 )m+Iq, C0)

C1)

Далее мы снова используем теорему Куммера (см. Приложе-
Приложение 3), которая даёт следующее выражение для unit(/);

C2)

где deg2(r) — показатель, с которым число 2 входит в разло-

разложение г на простые множители.

Равенство C2) позволяет нам устранить функцию unit из

B9), переписав это условие в виде

). C3)

где

JM[2%\]} C4)

Левая часть в C3) не зависит от у, и мы можем просуммиро-
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вать правые части по у:

2'M\S(w), C5)

где

Ь-1

S(w) = ?c(W,y). C6)

Очевидно, что из справедливости C3) для у = 0 Ь-1 следует

справедливость C5). Менее очевидно, что из одной делимости

C5) суммы нескольких чисел следует делимость C3) каждого

слагаемого. Проверим, что тем не менее это именно так.

Предположим противное, т. е. что C5) справедливо, но

для некоторого у, такого, что у<Ь, C3) не выполнено; пусть

у0
- наименьшее значение, при котором это происходит. Иными

словами, уравнение B1) при у<у0
имеет решение, удовлетворя-

удовлетворяющее E), а при у = у.
— не имеет.

Согласно C4), C2), B8). A6), C0) и C1)

cl«g2(C(»v.y0)) = J(w)yo+unit(G(w.yo)) u

1q < l{w). C7)

Согласно C4), C2). B7). C0) и C7) при у<у0

deg2(C(w,y)) = J(w)y+un\1{G(w,y)) * l(w) > deg2(C(w,y0)). C8)

Согласно C4). C2), B6). C0). C1) и C7) при у>у0

deg2(C(w.y)) = J(w)y+un\t(G{w.y)) г

* JM(yo+1)+(w+1)m+1p-2(w+1)m+1q > deg2(C(w.y0)). C9)

Таким образом, при У*У0

deg2(C(w.y)) > deg2(C(w,y0)). D0)

и потому

deg2(SM) = deg2(C(w,y0)) < l(w), D1)

что даёт искомое противоречие с C5).
В итоге мы получили, что формула C5) эквивалентна

формуле

x0 xm) = yl D2)

и, следовательно, формулы D), B) и A) эквивалентны формуле

)]. D3)
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Таким образом, мы избавились от ограниченного квантора общ-

общности, но платой за это является появление в B4), B5) и

C6) суммирования с переменным верхним пределом. К счастью,

все эти суммы легко вычисляются, и 5 оказывается диофантовой
функцией.

Кратная сумма в B5) равна, очевидно, произведению

Bp+2)(vv+i)mxn
F{w), D4)

в котором первые m+ 1 сомножителей —

геометрические прогрес-

прогрессии, знаменатели которых отличны от 1 (именно ради этого в

D) была взята положительная граница). Таким образом,
Bp+2)(nr+ t) Bp+2)(w+i)m+l_,

L{w) =
— —х х- Flw) =

Lt{W)-L2(w) D5)

где L,(w), L2(w), Lj(vv) и L4(w) — выражения, построенные из

конкретных натуральных чисел и переменных а, Ь и w с помощью

сложения, умножения и возведения в степень, причём всегда

Согласно A7)

D6)

где целочисленные коэффициенты л, ; зависят от a, b и tv.
'о m

Подставляя это выражение для Е в B4) и меняя порядок сум-

суммирования, получаем, что

.

L Л'п '¦ L ¦••

¦о *n=0О

o...x". D7)
=0

Внутренняя (т+1)-кратная сумма в D7) равна, очевидно, про-

произведению однократных сумм вида

2<2р+2)х<*+.)кхЧ D8)
ТГо

В Приложении 4 описаны формулы для суммирования таких обоб-
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щённых геометрических прогрессий. В итоге для K(w) получает-

получается представление

J^±M±, D9)
K3(w)-K,(w)

где аналогично D5) K^w), K2(w), K-3(w) и K4(w) — выражения,

построенные из конкретных натуральных чисел и переменных а.

Ь и w с помсщью сложения, умножения и возведения в степень,

причём всегда K3(w)> K4(w).
Обратимся теперь к сумме C6). Входящие в неё величины

C(w,y) определены в C4) через биномиальные коэффициенты.

Диофантйвость последних была установлена в § 3.4 путём по-

построения позиционного кода кортежа C.4.1). Сейчас мы по-

построим шифр некоторого кортежа по достаточно большому осно-

основанию и, один из элементов которого равен S(w).
Имеем:

2a(w.y)

(u + 1JG(w,y) _ ^ pG(w.y)ju/_ E0)

Интересующий нас коэффициент

стоит в E0) при uG<".y) = uK("K(«0y.

Умножим E0) на 2J^w'yu ^w'y и просуммируем по у:

Ь-1

у=0

Ь-1 2G(w,y)

= у у 2}Му[2°(у?-У?\и'*1-МУ. E2)
у = 0 j s0

Полагая здесь и=1. получаем, что

-1 2G{w.y)

у у
0 i0у=0 i=0

Ь-1

\). E3)

Таким образом, если

2K()J()b
E4)
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то число E2) является шифром по основанию и некоторого кор-

кортежа. {K(w)+\)-u элемент которого равен S(w). Но слева в

E2) стоит сумма арифметической прогрессии, и мы получаем,
что

при условии, что выполнено E4).
Равенства D4), D6), E2), C0) и C1) показывают, что

/, J, К, L и 5 — диофантовы функции (трёх аргументов а, Ь

и w) и, следовательно, D3) можно рассматривать как обобщён-
обобщённое диофантово представление множества, задаваемого форму-
формулой A).

§ 6.4. Связи между 8-й и I0-й проблемами Гильберта

Техника, развитая в предыдущих параграфах этой главы,

позволяет нам пополнить ограниченным квантором общности наш

арсенал логических средств, допустимых при построении дио-

фантовых представлений. Легко понять, что в качестве границы
можно брать не только переменные, но и значение любой дио-

фантовой функции. Формуча может -содержать несколько ограни-

ограниченных кванторов "общности, преобразование такой формулы сле-

следует начинать с устранения самого внутреннего квантора общ-
общности.

Квантор общности, даже ограниченный, является мощным

средством установления диофантовости различных множеств. 'На-

'Например, очевидно, что множество простых чисел задается фор-

формулой

которая может быть теперь преобразована в диофантово пред-
представление этого множества:

Prime(a) » 3x,...xm[P(o,x, xm) = 0]. B)

В §2.5 мы видели, что среди индивидуальных подпроблем
10-й проблемы Гильберта мы можем указать такую, которая эк-

эквивалентна «Великой теореме Ферма». Хотя такой возможности,

не было до 1970 года, этот факт всё же не слишком удивите-

удивителен, поскольку в «Великой теореме Ферма» речь идёт также, с

диофантовых уравнениях. В этом параграфе мы увидим, что ещё

две знаменитые проблемы, казалось бы далекие от диофантовых
уравнений, могут быть переформулированы как утверждения i

неразрешимости конкретных диофантовых уравнений.
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Мы начнём с гипотезы Гольдбаха, включённой Д. Гильбер-
Гильбертом в 8-ю проблему. Эта гипотеза, веб ещё A990г.) не дока-

доказанная и не опровергнутая, состоит в том, что каждое чётное

число, большее, чем 2, представимо как сумма двух простых

чисел. Имея в своём распоряжении полином Р из B), мы можем

переформулировать гипотезу Гольдбаха как утверждение о том,

что диофантово уравнение

Bа+4-ргр2J+Р2(р,. *, xJ+P2(p2, у, yj = 0 C)

разрешимо относительно р,, р2, х, хт, у, ут при всех

значениях параметра а. Эта переформулировка ещё не делает

гипотезу Гольдбаха индивидуальной подпроблемой 10-й проблемы
Гильберта, ибо Д. Гильберт предлагал найти способ для рас-

распознавания разрешимости отдельнных уравнений, а не парамет-

параметрических семейств.

Чтобы свести гипотезу Гольдбаха к одному уравнению, за-

заметим, что утверждение о том, что число 2а+4 не представимо
в виде суммы двух простых чисел, легко записывается с помо-

помощью ограниченного квантора общности:

Vz<o+Kxy[z+2 = (х+2)(у+2) v Bo+2-z) = (х+2)(у+2)]. D)

Мы можем преобразовать эту формулу в диофантово уравнение

G(u,x, xJ = 0. E)

разрешимое относительно xt хт для тех и только тех зна-

значений параметра а, которые удовлетворяют условию D), т. е.

опровергают гипотезу Гольдбаха. Заменяя теперь параметр а на

неизвестную, мы получаем, что гипотеза Гольдбаха эквивалент-

эквивалентна утверждению о том. что уравнение

G(x0 xm) = 0 F)
не имеет решений.

В D-ю проблему Гильберта включена и другая знаменитая

гипотеза, также связанная с простыми числами и также до сих

пор A990г.) не доказанная и не опровергнутая — гипотеза

Римана. Эта гипотеза касается комплексных нулей дзета-

функции Римана. которая может быть определена при Re(a) > 1

равенством ю

Увидеть, что дзета-функция Римана имеет связь с простыми

числами, можно из найденного Л. Эйлером тождества
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где произведение в правой части берётся по всем простым чис-

числам. Выражение под знаком произведения в (8) можно перепи-

переписать в виде

1 О

и тогда станет видно, что тождество (8) — это аналитическая

запись основной теоремы арифметики.

Ряд и произведение в (8) сходятся только при Re(o) > 1 и

определяют в этой полуплоскости аналитическую функцию, кото-

которая стандартными методами математического анализа может быть

продолжена на всю комплексную плоскость, кроме точки а = 1,

где дзета-функция имеет простой полюс. Известно, что

0 = 4(-2) = ?(-4) = ?(-6) = .... A0)
и числа -2, -4, -6,... называют тривиальными нулями дзета-

функции. Гипотеза Римана утверждает, что все остальные,

нетривиальные комплексные нули лежат на прямой Re(o) = 0,5.
Гипотеза Римана играет важную роль в исследовании рас-

распределения простых чисел в натуральном ряду. Пусть л(л), как

принято, обозначает количество простых чисел, не превосходя-

превосходящих п. Согласно закону распределения простых чисел

т(л) = т^-A+оA)). A1)
1п(л)

Элементарная функция п/1п(п) является на самом деле не очень

хорошим приближением к я(л); гораздо более хорошим приближе-
приближением является неэлементарная функция

Г da
Li(n) = . A2)

Jo In (a)

Гипотеза Римана может быть переформулирована как утверждение
о том, что

л(л) = Li(n)+O(sqrt(n)ln(n)). A3)
Технически удобнее работать не с функцией я, а с род-

родственной ей функцией Чебышева ф. которую можно определить

равенством

Ф(л) = ln(LCMA.2 л)). A4)
Если функция Я прыгает на 1 на каждом простом числе р, то

функция ф прыгает на 1п(р) на самом р и на всех его степе-

степенях. В терминах функции ip закон распределения простых чисел

A1) записывается в виде

ф(л) = л+о(л). A5)

причём главный член л здесь является хорошим приближением, а
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гипотеза Римана эквивалентна утверждению о том. что

Ф(л) = n+O(sqrt(n)ln2(n)). A6)
Чтобы иметь возможность сформулировать гипотезу Римана как

утверждение о неразрешимости конкретного уравнения, нам надо

знать значение константы, подразумеваемой в символе О; из-

известно, что из гипотезы Римана следует, что

|<p(n)-n|<sqrt(n)ln2(n) A7)
при

л*600. A8)

Диофантовость функции LCM, входящей в A4). была уста-
установлена в § 1.6, но там эта функция рассматривалась как фун-
функция двух аргументов. Ограниченный квантор общности позволя-

позволяет легко преодолеть трудность, обусловленную переменным ко-

количеством аргументов у LCM в A4). А именно, число т являет-

является общим кратным чисел 1 л тогда и только тогда, когда

V/<n[(y + D|m], A9)

и наименьшим общим кратным, если, кроме того,

m>0 & Vy<m3x[x<n&(x + 1)Tm]. B0)

Мы не можем ставить вопрос о диофантовости функции In,

также входящей в A4). поскольку её значения, вообще говоря,

целочисленными не являются. Можно было бы установить диофан-
диофантовость функции [•"(")]• где LaJ обозначает целую часть чис-

числа о, но это потребовало бы использования такого нетривиаль-

нетривиального факта, как иррациональность основания натуральных лога-

логарифмов (это число мы будем обозначать буквой е, чтобы не на-

нарушать соглашения об обозначении курсивными латинскими бук-
буквами только натуральных чисел).

Вместо функции In мы введём отношение

explog(o.b) <=* Зх[х>Ь+1 & A+^)^50 +1 < 4A+^)^] B1)

и установим, что, во-первых, для всех а и Ь

explog(o,b) => |b-ln(o+1)| < 2, B2)

и, во-вторых,

Vo3b[explog(o,b)]. B3)

Действительно, как известно из анализа,

е = lim(i+±)* = lim(i+i)*+l , B4)

причём при х > 0
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Возводя в степень Ь, получаем, что

(i+l)xbsebs(i+i)(jt+')b B6)

и, следовательно,

.- И""* , ,гь , 1Гь „

^"M^<(tti) iOt1<4(itil s4" ('

откуда следует справедливость неравенства в B2).
С другой стороны, при любом а можно найти такое Ь, что

Ь й ln(o + 1) < b+lnC). B8)

Выбирая затем х очень большим, мы можем согласно B4) сде-

сделать обе величины

И)". И)
сколь угодно близкими к е и обеспечить тем самым выполнение

всех неравенств в B1).
Покажем, что отрицание гипотезы Римана эквивалентно су-

существованию чисел k. I. m и п, удовлетворяющих условиям

A8)-B0) и

explog(m-U), C0)

explog(n-i.fc), C1)

{l-nJ>4n2k4. C2)

Предположим сначала, что такие числа к, I, m и л нашлись.

Тогда согласно A9) и B0)
m = еЧ>Ч C3)

и согласно B2) из C1) следует, что

|/-«р(п)|<2. C4)

Аналогично из C2) следует, что

|Ып(п)|<2. C5)
Отсюда получаем, что

|ф(п)-л| * |/-л|-|/-ф(л)| > 2sqrt(n)fc2-2 > sqrt(n)ln2(n). C6)

что даёт искомое противоречие с A7).
Предположим теперь, что гипотеза Римана не верна. Тогда

согласно A6) найдётся л, удовлетворяющее A8) и такое, что

|ф(л)-л| > 10sqrt(n)ln2(n). C7)
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Выберем т согласно C3), тогда условия A9) и B0) будут вы-

выполнены. Далее, найдём согласно B3) числа к и I. удовлетво-
удовлетворяющие C0) и C1). Согласно B2) будут выполнены неравен-

неравенства C4) и C5). Из них получаем, что

|/-л| * |ф(п)-п|-|/-Ч>(лI > 10sqrt(n)ln2(n)-2 >

> 2sqrt(n)(ln(n)+2J > 2sqrt(n)fe2, C8)

т. е. неравенство C2) также выполнено.

Пользуясь тем, что все условия A8)—B0), C0)-C2) ди-

офантовы, мы можем построить диофантово уравнение, неразре-
неразрешимость которого эквивалентна гипотезе Римана.

Не следует полагать, что все проблемы можно свести к

диофантовым уравнениям. Мы можем устранять только ограничен-

ограниченные кванторы, что не даёт непосредственной возможности, на-

например, переформулировать в виде утверждения о разрешимости
или неразрешимости конкретного диофвнтова уравнения гипотезу
о бесконечности пар простых чисел-близнецов, также включён-

включённую Д. Гильбертом в 6-ю проблему.

S 4.5. Сщ« «щи* yuwMjKWwto* уравнение

В этем параграфе мы увидим, к&к с помощью устранения

ограниченного квантора общности можно легко построит* ещё

одно универсальное дкофантово уравнение.

Кодировка диофантовых уравнений будет отлична от той,
что использовалась в главе 4. Кодировке уравнений, естест-

естественно, предшествует нумерация полиномов. Не ограничивая общ-
общности, мы будем нумеровать только полиномы с переменными

хух2,... Определим умивврсмгьную посявлошлпюьмосгь поли-

полиномов следующим образом:

РАк = к.

A)

где /, / и к связаны соотношением

fc = Cantor(/,/) B)

(это определение корректно, поскольку отображение Cantor,
введённое в §3.1, осуществляет взаимно однозначное соответ-

соответствие между множеством всех натуральных чисел и множеством

всех пар натуральных чисел).



112 ГЛ.6. КВАНТОРЫ ОБЩНОСТИ

Последовательность

Ро-Р, О)

очевидно, является универсальной в следующем смысле: каждый
полином с натуральными коэффициентами от переменных

хух.г... встречается в C).
Кортеж' натуральных чисел

<Р0-Р, Рг-? <4)

будем называть реализацией последовательности C), если при

некотором выборе значений хух2,...

pfc
= Pfc(x,.*2....) E)

для fc=0,1 г-\.
У нас имеются два способа кодировать кортежи произволь-

произвольной длины — гёделево кодирование, введённое в §3.2, и пози-

позиционное кодирование, введённое в § 3.3. Мы с равным успехом
могли бы использовать здесь любое из этих кодирований. По-

Поскольку диофантовость функции GEIem. определённой в C.2.15),
установить гораздо проще, чем диофантовость функции Elem,

определённой в C.3.8), естественнее использовать гёделево

кодирование.
Отношение Real(p,q,r) - кортеж <p,q,r> является кодом

некоторой реализации — легко записывается с помощью ограни-

ограниченного квантора общности:

Real(p.q.r) <=>

<=> V/<r3//*[* = Cantor(/,/) & [[/ = 4fc&GEIem(p.q,/+1) = fc] v

v [/=4<r+1 &GEIem(p,q,/+1) = GEIem(p,q,/+1)+GEIem(p,q,/ + i)] v

v [/=4fc+2&GEIem(p.q./ + 1) = GEIem(p.q,/+1)GEIem(p,q,y + 1)]]]. F)

Номером уравнения

*,-<», °л*л+г") = ¦»/<«, <VW •> G)

будет число Cantor(/,/). Очевидно, что уравнение с номером к

имеет решение тогда и только тогда, когда параметры

а, ал удовлетворяют условию

3ijpqr[k = Cantor{/,у)&r> i &r> j &

& Real(p,q, г) & GEIem(p, q, / + 1) = GEIem(p,q, / + 1) &

&GEIem(p,q,5) = at& ... 5f.GEIem(p,q,4n+1) = on]. (8)

Это условие, очевидно, диофантово, и потому может быть

преобразовано в искомое универсальное уравнение.
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§ 6.6. Ещё одно диофантово множество

с недиофантовым дополнением

В §10.1 нам потребуется факт существования диофантова
множества натуральных чисел 6 с недиофантовым дополнением 6,

которое обладает ещё одним специальным свойством. А именно,

недиофантовость 6 означает, что для любого диофантова множе-

множества Э справедливо по крайней мере одно из следующих утверж-

утверждений:

существует о такое, что сгеЭ, но о«6, A)

существует а такое, что о«Э, но стеб. B)

Множество 6, очевидно, должно быть бесконечным, поэтому ут-

утверждение B) будет выполнено для любого конечного Э. Оказы-

Оказывается, что 6 можно определить так, что для любого бесконеч-

бесконечного Э будет выполнено A). Иными словами, 6 будет содержать

по представителю из каждого бесконечного диофантова множест-

множества. Диофантово множество 6 такое, что для любого бесконечно-

бесконечного диофантова множества 9 выполнено A), а для любого конеч-

конечного Э выполнено B), называют простым.

Для построения простого множества 6 мы возьмём какое-

либо универсальное диофантово уравнение

U(cU.x, xm) = 0 C)

(у нас теперь есть две техники построения таких уравнений,
изложенные в предыдущем параграфе и § 4.5). Определим мно-

множество б формулой

3k[3xr..xj2k<a&U(a.k.x] *m)

00<т D)

Проверим выполнение условий A) и B). Пусть Э — беско-

бесконечное диофантово множество, тогда найдётся такое число к,
что это множество задаётся уравнением

U(cU.x, xJ = 0. E)

Ввиду бесконечности Э найдутся числа О, х, хт, удовлет-
удовлетворяющие E) и дополнительному неравенству

2к<а. F)
Из всех таких (т+1)-членных кортежей выберем один с наимень-

наименьшим канторовым номером. Нетрудно видеть, что первый элемент

этого кортежа годится на роль а в A).
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Пусть теперь 9 — конечное множество, имеющее / элемен-

элементов с/, df. Предположим, что B) не выполнено, т. е. лю-

любое а, отличное от с/( dj, принадлежит 6. Для каждого а

из 6 будем обозначать посредством ка то число, существование

которого утверждается в D). В частности, среди чисел 0,1 2/
имеется / + 1 чисел а0 а^ входящих в 6, и должны суще-

существовать / + 1 соответствующих чисел ка,...,ка- Нетрудно уви-

увидеть, что эти числа должны быть попарно различными и удов-

удовлетворять неравенствам

ка<а,/2<1. G)

что невозможно. Полученное противоречие доказывает B).

Упражнения

6.1. Покажите, что ограниченный квантор общности можно устранять,

выбирая модули согласно {3.2.7) вместо B.12).
6.2. Покажите, что имеет место следующая мультипликативная форма

принципа Дирихле: если q|s(...sn, то найдутся такие числа г -и к, что

r\q. tukin. r\fk и rn2.q.
6.3. Обобщите предыдущее упражнение следующим образом: если ^ 0 и

то «Мидуэя чи«л* г и "к к такие, что

r|q, ISIJk.Sn. r\tlk и *г"' "т2Ч.

Ь.4. Покажите с помощью предыдущего упражнения, что условие B.24)

можно аамеиить на достаточно сильное нвр*»енст«о «ида ф>..., ^сфЬмив

ir»M саммм ««еобходимость уемновления диофатоаости факториала.

6. $. floMMnip B.13) м произведения мг упражисния 3.3, есть « -другие

случаи, когд1» удаётся дать прямое доказательство диофантовости произве-

произведения с переменным верхним пределом. Проверьте, что

аьBп)=(аь(п+!)-аь(п-1))аь(п)
и соответственно

m

П (аьBк+О-аьB'1-0)=аьBт+1),

и используйте затем последнее тождество вместо B.13) для устранения ог-

ограниченного квантора общности.
6.6. Покажите, что знаменитая проблема четырёх красок также может

быть переформулирована как утверждение о неразрешимости конкретного

диофантова уравнения.

6.7. Установите недиофантовость множества номеров диофантовых урав-

уравнений без параметров, не имеющих решений.
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6.8. Свойство Ща. а ) называется полиномиальным, если оно име-

имеет диофантово представление без неизвестных, т. е.

где R — полином с целыми коэффициентами. Покажите, что если Л — полино-

полиномиальное отношение, то полиномиальным является и отношение, задаваемое

формулой F.1.1).

Комментарии

Как было сказано в комментариях к главе 5, устранение ограниченного

квантора общности было одним из основных шагов в решении 10-й проблемы

Гильберта. Впервые соответствующая техника была предложена в работе Де-
виса, Патнама и Робинсон [1961]. В § 6.2 мы следовали этой работе с не-

небольшими упрощениями. Более существенные модификации предлагались в

работах Матиясевича [1972а, 1973J (см. упражнение 6.4) и работе Хиросе и

Ииды [1973] (см. упражнение 6.5).

Устранение ограниченного квантора общности методом, изложенным в

§ 6.1, стало возможным после нахождения прямого способа моделирования

машины Тьюринга диофантовыми уравнениями в работе Матиясевича [1976J.
Третья конструкция, приведенная в § 6.3, излагается здесь впервые.

Она является развитием техники, первоначально предложенной в работе Ма-

Матиясевича [1979] для уменьшения количества неизвестных в экспоненциально

диофантовых уравнениях (см. § 8.2). Новым шагом по сравнению с этой ра-

работой является сворачивание системы делимостей C.33) в одну дели-

делимость C.35).
Возможность переформулировать многие проблемы на арифметическом

языке была продемонстрирована ещё К. Гёделем [1931], и с появлением воз-

возможности устранять ограниченный квантор общности перевод таких проблем
на язык диофантовых уравнений стал тривиальным. Исключение, пожалуй,

составляет гипотеза Римана, имеющая дело с континуумом комплексных

чисел. А. М. Тьюринг [1939] показал, что эта гипотеза эквивалентна не-

некоторому утверждению вида

УуЗхУ(х.у), A)

где 'З —

разрешимое отношение между натуральными х и у. Этого, однако,

недостаточно для сведения отрицания гипотезы Римана к неразрешимости

конкретного диофантова уравнения, ибо кванторы в A) не ограничены. Из

работы Крайзеля [1958], содержащей весьма общие результаты по арифмети-

зации утверждений, связанных с аналитическими функциями, следует, в

частности, усиление результата Тьюринга
— гипотеза Римана может быть

сформулирована в виде

ЧуЩу). B)

где X
—

разрешимое свойство. Отрицание К полуразрешимо и потому диофан-

диофантово:
_

1Х(у) « 3xr..Xm[K(y,xt Хт)=0]; C)
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следовательно, гипотеза Римана эквивалентна неразрешимости уравнения

Ч*о *J=° W

Конструкция Г. Крайзеля является весьма общей и потому приводит к

чрезвычайно громоздкому уравнению. Более прямой путь, основанный на свя-

связи гипотезы Римана с распределением простых чисел, был описан в обзоре
Девиса, Матиясевича и Робинсон [1976]. Изложенный в § 6.4 вариант вклю-

включает дальнейшее упрощение, которое предложили автору А. Шинцель и

М. Ютила. Это упрощение связано с переходом от использования интеграла

Ф (л) = Гф(а)с/а E)
j

,

к использованию подинтегральной функции ф. Использование функции ф. в

обзоре Девиса, Матиясевича и Робинсон [1975] было связано с необходи-
необходимостью иметь конкретное значение константы в символе О. Сейчас благодаря

работе Шёнфилда [1976] мы имеем такую константу в F.4.21) и для

функции ф.

Поскольку в главе 5 мы установили неразрешимость 10-й проблемы

Гильберта, сведение различных проблем к диофантовым уравнениям оставляет

мало надежды на то, что эти проблемы будут решены путём анализа соответ-

соответствующих уравнений. Более плодотворным может оказаться обратный взгляд

на такие сведения
—

решение, например, проблемы четырех красок может

быть изложено как очень нетривиальный метод установления неразрешимомсти

соответствующего диофантова уравнения (см. упражнение 6.6).

Использованная в §6.5 нумерация полиномов, основанная на их по-

построении из простейших полиномов с помощью сложения и умножения, была

приведена в работе Дж. Робинсон [19696], а в её работе [1971] применена

для построения универсального уравнения.

Понятие простого множества было введено Э. Л. Постом: он же [1944]

построил пример простого множества (естественно, что вместо диофанто-

вости Э. Л. Пост говорил о полуразрешимости).



Глава 7

МАССОВЫЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

Благодаря чрезвычайной простоте полиномов с целыми коэффициентами

как математических объектов, 10-я проблема Гильберта оказалась весьма

удобным средством для установления алгоритмической неразрешимости других

массовых проблем. В этой главе мы рассмотрим некоторые такие проблемы,

относящиеся к теории чисел.

§7.1. Количество решений у
диофантовых уравнений

С каждым диофантовым уравнением

связана величина Card(D) — количество решений этого уравне-

уравнения. Значения Card принадлежат множеству 91 = {0,1 со}. Для
каждого множества S такого, что SS91, можно рассмотреть мно-

множество Card''(a) - полный прообраз Я. Допуская некоторую
вольность языка, мы будем рассматривать Card~'C) и как мно-

множество уравнений, и как множество натуральных чисел — кодов

этих уравнений.
Множество

Card-'({1.2 «о» B)

уже рассматривалось нами в §4.6 — это множество диофантовых
уравнений, имеющих решения, и 10-я проблема Гильберта — это

в точности вопрос о способе распознавания элементов множест-

множества B) среди всех уравнений. В главе 5 было установлено, что

множество B) неразрешимо (в интуитивном смысле). Точная

формулировка этого утверждения состоит в том, что множе-

множество B), рассматриваемое как множество кодов, неразрешимо
по Тьюрингу. Согласно §5.6 это эквивалентно утверждению о

том, что либо само множество B), либо его дополнение не ди-

офантово. и действительно, в §4.6 была установлена диофан-
товость множества B) и недиофантовость его дополнения,

т. е. множества Card"'({0}).
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В этом параграфе мы обобщим этот результат, показав,

что если Card"'(a) диофантово, то либо а пусто, либо °°еа. В

частности, полуразрешимыми не являются ни множество

Card~'({1}) — множество уравнений, имеющих ровно одно реше-

решение, ни множество Card~'({0,1,...}) — множество уравнений,
имеющих конечное число решений.

Поскольку

a), C)

где черта сверху обозначает дополнение, то. кроме двух край-
крайних случаев Я = 0 и 3 = 31, множество CarrT'(S3) неразрешимо, ибо

либо оно, либо его дополнение не содержит °о и, следователь-

следовательно, не полуразрешимо. Это утверждение можно перефразировать
так: если на какой-то вопрос о количестве решений у диофан-

това уравнения может быть дан. в зазисимости от уравнения,
как утвердительный, так и отрицательный ответ, то этот ответ

для произвольного уравнения не может быть получен алгоритми-

алгоритмически.

Мы ограничимся полуформальным доказательством, исполь-

использующим тезис Чёрча, т. е. будем говорить о полуразрешимоси в

интуитивном смысле. Доказательство проведём методом от про-

противного, т. е. предположим, что для некоторого непустого Я,

не содержащего <», множество Card"'(9) полуразрешимо. Пока-

Покажем, что в этом случае полуразрешимым было бы и

множество Card"'({0}).
Пусть имеется произвольное уравнение A). Выберем и за-

зафиксируем какой-то элемент а множества а и.рассмотрим урав-

уравнение

((х,+*2+1 -аJ+х23+... +хД+1)О(х, хт) = 0. D)

Легко видеть, что если уравнение A) решений не имеет, то

уравнение D) имеет ровно а решений

х,=0, *2 = а-\. х3
= ...=

С другой стороны, если уравнение A) имеет хотя бы одно ре-
решение, то уравнение D) имеет бесконечно много решений ввиду
произвола в выборе *т+1- Таким образом, уравнение A) при-

принадлежит Card"'({0}) тогда и только тогда, когда уравне-
уравнение D) принадлежит Card~'(a). Следовательно, гипотетический

метод для полуразрешения Card~'(a) позволял бы полуразрешать
и Card''({0}), что, как отмечено выше, невозможно и тем са-

самым даёт искомое противоречие.
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§ 7.2. Неэффективизируемые оценки

в теории экспоненциально диофантовых уравнений

В главе 2 была установлена диофантовость возведения в

степень, что дало нам метод преобразования экспоненциально

диофантовых уравнений в эквивалентные по разрешимости дио-

фантовы. Казалось бы. что все результаты об экспоненциально

диофантовых уравнениях должны переноситься на диофантовы.
Это, однако, не совсем так. В этом параграфе будет изложен

один результат об экспоненциально диофантовых уравнениях,

который в настоящее время не удаётся усилить до аналоги.чного

результата о диофантовых уравнениях.
В теории чисел имеется много теорем о том, что диофан-

диофантовы уравнения того или иного специального вида имеют конеч-

конечное число решений. Классическим примером может служить тео-

теорема Туэ [1909] о том, что уравнение

F(x,y) = a. О)

где F — неприводимая бинарная форма не менее чем третьей
степени, имеет при каждом значении параметра о конечное чис-

число решений. Таким образом, дяя каждого: значения о имеется

число Ь такое, что любое решение ура*м«йи1я A) удовлетворяет
неравенствам ж <Ь. у <Ь. Однако дЪкав&ппеяъстео fy» ^проводилось
методам от противного, и никакого значения Ь извлечь из это-

этого доказательства не удаётся, -в такой ситуации говорят, что

мы ямеем неэффективную оценку величины решений.
После того как для некоторого класса уравнений получе-

получена неэффективная оценка величины решении.- естественно возни-

возникает задача эффектмаизации, т. с. ч<акождеиия эффективно вычи-

вычислимой функции от значений параметров уравнения, ограничива-
ограничивающей сверку максимально возможное значение неизвестных. Ус-

Установление эффективной оценки даёт возможность находить, по

крайней мере в принципе, и все решения уравнения (или уста-
устанавливать их отсутствие) путём полного перебора всех сочета-

сочетаний значений неизвестных, не превосходящих этой оценки. В

случае теоремы Туэ такая эффективизация была достигнута
А. Бейкером [1968] только более полувека спустя, и это по-

потребовало привлечения радикально новых идей. Для многих дру-
других классов диофантовых уравнений в настоящее время имеются

только неэффективные оценки.

Цель настоящего параграфа
- показать, что на пути эф-

фективизации могут лежать принципиальные алгоритмические

препятствия. В настоящее время это удаётся сделать только

для оценок решений экспоненциально диофантовых уравнений. А
именно, мы покажем, что можно построить экспоненциально дио-
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фантово уравнение

E(a.xr xJ = 0, B)

которое при любом значении параметра а имеет не более одного

решения, но это единственное решение не может быть оценено

сверху никакой функцией, эффективно вычислимой при любом

значении параметра а.

Для того чтобы придать этому результату строгую форму-

формулировку, мы должны были бы дать формальное определение эф-

эффективно вычислимой функции. Это можно было бы сделать на

основе понятия машины Тьюринга (см. упражнение 5.5). но мы

ограничимся здесь ссылкой на тезис Чёрча, воспользовавшись

указанной выше связью между наличием эффективной оценки ре-

решений и возможностью установить существование или отсутствие

решений. А именно, нетрудно понять, что. в качестве экспонен-

экспоненциально диофантова уравнения B) можно взять любое уравне-
уравнение, определяющее неразрешимое множество и имеющее при каж-

каждом значении параметра а не более одного решения.
Это приводит к следующему понятию: говорят, что множе-

множество № л-ок натуральных чисел имеет однократное представление

<а, ап>е1П *» Э*г..хт[Е(а, ап.х, *т) = 0]. C)

если входящее сюда уравнение имеет для каждого набора значе-

значений параметров не более одного решения. В зависимости от ви-

вида уравнения говорят об однократном диофантовом или экспо-

экспоненциально диофантовом представлении. Аналогично можно гово-

говорить об однократности или неоднократности представления

свойства, отношения или функции.
Основной результат настоящего параграфа состоит в том,

что любое диофантово множество имеет однократное экспоненци-

экспоненциально диофантово представление. Усилить этот результат до

однократного диофантова представления в настоящее время не

удаётся из-за того, что техника главы 2 даёт бесконечнократ-
ное диофантово представление возведения в степень.

Итак, пусть имеется некоторое диофантово множество ОТ.

Ниже будут описаны три способа для нахождения его однократ-

однократного экспоненциально диофантова представления.
Первый способ использует технику главы 5. По диофантову

представлению множества ОТ мы можем, следуя § 5.4, найти ма-

машину Тьюринга М, полуразрешающую Ш, а затем, используя тех-

технику § 5.5, построить по этой машине экспоненциально диофа-
диофантово представление ОТ. Машина М в поисках решения диофантова
уравнения, определяющего Ш, перебирает потенциальные решения
в порядке их канторовых номеров и останавливается, как толь-

только найдёт решение с наименьшим номером. Образно выражаясь,
машина «не видит» другие возможные решения исходного диофан-
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товэ уравнения с большими номерами. Слегка модифицировав те-

технику § 5.5, мы получим экспонэнциально диофантово уравне-
уравнение, единственное решение которого соответствует наименьшему

решению исходного диофантова уравнения.
Модификацию техники моделирования машины Тьюринга с по-

помощью экспоненциально диофантовых уравнений мы должны начать

с главы 1.

Если A.4.3) и A.4.4) —

однократные представления двух

множеств, то A.4.6) — однократное представление их пересе-
пересечения, так что 'мы можем свободно использовать конъюнкцию при

построении обобщённых однократных представлений. С другой
стороны, A.4.5), очевидно, может не быть однократным пред-

представлением объединения, и, следовательно, мы должны избегать

использования дизъюнкции, если хотим получить однократное

представление.

Представления A.5.1), A.6.1) и A.6.2), очевидно, яв-

являются однократными, так что отношения ^, й и < остаются в

нашем арсенале. Представление A.6.3) не является однократ-

однократным, ибо так введённое отношение делимости истинно при

сг=Ь = О. причём в этом случае х можно выбирать произвольно. По

этой причине мы либо должны следить за тем, чтобы хотя бы

один аргумент у отношения | всегда был гарантированно отли-

отличен от нуля, либо заменить A.6.3) на обобщённое однократное

представление

а\Ь <=> Зх[ах = Ь&х$Ь]. (Л)
В любом случае мы можем рассматривать A.6.4) как обобщённое
однократное представление функции геш. В свою очередь, это

обеспечивает однократность представлений A.6.7)—A.6.9),
так что мы можем свободно пользоваться отношением I, функци-
функцией div и сравнениями.

Главу 2 нам пересматривать не надо, поскольку нас инте-

интересуют экспоненциально диофантовы представления.
В главе 3 нам достаточно рассмотреть только то. что

связано с позиционным кодированием.

Формула C.3.7), очевидно, является однократным экспо-

экспоненциально диофантовым представлением отношения Code. Не-

Нетрудно также убедиться в однократности представления C.3.8)
функции Elem.

Эквивалентность C.3.9) не является представлением де-

девятиместного отношения Concat, поскольку в левой части сов-

совпадают второй, пятый и восьмой аргументы. Представление же

C.5.15) этого отношения однократным явно не является. Нам,

однако, и не требуется однократное представление для Concat

как девятиместного отношения, ибо в §5.5 мы работаем с ко-

кодами с фиксированным основанием и нам достаточно опера-
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ции +, определённой на таких кодах; формула C.3.9) оправды-
оправдывает использование этой операции при построении однократных

экспоненциально, диофантовых представлений.
Формулы C.4.2) и C.4.6), очевидно, являются однократ-

однократными представлениями биномиальных коэффициентов и факториа-
факториала. Нетрудно было бы модифицировать представление A.6.10)
для наибольшего общегб делителя так, чтобы оно стало одно-

однократным, делая тем самым однократным и представление C.4.7)
для простых чисел. Мы, однако, выберем несколько более прос-
простой путь. Диофантовость простых чисел нам требовалась для

того, чтобы, используя теорему Куммера, получить диофантовы
представления C.5.6) для PNotGreater и C.5.8) для PSmall.

а затем C.5.12) для Eq, C.5.4) для Equal, C.5.13) для

NotGreater и C.5.14) для Small. В главе 5 мы работаем с

фиксированным основанием, от которого требуется только, что-

чтобы оно было больше количества состояний машины Тьюринга и

количества символов на ленте, и теперь мы дополнительно по-

потребуем, чтобы это основание было простым числом. Соответ-

Соответственно нам достаточно указать однократное экспоненциально

диофантово представление

PNotGreat*rp(oro2) *=> рг(^) E)

для двухместного отношения PNotGreater , получающегося из

трёхместного отношения PNotGreater фиксированием третьего

аргумента равным простому числу р. Аналогом C.5.8) стано-

становится однократное представление

PSmallp(a.c.e) « е<р & PNotGreaterp(o,e(pc-1)/(p-1),r). F)

Этого достаточно для получения следующего однократного ана-

аналога представления C.6.8):

Ortp(q,,q2,r) <=>

Ч1+Ч2.г.1). G)

Как было отмечено в §3.6, условия C.6.5)-C.6.7) однознач-
однозначно определяют числа hn ^ь-r так что ПОлУчаю1Дееся в Ре~

зультате экспоненциально диофантово представление функ-

функции F[b] при простом Ь будет однократным.
В представлении E.5.8) функции NextT в качестве значе-

значения z можно брать любое число, не меньшее длины кортежей с

шифрами риг. Для получения однократного представления мож-

можно, например, положить z=p+t:

f = NextT <=>/' = A[b](p.f,p+/). (8)
To же самое можно сделать для преобразования представления

E.5.16) функции NextP в однократное.
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Как проверено в §5.5, при фиксированных значениях к,
I, р и t числа pL, /L, pM, гм, pR, rR, p', /' определяются
однозначно. Число / определяется по к. р и t неоднозначно —

в качестве значения / можно брать любое число, удовлетворяю-

удовлетворяющее неравенствам E.5.22). Для получения однократности мы

можем заменить E.5.22), скажем, на равенство

l = k+p+t+3. (9)

Число к однозначно определяется по р и г количеством

шагов машины Тьюринга до остановки. Число г, удовлетворяющее

E.5.36), также определяется однозначно
— положением головки

в момент остановки. Тем не менее мы не можем использовать

условие E.5.36) в таком виде, ибо оно содержит дизъюнкцию.

Нетрудно, однако, проверить, что машина E.4.10) может оста-

остановиться только в состоянии q2, и потому роль E.5.36) может

играть условие

3MEIem(AfterT(Jt.p.0.b.r) = 2]. A0)

Наконец, условия E.5.37) и E.5.38) однозначно опреде-

определяют начальную конфигурацию <p,t> по значению парамет-

параметра °i °п-
Второй способ построения однократных представлений со-

состоит в модификации техники § 6.2. Не ограничивая общности,
мы можем считать, что 5Л одномерно и имеет диофантово пред-
представление

оеГО «=* 3xr..xm[M(cr,x2 xm) = 0]. A1)

Используя ограниченный квантор общности, мы легко можем за-

записать условие числа a2 am образуют решение диофантова

уравнения М(а,х2 хт) = 0 с наименьшим канторовым номером.
а именно

M(a.a2 om) = 0&3b[b = Cantorm.)(o2 am)&

2т , A2)

Для получения однократного экспоненциально диофантова

представления множества ГО остаётся модифицировать технику
§6.2 так, чтобы все неизвестные, возникающие при устранении

ограниченного квантора общности из A2), однозначно опреде-

определялись по о и Ь.

На выбор значения неизвестной w налагалось лишь одно

ограничение
— выполнение неравенств F.2.20). Легко убедить-

убедиться, что функции Cantor и Cantorm_, не убывают ни по одному

из своих аргументов, и потому для х2 хт из A2) справед-

справедливо неравенство

xf.sy<b. A3)
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Это позволяет получить оценку и величины х,:
A4)

где С(а,Ь) — полином, который получается из D(o\x2 xm)
изменением знака у всех отрицательных коэффициентов и после-

последующей подстановкой переменной о вместо х2 хп. Таким об-

образом, устраняя ограниченный квантор общности из A2). мы

можем наложить на w дополнительное требование
w=b+C2{a.b). A5)

однозначно определяющее w по а и Ь.

На выбор значения неизвестной q налагалось также только

одно ограничение
— делимость F.2.24). Заменив в этом ус-

условии знак делимости на знак равенства, мы обеспечим одно-
однозначный выбор q и. согласно F.2.15), также и однозначный

выбор zQ.
На выбор значений z, zm накладывалось одно ограни-

ограничение —

при Ойу<Ь числа х( хт , определяемые F.2.6),
должны давать решение исходного уравнения F.2.4). Поэтому
по китайской теореме об остатках (см. Приложение 2) на

z, zm можно наложить дополнительное ограничение

поскольку, согласно F.2.13). правая часть в A6) есть произ-

произведение qQ...qw_y Проверим, что это условие делает выбор
( zm однозначным.m

Пусть р — простое число и

Поскольку все сомножители в левой части F.2.13) попарно
взаимно просты, найдётся ровно одно значение у, такое, что

Ойу<Ь и p\q и потому

Pk\qy. A8)

Условие A8) является аналогом условия F.2.18). Аналогом

делимости F.2.27) будет
W-1

Общий делитель любых двух разных сомножителей в произведении

в A9) не больше абсолютной величины их разности и, следова-

следовательно, меньше w; с другой стороны, благодаря F.2.24), p>w.
Таким образом в произведении в A9) только один сомножитель

может делиться на р, и потому он должен делиться и на рк.
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Определим числа х. хт условием

PkUr*i,y <20>

и неравенствами F.2.20). Это условие является аналогом ус-
условия F.2.28); очевидно, что имеет место и следующий ана-

аналог F.2.29):

Pk\zQ-Y. B1)

Так же. как в §6.2. отсюда можно получить, что х, х

образуют решение исходного уравнения F.2.4), т. е. в нашем

случае

х2у хту) = х,к+1. B3)

Мы видим, что значения х. хту однозначно определяются
по у. а следовательно, и по р; иными словами, в любом реше-
решении остаток rem(zj,p ) имеет одно и то же значение. Посколь-

Поскольку на р и к было наложено только условие A7), то однозначно

определён и остаток

remЫЭ)-
который, согласно A6). равен z;.

Таким образом, значения всех неизвестных q, w, z( zm
однозначно определяются значениями параметров о и Ь. Одно-

Однократность биномиальных коэффициентов и факториала была уже

проверена. Нам остаётся в преобразованной формуле A2) объя-
объявить а2 ат неизвестными, что мы можем сделать, ибо их

значения и тем самым и значение Ь. очевидно, однозначно

определяются по о.

Третий способ построения однократных представлений со-

состоит в модификации техники § 6.3. Преобразуем диофантово
представление A1) в представление

Vy^r.xjDio.y.x, xm) = 0]. B5)

где

D(o.у,х, xm) = M2(a,x2 xm)+(x,-lJ. B6)

Роль второго слагаемого в B6) прояснится' позднее; квантор

общности по у, конечно, является фиктивным —

у может равня-

равняться только нулю. Квантор общности добавлен только для того,

чтобы мы могли воспользоваться обозначениями, введёнными в

§ 6.3, — представление B5) является формальным аналогом

представления F.3.2) с Ь = 1.
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В §6.3 показано, что формула F.3.42) эквивалентна

формуле F.3.35), соответственно в нашем случае формула

Эх, ...Эхт [0@,0,*, хт) = 0] B7)

эквивалентна формуле

2'W| S{W). B8)

где l(w) и S(w) определяются формулами F.3.3), F.3.15),
F.3.16), F.3.17). F.3.23). F.3.24), F.3.30), F.3.34) и

F.3.36) при Ь = 1. у = 0.

Благодаря слагаемому (х,-1J в B6), утверждения B7) и

B8) ложны при w = 0. Таким образом, если уравнение в A1)
имеет решение, то существует число и такое, что при wuu фор-
формулы B7) и B8) ложны, а при w>u - истинны. Такое число и,

очевидно, единственно, а формула A1) эквивалентна формуле

3u[2^uhs(u) & 2'<u+1> | S(u+1)]. B9)

В § 6.3 было проверено, что / и S - диофантовы функции.
Более того, /(w) имеет явное выражение, определяемое

F.3.30), F.3.15) и F.3.16). так что экспоненциально дио-

диофантово представление для / вообще не имеет неизвестных и

потому однократно. Далее, согласно F.3.36), F.3.34) и F.3.23)

C0)

Однократность отношений делимости и неделимости и биномиаль-

биномиальных коэффициентов была проверена выше, a K(w) имеет явное

выражение F.3.49). Таким образом, B9) можно рассматривать

как обобщённое однократное экспоненциально диофантово пред-
представление множества JJ1.

§ 7.3. Аналог 10-й проблемы Гильберта
для гауссовых чисел

В этом параграфе мы будем рассматривать решения уравне-
уравнений в кольце G гауссовых чисел, т. е. чисел вида p+qi. где р

и q
— целые числа, a i — мнимая единица. По этой причине в

этом параграфе не будет действовать принятое в § 1.3 согла-

соглашение о том, что строчные курсивные латинские буквы обозна-
обозначают натуральные числа. Под sqrt(z) мы будем понимать значе-

значение квадратного корня с неотрицательной вещественной частью.

Итак, пусть имеется уравнение

О(х, xJ = 0, A)

где О — полином с гауссовыми коэффициентами, и мы интересу-
интересуемся разрешимостью этого уравнения в гауссовых х, хт.
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Ясно, что уравнение A) имеет решение тогда и только тогда,

когда уравнение

имеет решение в вещественных целых р( pm, q, qm.
Уравнение B), вообще говоря, имеет гауссовы коэффициенты,
но мы можем легко разделить вещественную и мнимую часть, а

именно, пусть

где DR и D| — полиномы с вещественными целыми'коэффициента-
целыми'коэффициентами. В итоге мы сводим вопрос о разрешимости A) в гауссовых

числах к вопросу о разрешимости в вещественных целых числах

уравнения

все коэффициенты которого — вещественные целые числа.

Таким образом, положительное решение 10-й проблемы
Гильберта давало бы нам способ распознавать и разрешимость

диофантовых уравнений в гауссовых числах. Цель настоящего

параграфа — показать, что из отрицательного решения Ш-й

проблемы Гильберта следует отрицательное решение её аналога

для гауссовых чисел.

Для этого мы установим диофантовость множества нату-

натуральных чисел в кольце гауссовых чисел. Это понятие диофан-

товости нуждается в некотором уточнении. Мы сделаем это в

общей постановке.

Пусть R — произвольное кольцо, являющееся расширением

кольца целых чисел Z, С — подкольцо R, А и X — подмноже-

подмножества R,

О(о, о„.х, хт) = 0. E)

— полиномиальное уравнение, коэффициенты которого принадле-
принадлежат С, а переменные разбиты на параметры а, ап и неизве-

неизвестные х, хт. Такое уравнение определяет некоторое множе-

множество л-ок, а именно, множество

&D(a, оп.х, *т) = 0]}. F)

Такие множества мы будем называть (А,С,Х)-диофантовыми. В

этих обозначениях диофантовость, которую мы изучали в преды-

предыдущих главах, — это (и./,и)-диофантовость. совпадающая, как

следует из § 1.3, с (м,2,2)-диофантовостью, где IN — множество

натуральных чисел.
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Ниже мы установим (с,2,с)-диофантовость множества I,

т. е. найдём диофантово уравнение

,...-..u;) = 0. G)

разрешимое в гауссовых и, и{, если а — вещественное це-

целое число, и неразрешимое при других гауссовых значениях а.

Подобно переходу от A.3.2) к A.3.3), это позволит сводить

вопрос о разрешимости произвольного диофантова уравнения

°(у, Уп) = ° («

в вещественных- целых у( ут к разрешимости системы

J'-' Ut"-" (9)

Vi V/) = o

в гауссовых /t ут, и, , ит1. Мы, однако, не можем

повторить переход от A.1.1) к A.1.2) для свёртывания си-

системы (9) в одно уравнение и должны пользоваться более глу-
глубоким алгебраическим фактом, а именно, иррациональностью

sqrtB), чтобы преобразовывать систему из двух уравнений

в гауссовых ху...,хк
в одно эквивалентное уравнение

?xx хк) = 0. A1)

Применяя эту процедуру систематически, мы сможем преобразо-
преобразовать систему (9) в искомое уравнение, разрешимость которого
в гауссовых числах эквивалентна разрешимости исходного урав-

уравнения (8) в вещественных целых числах.

Наше доказательство (с,2,с)-диофантовости I будет снова

использовать последовательности аь{п), введённые в B.1.4).
Теперь нам будет достаточно рассмотреть только одну последо-

последовательность при Ь = 4, поэтому нижний индекс мы будем опус-
опускать. Соответственно характеристическое уравнение B.1.12)
принимает вид

х2-4ху+у2=\. A2)
Согласно B.1.11) это уравнение имеет в натуральных числах

решения вида

у = а(л) A3)

= а(л+1) A4)
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при п = 0, 1,... В гауссовых числах, очевидно, появляются ещё

решения вида

х = -а(п+1), у = -а(л) A5)
и

A6)

при п = 0,1,... Мы можем объединить A3) с A6) и A4) с A5),
определив при л = -1.-2

а(п) = -а(-л). A7)

При таком доопределении рекуррентное соотношение

= 4а(л)-а(л-1) A8)

справедливо для всех вещественных целых п и, соответственно,

для всех л справедливо и равенство B.1.9):

Покажем, что все решения уравнения A2) в гауссовых х и

у исчерпываются сериями A3) и A4) при произвольных веще-

вещественных целых значениях п. Пусть х и у удовлетворяют A2).
Рассмотрим матрицу

} B0)
-У)

и покажем, что для некоторого вещественного целого m либо

В = А(л?), B1)
либо

В = -А(л?). B2)

В первом случае хну удовлетворяют A3) с п = т, во втором

случае они удовлетворяют A4) с п = -т.

Как же по х и у найти соответствующее л?? Матрица Е

имеет собственный вектор

соответствующий собственному числу

A = 2+sqrtC). B4)

Вектор B3) является собственным вектором и матрицы В, со-

соответствующее собственное число равно

ц = лх-у. B5)

Определим значение т неравенствами

1s|u|A-m<A B6)

S Ю.В.Матиясевич
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и рассмотрим матрицу :

BA(-m) = B5-'"=f4U-V ¦"]. B7)'
[ и -v)

где

и = -а(т-\)х+ а(т)у, B8)!
v- -a[m)x

Мы имеем:

u2-4uv+v2 = det(BH-m) = 1. B9)

Если i/ = 0, то v = 1 или v = -1 и, соответственно, выполнено B2)
или B1), так что нам остаётся проверить, что других значе-

значений у и и v быть не может.

Пусть и^О. тогда согласно B9)
v = {2+*)u C0)

или

v = B-tf)u, C1)
где

tf = sqrtC+u-2). C2)
Легко видеть, что имеет место неравенство

Reb>)*sqrtB). C3)
а при большом \и\ \> близко к sqrtC):

i_Lr. C4,

Вектор B3), очевидно, является собственным для матрицы

B7) и соответствует собственному числу

AU-V=UA"m, C5)
так что согласно B6)

1s|au-v|<a. C6)
Из C0) и C4) следует, что

|u|<-^p C7)

что противоречит левому неравенству в C6). Таким образом,
из двух возможных равенств, C0) и C1). справедливо может

быть только последнее.

Из C1) и C3) следует, что

1 и | > | sqrtC)+sqrtB) 11 и |, C8)

что вместе с правым неравенством в C6) дает оценку |и|2<2,
так что и может иметь только значения ±1 и ±i. В первом слу-
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чае v> = 2, v=0 и не выполнено правое неравенство в C6). Во

втором случае v = sqrtB), и v = ±B-sqrtB))i не является га-

гауссовым числом. Таким образом, и равенство C1) не может

быть выполнено, а полученное противоречие доказывает,

что и = 0.

Итак, мы* установили, что все решения уравнения A2) в

гауссовых х и у на самом деле вещественны, и мы знаем, что

это уравнение имеет сколь угодно большие решения вида A3).
Как же из них можно получить все вещественные целые числа?

Понятно, что арифметические операции, в частности деле-

деление, не выводят за множество вещественных чисел, поэтому в

любом решении системы

х2-Лху+у2=\. C9)
u2-4uv+v2=\, D0)

v=qy. D1)

у*0 D2)

в гауссовых q, и, v, x, у все эти числа являются вещественными.

Определим трёхместное отношение grem эквивалентностью

grem(o,b,c) <=> 3z[o = b+cz& |o| < |с|]. D3)

(Это отношение, в отличие от A.6.4), не определяет функцию,
поскольку выбор а, вообще говоря, не однозначен.) Проверим,
что из grem(a,b,c) и вещественности Ь и с следует веществен-

вещественность о. Пусть в D3) z = g+h\. где g и fi вещественны. Тогда

C2>\a\2=\b+cz\2=\b+c(g+h\)\2 = (b+cgJ+c2h2. D4)

откуда h = 0, и, следовательно, z и о вещественны.

Таким образом, в любом решении системы, состоящей из

условий C9)-D1) и

P=q+zy.
"

D5)

|р|<М. D6)
все неизвестные вещественны.

Ниже мы проверим, что система C9)-D1), D5)-D6) име-

имеет решение с любым нечётным вещественным числом в качестве

значения р. Получение всего множества Ж далее не представля-

представляет труда, но условие D6) нас устроить не может, ибо очевид-
очевидный путь установления его (с,2,с)-диофантовости лежит через

установление (с,2,с)-диофантовости IN или хотя бы 1. Поэтому
мы заменим условие D6) на два условия

x = 4Cp2+1)w. D7)
х*0. D8)

Из D7)-D8) следует, что

|x|=4|3p2+1||w|>6p. D9)

|х|=4|Зр2+1||и-|;>4. E0)
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а отсюда и из C9) — что

М = |2*sqrtC+x-2)| |xhB-sqrfCL))|x| =J|x| > |р|. E1)

Мы избавились от отношения < в D6) ценой появления от-

отношения * в D8). Последнее условие мы заменим на

rx+(8s+3)f = 1 E2)
— это уравнение не имеет решения в гауссовых г, s и / при х=0.

Итак, мы построили систему из диофантовых уравнений
C9)—D1). D5), D7) и E2) и установили, что в любом её

гауссовом решении р обязательно вещественно. Проверим те-

теперь, что для каждого нечётного вещественного значения р эта

система имеет решение относительно q, r, s, f, и, v, x, у, z.

Не ограничивая общности, мы будем считать, что р > 0 (в проти-
противном случае достаточно найти решение для противоположного по

знаку значения р и изменить в нём знаки у q, v, x, у и z).
Рассмотрим последовательность

а@),аA) а(п),... E3)

Благодаря рекуррентному соотношению эта последовательность
modulo 4Cp2+1) является чисто периодической. Поскольку
а@) = 0. то отсюда следует, что в E3) бесконечно много чле-

членов, кратных 4(Зр2+1). Как легко увидеть из рекуррентного

соотношения (или из B.2.7)),

a(n)»n(mod 2). E4)

Таким образом, найдётся нечётное значение п такое, что п > 3 и

a(n+1) = 0(mod 4Cp2+1)). E5)
Положим

x = a(n-1), у = а(п), E6)

тогда равенство C9) будет выполнено, и можно найти w, удов-

удовлетворяющее D7). Выберем s так, чтобы х и 8s+3 были взаимно

просты, тогда мы сможем найти rut, удовлетворяющие E2).
Положим

u = a(pn+1), v = a\pn), E7)
тогда равенство D0) будет выполнено. Согласно B.3.9)

v*pxPn-V(mod у2), E8)

чайти значение q, удовлетворяющее D1),
удет удовлетворять сравнению

q=pxP"-'(mod у). E9)

так что мы можем найти значение q, удовлетворяющее D1),
причём это значение будет удовлетворять сравнению

Согласно C9)

x2=1(mod у), F0)
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так что из E9) и F0) и нечётности рп следует, что

qep(mod у). F1)
и мы можем найти z. удовлетворяющее D5).

Для получения (е,2,с)-диофантова представления множе-

множества Ж остаётся объединить согласно A1) вместе уравнения

C9)-D1), D5). D7), E2) и уравнение

2a+1=q. F2)
объявить а параллетром, а остальные переменные

— неиз-

неизвестными.

§ 7.4. Однородные уравнения

и рациональные решения

На протяжении большей части этой книги мы рассматриваем

решения диофантовых уравнений только в натуральных числах.

Д. Гильберт в 10-й проблеме спрашивал про решения в целых

числах. Сам же Диофант интересовался решениями в рациональ-
рациональных числах. Если у нас есть диофантово уравнение

xJ = 0 A)

с рациональными неизвестными х, хт, то мы можем вместо

него рассмотреть уравнение с целыми неизвестными

Н(г{ rm,q) = 0, B)
где

"(г, rm.c,)Bq*D(J ^). C)

а к — степень полинома D. Полином Н является однородным сте-

степени к, и потому уравнение B) заведомо имеет тривиальное

решение r^... =rm = q = 0. По этой причине, когда говорят о раз-

разрешимости или неразрешимости однородного диофантова уравне-

уравнения, то имеют в виду наличие или отсутствие у него нетриви-
нетривиального решения.

Основная цель настоящего параграфа
—

установить эквива-

эквивалентность двух массовых проблем: проблемы распознавания на-

наличия рациональных решений у произвольных диофантовых урав-
уравнений и проблемы распознавания наличия нетривиальных решений
в целых числах у однородных диофантовых уравнений.

Мы начнём со сведения второй из этих проблем к первой.

*, 'J
— произвольное однородное диофантово уравнение. Если оно

имеет нетривиальное решение с г;^0, то уравнение

1 хт) = 0 E)

, 'J-0 D)
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имеет рациональное решение

4
Наоборот, каждое решение уравнения E) в рациональных

х, х._г х/+1 хт порождает целочисленное решение

уравнения D). в котором

Г;
= с1. r. = dXj, / = 1 /-1,1+1 т. G)

где d - общий знаменатель х, х;_г х;+) хт. Таким
образом, для того чтобы узнать, есть ли нетривиальное реше-

решение у D), достаточно узнать, есть ли рациональное решение

хотя бы у одного из т уравнений

FA.x2....xm.1,xm) = 0.

(8)

(Обратите внимание, что здесь мы получили сведение не-

несколько иного характера, чем все сведения, которые мы полу-

получали ранее. А именно, до сих пор при сведении одной массовой

проблемы Р( к другой массовой проблеме Р2 мы находили по

каждой индивидуальной подпроблеме проблемы Р, эквивалентную
ей индивидуальную подпроблему проблемы Р2. Мы могли бы пос-

поступить так же и здесь, перемножив левые части (8) и сведя во-

вопрос о разрешимости D) к разрешимости одного уравнения в

рациональных числах. Это, однако, не требуется — понятно,

что если бы имелся алгоритм для распознавания наличия рацио-

рациональных решений то, применив его т раз к уравнениям из (8),
мы узнали бы, имеет ли нетривиальное решение уравнение D).
В теории алгоритмов изучаются и ещё более общие виды

сведений, при которых, например, количество индивидуальных

подпроблем проблемы Р2, ответы на которые надо установить

при нахождении ответа на одну индивидуальную подпроблему
проблемы Ру не ограничено.)

Второе сведение менее очевидно. Если уравнение A) име-

имеет решение в рациональных х, хт, то уравнение B) имеет

нетривиальное решение, но обратное, вообще говоря, не верно,
ибо и в нетривиальном решении уравнения B) значение q может

оказаться равным 0. Мы должны добавить к B) условие

(9)

но должны суметь это сделать в виде однородного уравнения.

Здесь на помощь снова приходит уравнение C.12). Как мы

знаем из §2.1. это уравнение имеет решения со сколь угодно

большим х. В то же время уравнение

х2-4ху+у2 = 0 A0)
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имеет только тривиальное решение, ибо

= (x-B+sqrtC))y)(x-B-sqrtC))y).

Отсюда получаем, что уравнение

x2-4xy+y2 = q*

135

A1)

A2)

имеет решение с любым ненулевым q и сколь угодно большим х,

но если q = 0, то х=0. Это позволяет переписать условие (9) в

виде неравенства

?...+гД. A3)

Для достижения однородности остаётся воспользоваться

теоремой о четырёх квадратах (см. Приложение 1). А именно,

мы можем ввести новые неизвестные и дать следующие явные

выражения для х и у:

y
= i2+t22+i23+t24. A5)

Подстановка этих выражений в A2) даёт искомое однородное

диофантово уравнение

2+S2+S2+S2+S2J-
in 51+S2*S3+V

-4(r2+... A6)

разрешимое относительно s,, s2. sy s4, /,, /2, ty tA при любых q,

r, гт, причём в любом нетривиальном решении A6) q*0.
Нам остаётся объединить два уравнения B) и A6). Мы не

можем непосредственно воспользоваться техникой §1.2, ибо

если однородные уравнения A.2.1) имеют разные степени, то

уравнение A.2.2) не однородно. Это препятствие легко прео-

преодолимо
— система из двух однородных диофантовых уравнений

 )

степеней соответственно /с, и к2 эквивалентна одному однород-

однородному уравнению

&Г2<*, Xm)+DX Xm) = 0 A8)

степени 2/с,/с2.
Таким образом, положительное решение ограничения 10-й

проблемы Гильберта на случай однородных уравнений давало бы

и способ для распознавания наличия рациональных решений у
произвольных диофантовых уравнений.
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Упражнения

7.1. Аналогично Card, можно рассмотреть ECard — количество решений

у экспоненциально диофантова уравнения. Покажите, что множество

ECard (Я) полураэрешимо в том и только том случае, когда либо 3 пусто,

либо 3={Г||гJ:т, Г|€!П}, где т
— конечный элемент множества Tt (точная поста-

постановка задачи требует рассмотрения ECard' C) как множества натуральных

чисел, для чего надо предварительно ввести понятие кода экспоненциально-

экспоненциального диофантова уравнения).

7.2. Пусть F(l7)=c_+c11 , I +- •. *с I'M. Будем рассматривать F как отоб-

ражение множества 91 в него же, полагая, что I t I = °°- Покажите, что по про-

произвольному (экспоненциально) диофантову уравнению D(=0 можно построить

другое (экспоненциально) диофантово уравнение О,=0, такое, что

Card(D2)=F(Card(O,)) (ECard(O2)=F(ECard(D|)) соответственно).
7.3. Покажите, что при Ь>1 каждое диофантово множество имеет одно-

однократное унарное экспоненциально диофантово представление с основанием Ь.

7.4. Покажите, что объединение двух непересекающихся множеств, име-

имеющих однократные диофантовы представления, также имеет однократное дио-

диофантово представление.

7.5. Покажите, что каждое диофантово множество В имеет однократное

«почти диофантово» представление вида

7.6. Пусть А —

кольцо целых алгебраических чисел из квадратичного

поля O($qrt(Z)), где целое число Z отлично от полного квадрата. Устано-

Установите (А,Ж, А)—диофантовость множества IN.

7.7. Описанный в § 1.2 способ понижения степени уравнения приводит,

вообще говоря, к неоднородным уравнениям. Покажите, что любое однородное

параметрическое диофантово уравнение может быть преобразовано в эквива-

эквивалентное однородное уравнение степени 4. '

Открытые вопросы

7.1. Верно ли, что если 3 —

непустое множество, для которого мно-

множество Card (S) полуразрешимо, то Я = [Г}|г)кт, ГF'Л) для некоторого конеч-

конечного т?

7.2. Можно ли по произвольному экспоненциально диофантову уравнению
?=0 эффективно найти диофантово уравнение D=0 такое, что

ECard(E)=Card(O)?

7.3. Верно ли. что объединение любых двух множеств, имеющих одно-

однократные диофантовы представления, также имеет однократное диофантово

представление?

Нерешённые проблемы
7.1. Имеет ли каждое диофантово множество однократное диофантово

представление?
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7.2. Пусть О — кольцо целых алгебраических чисел из какого-либо

расширения конечной степени поля рациональных чисел 0. Верно ли, что

множество TL является @,0,0)-диофантовым?

Комментарии

В докладе Д. Гильберта [1900] 10-й проблеме уделено места меньше,

чем какой-либо другой. Как пишет К. Рид [1970], из-за ограниченного вре-

времени Д. Гильберт во время выступления вообще не сказал ни слова про 10-ю

проблему (как и про некоторые другие), а просто включил её в печатный

текст доклада. В результате мы не имеем ни развернутого обоснования важ-

важности этой проблемы, ни объяснения, почему она, в отличие от многих дру-

других из того же перечня, сформулирована столь конкретно.

Возможное объяснение этого таково. Судя по духу доклада,

Д. Гильберт ожидал положительного решения 10-й проблемы. Как мы видели,

в этом случае мы имели бы не только способ распознавать наличие решений

в целых числах у отдельных уравнений, но и способы узнавать разрешимость

в натуральных, рациональных и гауссовых числах отдельных диофантовых

уравнений и систем таких уравнений. Таким образом, Д. Гильберт мог пред-

предполагать, что, ограничиваясь целочисленными решениями, он ставит

наиболее трудную проблему, решение которой автоматически даст решения

других аналогичных проблем.

Как мы теперь знаем, 10-я проблема в том конкретном виде, как она

была сформулирована Гильбертом, оказалась неразрешимой, а это не влечёт

в качестве прямого следствия неразрешимость всех других родственных про-

проблем. В связи с этим 10-ю проблему Гильберта можно трактовать в более

широком смысле, включая в неё все те проблемы, положительное решение ко-

которых немедленно следовало бы из положительного решения 10-й проблемы в

её узкой трактовке.
К таким проблемам в первую очередь относятся аналоги 10-й проблемы,

касающиеся разрешимости в других кольцах алгебраических чисел. Устанав-

Устанавливая в § 7.3 алгоритмическую неразрешимость в случае кольца гауссовых

чисел, мы следовали работе Денефа [1975]. На самом деле там получен бо-

более общий результат, касающийся произвольных квадратичных расширений

(см. упражнение 7.6). Этот результат был обобщен дальше в совместной ра-

работе Денефа и Липшица [1978] (см. упражнение 7.7), в этой же работе была

сформулирована нерешённая проблема 7.2. Дальнейшие продвижения в иссле-

исследовании этой проблемы были получены в работах Денефа [1980],
Фейдаса [1988], Шапиро и Шляпентох [1989] и Шляпентох [1989].

В качестве контрастного результата упомянем работу Румли [1986], в

которой указан метод для распознавания разрешимости диофантовых урав-
уравнений в произвольных целых алгебраических числах. Этот результат, од-

однако, выходит за рамки 10-й проблемы даже при расширенном еб толковании,

ибо не видно прямого пути для преобразования диофантова уравнения,

неизвестные которого могут быть целыми алгебраическими числами из рас-
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ширения любой степени, в диофантово уравнение с рациональными целыми

неизвестными.

Очень важным для приложений является вопрос о разрешимости диофан-

диофантовых уравнений в рациональных числах. Достижений в этой области мало,

трудности объясняются, по-видимому, тем, что в этом случае мы лишены та-

такого важного инструмента, как аппарат делимостей и сравнений. Сведение

диофантовых уравнений с рациональными неизвестными к однородным уравне-

уравнениям, скорее всего, было известно давно, но, похоже, не публиковалось. В

§7.4 мы следовали доказательству, предложенному Р. АЛ. Робинсоном (см.

работу Смориньского [1987]).
В работах Липшица [1977, 1978а, 19786] исследовалась алгоритмичес-

алгоритмическая разрешимость систем диофантовых условий специального вида с коэффи-

коэффициентами и неизвестными из некоторых колец целых алгебраических чисел. В

работах Девиса и Патнама [1963], Денефа [1978а, 19786], Фейдаса [1987а,

19876] и Шляпентох [1990] изучались алгоритмические вопросы, связанные с

решением диофантовых уравнений в нечисловых кольцах.

Существование однократных экспоненциально диофантовых представлений

было установлено в работе Матиясевича [1974] способом, аналогичным вто-

второму способу из § 7.2. Первый способ имеет своим прототипом работу Мати-

Матиясевича [1976], а третий — работу Матиясевича [1979].

Неразрешимость множества Card ({1}) (как следствие неразрешимости

10-й проблемы Гильберта) была получена в диссертации Адлера [1969в]. Не-

Неразрешимость Card~ (Я) в общем случае была установлена в работе
Девиса [1972]. Его доказательство было упрощено в работе Сморинь-
Смориньского [1977] (см. также обзор Девиса [1977]). Тзм же была получена более

детальная характеризация аналогичных множеств экспоненциально диофанто-

диофантовых уравнений благодаря тому, что в экспоненциальном случае существуют

однократные представления (см. упражнение 7.1). В этой же работе были
поставлены открытые вопросы 7.1 и 7.2 и ряд других.



Глава 8

ДИОФАНТОВА СЛОЖНОСТЬ

В этой главе мы рассмотрим вопросы, связанные с количественным

усилением некоторых из полученных. ранее результатов.

§8.1. Основные понятия

До сих пор почти все полученные нами результаты носили

качественный характер
— устанавливалась диофантовость тех или

иных свойств и отношений и алгоритмическая неразрешимость
тех или иных массовых проблем, связанных с диофантовыми мно-

множествами. Между тем большинству из этих результатов можно

придать количественное усиление.

Рассмотрим основное понятие настоящей книги — понятие

диофантова множества. Напомним, что множество 9 п-ок нату-

натуральных чисел называется диофантовым, если

<о, о„>6Э « 3xy..*jD(ay оп.х, хт) = 0]. A)

где О — полином с целыми коэффициентами. Для каждого дио-

диофантова множества 9 можно поставить следующие два вопроса:

какова минимально возможная степень полинома D относи-

относительно неизвестных в диофантовом представлении A) множест-

множества 9 ?

каково минимально возможное значение m — количества

неизвестных в представлении A)?

Первую характеристику будем называть порядком множества 9 и

обозначать посредством ord(D), вторую будем называть рангом
В и обозначать посредством гапк(Э).

Понятно, что минимальная степень и минимальное количес-

количество неизвестных могут достигаться, вообще говоря, при разных
полиномах D, и поэтому можно спрашивать об относительном по-

порядке ordrank(B,m) — наименьшей степени полинома D в пред-

представлении A) с m неизвестными, а также относительном ранге

rankord(D,d) — наименьшем количестве неизвестных в диофанто-
диофантовом представлении A), в котором степень полинома О равна d;

при л?<гапк(Э) полагаем ordrank(9,m) = oo; аналогично,

rankord(9,d) = m при d<ord(d).
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Диофантовы множества распадаются на классы с равными

значениями ord(D) или rank{3). A priori можно было ожидать,
что все эти классы будут не пусты, но универсальное диофан-
диофантово уравнение показывает, что это не так; существуют такие

константы бит. что любое диофантово множество имеет пред-
представление A), в котором одновременно степень уравнения от-

относительно неизвестных не более d, а количество неизвестных

не более т. В качестве d и ш, очевидно, можно взять степень

и число неизвестных в каком-либо универсальном уравнении
(такие уравнения были построены в §4.5 и §6.5). Иными сло-

словами, для любого диофантова множества 9

ordrankC,m)<;d, B)

rankord(d,d)^m. C)

Таким образом, традиционное деление диофантовых уравнений на

«уравнения первой степени», «уравнения второй степени».

.... «уравнения степени d», ... и на «уравнения с одной
неизвестной», «уравнения с двумя неизвестными»

«уравнения с m неизвестными», . . . осмыслено только при

малых значениях d и т.

Пару чисел <d,m>, удовлетворяющих для любого диофантова
множества 9 неравенству B) (или, что эквивалентно, неравен-

неравенству C)), будем называть универсальной границей сложности

диофантовых множеств. Числа d и ш, удовлетворяющие для любо-

любого диофантова множества 9 неравенствам

ord(9)sd D)
и

rank(D)<;m, E)

будем называть соответственно универсальной границей порядка
и универсальной границей ранга диофантовых множеств.

Ещё в § 1.5 был приведён первый количественный резуль-
результат — показано, что число 4 является универсальной границей
порядка. Аналогичного простого способа для уменьшения коли-

количества неизвестных пока не найдено. Универсальную границу

ранга можно найти, оценив количество неизвестных в универ-
универсальном уравнении, построенном в §4.5 или в §6.5. При этом

получится величина порядка нескольких сотен, поскольку мы не

заботились об «экономном» использовании неизвестных.

В качестве ещё одной, но менее традиционной характерис-
характеристики полинома и, соответственно, диофантова множества можно

рассмотреть орег(э) — наименьшее количество арифметических
операций, необходимое для вычисления значений полинома О в

диофантовом представлении A) множества 9. Понятно, что не

может быть универсальной оценки количества операций, пригод-
пригодной для множеств любой размерности, но универсальное уравне-
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ние опять-таки показывает существование для каждого л уни-

универсальной границы количества операций рп.
Для примера возьмём в качестве Э множество всех чисел,

имеющих не менее Ю1Ор, простых делителей. Оказывается, что

для проверки этого свойства у любого элемента множества Г<

достаточно выполнить всего р( операций!
Имея ещё одну сложностную характеристику, можно рас-

рассматривать относительные порядки ordoper. ordrankoper, отно-

относительные ранги rankoper, rankordopef, относительные количе-

количества операций operord, operrank, operordrank.
С каждым конкретным диофантовым представлением A) мож-

можно связать ещё одну сложностную характеристику, отражающую

скорость роста значений неизвестных в «наименьшем» решении

уравнения при данных значениях параметров. Под «наименьшим»

решением можно понимать решение, для которого минимальное

значение имеет тах(х| хт), х(+...+хт. Cantor (x, хт) или

какая-либо другая подобная функция F[x] xm), для которой
количество решений неравенства F(x, xm)<|b конечно для

любого Ь. Будем называть функцию Т(а^ ап) тестирующей
для представления A), если справедливо не только оно, но и

<°, °„>еэ ** 3x,...xrj[D(o1 ап,х, хт) = 0&

&F(x, *т)*Па, ап)]. F)

Это название отражает тот факт, что для проверки принадлеж-

принадлежности кортежа <о, ап> множеству Э достаточно «испытать»

конечное множество'кортежей <х ,...,х >, удовлетворяющих не-

неравенству F(x, xm)<T(a] ап).
Подчеркнём, что, в отличие от порядка и ранга, понятие

тестирующей функции введено не по отношению к диофантову

множеству, а по отношению к его конкретному представлению.

Очевидным препятствием к переносу этого понятия на множества

является отсутствие линейного порядка на множестве тестирую-

тестирующих функций. Мы могли бы ввести частичный порядок <<, счи-

считая, что Т{ййТ2, если для всех достаточно больших af a

f/cr, ап)&Т2(ау ап), и назвать, скажем, минимальной

тестирующей функцией для данного диофантова множества Г)

минимальную по отношению < й тестирующую функцию для какого-

либо его представления. Этот план не проходит по отнюдь не

очевидной причине: существуют диофантовы множества, не имею-

имеющие минимальной тестирующей функции (см. упражнение 8. П,

где сформулировано ещё более сильное утверждение).
До сих пор мы рассматривали оригинальное определение

диофантова множества через представление вида A). 6 дей-

действительности, как мы видели в главах '1-3 и 6, существуют
более широкие классы формул, задающих диофэнтовы множества.
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Для каждого такого класса формул можно вводить свои сложно-

стные характеристики. Рассмотрим в качестве примера экспо-

экспоненциально диофантовы представления.

Экспоненциально диофантово представление

порождает понятие экспоненциального ранга erank(D). Посколь-
Поскольку каждое диофантово представление с точностью до переноса

отрицательных членов в другую сторону от знака равенства яв-

является экспоненциально диофантовым, erankC)srank(9). В §8.2

будет получена универсальная граница экспоненциального ранга

erank(9)<;3.
Некоторым аналогом степени уравнения в A) может слу-

служить уровень итерированное™ уравнения в G), определяемый
следующим образом:

константы имеют нулевой уровень итерированности;
переменные имеют первый уровень итерированности;
уровень итерированности Е^+Е2, Е^Е2 и Еу = Е2 равен мак-

максимальному из уровней итерированности Е, и Е2;

уровень итерированности Е,2 равен тах(/г1)+/2, где /,
и {i

~~

уровни итерированности Ef и Е2.
Можно было бы определить iter(l)) — уровень итерирован-

итерированности множества 9 как наименьший уровень итерированности

уравнения в экспоненциально диофантовом представлени множес-

множества Э, но, очевидно, что iter@) = iter(lN) = 0, а для любого

другого диофантова множества Э iterC)=1. Интерес представ-
представляют только относительный уровень итерированности itererank

и относительный экспоненциальный ранг erankiter.

§ 8.2. Оценка количества неизвестных

в экспоненциально диофантовых представлениях

В этом параграфе мы установим, что любое диофантово
множество имеет экспоненциально диофантово представление,

содержащее всего три неизвестные.

Благодаря тому, что Cantorn является не просто диофан-
товой функцией, а полиномом с рациональными коэффициентами,
нам опять достаточно провести доказательство в одномерном

случае.

Пусть ЭЛ — произвольное диофантово множество натуральных

чисел. Так же, как в изложенном в §7.2 третьем способе

построения однократных представлений, мы будем использовать

модифицированную технику §6.3. Для этого на
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диофантова представления G.2.11) множества ОТ. Как показано

в §7.2,

оезп «=» 3w[2'M\S(w)). A)

где /(w) и S(w) определены формулами F.3.3). F.3.15), F.3.16).
F.3.17), F.3.23), F.3.24), F.3.30), F.3.34) и F.3.36) при Ь=1,

у=0. В §6.3 мы условились не указывать явно, что l(w) и

S(w) зависят также от а; для дальнейшего упрощения записи мы

будем опускать теперь и указание на зависимость от w. Пред-
Представление A) множества ОТ содержит всего одну неизвестную,

однако это представление не является экспоненциально диофан-
товым, ибо содержит отношение делимости | и биномиальный ко-

коэффициент G.2.30). Устранение отношения делимости согласно

A.6.3) требует введения дополнительной неизвестной, з

устранение биномиального коэффициента согласно C.4.2) и

C.3.8) — ещё трёх неизвестных. Таким образом, если мы хотим

получить представление, содержащее лишь три неизвестные, то

должны действовать более экономным способом.

Согласно G.2.30)

*.(»). И
Очевидно, что

2K puK+q. C)
где

2К

р = ? BЧ)и'-к, D)

q = ? B?)"'\ E)

;=о

Если и достаточно велико, например,

22к<и, F)
то

Я<ик. G)
ибо

2К

pflo*-1. (8)
i=0

Легко видеть, что значения р и q однозначно определяются ус-

условиями C) и G).
Очевидно, что

psB?)(mod и). (9)
так что если

2'\и, A0)
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то делимость в A) эквивалентна

2>\р. A1)
Таким образом, у нас нет необходимости иметь в явном виде

неизвестную, значение которой было бы равно биномиальному
коэффициенту, и мы получаем следующее представление для мно-

множества ИП:

«=> 3pquw[(u+1JK = pi/+q & 22К < и & q < uK & 2;|и & 2'|р]. A2)

Вводя ещё одну неизвестную, мы можем заменить усло-
условие A1) на равенство

р
= 2'г. A3)

Вместо F) мы возьмём более сильное неравенство

22К*'*2 < и, A4)
из которого аналогично (8) получается более сильное, чем

G), неравенство

2;+2q<iA A5)
Согласно A5), C) и A4)

и" и"

и согласно A3)

q < г, A7)

г < ик. A8)

Таким образом, если выполнено неравенство A4), то из D),
E) и A3) следует A7), а из A7) следует G). В результате
мы получаем новое представление для Я1:

u&2'\u&p = 2lr&q<r]. A9)

Мы можем теперь легко получить представление с тремя
неизвестными, заменив неравенство A7) на равенство

г = q+s+1. B0)

используя равенства A3) и B0) для устранения риги раве-

равенство

и = 22К+/+2 B1)

для устранения и. Получающееся при этом представление

О€!Ш <=> 3r$w[B2K+'+2+1JK = 2'(q+s+1J<2K+/+2>'<+q] B2)

ещё не является искомым экспоненциально диофантовым пред-
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ставлением, ибо согласно F.3.49)

К = ¦^ , B3)

а экспоненциально диофантово уравнение, как было определено
в §2.5, не может содержать вычитаний и делений.

Чтобы устранить деления, вместо B1) мы определим и ра-

равенством

и = (К3-КА)Т. B4)

где

7 = К,+7+2. B5)
При этом вместо уравнения из B2) получится уравнение

2к,-2к,

"V9T+q B6)

Возведя обе части этого равенства в степень K%-Kt, мы полу-

получим уравнение

«. B7)

Для устранения вычитаний сначала умножим обе части на

+1)^BWw<V'y^ B8)

получая уравнение

) B9)

Наконец, умножим обе части ещё на

2<2<V»c2)V»WT C0)
и получим окончательное экспоненциально диофантово уравнение
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Это уравнение разрешимо относительно q, s и w для тех и

только тех значений параметра а, которые принадлежат

множеству 91).

Упражнения

8.1. Покажите, что пятиместное отношение (а+1)| (b-cLd>e имеет дио-

диофантово представление с одной неизвестной.

8.2. Пусть 5( Sk
— полиномы с целыми коэффициентами. Покажите.

что отношение
к

Зд,...д4[_ 4 5,@, сп) = х2]

имеет диофантово представление, содержащее всего одну неизвестную.

8.3. Проверьте, что если р
—

простоэ число, / = deg (cj)si(mod 2),
к>0, то из одной делимости

следуют две делимости

р\а. рк'\Ь.

Обобщите это свойство так, чтобо! из одной делимости следовало т дели-

мостей.

8.4. Воспользуйтесь предыдущим упражнением, чтобы заменить т дели-

мостей F.2.26) на одну.

8.5. Покажите, что любое диофантово множество представимо в нор-

нормальной форме Девиса

о€9 <=

с всего лишь двумя переменными под вторым квантором существования.

8.6. Покажите, что любое диофантово множество имеет представление

вида

о€Э «= []

где В и D — полиномы с целыми коэффициентами.

8.7. Покажите, что любое диофантово множество имеет представление

вида

О€» « 3xVy<B(aJzuc{Qшх y)[D(a.x,y,z)>0],
где В. С и D — полиномы с целыми коэффициентами.

8.8. Покажите, что каждое диофантово множество имеет обобщённые ди-

офантовы представления вида
к

о€9 «=> Зх & 3yz[D.(a,x,y,z)>0]
/ = I

'

и

к

о€9 <=» Эху & 3z[D.(o,x,y,z)>0]
; = 1

'
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8.9. Согласно упражнению 4.2 существует такое число т, что любое

диофантово множество представимо как множество натуральных значений не-

некоторого полинома с целыми коэффициентами с m переменными. Покажите, что

для каждого m существует множество, представимое как множество всех зна-

значений полинома с натуральными коэффициентами, но в любом таком представ-

представлении количество переменных не меньше т.

8.10. Усильте результат §8.2, показав, что каждое диофантово мно-

множество имеет однократное унарное экспоненциально диофантово представле-
представление с тремя неизвестными.

8.11. Покажите, что для любой диофантовой функции Т(а,Ь), опреде-
определенной при всех значениях о и Ь, можно найти одномерное диофантово мно-

множество Э, у которого дополнение также диофантово, причем для любого дио-

фантова представления

D(c,, х, xJ = 0 (*)

(дополнения) множества 9 не могут не существовать другое диофантово

представление

Е(а.У] уп) = 0 (**)

(дополнения) множества 9 и число а. такие, что для любых а, х. х ,

удовлетворяющих (*) и неравенству а>а0. существуют числа у. у ,

удовлетворяющие (**) и неравенству

Г(о.у,+ ..+yn)<x1+...+xm.

Нерешённая проблема
8.1. Пусть D обозначает класс всех отношений К, имеющих представле-

представления вида

I «.¦...+« Г
. °„.х, *т) = 0&х1+...+хт*2 J,

где D — полином с целыми коэффициентами, а \а\ обозначает длину двоич-

двоичной записи числа а. Верно ли, что D = NP, где NP — класс отношений, распо-

распознаваемых на недетерминированной машине Тьюринга за полиномиальное число

шагов?

(Строгое определение класса NP см., например, в монографии Гэри и

Джонса [1979]. Обратите внимание, что в определении класса D не предпо-

предполагается, что

Комментарии

С самого начала исследований, нацеленных на отрицательное решение

10-й проблемы Гильберта, стали вызывать интерес и количественные вопро-

вопросы, связанные с диофантовыми и близкими к ним представлениями. Так,
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вскоре после установления ДА. Девисом нормальной формы (см. комментарии к

главе 5) Р. М. Робинсон [195б] показал, что в ней всегда можно брать
тв4. Позднее [1972] он улучшил этот результат до тхЗ, а в работе Матия-

севича [19726] было показано, что можно брать m = 2 (см. упражнение 8.5).

Другие арифметические представления с малым числом кванторов (существо-
(существования и общности) предложены в работах Матиясевича и Робинсон [1974],

Джонса [1981] и Джонса, .Певица и Уилки [1986].

После того как была установлена диофантовость полураэрешимых мно-

множеств, начались исследования по оценкам диофантова ранга конкретных мно-

множеств и нахождению возможно меньшей универсальной границы ранга. Послед-

Последнее, естественно, связано с построением универсальных диофантовых урав-

уравнений, и, как сказано в комментариях к главе 4, лучшая в настоящее время

A990г.) универсальная граница ранга
— 9 неизвестных — была получена

Ю. В. Матиясевичем. Детальное доказательство приведено в работе Джонса
[19826]. В этой же работе указаны следующие универсальные границы слож-

сложности диофантовых множеств:

<4, 58>, <8, 38>, <12. 32>, <16, 29>, <20, 28>, <24, 26>, <28, 25>,

<36, 24>, <96, 21>. <2668. 19>, <2х105. 14>. <6,6х1043, 13>,

<1.3х1044. 12>, <4,6х1044. 11>, <8,6х1044. 10>. <1,6хЮ45, 9>.

Здесь же получена универсальная граница р. = 100 для количества операций.
Из оценок ранга конкретных множеств наибольший интерес привлекало,

что вполне естественно, множество всех простых чисел. В течение долгого

времени благодаря специфике этого множества удавалось получать для него

оценку ранга лучшую, чем известная на соответствующий момент универсаль-

универсальная граница ранга. В настоящее время A990г.) наименьшее количество не-

неизвестных в диофантовом представлении множества простых чисел совпадает

с известной ныне универсальной границей ранга, хотя, конечно, конструк-

конструкция полинома и доказательство для этого множества проще, чем в общем

случае (см. комментарии к главе 3).

Некоторое представление о приемах сокращения количества неизвестных

дают упражнения 8.1 -8.8.

Приведённая в §8.2 универсальная граница экспоненциального ранга

была получена в работе Матиясевича [1979]. Более того, там было установ-

установлено существование однократных экспоненциально диофантовых представлений
с 3 неизвестными. Этот результат.был усилен в работе Джонса и Матиясеви-

Матиясевича [19826] до унарных однократных представлений (см. упражнение 8.10).
Немного общих результатов известно про диофантовы множества с малым

(экспоненциальным) рангом. Очевидна разрешимость множеств, диофантов

ранг которых равен 1. В работе Левица [ 1985] установлена разрешимость
множеств, унарный (с основанием 2) экспоненциальный ранг которых

равен 1. В работе Р. М. Робинсона [1951] описана структура множеств,

задаваемых арифметическими формулами с одним квантором (общности или

существования). Эти результаты были далее развиты в работе Тунга [1988].
Как сказано в комментариях к главе 1, универсальная граница 4 я 4 по-

порядка диофантовых множеств была получена задолго До рэзвбртымиия снеге-
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магических исследований класса диофантовых множеств и она не может быть

улучшена более, чем на 1. Вопрос о том, является ли d = 3 универсальной

границей порядка, сформулирован как нерешенная проблема 1.1.

Нерешенная проблема 8.1 была поставлена в докладе Адлемана и Ман-

дерса [ 1976] (см. также работу Мандерса и Адлемана [1978]). Они ввели

понятие недетерминированной диофантовой машины. Каждая такая машина

задается некоторым параметрическим диофантовым уравнением

°(°| -»¦*. *J = ° 0)

и работает следующим образом: получив входные данные — значения парамет-

параметров а( ап> машина «угадывает» значения Ху...,х (в этом и состоит

чедетерминированность) и выдаёт ответ «ДА» или «НЕТ» в соответствии с

тем, выполнено ли равенство A). С помощью техники главы S можно легко

показать, что недетерминированные диофантовы машины имеют ту же вычисли-

вычислительную силу, что и недетерминированные машины Тьюринга, т. е. машины.

которые могут иметь несколько инструкций с одинаковыми левыми частями и

каждый раз «угадывают», какую именно инструкцию использовать. В пробле-
проблеме 8.1 ставится вопрос о сравнении недетерминированных машин Тьюринга и

диофантовых машин по «быстродействию». В случае положительного решения

проблемы 8.1 мы имели бы новую теоретико-числовую характеризацию клас-

класса NP, который вызывает сейчас большой интерес у исследователей. В док-

докладе Адлемана и Мандерса [1976] (см. также работу Мандерса и Адлемана

[1978]) сообщается о частичном продвижении в этом направлении. В работах
Кента и Ходжсонэ [1982], Юкны [1982а, 19826] и Ходжсона и Кента [1983]

класс NP характеризуется через арифметические представления с ограни-

ограниченными кванторами общности.

В работе Виноградова и Косовского [1975] показано, что, ограничивая

величину неизвестных в диофантовых представлениях, можно получить из-

известную иерархию Гжегорчика.



Глава 9

МАССОВЫЕ ПРОБЛЕМЫ

МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

В этой главе будут рассмотрены массовые проблемы, связанные с кон-

континуумом вещественных чисел IR. Строчные курсивные латинские буквы по-

прежнему будут обозначать натуральные числа; для обозначения веществен-

вещественных чисел будут использоваться строчные греческие буквы.

§9.1. Диофантово вещественные числа

Массовые проблемы не типичны для традиционного курса
математического анализа. Это объясняется, по-видимому, тем,

что основополагающим объектом изучения там является контину-

континуум вещественных чисел R. Вещественное же число, при любом

традиционном определении, требует для своего задания, вообще

говоря, бесконечного объёма информации, в то время как каж-

каждая индивидуальная подпроблема из составляющих какую-либо
массовую проблему должна, как говорилось в § 1.1, специфици-

специфицироваться конечным объёмом информации. Конечность исходной
информации обусловлена тем, что мы хотим получить ответ за

конечное число элементарных шагов. Например, бессодержатель-
бессодержательно ставить задачу следующим образом: в исходный момент вся

бесконечная лента машины Тьюринга заполнена десятичной запи-

записью некоторого вещественного числа; машина должна за конеч-

конечное число шагов узнать, является ли это число рациональным.

Таким образом, если мы хотим, чтобы индивидуальные под-

проблемы специфицировались вещественными параметрами, мы

должны использовать какой-то способ задания вещественных

чисел посредством конечной информации. Один такой способ был

предложен А. М. Тьюрингом и связан, естественно, с машиной

Тьюринга. А именно, вещественное число Ц может задаваться

машиной Тьюринга, которая работает неограниченно долго, выпи-

выписывая все больше и больше цифр числа М- Сама машина Тьюринга
при этом задаётся, как обычно, конечным набором инструкций.
Таким образом, можно ставить вопрос о распознавании по набо-

набору инструкций машины, задаёт ли она рациональное веществен-

вещественное число или нет.

Оставаясь в языке диофантовых уравнений, мы можем опре-

определить диофантово вещественное число как диофантово уравне-
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ние

.bx.d.x, xm) = 0 A)

с четырьмя параметрами, обладающее следующими двумя свойст-

свойствами:

для любого натурального числа d существуют натуральные
числа ad, bd. cd. такие что уравнение

D(°d-bd.cd,d,x, xm) = 0 B)

разрешимо относительно х, хт;

если

D(a'.b'.c',d'.x'} х,;) = 0 C)

и

D{a"\Ь".с"\d"\ж"Л 0 = 0, D)

то

a'-Ъ' а"-Ъ" 1 1

о"

Полагая последовательно d = 0,1 мы можем найти натураль-
натуральные числа aQ, bQ, cQ. a,, b|f с, для которых разрешимо урав-
уравнение B), и рассмотреть последовательность рациональных чисел

^ТТ1 ¦ • • ¦ <6)
со+1 с.+ 1

Согласно E) эта последовательность сходится в себе и тем

самым сходится к некоторому вещественному числу а. Опять-

таки благодаря E), это число не зависит от конкретного вы-

выбора ad, bd и cd, и потому можно говорить, что а - вещест-

вещественное число, определяемое уравнением A).
Нетрудно установить, что все вещественные алгебраичес-

алгебраические числа определяются диофантово вещественными числами (см.
упражнение 9.1). Используя технику главы 3 для работы с кор-

кортежами произвольной длины и технику главы 6 для устранения

ограниченных кванторов, можно построить диофантово вещест-
вещественные числа, определяющие классические константы математи-

математического анализа. — число Я, основание натуральных логарифмов
и т. п. (см. упражнения 9.2-9.4).

На множестве диофантово вещественных чисел нетрудно
ввести арифметические операции. Например, суммой диофантово
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вещественных чисел

D/o.b.cc/.x, xJ = 0 G)

и

D2(a,b,c,c/,x, xJ = 0 (8)

является, как легко проверить, диофантово вещественное число

D>1,q|,r,,2c/+1,xr...,xm)+D22(p2,q2,r2.2c/+1,y1 yj+

+((r2+1)pt+(r,+1)p2-aJ+((r2+1)q1+(r,+1)q2-bJ+

J = 0 (9)

(мы рассматриваем (9) как уравнение с параметрами а, Ь, с и

неизвестными р,. р2, qy q2, r,, r2, х, хт, у, ут). Зафик-
Зафиксировав какой-либо универсальный полином, мы можем перенуме-

перенумеровать все диофантово вещественные числа. Можно проверить,

что при этом арифметическим операциям на множестве диофанто-
диофантово вещественных чисел соответствуют диофантовы функции на

множестве номеров диофантово вещественных чисел, например,

диофантовой является функция, которая по кодам уравнений G)
и (8) даёт код уравнения (9). В этом направлении можно пойти

дальше и установить диофантовость функций, соответствующих
квадратному корню, логарифму, синусу и другим элементарным

функциям.

Итак, теперь у нас есть возможность ставить массовые

проблемы, содержащие вещественные числа в спецификации инди-

индивидуальных подпроблем. Оказывается, что алгоритмически не-

неразрешимыми являются уже простейшие проблемы.
Так, неразрешимо свойство быть диофантово вещественным

числом, ибо уравнение

(a+b)D(x{ xm) = 0 A0)

является диофантово вещественным числом в том и только том

случае, когда уравнение

D(x, xJ = 0 A1)

не имеет решений. Эту трудность мы обойдём, позволив алго-

алгоритмам, разрешающим массовые проблемы, связанные с вещест-

вещественными числами, давать произвольный ответ или не давать от-

ответа вообще в случае, когда поступившие на вход числа не яв-

являются кодами диофантово вещественных чисел.

Даже при такой свободе поведения на «неправильных» ис-

исходных данных оказывается неразрешимой проблема равенства
диофантово вещественного числа нулю. Действительно, пусть
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дано некоторое диофантово уравнение A1). Формула

о=1&Ь=0&

&*у<сЭх... .xm[y = Cantorm(x, xm)&D(x, хт)*0]&

&[c = d v Эх, xm[c = Cantorm(x .xm)&D(x, xm) = 0]] A2)

может быть преобразована в эквивалентное диофантово уравне-
уравнение, которое, как нетрудно проверить, всегда будет диофанто-
диофантово вещественным числом, причём это число будет равно 0 в том

и только том случае, когда уравнение A1) не имеет решений.
Таким образом, мы видим, что хотя некоторые веществен-

вещественные числа можно задавать конечным объёмом информации — дио-

диофантово вещественными числами, вещественное число остаётся

сложным объектом с алгоритмической точки зрения. Многие мас-

массовые проблемы математического анализа оказываются неразре-

неразрешимыми именно из-за алгоритмической сложности вещественных

чисел, специфицирующих индивидуальные проблемы. Существуют,
однако, и алгоритмически неразрешимые проблемы, касающиеся

свойств вещественных чисел, но не требующие задания веще-

вещественных чисел для спецификации индивидуальных проблем.
Именно такие проблемы и будут рассмотрены в последующих

параграфах.

§ 9.2. Уравнения, неравенства и тождества
с вещественными переменными

Естественно начать с аналога 10-й проблемы Гильберта для

вещественных неизвестных, т. е. с рассмотрения уравнений вида

D(x, xm) = 0. A)

где D — полином с целыми коэффициентами, а х, хт
— ве-

вещественные неизвестные. В отличие от случая диофантовых

уравнений, существует способ узнать, есть ли у A) веще-

вещественные решения или нет. Для т = 1 такой способ дает извест-

известный метод Штурма; далеко идущее обобщение этого метода, най-

найденное А. Тарским, позволяет работать с любым количеством

неизвестных.

Таким образом, если мы хотим устанавливать алгоритми-

алгоритмическую неразрешимость уравнений в вещественных числах, то

должны разрешить использовать при построении уравнений наря-

наряду со сложением, вычитанием и умножением и какие-то другие

функции. Простейший способ получить неразрешимость — это до-

добавить функцию sin. Пусть 90 обозначает класс функций от

многих вещественных переменных, которые можно построить при

помощи суперпозиции из константы 1, операций сложения, вычи-

вычитания, умножения и функции sin. He существует способа распо-
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знавать по произвольной функции Ф из 90. разрешимо ли в ве-

вещественных неизвестных уравнение

Ф(х, xt) = 0. B)

Для доказательства этого факта возьмём произвольное ди-

офантово уравнение

и преобразуем его в следующее уравнение типа B):

D2(x2 хД)+япаC+Ф2)+Gф2+в2-1 J+

x^) = 0. D)

Очевидно, что любое решение уравнения C) в натуральных

х, хт порождает решение уравнения D) в вещественных й,

ф, X, хт
- достаточно положить

Ф = sqrt(ir-3), a = sqrtB2-7ir), х(. = sqrt(x(). E)

С другой стороны, в любом решении D) в вещественных о, <р,

х, xm всегда 3+q>2 = JT, и потому х2 хД —

натуральные числа,

образующие решение C). Таким образом, алгоритмическая не-

неразрешимость 10-й проблемы Гильберта влечёт алгоритмическую

неразрешимость уравнений вида B) в вещественных числах.

Для того, чтобы получить алгоритмическую неразрешимость
диофантовых уравнений, мы должны были рассматривать уравне-
уравнения с достаточно большим количеством неизвестных. Переход от

C) к D) увеличивает количество неизвестных ещё на 2. Тем

не менее мы сможем усилить предыдущий результат, заменив 9Q
на его собственное подмножество ?,. состоящее из функций од-
одной переменной.

Для этой цели нам полезно было бы иметь вещественный

аналог функции Cantor^, введённой в §3.1, точнее, вещест-

вещественные аналоги обратных функций Elem^, Elem^.. Дей-
Действительно, допустим, что мы нашли функции Et Efc из 7,
такие, что для любых вещественных х, х^ существует веще-

вещественное П такое, что

Е,(ц) = х, Ек(ц) = хк. F)

В таком случае вопрос о разрешимости уравнения B) свёлся бы

к вопросу о разрешимости уравнения

...Ек(п)) = О G)

с одной неизвестной Г).
К. сожалению, таких функций Е, Е^ в классе 7, нет.

Тем не менее с помощью функций из 7, мы можем отобразить К

на всюду плотное подмножество R*. и этого окажется доста-

достаточно для наших целей.
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Рассмотрим функции

(8)

(9)

и проверим, что для любых вещественных х, <|> и положительного

s найдется такое г), что

|Е(п)-х|<е, A0)

Н(п) = <р. A1)

Будем искать такое П в интервале

[2/cJT-JT/2, 2/cJT+JT/2], A2)

где к — большое число. Когда П пробегает весь интервал A2),
sin(n) меняется от -1 до 1, а Е(г?) меняется от -2fcJT+JT/2 до
2<rJT+JT/2. Следовательно, если

Jb|x|+1, A3)
то в интервале A2) найдётся такое Г}„, что

Е(ПО) = Х. A4)

Найдём положительное б такое, что для любого г? из ин-

интервала

[По-б, г?0+5] A5)

справедливо требуемое неравенство A0). Очевидно, что

| Е(п)-х | = | Efo)-E(n0) | = E'(fiM = (sin(f?)+r(cos(p)M, A6)

где п также лежит в интервале A5), и потому

|E(ij)-x|$A+rjo+8)B. A7)

Не ограничивая общности, будем считать, что s< 1, и положим

6 ¦ йЬ A8)

Когда п пробегает интервал A5), п3 пробегает интервал

[(rjo-5K, (по+ЬП A9)

ширина которого легко оценивается снизу:

(П0+5)Чп0-5K -

2

При достаточно большом к ширина интервала A9) больше 2л, и

потому, когда П пробегает интервал A5), sin(n3) меняется от

-1 до 1, а диапазон изменения Н(п) не уже чем [-г?0+5,П0-б].
Таким образом, при достаточно большом к в интервале A5)
найдётся п. удовлетворяющее A1) и, по выбору этого интерва-

интервала, A0).
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Теперь мы можем ввести функции, являющиеся, в каком-то

смысле, аналогами функций Elein^ n:
. .)). B1)

(lr-1) ра>

Индукцией по к легко можно показать, что для любых веще-
вещественных X, хк и положительного е найдётся такое г), что

|1,(П)-Х,|<8. i = 1 к. B2)

Мы не можем непосредственно использовать функции

Е, Е^ в роли функций Е, Е^ для перехода от произ-

произвольного уравнения B) к G) и должны будем воспользоваться

специфическими свойствами уравнения C). Прежде всего, мы

заменим его на неравенство

М2(х2 *

+sin2(C+q>2)x2)+... +sin2(C+ip2)x/2i)] < 1, B3)

где М — некоторый никогда не обращающийся в ноль полином,

выбор которого будет описан ниже. Очевидно, что числа

X, хт, ф и о, определение посредством E), где х, х

— решение уравнения C), удовлетворяют неравенству B3).
Наша задача - выбрать полином М так, чтобы для любого реше-
решения неравенства B3) числа

B4)]

давали решение уравнения C) (faj обозначает целое число,

ближайшее к а).
Пусть неравенство B3) выполнено. Для краткости положим

U = M(xt xm), (р = 3+ф2. Полином М будет выбран так, что

М > 6. B5)
Из B3) и B5) следует, что

7ф2+о2-1<1/6 B6)

и, следовательно, (р лежит в интервале

[3, 3J]. B7)

Далее из B3) получаем, что
¦

М > | sin(cp) | = | sin(<p)-sin(n) | = | со$(ф)(ф-п) |, B8)|
где (р также принадлежит B7), и потому |cos(tp)| >0,5, а сле-1

довательно,

|Ф-Т|<2/Ц. .B9)

Аналогично из B3) получаем, что

|sin(<px2)|<1/6. C0),
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и потому (рх? лежит в некотором интервале вида

[ir(*,-1/6). *(*,+?)]:
более того,

|<р

у чае

П-ф

я

м.

*?

что

ФХ

г

и

'

я

xj+1
М

157

CD

C2)

C3)

Таким образом, <г(. = х/., и мы можем теперь оценить левую

часть :

, ,J-D<x> хД)

Поскольку D — полином, то полиномами являются и все его

частные производные, и мы можем выбрать полином М столь

большим, что будет выполнено B5), а из C4) будет
следовать, что

№(х, xj|<1. C5)
и потому справедливо равенство C).

Заменим теперь в B3) х; на Е.(п), <р на Em+)(n) и й на

Em+2(rt). Мы получим неравенство вида

1. C6)

где Ф€^(, причём, как нетрудно понять, это неравенство вы-

выполняется для какого-либо Г) в том и только том случае, когда

неравенство B3) выполняется для каких-то х: хт, <р и со,

т. е. в том и только том случае, когда имеет решение уравне-
уравнение C). Таким образом, мы установили, что не существует
способа распознавать по произвольной функции Ф из У, выпол-

выполнимость неравенства

Ф(г»)<0 C7)
при каком-то Г|-

Для получения уравнения (а не неравенства) заметим, что

если C) имеет решение, то Ф(р) может быть сделано сколь

угодно близким к 0 за счёт выбора такого П, при котором

Eft?) ЕД(п). Е^+1(п) и Ет+2^) достаточно близки соот-

соответственно к
х( xm. JT-3 и- 22-7тг. С другой стороны,
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Ф,(г?) всегда может быть сделано сколь угодно большим, напри-

например, за счёт выбора такого П. при котором Em+2(r)) велико.

Таким образом, уравнение C) имеет решение тогда и только

тогда, когда имеет решение уравнение

2Ф(п) = 1. C8)

Это доказывает, что не существует способа распознавать по

произвольной функции Ф из Э-у разрешимость уравнения

Ф(П) = О. C9)

Расширим класс рассматриваемых функций. Пусть &2 обо-
обозначает класс одноместных функций, которые можно построить

при помощи суперпозиции из константы 1, операций сложения,

вычитания, умножения и функций sin и abs (абсолютной величи-

величины). Не существует способа распознавать по произвольной фун-

функции Ф из $2, является ли равенство

Ф(п) = 0 D0)

тождеством. Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, что

равенство

1-Ф(п)+|1-Ф(п)|=0 D1)
выполнено для всех п тогда и только тогда, когда для всех Г)

неравенство C6) не выполнено.

§ 9.3. Системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

Как было сказано в предыдущем параграфе, если рассмо-
рассмотреть дословный аналог 10-й проблемы Гильберта для случая
вещественных неизвестных, т. е. вопрос о наличии веществен-

вещественных решений полиномиальных уравнений с целыми коэффициента-
коэффициентами, то алгоритмическая неразрешимость не возникает. Для
достижения алгоритмической неразрешимости в предыдущем пара-

параграфе класс рассматриваемых уравнений был расширен за счёт

разрешения использовать при построении уравнений функцию sin
в явном виде. В этом параграфе мы будем рассматривать только

полиномиальные уравнения, но зато это будут обыкновенные
дифференциальные уравнения, точнее, системы таких уравнений.
Таким образом, неизвестными у нас будут не вещественные чис-

числа, а вещественные дифференцируемые функции независимой пе-

переменной г, пробегающей, для определенности, интервал [0.1].
Для моделирования вещественных неизвестных мы будем ис-

использовать постоянные функции, т. е. функции, удовлетворяющие
дифференциальному уравнению

Х'(г) = 0. A)
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Как нетрудно проверить, в любом решении системы

П'(г) = 0. 5"(т)+П2(тM(т) = 0 B)

с граничными условиями

0?П@)?4, Е@) = 0. ЕA) = 0. 5'@)=1 C)

П(г) будет тождественно равно JT, a E(r) = sin(JTt)/n. Соответ-
Соответственно в любом решении системы

Х'(г) = 0, Ф"(Т)+П2(Т)Х2(Т)Ф(Т) = О D)
с граничными условиями

(ЬХ@), Ф@) = ФA) = 0, Ф'@)=1 E)

Х(т) будет тождественно равно некоторому натуральному чис-

числу х. а Ф(т) = $т(яхт)/ях.
Таким образом, диофантово уравнение

D(x, xm) = 0 F)

имеет решение в натуральных х, хт тогда и только тогда,

когда система дифференциальных уравнений

П'(Т) = О.

5"(т)+П2(г)Е(т) = 0,

Х'(г) = 0,

Ф','(г)+П2(г)Х2(т)Ф,(т) = 0,

х;(г)=о.
Ф^(г)+П2(г)Х2(г)Фт(г) = 0,

G)

D(X,(r) Хт(г)) = 0

имеет на [0,1] решение, удовлетворяющее краевым условиям

5@) = ЕA) = 0. Е'@)=1,

ф,(о)=ф1A)=о, ф;(о)=1,
(8)

фт(о)=ФтA)=о, ф;(о) = 1.

Вводя новые неизвестные функции, мы легко можем заме-

заменить все эти краевые условия на дополнительные уравнения. А

именно, условие типа

Ф@):>0 (9)
может быть заменено на

A0)
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поскольку условия типа (9) накладывались только на функции,
удовлетворяющие уравнению Ф'(т) = 0; условие типа

Ф(а) = р. A1)

где а и э — константы, может быть заменено на уравнение

<&(a)-P = (t-a)Z(t). A2)

Уравнения, содержащие Ф". можно стандартным способом заме-

заменить на систему из двух уравнений первого порядка относи-

относительно Ф' и дополнительной функции Z. Таким образом, вопрос
о существовании натуральных решений у диофантова уравнения
может быть сведён к вопросу о существовании решения некото-

некоторой системы полиномиальных дифференциальных уравнений перво-

первого порядка, следовательно, не существует способа распозна-
распознавать по произвольной системе дифференциальных уравнений вида

Р/г.Х/г) Х4(т),Х;(г)) = 0,

A3)

Рк(т.Х,(т) Х4(т).Х;(т)) = 0.

где Pj Рк — полиномы с целыми коэффициентами, имеет ли

эта система решение на интервале [0,1 ]. ..

Нетрудно проследить, что если система A3) была постро-
построена описанным выше способом по диофантову уравнению F),
имеющему решение, то она имеет решение, в котором не все

функции X, Хк тождественно равны нулю. Следовательно,
система

Q,(r.X,(r) Xt(r).X^(r)) = 0.

A4)

где

Q,{r.%i xk,n) = (х*+... +х?)Р/(т.х1,.. .:xk,q). A5)

имеет единственное решение Х,(г) =... = Х^(г) = 0 тогда и только

тогда, когда исходное диофантово уравнение F) решений не

имеет. Таким образом, не существует способа распознавать по

произвольной системе дифференциальных уравнений вида A3),
имеет ли она ровно одно решение на [0,1 ].

§ 9.4. Интегрируемость

В этом параграфе мы установим алгоритмическую неразре-
неразрешимость двух массовых проблем, одна из которых связана с оп-

определёнными интегралами, другая
— с неопределёнными.

В §9.2 был указан способ построения по произвольному

диофантову уравнению B.3) функции Ф из класса ?, такой, что:
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1)если уравнение B.3) имеет решение, то для некоторо-

некоторого р0
Ф(П0) = 0.5; A)

2) если уравнение B.3) не имеет решений, то для всех ц

»(П)*1. B)
Рассмотрим интеграл

+00

C)J (п2+ )BФ(р)-1J
•

Из указанных выше свойств функции Ф следует, что этот инте-

интеграл сходится в том и только том случае, когда уравне-
уравнение B.3) решений не имеет. Подинтегральная функция в C) не

принадлежит классу ?,, так что нам придётся расширить этот

класс. Пусть 9Ъ обозначает класс функций одной вещественной
переменной, которые можно построить при помощи суперпозиции

из константы 1, операций сложения, вычитания, умножения, де-

деления и функции sin. He существует способа распознать по

произвольной функции Ф из 9у сходится ли интеграл

+00

| D)

Проблема нахождения неопределённого интеграла, которую
мы сейчас рассмотрим, будет связана не с одним, а с двумя

классами ?4 и 9$ функций одного аргумента. Пусть Ф — функция
из ?4; существует ли в классе 9$ функция I такая, что для

всех г; Ф(г)) = /'(п)? Для того чтобы ответ не был всегда ут-

утвердительным, мы должны иметь в ?4 по крайней мере одну фун-
функцию, не имеющую первообразной из ?5. Для доказательства нам

потребуется более сильное свойство классов ?4 и ?s, а имен-

именно, мы будем предполагать, что в 94 есть всюду определённая
функция Н, такая, что ни для какого непустого

интервала [а,Ь] в классе ?5 нет функции I такой, что

Н(п) = /'(п) для П из [а,Ь]. Примером такой функции может, слу-

служить функция е*, первообразная которой ни на каком интерва-

интервале не представима в виде суперпозиции элементарных функций.
Мы будем также предполагать, что класс ^4 содержит

класс ?2 и замкнут относительно умножения. В частности,

класс SF4 должен содержать функцию

{2,
если п^0,75,

8-8п, если 0,75^п^1. E)
О, если 1 ?П,

ибо

/И(п)=1 + |4п-4|-|4п-3|. F)
^ Ю.В.Матиясевнч
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Рассмотрим функцию

G)

Если уравнение B.3) не имеет решений, то согласно B)
и E) 7(п) = 0 для любого 17. и потому Т имеет в качестве пер-

первообразной любую константу. Если же уравнение B.3) имеет

решение, то согласно A) и E) в некоторой окрестности По
Г(р) = 2Н(п) и, следовательно, Т не имеет первообразной. Таким

образом, при сделанных выше предположениях о классах ?4 и ?5
не существует способа по произвольной функции из 94 распо-
распознать, имеет ли она первообразную из класса ?5.

Упражнения

9.1. Покажите, что диофантово вещественными являются все веществен-

вещественные алгебраические числа.

9.2. Покажите, что если А, В, С и Е — диофантовы функции, опреде-

определённые на всех натуральных числах, причём для всех л

|5(Е(л))|<л-\
где

°°

А(к)-В(к)

.._.„
С<*) + 1

то 5@) является диофантово вещественным числом.

9.3. Покажите, что числа е и Я являются диофантово вещественными

9.4. Перенесите результаты § 9.3 на случай одного уравнения в част-

частных производных.

Комментарии

Первоначально А. М. Тьюринг [|93б] определил вычислимое веществен-

вещественное число как число, позиционную запись которого выписывает на своеГ

ленте некоторая машина Тьюринга. Это понятие оказалось не вполне удачным

— по двум машинам, задающим два вычислимых вещественных числа, нельз.

было построить машину, вычисляющую сумму. Вскоре А. М. Тьюринг [1937
устранил этот недостаток, перейдя к системе с дробным основанием и отка-

отказавшись от однозначного соответствия между вещественными числами и и.

позиционными представлениями. Введённое в § 9.1 понятие диофантово веще

ственного числа эквивалентно модифицированному таким образом понятии.

вычи.:лимого числа.

Математику, получившему традиционное образование, счётное множеств»,

диофантово вещественных чисел представляется слишком бедным. Тем не ме

нее таких чисел вполне достаточно для построения содержательной теории

(см., например, монографию Мартин-Лёфа [i97Sj).



КОММЕНТАРИИ 163

Содержание § 9.2-9.4 основано на работах Ричардсона [1968],
Адлера [ 1969а], Кавинеса [1970] и Ванга [1974]. Первые три работы были

написаны до того, как была установлена алгоритмическая неразрешимость

10—й проблемы Гильберта. По этой причине в первых двух работах в каче-

качестве исходного был взят более слабый результат об алгоритмической нераз-

неразрешимости экспоненциально диофантовых уравнений, и соответственно возве-

возведение в степень использовалось при построении функций. В третьей работе

результаты были получены в условной форме — в предположении неразреши-

неразрешимости 10-й проблемы Гильберта.

Алгоритмическая неразрешимость ряда других массовых проблем матема-

математического анализа была установлена на основе алгоритмической неразреши-

неразрешимости (экспоненциально) диофантовых уравнений в работах Денефа и Липши-

Липшица [1984, 1989], Зингера [1978], Папаса [1985]. Пенэина [1978]. Скарпел-
лини [1963].

Алгоритмическая неразрешимость многих массовых проблем, связанных с

вещественными числами, накладывает принципиальные ограничения на возмож-

возможности систем аналитических вычислений, ставших в последнее время рабочим

инструментом математиков. Эти трудности обсуждаются в работах Бартона и

Фича [1972а, 1972б]. Макгетрика [1977], Мозеса [1971] и Фича [1973].



Глава 10

ДРУГИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

ДИОФАНТОВЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

Тематически разнородные результаты, включённые в эту главу, объеди-

объединяет только то, что их нетрудно доказать, используя диофантовость полу-

полуразрешимых множеств

§ 10.1. Диофантовы игры

Пусть имеется некоторое диофантово уравнение

О(о, °т<Ь, bJ = O. A)

в котором переменные разбиты на две группы; не ограничивая

общности, мы считаем, что количество переменных в обеих

группах одинаково, хотя фактически полином D может и не за-

зависеть от каких-то переменных. Каждое такое уравнение задаёт

диофантову игру двух лиц А и В со следующими правилами:
на первом ходу А выбирает значение о,;
на втором ходу В выбирает значение Ь,;

на Bт-\)-м ходу А выбирает значение от;
на 2т-м ходу В выбирает значение Ьт:
если выбранные значения о, от, Ь, Ьт удовлетво-

удовлетворяют A), то победителем объявляется игрок В, в противном

случае
— игрок А.

Каждая диофантова игра является конечной антагонистиче-

антагонистической детерминированной игрой с полной информацией, и потому

один из игроков имеет выигрышную стратегию, т. е. при «пра-
«правильной» игре победа ему «обеспечена» независимо от ходов

противника. Легко понять, что В имеет выигрышную стратегию в

том и только том случае, когда справедливо утверждение

VOl3b,Vo23b2...Vam3bm[D(o, am,b, bJ = O). B}

Например, для игры, задаваемой уравнением

(Ь,+а2J+1=(Ь2+2)(Ь3+2), (Г

игрок А имеет выигрышную стратегию в том и только том слу-
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чае, когда существует бесконечно много простых чисел вида

к2+1. Хотя эта проблема давно привлекала специалистов по те-

теории чисел, мы до сих пор A990г.) не знаем, кто же из игро-

игроков, А или В, имеет выигрышную стратегию в игре, задаваемой
таким простым уравнением, как C).

Легко понять, что проблема определения по произвольному

уравнению A) игрока с выигрышной стратегией алгоритмически

неразрешима, даже если мы ограничимся вырожденными играми, в

которых полином D не зависит от а, ащ. В этой связи

представляют интерес сложностные вопросы, например, при
сколь малом т нельзя алгоритмически определить игрока с вы-

выигрышной стратегией.
Алгоритмические трудности могут возникать и в тех иг-

играх, для которых известно, у какого игрока есть выигрышная

стратегия. Рассмотрим сначала случай, когда выигрышную стра-
стратегию имеет игрок А. Для того чтобы фактически выиграть, А

должен сначала «правильно» выбрать ау затем, зная Ь(, «пра-

«правильно» выбрать а2 и т.д. Выберем в качестве D полином, за-

задающий какое-либо диофантово множество 9 натуральных чисел с

недиофантовым дополнением:

o1€B~3x,...xjD<o| ои.х, xJ = 0] D)

(зависимость D от а2 ат фиктивна; примеры таких множеств

были построены в §4.6 и §6.6). Ясно, что множество Я(, со-

состоящее из всех «правильных» выборов а,,
— это дополнение Э.

которое в нашем случае не диофантово или, что то же самое,

не полуразрешимо. Таким образом, игрок А не имеет возможно-

возможности алгоритмически проверять по произвольному а,, годится ли

это число для первого хода.
Это не очень интересный факт, поскольку игроку А на са-

самом деле не требуется распознавать принадлежность произволь-
произвольного Oj к Я(. Ему достаточно один раз каким-то способом най-

найти од4н элемент Я,, который он сможет затем использовать во

всех играх на первом ходе.

Рассмотрим теперь более интересную ситуацию, когда вы-

выигрышная стратегия имеется у игрока В. Чтобы фактически вы-

выигрывать у А, игрок В должен уметь по произвольному о, нахо-

находить «правильный» второй ход Ьу Обозначим посредством 2:
множество всех таких пар <avbt>, где Ь( — «правильный» от-

ответ игрока В на ход а, игрока А. Игроку В также не требуется
распознавать принадлежность произвольной пары <arb]> к ?(.
а достаточно уметь распознавать пары из произвольного под-
подмножества 2* множества ?, такого, которое для каждого о, со-

содержит хотя бы одну пару вида «ЗуЬ^У; в такой ситуации бу-
будем говорить, что 2* трассирует ?,. Имея в своем распоряже-
распоряжении разрешимое множество 2*. трассирующее ?,, игрок В мог бы
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находить «правильный» ответ на первый ход а,, перебирая пары

<сг,,О>. <о]11>.... и проверяя поочередно каждую на принад-

принадлежность к ?* до тех пор, пока не нашлась бы пара <avb}> из

?*, дающая «правильный» ход Ь,.
Более того, достаточно, чтобы ?* было хотя бы полураз-

полуразрешимым, а не разрешимым. Действительно, пусть

В,КЬ,.х2 х„) = 0 E)

— диофантово уравнение, определяющее такое полуразреши-

полуразрешимое ?*. Игрок В может начать перебирать числа 0,1 рас-
рассматривая каждое число как канторов номер некоторой п-ки

<Ьух2 хп> и проверяя для каждой такой n-ки равен-
равенство E). Первый элемент п-ки, удовлетворяющей E), очевид-

очевидно, годится в качестве правильного второго хода.

Покажем, что существует диофантова игра с выигрышной
стратегией у В, для которой никакое множество ?*, трассиру-
трассирующее множество «правильных» ответов ?,, не является полураз-

полуразрешимым. Исходным пунктом для нас будет диофантово представ-
представление

..хт[Р(о.х2 xJ = 0] F)

простого множества 6, построенного в §6.6. Рассмотрим дио-
фантову игру, задаваемую уравнением

Р2(°,+Ь,,о2 oj-bm-1=0. G)

Нетрудно видеть, что Ь, будет «правильным» ответом на

данное а, в том и только том случае, когда 0,+Ь^б, ибо в

этом и только этом случае игрок В сможет согласно F) вы-

выбрать bm, удовлетворяющее G), независимо от того, какие зна-

значения a2 am будут-выбраны игроком А. Поскольку 6 беско-

бесконечно, такое Ь, всегда найдётся, так что у игрока В действи-
действительно есть выигрышная стратегия.

Предположим теперь, что для игры G) имеется диофантово
трассирующее множество ?*. Рассмотрим диофантово
множество 9, определяемое равенством

оеэ <=» Зс^ЬДсг so-j+b, & <о),Ь]>е?*]. (8)

Поскольку любая пара <а]ЧЬ^> из ?* даёт '«правильный» ответ,

9 является подмножеством 6. С другой стороны. 9 бесконечно,
ибо для каждого а, найдётся подходящее значение Ьу а беско-

бесконечность 9 противоречит простоте множества 6.

Полученное противоречие показывает, что никакое трасси-

трассирующее множество не может быть диофантовым, т. е. полуразре-
полуразрешимым и тем более разрешимым. С другой стороны, если бы иг-

игрок В мог по произвольному о, эффективно находить некоторое

«правильное» Ь^ВДс,). то трассирующее множество, состоящее
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из всех пар вида <а1,В)(а|)>, было бы разрешимо (в интуитив-
интуитивном смысле) и потому диофантово. Таким образом, согласно те-

тезису Чёрча, мы получаем, что хотя для любого первого хода

игрока А у игрока В не может не быть второго хода, ведущего
к победе, игрок В не может эффективно находить такой ход.

§ 10.2. Обобщённые кони

на многомерной шахматной доске

Поля обычной шахматной доски можно занумеровать пара-

парами <q,r>, где

Osq, Our. A)

q*7. ru7. B)

а правила перемещения коня могут быть изложены так: с

поля <q.r> конь может пойти на одно из восьми полей

<q±2. r±1>, <q±1, r±2> C)

при условии, что координаты нового поля удовлетворяют нера-
неравенствам, аналогичным A)-B).

В этом параграфе мы рассмотрим обобщённые шахматы. Дос-
Доска будет n-мерной, её поля будут нумероваться произвольными
n-ками натуральных чисел <г, гп>. Таким образом, у нас

будет аналог ограничения A), но не будет аналога ограниче-

ограничения B), что естественно, поскольку для конечной доски ра-

разумные массовые проблемы оказываются разрешимыми. По этой

бесконечной доске будут ходить (обобщённые) кони. Правила
передвижения коня % задается конечным множеством

В,.„>
n-ок целых чисел. С поля <г, гп> конь % может пойти на

поле <г,+5у ! гп+^1 г?1 разумеется, при условии, что все

элементы этой n-ки неотрицательны.

Правила D) определяют на множестве полей рефлексивное
и транзитивное отношение достижимости одного поля из друго-
другого. Для обобщённого коня, в отличие от классического C),
это отношение может быть не симметричным, так что в этом от-

отношении обобщённые кони ближе к пешкам.

Посредством Jt(r( rn) мы будем обозначать множество

достижимости
— множество всех полей, на которых может побы-

побывать конь %, выйдя с поля <г, гп>. Легко видеть, что от-

отношение достижимости обладает следующим свойством аддитивно-

аддитивности:

гп). E)
то
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На множество К(г, гп) можно смотреть как на меру

«шахматной силы» коня К, стоящего на поле <г, гп>. В

связи с этим можно сформулировать различные массовые пробле-
проблемы, касающиеся сравнения «шахматной силы» коней. Мы рассмо-

рассмотрим две следующие проблемы.
Сравнение на включение: по двум коням %' и %" и

полю <г, гп> узнать, верно ли, что конь К' «не слабее»

коня К", т. е. что

Х'(г, rnJ*"(r, rn). .
G)

Сравнение на равенство: по двум коням %'" и %."" и

полю <р1,...,рп> узнать, верно ли, что «шахматная сила» обо-

обоих коней одинакова, т. е. что

Х"'<Р, Р„) = К""(Р, р„). (8)

Понятно, что вторая проблема сводится к первой — для

проверки (8) достаточно узнать, верно ли G) при %' = ?"' и

%" = %"" и верно ли G) при %' = %"" и %" = %'". Таким образом,
было бы достаточно установить неразрешимось проблемы сравне-
сравнения на равенство, однако по техническим причинам мы сначала

докажем неразрешимость проблемы сравнения на включение.

(Как уже отмечалось, для алгоритмической неразрешимости

существенно, что у нас нет аналога ограничению B), т. е. что

кони ходят по бесконечной доске. Менее очевидно, что для не-

неразрешимости существенно и то, что у нас есть аналог ограни-
ограничения A), т. е. что доска по каждой размерности в одном из

направлений ограничена. Действительно, на доске 1П все ходы

коней коммутативны, поэтому вопрос о достижимости поля

<г" г"п> из поля <r't г'п> сводится к вопросу о разре-
разрешимости в целых числах системы линейных диофантовых уравне-
уравнений

(9)

а множество К(г, гп) имеет вполне регулярную структуру.)
Для доказательства неразрешимости сравнения «шахматной

силы» нам будет достаточно рассматривать только коней, зада-

задаваемых такими правилами D), в которых 5^ m может иметь лишь

одно из трёх значений -1, 0, 1. По этой причине мы можем ис-

использовать и другую форму записи правил, а именно, правило,

соответствующее л-ке <5, 5П>, мы будем записывать также

в виде
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если 5- =...=5. =-1. 5- =...=5. =1 и других чисел, отличных

от ±1, среди О, бп нет.

Понятно, что в A0) всю информацию несут только индек-

индексы, а буква R смысловой нагрузки не имеет. В дальнейшем вме-

вместо буквы R мы будем использовать в записи правил и другие

буквы, но это будет делаться исключительно для облегчения

восприятия правил человеком, так что, например, правило

Т.....Т, =*S....S, A1)
'i 'о м 'ь

эквивалентно правилу A0).
С помощью движения коня по доске мы будем моделировать

работу некоторой (недетерминированной) шахматной машины. По-

Подобно машине Тьюринга, шахматная машина может находиться в

одном из конечного числа состояний Q. Q, (нумерация
I /

состояний не обязательно последовательная). В отличие от ма-

машины Тьюринга, память шахматной машины состоит из конечного

числа регистров R- R, (нумерация регистров также не

обязательно последовательная; номера регистров должны отли-

отличаться от номеров состояний). Каждый из регистров может со-

содержать произвольное натуральное число. Инструкции шахматной

машины имеют вид

Q; R....R. =>Q.R....R,. A2)
0 'l k '0 М '/

причём среди индексов ig,...,ik, jQ jt нет двух одинако-

одинаковых. Инструкция A2) может выполняться, если машина находит-

находится в состоянии Q- , а все регистры R R не пусты. Вы-

'о 'i '*
полнение этой инструкции состоит в том, что содержимое каж-

каждого из регистров R; R(. уменьшается на 1, а содержимое

каждого из регистров R R увеличивается на 1, после

чего машина переходит в состояние Q. . Существенное отличие

т
°

шахматной машины от машины Тьюринга состоит в недетерминиро-

недетерминированности первой из них, а именно, не предполагается, что в

каждый момент выполнимой будет оказываться только одна

инструкция.

Содержимое регистров будет моделироваться координатами

полей, а нахождение в состоянии Q; будет моделироваться тем,

что /-я координата будет равна 1, а остальные координаты,

соответствующие состояниям, равны нулю. Работе машины соот-

соответствует движение по доске коня, правила перемещения кото-

которого, благодаря принятым соглашениям, совпадают с инструкци-
инструкциями машины. Пользуясь этой связью, мы будем свободно чередо-
чередовать обе терминологии — терминологию перемещений коня и тер-
терминологию шахматной машины.
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Наша ближайшая цель состоит в том, чтобы показать, что

шахматная машина может вычислять значения некоторых полино-

полиномов. Прежде всего, мы должны уточнить, что будет пониматься

под вычислением на таком недетерминированном устройстве, как

шахматная машина. Пусть F(x, xm) —

натуральнозначная фу-

функция натуральных аргументов, К — шахматная машина, у кото-

которой выделены начальное состояние Qfc. заключительное состоя-

состояние Qe, входные регистры 1(. |. и выходной регистр Ок.
. . 1 /Л

Для вычисления F(x, xm) конь помещается на поле

<', V- <«з)

где г^=1, r. =Xf, а все остальные координаты равны 0. Мы

будем говорить, что данная шахматная машина вычисляет функ-
функцию F. если выполнены следующие три условия:

если с поля A3) достижимо некоторое поле <г^ г'п>,
то r'k<,F{x хп);

для любого у. такого, что yuF(x^ xn), с поля A3)
достижимо некоторое поле <г^ г'п>, у которого

состояние Qe не встречается в левых частях инструкций.
Нетрудно понять, что из-за свойства аддитивности шахматная

машина может вычислять только функции, монотонно неубывающие
по каждому аргументу.

Следующая машина с начальным состоянием Q(I входными

регистрами 14, 15, выходным регистром О6 и заключительным

состоянием Q3 вычисляет сумму:

Шахматная

сложнее:

Q, =>Q3
=> Q,.

машина, вычисляющая

QI

Q2l'
Оэ
°з

Q

=* Q2
=*Q4

=»Q4S.

произведение. чуть

A5)

Начальным состоянием является Q,, входными регистрами !6 и

1Т, выходным — О?, заключительное состояние — Qs. Пусть х и



§ 10.2. ОБОБЩЁННЫЕ КОНИ 171

у
— начальное содержимое входных регистров 14 и 17, и и v -

такие числа, что ийх и vuy. Предположим, что машина прошла

следующую цепочку состояний:

В этом случае в регистре О9 окажется число uy+v. Таким обра-
образом, к моменту перехода машины в состояние Q5 в регистре О9
может оказаться любое число, не превосходящее ху. С другой

стороны, содержимое регистра О? увеличивается на 1 только

при переходе из состояния Q2 в Q3. но для любой цепочки со-

состояний

справедливо неравенство vzy, ибо в любой момент времени ре-

регистры 17 и 18 содержат вместе ровно у. Любой другой путь из

состояния Q3 в состояние Q2 содержит переход из Q, в Q2 и

тем самым уменьшает 16 на 1. Таким образом, цепочек ви-

вида A7) может быть не более чем х, и, значит, содержимое

регистра О9 никогда не превысит ху.

Если мы имеем две шахматные машины ?, и %2, вычисляющие

некоторые функции F.(x1....,x_) и FAy, у„), то мы мо-

жем построить машину К, вычисляющую функцию

08)

Для этого сначала перенумеруем состояния, регистры и маши-

машины %] и J?2 так, чтобы:

номер заключительного состояния машины К, (получающейся
в результате перенумерации) совпал с номером начального со-

состояния машины %'2, а все другие номера состояний и регистров

машин ?1 и К2 были различны;
заключительным состоянием машины К2 стало состояние Q,;
выходным регистром машины К' стал регистр О4, а маши-

машины К2 — регистр О$;
номера всех остальных состояний и регистров, кроме явно

указанных выше, были больше 6.

Инструкции машины К теперь могут быть получены объеди-
объединением инструкций машины§ K'v R2 и инструкций A4). Началь-
Начальное состояние машины % совпадает с начальным состоянием ма-

машины ?р входные регистры
— с входными регистрами машин ifj

и ?2> выходным регистром является О6, а заключительным со-

состоянием — Q3.
Аналогично, используя вместо машины для сложения A4)

машину для умножения A5), мы можем вычислить

Р.Ц zM|)"fj('m|+i 2m,+mj- Таким образом, мы можем

вычислять любой полином, в записи которого каждая неизвест-
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ная встречается не более одного раза, а все ненулевые коэф-
коэффициенты равны 1.

Пусть

D(x, xJ = 0 A9)

— произвольное диофантово уравнение. Наша очередная задача —

построить шахматные машины К^ и К'2' и начальное положение ко-

коней такие, что включение G) имеет место в том и только том

случае, когда уравнение A9) не имеет решений.
Пусть А и В — полиномы с натуральными коэффициентами

такие, что

Таким образом, при всех значениях xt хт

А(х, xJzBlx, *J. B1)

а если уравнение A9) решений не имеет, то

А(х, х ЬВ(х, х )+1. B2)

Пусть, далее. А'(у^ ymw) и B'U, zmw) - полино-

полиномы с коэффициентами 0 и 1 такие, что

А(х х ) = А'(х, х, хт хт). B3)
w раз w раз

В(х, хт)+1=В'(х, х, хт xj. B4)

Пусть, наконец, Кд и Кв
- шахматные машины, вычисляющие А' и

В' соответственно. Не ограничивая общности, мы будем счи-

считать, что выходным регистром машины Kg является Вт+), а но-

номера остальных регистров и состояний не меньше т+9.

Добавим к инструкциям машины ?в инструкции вида

1,1 1 ,w

где R. R. . T — входные регистры машины Kg, a Qb — её
1,1 tn, w ^^^

начальное состояние. Обозначим получившуюся машину по-

посредством К'ц. Начальным состоянием машины R'g будет Qm+2.
заключительным — заключительное состояние машины %^. Мы не

будем смотреть на машину ?'g как на машину, вычисляющую

какую-либо функцию, поэтому никакие регистры не выделяются в

качестве входных и выходных.
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Будучи запущена в состоянии Qm+2 при пустых регистрах,
машина К'в' сначала порождает некоторые числа х, хт в ре-
регистрах X, Хт и входных регистрах машины Кв. а затем вы-

вычисляет в регистре Вт+1 значение полинома В(х, хт)+'-
т. е. в этом регистре может оказаться любое число от 0 до
этого значения включительно.

Аналогично мы можем построить машину Кд, которая будет
вычислять в регистре Ат+, значение А(ху...,хт). Если урав-
уравнение A9) имеет решение, то у машины %'? в регистре Вт+1 мо-

может оказаться значение, на 1 большее максимального значения

в регистре Ат+, машины Кд (при одинаковых значениях в реги-

регистрах X, X . дающих решение уравнения A9)). Если же

уравнение A9) решений не имеет, то справедливо неравен-
неравенство B0) и любое значение, которое окажется в Вт+] у маши-

машины K'g, может оказаться и в Ат+1 у машины Кд. Этого ещё не

достаточно, чтобы устанавливать выполнение или невыполнение

G), ибо там сравнение идёт по содержимому всех регистров.
Чтобы устранить это препятствие, мы модифицируем маши-

машины Кд и R'g. При этом, не ограничивая общности, мы будем счи-

считать, что одинаковые номера у этих машин имеют только на-

начальные состояния Qb, регистры Х(,...,Хт, где порождаются

значения неизвестных х, хт. и регистры Ат+| и Sm+|, где

вычисляются значения полиномов Айв. Пусть Q,
— состояние,

не используемое ни в Кд, ни в К'ц, причём / > m+8, a Qs — за-

заключительное состояние машины Кд. Добавим к инструкциям ма-

машины &д следующие группы инструкций:

инструкции вида

ад =» а, B6)

для каждого регистра R,- машины Кд, отличного от X, Xm+I;
инструкции вида

Q, =» Q,R, B7)

для каждого регистра R- машины К'в', отличного от X, Хт+];
инструкции вида

Qs =» Qk B8)

для каждого состояния Q^ машины R'B';
инструкцию

Q, => Q,. B9)

Получающуюся при этом машину обозначим посредством %'.

Машине К'ц мы не будем добавлять новые инструкции, но

добавим (по существу, фиктивно) новые регистры с номерами,

равными номерам состояний и регистров машины Кд. Получающую-
Получающуюся при этом машину обозначим посредством %"'.
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Начальным полем будет

<', '„>.
.

где гт+2~^' а все остальные элементы п-ки C0) равны 0.

Сравним множеств а достижимости машин К'(г, /*п) и

%"(гу...,гп). Выше уже отмечалось, что если уравнение A9)
имеет решения, то машина K'g, а следовательно, и машина %"

может поместить в Rm+, значение, недоступное машине ?А, а

следовательно, и машине %'. при одинаковых значениях регист-

регистров X, Хт. Таким образом, если уравнение A9) имеет ре-

решение, то включение G) не имеет места.

Пусть теперь уравнение A9) решений не имеет, а

конь К", отправившись с поля C01 дошёл до некоторого поля

<г\ г;>. C1)

Проверим, что конь К', отправившись с того же поля, также

может дойти до поля C1).
Прежде всего, с помощью инструкций типа B5) надо поро-

породить в регистрах Х( Хт значения г\ г'т. Далее, мы

знаем, что

,
г'^В(гх г>1. C2)

а потому согласно B2)

Сн*^', гт). C3)

Следовательно, при помощи инструкций машины Кд мы можем за-

занести в R_+1 число г^+). Далее,. при помощи инструкций ви-

вида B6) и B9) мы можем обнулить все регистры машины Кд, кро-
кроме X. Xm> Rm+J. а затем при помощи инструкций вида B7)
и B9) занести в регистры машины Kg соответствующие коорди-
координаты поля C1) и, наконец, по инструкциям B8) и B9) перей-
перейти в состояние, в котором машина К" достигла поля C1).

Тгким образом, включение G) имеет место тогда и только

тогда, когда уравнение A9) не имеет решений, т. е. 10-я про-
проблема Гильберта сводится к вопросу о сравнении «шахматной

силы» на включение, и потому эта массовая проблема также не-

неразрешима.

Обратимся теперь к сравнению на равенство. Очевидно, что

И', О2*"^, '„>~
*=> Х'(г, гй) = Г(г, гп)иГ'(г, гп). C4)

Таким образом, нам было бы достаточно суметь определить ко-

коня %'" так, чтобы

«'"(г, '¦п) = «/(г1 гп)и%"(Г] г„). C5)

В действительности конь %"''. которого мы определим ниже, бу-
будет обладать не в точности свойством C5), но близким к нему.
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Чтобы объединить множества достижимости мы, грубо гово-

говоря, объединим правила обоих коней. Если сделать это непо-

непосредственно, то получится слишком мощная фигура, поскольку

такой конь сможет произвольно чередовать ходы по правилам

одного и другого коня. Для исключения возможности такого

смешения будет использован следующий механизм.

По нашему соглашению машины К' и %" не имеют регистров

и состояний с номерами от m+4 до гп+8, так что во время дви-

движения коней К' и К" с поля C0) соответствующие координаты
оставались нулевыми. Заменим каждое правило A0) коня %' на

два правила

....R, C6)

...Ry . C7)

Аналогично, если A0) — правило коня %", то заменим его на.

правила

и

...R; . C9)

Объединим все правила вида C6)-C9) и добавим ещё че-

четыре правила

D1)

D2)

D3)

Обозначим полученного коня через Кдв и рассмотрим его движе-

движение с поля

<р, /оп>. D4)

где Рт+8=1. а все остальные координаты равны.0. Своим первым
ходом конь %АВ делает выбор, движение какого коня он будет
имитировать дальше. А именно, если первым ходом будет ход по

правилу D0) или D1), то в дальнейшем регистры Тт+6 и Тт+7
всегда будут пусты, а из двух регистров Тт+4 и Тт+5 один

всегда будет пуст, а другой содержать 1, так что дальнейшие

ходы коня RAB будут осуществляться по правилам C6)-C7).
Наоборот, если первым ходом был ход по правилу D2) или

D3), то все последующие ходы будут по правилам C8)-C9).
Наконец, мы можем определить коней %'" и %"". чью «шах-

«шахматную силу» мы будем сравнивать на точное совпадение.



174 ГЛ.10. ПРИЛОЖЕНИЯ ДИОФАНТОВЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

Конь К"" может делать все ходы, разрешённые коню Кдв, и ещё

два хода по правилам

Тт+4=> '

D5)

т. е. уменьшать содержимое регистров Тт+4 и Тт+5, не увеличи-

увеличивая при этом содержимого каких-либо других регистров.
Конь ?'" может делать все ходы, разрешённые коню %"", и ещё

два хода по правилам

\^
'

D6)

Сравним множества полей, достижимых конями %'" и %"" с

поля D4). Очевидно, что конь %"' может достичь любое поле,

которое может достичь конь %"". Допустим теперь, что есть

поле

<р\ р;>. D7)

которое конь %'" может достичь, а конь %"" — нет. Нетрудно
понять, что это возможно лишь в том случае, когда первым

применялось одно из правил D2)-D3), а последним
- одно из

правил D6), недоступных коню %"". Это означает, что осталь-

остальными ходами конь К'" имитировал движение коня %."', и этот

конь может достичь поле D7) с поля C9). Поскольку конь %""

не может достичь поля D7), его не может достичь и конь %' с

поля C0). Таким образом, включение G) имеет место тогда и

только тогда, когда имеет место равенство (8), следователь-

следовательно, и проблема сравнения на равенство также алгоритмически

неразрешима.

Упражнения

10.1. Проведённое в §10.1 построение диофантовой игры с невычисли-

невычислимой выигрышной стратегией было основано на примере простого множества,

построенного в §6.5. Этот пример в свою очередь использовал универсаль-

универсальное диофантово уравнение (такие уравнения были построены в главе 4 и

§ 6.4) и устранимость ограниченного квантора общности (различная техника

для этого была описана в § 6.1-6.3). Получающаяся в итоге диофантова иг-

игра A.7) задается чрезвычайно громоздким полиномом. Эту конструкцию мож-

можно несколько упростить, обойдясь без явного построения диофантова пред-
представления простого множества (но используя сам факт его существования).

Рассмотрим следующую игру, основанную на универсальном уравнении
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но не задаваемую этим уравнением в смысле A.1):
на первом ходу А выбирает число к;
на втором ходу В выбирает число Ь;
на третьем ходу А выбирает число о;

А объявляется победителем в том и только том случае, когда уравнение

решений не имеет, а уравнение

имеет решение.

а) Приведите эту игру к каноническому виду A.1)
б) Покажите, что выигрышную стратегию имеет игрок В.

в) Покажите, что В не может эффективно реализовать свою выигрышную

стратегию.

10.2. Рассмотрим класс программ без циклов и условных переходов,

состоящих из операторов вида х <- 1, х <-
х+у, х <- (х div у). Покажите ал-

алгоритмическую неразрешимость проблемы распознавания по таким программам,

вычисляют ли они функцию, тождественно равную 1.

Комментарии

Диофантовы игры были введены в работе Джонса [1974]. При этом он

использовал идеи работы Рабина [1957], где аналогичные игры рассматрива-

рассматривались с общеалгоритмических позиций. После того как была установлена ди-

офантовость полуразрешимых множеств, перенос этих идей на диофантовы

уравнения не представлял труда. Основное достижение в работе Джонса
[1982а] состояло не в чистых теоремах существования, как в § 10.1, а в

возможности явно выписать полиномы, определяющие диофантовы игры, для

которых неразрешима та или иная массовая проблема. Так, в качестве при-

примера диофантовой игры, в которой второй игрок имеет выигрышную, но не

эффективно вычислимую стратегию, в этой работе приведено уравнение

{{а|+о5+1-Ь4}2{[(о4+о7J+Зо7+о6-2Ь4]2+[[(Ь9-о7J+(ЬH-о9J]х

х[(Ь9-о6J+(ЬH-о8J((Ь4-о)J+(ЬH-о,-Ь1J)]х

х[(Ь9-ЗЬ4J+(ЬH-о8-о9J]х[(Ь9-ЗЬ4-1J+(Ь10-о8о9J]-о12-1]2+

х{о,+Ь5+1-о5>{[(Ь5-Ь6J+ЗЬ6+Ь5-2о5]2+[[(оH-Ь4J+(оп-Ь8J]х

^(°,0-Ь5J+(о.,-Ь7J«о5-о,J+(о,ГЬв-о2J)]х

х[(ош-Зо5J+(о11-Ь7-Ь8J][(ош-Зо5-1J+(оI-Ь7Ь8J]-Ь11-1]2+

+[[а)|+Ь11+Ь11ОшЬз-Ь2]2+[о|1+Ь12-а|0Ь3]2]} = 0.
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Доказательство основано на идее, несколько более сложной, чем использо-

использованная в § 10.1.

В § 10-2 для придания наглядности была использована шахматная тер-

терминология. Проблемы, рассмотренные в этом параграфе, известны в литера-

литературе и под другими названиями. В первую очередь здесь следует назвать

системы векторного сложения, которые адекватны обобщенным коням. Благо-

Благодаря тому, что во всех правилах A0.2.4) рассмотренных нами коней

|б. . |si, их передвижение по доске легко имитируется сетями Петри с со-

соответствующим перенесением результатов. Системы векторного сложения и

сети Петри были предложены как аппарат для исследования, в частности,

параллельных вычислений.

Алгоритмическую неразрешимость проблемы сравнения на включение ус-

установил М. Рабин в 1966 г. (см. работу Хека [1976]). Поскольку в то вре-

время неразрешимость 10-й проблемы Гильберта ещё не была доказана, М. Рабин

использовал более слабый результат
—

алгоритмическую неразрешимость экс-

экспоненциально диофантовых уравнений (историю получения этого результата

см. в комментариях к главе 5) и был вынужден устанавливать вычислимость

на шахматной машине не только сложения и умножения, но и возведения в

степень. В 1972 г. М. Рабин представил упрощённое доказательство, осно-

основанное уже на неразрешимости 10-й проблемы Гильберта (см. работу Хека

[1976]).
М. Рабин не опубликовал и это доказательство. В § 10.2 мы следовали

работе Хека [1976], в которой был получен и более сильный результат
—

неразрешимость проблемы сравнения на равенство.

10-я проблема Гильберта была использована для установления неразре-

неразрешимости многих других массовых проблем. Все приложения обозреть в этой

книге невозможно, в частности, потому, что многие из них технически

сложны или требуют специальных знаний в соответствующей области. Мы ог-

ограничимся здесь указанием литературных источников.

Для исследования массовых проблем алгебры 10-я проблема Гильберта
использовалась в работах Айвазяна [1983, 1988], Аника [1985], Боку-
тя [1972], Важенина [1987, 1988, 1989], Валиева [1975]. Губер-Дай-
сон [1974], Дурнева [1974]. Клеймана [1979], Линдона и Шуппа [1977].

Миллера [1973], Мясникова и Ремесленникова [1986], "Розенблата [1985].

Сапира [1989], Сапира и Харлампович [1989], Ремесленникова [1979],
Репина [1983]. Романькова [1977. 1979] и Харлампович [1989а, 19896].

Совпадение полуразрешимости и диофантовости находит приложения в

теории моделей и теории доказательств — см. работы Адлера [19696], Бак-

стера [1978]. Баура [1974], Гайфмана [1972], Гайфмана и Димитракопулоса
[1982]. Германо [1976], Гольдфарба [1981]. Гуаспари [1979]. Дайсон,
Джонса и Шепердсона [1982], Девиса [1989], Джозеф и Янга [1981], Зикмана

[1989], Зингера [1978]. Кая [1987, 1990]. Кая. Париса и Димитрокопулоса

[1988]. Карстенса [1977], Косовского [1967], Липшица [1979]. Макалуна

[1978], Макинтайра и Симмонса [1973], Маневица [1976а, 19766], Минца

[1975], Париса и Димитрокопулоса [1982]. А. Робинсона [1973], Дж. Робин-

Робинсон [1973], Уилки [1975], Уилмерса [1985]. Фридрихсдорфа [1976], Хетчера
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и Ходжсона [1981], Хиршфельда [1975], Хиршфельда и Уилера [1975], Чейти-

на [1974, 1987].

Неразрешимость 10-й проблемы Гильберта оказалась полезной при ис-

исследовании ряда вопросов теоретического программирования
— см. работы

Бека [1975], Гурари [1985], Гурари и Ибарры [1982], Данько [1980], Ибар-

ры и Лейнингера [1980, 1982. 1983], Касами и Токуры [1971]. Стетма-
на [1981]. Туракайнена [1978. 1981], Хавела, Пнуели и Стави [1983],

Хека [1976].

Неразрешимость 10-й проблемы Гильберта влечет невозможность алго-

алгоритмов для некоторых задач математического программирования
— см. работы

Дурнева и Кораблёвой [1988]. Ерослова [1973], Манаса [1971], Тарасова и

Хачияна [1980].

В заключение укажем работу Гудстейна [1975], которая по своему ха-

характеру отличается от большинства других работ, использующих неразреши-

неразрешимость 10-й проблемы Гильберта. В этой работе получено неалгоритмическое

следствие двух алгоритмических результатов
—

неразрешимости диофантовых

уравнений и установленной в работе Гудстейна и Ли [1966] алгоритмической

разрешимости уравнений специального вида.



ПРИЛОЖЕНИЯ

1. Теорема о четырёх квадратах

ТЕОРЕМА (Лагранж [1772]). Диофантово уравнение

х2+х2+х2+х2=а A)

имеет решение в целых х., х-,, х,, х при любом неотрицательном целом а

Из тождества Эйлера

=(х1у|+х2у2+х3у3+х4у4J+(х1у2-х2у)+х3у4-х4у3J+

следует, что теорему достаточно доказать для случая, когда a — нечётное

простое число.

Будем считать значение а фиксированным и рассмотрим уравнение

x2+x2+x2+x2=ab C)

с параметром Ь и четырьмя неизвестными х , х2, х,, х,. Покажем, во-

первых, что существует число bQ такое, что

0<Ь0<о D)

и уравнение C) имеет решение при Ь = Ь_, и, во-вторых, если для некоторо-

некоторого Ь' такого, что

1<Ь'<о. E)

уравнение C) имеет решение при Ь = Ь'. то существует число Ь" такое, что

0<Ь"<Ь' F)
и уравнение C) имеет решение при Ь = Ь"'. Ясно, что этого достаточно для

доказательства теоремы.

Легко проверить, что все (а+1)/2 чисел

О2, I2 ((а-1)/2J G)

попарно несравнимы друг с другом modulo a. Аналогично попарно несравнимы

(о+1)/2 чисел

-1-02. -1-12 -1-((о-1)/2J. (8)
Списки G) и (8) вместе содержат а+1 число, следовательно, в этих спис-

списках есть два числа, которые сравнимы по modulo a, т. е. существуют числа

*У х2 и Ьо такие, что

. 0Sx2S((o-1)/2) (9)
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х?+х*+1 «!*>„. A0)

Левое неравенство в D) очевидно, а правое легко получается из (9).

Пусть теперь

к]+к\+х\+х\=аЬ', A1)

где Ь' удовлетворяет E). Пусть, далее. y)t у2. уу у4
— такие целые

числа, что

Ь'). A2)

-Ь'/2<у.йЬ'/2. A3)

Согласно A1) и A2)

у]+у\+у\+у\=Ь'Ь" A4)

для некоторого Ь". Из A3) следует, что Ь <.Ь'. Равенство здесь возможно,

лишь если у)=у2=у3=у4=Ь'/2, а в таком случае | Xj I = |х, I = |*31 = |*41 =Ь'/2 и

Ь' = а, что противоречит E). Таким образом, правое равенство в F) выпол-

выполнено. Если же Ь"—Q, то у^=у2=у^=у^=0 и Ь' \а. что противоречит E) и про-

простоте а. Следовательно, левое неравенство в F) также выполнено.

Перемножая A1) и A4) и пользуясь тождеством Эйлера, мы получаем,

что ab Ь" лредставимо в виде суммы четырёх квадратов из правой час-

части B). Из A2) и A1) следует, что каждый из них, делится на Ь' , и,

сокращая, мы получаем искомое решение уравнения C), в котором Ь=Ь".

2. Китайская теорема об остатках

ТЕОРЕМА, riyctb q( qn
—

попарно взаимно простые числа, а

а. а —

произвольные числа такие, что

0?a.<q., i'=1 п. A)

Тогда сущесгвуег ровно одно число а такое, что

a =rem(o,q), / = l п B)

0<o<q,...qn. C)

Для доказательства рассмотрим q....q л-ок

<rem@.q,) rem@.qn)>,
D)

<rem(q,. qn-t.q,) rem(qr . .qn-1,qn)>.

Они все различны, ибо если

гет(а'.ч.)=гвш(с1".Ч1.). E)
то

9,1 о -о , F)
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и ввиду взаимной простоты q. q

qv..qn\a'-a". G)

что возможно, лишь если а =а .

Количество л-ок <а, ап>, удовлетворяющих A), очевидно, равно

qv.,qn,
и каждая л-ка <о( ап> из qy..qn л-ок D) удовлетворя-

удовлетворяет A). Отсюда получаем, что каждая л-ка, удовлетворяющая A), встреча-

встречается в D) ровно один раз.

3. Теорема Куммера

ТЕОРЕМА (Куммер [1852]). Если р —

простое число, то степень, в

которой оно входит в разложение на простые множители биномиального

коэффициента |^,Л I, равна количеству переносов из разряда в разряд при

сложении чисел m и п в позиционной системе счисления с основанием р.

Для доказательства заметим, что из равенства

|т + п| _ —_ A)
\ m J m\n\

следует, что

deg
m*n

= deg ((m+n)!)-deg (m!)-degp(n!), B)

где deg (k) —

степень, в которой р входит в разложение к. Нетрудно
понять, что

deg (*!)= к div p + Jt div p2 + .... C)

поскольку среди чисел 1 к ровно к div p чисел делятся на р, ровно

к div р чисел делятся на р и т. д. Таким образом,

deg (Kl/'IU 2 ((™+n) div pk - mdivp* - ndivp*). D)
Р \\ 1П J / к>)

Осталось заметить, что в этой сумме каждое слагаемое равно 1 или 0 в со-

соответствии с тем, происходит ли перенос из (/с-1)-го в к-й разряд или

нет.

4. Суммирование обобщённой
геометрической прогрессии

Пусть

Gn(q.W) = I q'i" A)
/ =0

—

сумма обобщённой геометрической прогрессии. Как известно, в случае

обычной геометрической прогрессии, т. е. при л = 0.

для 4^1- Покажем по индукции, что для любого п имеются полиномы Р с це-
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лыми коэффициентами такие, что

Р (q.qfw)

1^
Подставляя w+1 вместо w в A) и дифференцируя по q, получаем, что

-^Gn(q,w+.) = I q' ,-"*' = 2 Ч'(/ +1Г'=
dq i=0 /=0

= 12 n;'U',' = 2 hMGtq.w). D)
/=0 ;=0^ ' '

/ = 0 ^ ' J '

Полиномы Р можно теперь найти на основе рекуррентного соотношения



УКАЗАНИЯ К УПРАЖНЕНИЯМ

1.1. Очевидно, что уравнение A.3.2) разрешимо в натуральных числах

тогда и только тогда, когда уравнение D(xj-1 *т-1)=0 разрешимо в

положительных целых числах. Аналогично, уравнение A.3.2) разрешимо в

положительных целых числах тогда и только тогда, когда уравнение

0(х+1 xm+i)=0 разрешимо в натуральных числах.

1.2. Известно, что любое натуральное число вида 4х+1 представимо в

виде суммы квадратов трех целых чисел. Ясно, что два из них четны, а

одно нечётно, и, следовательно, х имеет представление х=у,+У2+Уз+Уэ-
которое позволяет ограничиться трехкратным увеличением количества неиз-

неизвестных. Известно также, что любое натуральное число лредставимо в виде

суммы у1(у,-1)/2+у2(у2-1)/2+У3(у3-1)/2 трёх треугольных чисел. Это даёт

другой путь к лишь трёхкратному увеличению количества неизвестных.

Так называемое уравнение Пелля у -dz =\ разрешимо относительно у и

z при любом значении d, не являющимся полным квадратом. Это позволяет

заменить последние m уравнений системы A.3.3) на у -Dх -l)z =1, что

также даёт трёхкратное увеличение количества неизвестных. Используя

упражнение 8.2, можно устранить у. у ценой введения всего одной не-

неизвестной, что приведёт к уравнению с 2т+1 неизвестной.

Мощная техника главы 4 позволяет установить существование такой

константы ш, что любое уравнение может быть преобразовано в эквивалент-

эквивалентное уравнение с m целочисленными неизвестными (см. также § 8.1).

1.3. Вместо A.3.6) можно взять уравнение

П D(±*, *xj = 0.

где произведение берётся по всем 2т вариантам выбора знаков "+" или "-".

1.4. Вместо уравнения D.8) можно взять уравнение

(Х0,1+Х0,2+Х0,3+Х0.4+1)Х

Ч| 0,20УМ2.1 ».2».Эт,4
1.5. Пусть полином Р(х. х ) принимает только простые значения.

Положим р=|РA 1)| и рассмотрим полином Q(y^ /m)=
=Р(ру( + 1 pym+1). Очевидно, что Q(y^ ут)аРA 1) = 0(mod р) и,

следовательно, Q(y. у )=*р. Таким образом, Q, а значит, и Р — тож-

тождественные полиномы.

1.6. Вместо уравнения A.4.8) в случае натуральнозначных неизвест-

неизвестных можно взять уравнение
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1.7. Множество, задаваемое уравнением A.4.7). есть в точности мно-

множество всех целочисленных значений дроби

Ур2('0 "J

1.8. а; В качестве А можно взять любой полином с неотрицательными

коэффициентами, принимающий каждое своё значение ровно один раз (примеры

таких полиномов см. в §3.1 и упражнении 3.1). Аналогом уравнения

A.4.8) будет уравнение

где Dtdj °n'xi "rr)~® ~

УРавнение> задающее множество ИЛ.

б) В качестве такой системы можно взять

у„.«, xm))-i-or

У2=о2.

у —а .

1.9. Можно положить

E(fa, Ьв.х0 Хт)=(х0+1)A-02(Хо,Ь, Ь,*, хт))-1.
где D — полином из представления A.5.5).

1.10. Вот соответствующие представления:

а) (х+2)(у+2)=сг;
б) хBу+3)=а;

В)х2<а<(х+1J.
1.11. Впервые это было установлено Дж. Робинсон [1952]. Другое

представление легко может быть получено на основе техники главы 2.

1.12. Необходимым и достаточным условием для того, чтобы р/ц и r/s

были последовательными подходящими дробями является выполнение равенства

lp$-qrl=l и одного -13 двух двусторонних неравенств p/qu%?r/s или

r/suXup/q. Число X может быть задано рациональными числами а/Ь и с/6 и

полиномом А{х) с целыми коэффициентами такими, что X — единственный ко-

корень уравнения /.(Г))=0 на интервале [а/Ь.с/d], причём А(а/Ь)<0, A(c/d)>0.
В этом случае х/у<Х Ф=> x/y<o/bV[x/y<c/d4A(x/y)<0].

1.13. Понятие тригонометрического диофантова уравнения было введено
в работе Конвея и Джонса [1976] в формально более широкой постановке,

чем в упражнении 1.11, и там же получена сводимость к 10-й проблеме

Гильберта.

1.14. См., например, работу Амика [1964].

1.15. Этот результат, принадлежащий А. Тарскому, был опубликован
Дж. Робинсон [1952]. Доказательство было основано на найденном
А. Тарским обобщении теоремы Штурма о количестве вещественных корней по-
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линома в данном интервале. Другое доказательство легко может быть полу-

получено на основе развитой в главе 6 техники устранения ограниченного кван-

квантора общности и несложных оценок величины корня через коэффициенты.

2.1. Это было сделано Дж. Робинсон [1952].

2.2. Это также было сделано Дж. Робинсон [1952]. Если четвёрка

<агЬуа2.Ь2'> принадлежит множеству из упражнения 2.1, Ь2=Ь( + 1 и Ь( до-

достаточно велико, то п = ((c^-a^b,) div o(.

2.3. Это было сделано в работе Матиясевича [1968в] с помощью разло-

разложения в цепную дробь квадратичных иррациональностей вида

sqrt((Bb+1 )m+b+1 J-2Ь-1).

2.4. Значения х и z связаны соотношением z-x-ay/2.

2.5. Эти последовательности были использованы, в частности, в рабо-
работе Матиясевича [1972а]. Для них характеристическим уравнением, аналогич-

аналогичным B.1.12), является

х2-Ьку-у2=±\.
2.6. Можно, например, воспользоваться сравнением B.1.5) —

при до-

достаточно большом d с

ab(n)=rem(ab+d(n), d).

2.7. Доказательство легко проводится индукцией по л. При достаточно

большом х

Ьс=геш((х-Ь)ах(с)-ах(с+1), Ьх-Ь2-1).
Идея этого диофантова представления восходит к работе Дж. Робин-

Робинсон [1952], где указано аналогичное сравнение для решений уравнения

Пелля из упражнения 1.2.

2.8. Это было сделано в работе Дж. Робинсон [1952].

2.9. Если мы знаем наименьшую высоту башни экспонент, то, как пока-

показано в работе Дж. Робинсон [1952], мы можем дать обобщённое диофантово

представление для некоторого отношения экспоненциального роста, после

чего остаётся воспользоваться упражнением 2.8.

2.9. В работе Девиса [1968] это сделано в более сильном предположе-

предположении о единственности решения u=r=1. v=s=0. Ослабление этого предположе-

предположения до ограниченного количества решений трудностей не вызывает.

3.1. Этот полином был предложен в качестве нумерующего в работе Ко-
Косовского [1971].

3.2. В работе Больман и Лаплаэы [1978] говорится, что это было ус-

установлено в (труднодоступном) отчёте Лью и Розенберга [1975].

3.3. Первоначально диофантовость этой функции была установлена в

работе Девиса, Патнама и Робинсон [1961] с помощью равенства

кйс
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Другое доказательство, не требующее установления диофантовости биноми-

биномиальных коэффициентов с рациональными аргументами, было предложено в ра-

работе Дж. Робинсон [1971]. Оно основано на сравнении

) т).

справедливом, если oabx(mod m).
3.4. См. работу Джонса и Матиясевича [19826]. При достаточно боль-

большом х целая часть числа xn/sqrtA-4/x) является шифром по основанию х

кортежа, первый элемент которого равен II

3.5. Если 2<m, qm<mm, m m<f. to неравенство

эквивалентно равенству

m

.т-к

Выражение е' можно заменить на ['¦"'"Л при достаточно большом у, и ос-

остаётся заметить, что

т! =

3.6. Используйте тождество

аналогичное тождеству из упражнения 3.5.

3.7. Воспользуйтесь тем, что по теореме Штаудта-Клауэена

где Z —

целое число, а суммирование идёт по всем простым р таким, что

р-1|2т.

3.8. lCode(o,b,c) <=> b<2Voibc;

Т Equal(o|.b),c|,o2,b2.c2) <=*

*=> 1 Cod«(o].b].c1)vn Code(o2,b2,c2)Vc, ?i c2V

toj.b,.*) ?i Elem(a2.b2»];

.^.Oj.bj) <=» Зк[Е\мп(ауЬук)>В\мп{а2.Ь2,к)];

lSmall(a.b.c.e) «=» lCode(a.b,c)v3x[Elem(a,b,ik)>e].

3.9. o=Mult(p,q,r.u,v,w) <=>

<=> 3xy[o=x)'6/Equal(p,q,r,o.(qvI!' r)drEqual(u,v.w.y.qv.w)];
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Add(p,q,r,u,v,w)=

= Mult(p,q,r,Repeat(t,v.w),v,iv)+Mult(Repeat(i,q,r),q,r,u,v,w).

3.10. s=Sum(o.b,c) <=> 3x[Equal(a,b,c,z,bc+2,c)is=rem(x,bc+1)].

3.11. /=Les$(o,.a2,b) «=> 3wx^jytSmalK/.b.w,1)i
AEqual(a|,b.w,x|,2b1vv)AEqual(ci2.b,w.;c2,2b,w)AEquai(/.b,vv,y.2b.w)A

3.12. He ограничивая общности будем считать, что aS2. Пусть b=a+1,

c=a-l, y=RepeatA,b,c), a z — шифр по основанию Ь кортежа <2.3 o>

длины с. (Этот шифр явно вычисляется по о. Ь и с — см. Приложение 4).

Кортеж с шифром х = Mult(z,b,c,z,b.c) содержи' все составные числа, не

превосходящие о. Число q, также не превосходящее о, будет простым тогда

и только тогда, когда

NotEqual(x. Repeat(q, b2, с2), c2)=w.

No«Equal(a).a2,c/)=Le«(ci|.o2.c/)+Le$s(o2,ci|.c/), w=RepeatA,b2.c2).

Положим u=NotEqual(Mult(y.b.c,x,b2,c2),Mult(z.b,c,w,b ,c)). В кортеже с

кодом <и,Ь с,с> ровно Я(о) элементов равны w, так что

JI(o)=c-Sum(NoiEqual(u.Repeat(w.b3c ,c).b3c ),b3c ,c).

3.13 Число р является n-ым простым числом. если и только

если TT(p-i)=n-t, JT(p)=n. Остаётся воспользоваться упражнениями 3.7 и 1.9.

3.14. Можно воспользоваться тем, что двоичная запись числа получа-

получается из его 2 -ичной записи путём замены каждой цифры на ее двоичную за-

запись (дополненную, при необходимости, нулями). Это позволяет с помощью

теоремы Куммера дать диофантово представление четырёхместного отношения

Small(a,2d,c,2').
3.15. Это было сделано в работе Матиясевича [19716]. Шифр d кортежа

<б@) S(n)> удовлетворяет сравнению

{bQwk + ... +bk_,w)ds aQ+... +aJ(_1w(t +d(mod wn+l)
и неравенству d<.wn* при достаточно большом основании w и определяется

этими условиями.

3.16. m=Min(ot,o2,b) <=> NotGreater(m,b,o1.b)iNotGreater(m,b.a2,bL

4Less(Less(m,o|,b).Less(m,Oj.b))=Less(m.o2.b)t4

4Less(Less(m,a2.b),Less(m,o|,b))=Lesj(m,a|,b)

3.17. Существование и единственность представления были установлены

в работе Нильсена [1924]. Конкатенации соответствует перемножение соот-

соответствующих матриц.

4 1 Рассмотрим уравнение
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Пусть к /г(
— такие числа, что это уравнение разрешимо относительно

х. х.. у. у одновременно с уравнением D.1.3). тогда уравнение

U(o, «„_,. 22'c«itor(o|l.*). к° к°. у, yw)=0
также будет универсальным.

4.2. В работе Матиясевича [19726] построены универсальные уравнения

следующих видов:

^«1 «„-«I ««,)=*=

v(*-*i *т)=Ио, оп);

4.3. Format(d,e,f) <=> d>1*Equal(f+2, 2, de+1, 1+2*°*, 2? de + 1),

4.4. Идея универсального уравнения с «прозрачной» структурой была

предложена в работе Косовского [1971]. Конкретные значения d и т были

определены, в частности, в работе Джонса [19826] — см. комментарии к

главе 8.

5.1. DOUBLE = LAST; MARKC);

while THEREWASC) do INC od

5.2. ERASE =STAR; RIGHT; WRITEB); MARKB);

while THEREISB) do

while READB) do RIGHT od:

while READ(O) do LEFT; WRITE(O); RIGHT; WRITEB) od;

while READA) do LEFT; WRITE(I); RIGHT; WRITEB) od;

while READ(A) do

while LEFT; READB) do WRITE(A) od od od

5.3. BINA) = NEW;

while READNOT(.) do STAR: RIGHT;

while READB) do RIGHT od;

while READ(O) do WRITEB); DOUBLE od;

while READA) do WRITEB); DOUBLE; INC od od;

WRITEB); ERASE

BIN(n+ 1) = BINA); BIN(n)

5.4. Это можно сделать двумя путями. Первый из них состоит в по-

построении машины Тьюринга, которая преобразует единиричное представление

кортежа в двоичное. Второй способ состоит в модификации условия

E.5.38). которое надо заменить на

где Q —

номер символа ",", а числа d d , с.,....с удовлетворяют

условиям Equal(a),2.crd1,b,c)y ,Equal(on,2,cn,dn.b.cn).
5.5. Чтобы установить диофантовость функции, вычислимой по Тьюрин-

Тьюрингу, достаточно извлечь ее значение из кортежа с шифром AfterT(/c,p,/).
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где к. р и / определены условиями E.5.36)-E.5.38), что легко сделать

по аналогии с- E.5.38).

Пусть теперь

D^°0'O1 <VX1 Xm>=°
— диофантово представление некоторой функции F. Возьмём в качестве урав-

уравнения E.4.1) уравнение
ОЛх ,,а. о ,х х )=0Fv т*\ Г '

п У ' т'

и построим по нему машину /И. описанную в § 5.4. В момент остановки маши-

машины М на ленте записан кортеж E.4.9), в котором ym=F{a^ aj. Остаёт-

Остаётся применить 2т+л+2 раза машину ERASE и i+1 раз машину DELETE.

5.6. Пусть М — машина Тьюринга, имеющая ленту, бесконечную в обе

стороны, на которой она пишет слова из алфавита {(X. О. }. Работу этой

машины можно смоделировать некоторой машиной М
, лента которой имеет ко-

конец. Машина М работает в алфавите

<*•«, «„•*¦ fW,, ?„„>•
Лента машины М имитирует ленту машины М, сложенную пополам. Чтобы

«распрямить» ленту машины М', надо снять с неё две копии: в одной копии

р. заменяется на пустые клетки, >> — на Д., в другой копии 01. заменяет-

заменяется на пустые клетки, ?>1 и у.. — на Я(.. Клетки с маркером конца "*" отре-

отрезаются, и две полубесконечные ленты склеиваются в одну ленту машины М.

Количество состояний удваивается: для каждого состояния q машины М

имеются два состояния q. и q. машины М . соответствующие нахождению

головки машины М на левой или правой половине ленты. Инструкции маши-

машины М естественным образом получаются из инструкций машины М. А именно,

каждой инструкции q.a. => ац°Я/ машины М соответствуют инструкции

Я-« =* *„*{,._ «¦?„,; =* VmkDq«. q^. =» ^dj, q^m =» ^5Ч|_м,-
шины М'. где D —

направление, противоположное О, т. е. L=R, R =L, S =S.

Аналогично, каждой инструкции q;A => О^ОЦ/ соответствуют инструкции

<К =» VmkDq«- Ч^т =* V,mDq^. q«A =* ^Dq». С^Л =» P^Dq^. Кроме того,

имеются инструкции q.* => */?q., q * ==* *Rq..

5.7. а) Эквивалентность регистровых машин машинам Тьюринга была ус-

установлена в тех работах, где вводилось это понятие (см. комментарии к

главе 5).

б) Диофантово моделирование регистровых машин см. в работах Джонса

и Матиясевича [1984], Матиясевича [1984].

5.8. Это было показано в работах Чудновского [1971, 1984]. Пусть

Ь€{2°|а€9} <=> 3x,..xm[D(b,x1 xj],
тогда требуемое представление множества X) лишь формой записи отличается

6.1. Именно такой была оригинальная конструкция из работы Девиса,

Патнама и Робинсон [1961]. См. упражнение 3.3 для аналога B.13).
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6.2. Такая форма принципа Дирихле была использована в работе Матия-
севича [1972].

6.3. Это легко получается путем m-кратного применения мультиплика-

мультипликативного принципа Дирихле из упражнения 6.2 (см., например, работы Матия-

севича [1972, 1973]).

6.4. См. работы Матиясевича [1972, 1973].

6.5. Эта идея была предложена в работе Хиросе и Ииды [1973].

6.6. См. работу Девиса, Матиясевича и Робинсон [1975].

6.7. Доказательство могло бы быть аналогичным доказательству недио-

фантовости множества Ьо в § 4.6, если бы мы смогли установить диофанто-

вость функции, которая по р и q выдаёт номер уравнения D.6.8), получаю-

получающегося из уравнения D.6.4) подстановкой конкретных значений параметров.

Проще, однако, вместо уравнения D.6.8) рассмотреть уравнение с т+2 не-

неизвестными

Пусть / и у
— такие числа, что

Ul<xmTxm+2xi хт>=Р,<*1 *m+2>-p/<*1 xmJ'

тогда предыдущее уравнение можно переписать в виде уравнения

номер которого, как нетрудно понять, является значением некоторого поли-

полинома L(i.j,p.q) с рациональными коэффициентами.

6.8. Это было доказано Р. М. Робинсоном [1956], доказательстве мож-

можно также найти в монографии Девиса [1974].

7.1. Это доказано в работе Смориньского [1977] с использованием од-

однократных экспоненциальных диофантовых представлений.

7 2. См. работу Смориньского [1977].

7.3. de=r«(b

7.4. Вместо A.4.5) можно взять уравнение

,,VlтУ\УтИ^пухУя)^я)
7.5. Это доказано в работе Матиясевича [1973].

7.6. Первоначально это было установлено в работе Денефа [1975]. Бо-

Более сильные результаты были затем получены в работах Денефа и

Липшица [1978] и Денефа [1980].

7.7. Это было показано в работе Адлера [1971]. В работе Смориньско-
Смориньского [1977] приведена более простая конструкция, использующая технику, из-

изложенную в § 7.4.
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8.1. Это отношение задается формулой

8.2. В работе Матиясевича и Робинсон [197S] показано, что таким

представлением является

1 on))±sqrt(S2(o, on))W±... tiqrt^o, on))W*-1)=0].

Здесь W —

сокращение для суммы 1+S2(crt °„)+- ¦ ¦ *^iSa\''' 'ai)' а ПР°"

изведение берется по всем 2 способом выбора знаков ±, так что после

элементарных алгебраических преобразований все квадратные корни исчезают.

8. 3. По условию

degp(a2q)=2degp(a)+degp(q)-1 * 0 = degp(b2)(mod 2).

поэтому Ikludeg (a q+b )=min(deg (a q),dag (Ь )). По индукции легко по-

получить, что из делимости

следуют делимости р I Oj pl°m-
8.4. Не ограничивая общности, мы можем считать, что В(о.Ь,iv)>4. a

следовательно, q
г-1 (mod 4), и потому среди простых делителей q вида

4п-\ найдётся такой, который входит в нечётной степени.

8.5. Первоначально это было доказано в работе Матиясевича [1972],

другое доказательство см. в работе Джонса [1981].

8.6. См. работу Матиясевича и Робинсон [1974].

8.7. См. работу Джонса [1981].

8.8. См: работу Матиясевича [1972].

8.9. Таким свойством обладает, в частности, множество всех значений

полинома Х|+2х.+.. .+2т~ х
, когда к велико по сравнению с т. Этот при-

пример, предложенный Р. М. Робинсоном, приведён в работе Матиясевича и Ро-

Робинсон [1975].

8.10. Это было сделано в работе Джонса и Матиясевича [1982] с ис-

использованием вместо универсального представления C.4.2) произвольного

биномиального коэффициента специального представления центрального бино-

биномиального коэффициента из упражнения 3.4.

8.11. Этот результат был получен в работе Девиса [19736] как прямое

следствие известной теоремы Блюма [1967] об ускорении.

9.-1. Пусть X — единственный корень алгебраического уравнения А{Х)=0

на интервале [Я.Э] с рациональными концами, причём А(Я)<0. А(Э)>0. Тре-

Требуемым диофантово вещественным числом будет

a-Ь о-Ь + 1 (о-Ь} (а-Ь +
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9.2. Ясно, что достаточно установить диофантовость функций D, Е и F

таких, что

О(п)-Е(п) Г- Л(|г)-в(|г)

Для этого можно рассмотреть кортежи <О@) D(n)>. . <?@) Е(п)>.
<F@) F(n)>. Элементы этих кортежей связаны очевидными соотношения-

соотношениями, которые легко могут быть записаны с помощью ограниченного квантора

общности.

9.3. е = ^7+|у+.... 4 = I-j+j-... Остаётся применить упражнение 9.2.

9.4. Вместо системы функций Х((Т) *jW можно взять одну функ-

функцию Х(б, *V^)' удовлетворяющую уравнениям

дб.дб.'
и подставить в (9.3.13) и (9.3.14) СХ/дб вместо X . Эта идея была

предложена в работе Адлера [1969].

10.1. а) Поскольку в разрешимости первого уравнения заинтересован

игрок В, заменим неизвестные х х_ на Ь, Ь_ ,. Аналогично, в

разрешимости второго уравнения заинтересован игрок А, поэтому заменим

у, ут
на

о3 °in+2' Выбирая значения последней переменной Ьт+2.
игрок В будет иметь возможность продемонстрировать, что о, а

,
не

являются решением. Окончательно получаем диофантову игру, задаваемую

уравнением

и,<в2'»гЬ2 Ьт+,)ХИЬ.ОГО3 "mJ-W'bO.
б) Допустим, что игрок В однажды проиграл; в дальнейшем он всегда

будет выигрывать, выбирая вторым ходом то число, которое игрок А выбрал

третьим ходом, приведшим его к победе.

в) См. работу Джонса [1982а].

10.2. Это установлено в работе Ибарры и Лейнингера [1983], где по-

показано, что такие программы могут вычислять значения полиномов с нату-

натуральными коэффициентами и сравнивать числа.

7 Ю.В.Матиясевич
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