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÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É

ÏÂÝÅÓÔ×Ï. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ
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íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÒÕÂÅÖÅ ×ÅËÏ×�

äÕÂÎÁ, �òÁÔÍÉÎÏ�, 18{22 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2000 ÇÏÄÁ

1. íÙ, ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÀ, Ó ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÉÅÍ ÏÔÍÅÞÁÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅ-

ÎÉÊ ÎÁÛÅÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÓÁÍ ÆÁËÔ ÅÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÙÅ

ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÒÏÖÄÁ-

ÅÍ ÔÒÁÄÉ�ÉÀ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÞÁÌÁ XX ×ÅËÁ, ÎÏ É

ÓÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÂÏÌÅÅ ÕÓ�ÅÛÎÏÍÕ ÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ × XXI ×ÅËÅ. ïÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ×

ÎÁÛÅÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ÒÉÎÑÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ ÒÁÂÏÔÎÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ | ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ÄÏ ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ. íÙ ×ÓÅ ÏÄÎÁ ÓÅÍØÑ, Õ ÎÁÓ

ÏÂÝÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ É ÏÂÝÉÅ �ÅÌÉ. íÙ ÕÂÅÖÄÅÎÙ, ÞÔÏ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÁÎÙ | ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÕÒÏ×ÅÎØ ÅÅ

ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ É ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-�ÏÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÅÓÔØ ÂÌÁÇÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÌÀÂÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË, É

ÏÂÑÚÁÎÎÏÓÔØ ÏÂÝÅÓÔ×Á �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÞÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ ÜÔÉÍ �ÒÁ×ÏÍ.

2. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÓÏÚÄÁÔØ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÒÇÁÎ, �ÏÓÔÏÑÎÎÏ

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑÍÉ É ÉÚÂÉÒÁÅÍÙÊ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ.

üÔÏÔ ÏÒÇÁÎ �ÒÉÚ×ÁÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÓ�ÏÌÎÑÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÁ, ÎÏ É ÓÌÅÄÉÔØ

ÚÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÍÉ × ÎÁÛÅÍ ÏÂÝÅÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ

É �ÏÍÏÇÁÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÀ ÌÕÞÛÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ. óÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ

ÍÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÒÇÁÎÁ ÕÞÉÔÙ×ÁÌÏÓØ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍÉ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á �ÒÉ �ÒÉÎÑÔÉÉ

ÒÅÛÅÎÉÊ, ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(5{11)
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3. íÎÏÇÉÅ ÎÅÄÁ×ÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ É �ÒÏÅËÔÙ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÚÙ×Á-

ÀÔ Õ ÎÁÓ ÓÅÒØÅÚÎÏÅ ÂÅÓ�ÏËÏÊÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÜÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÎÁ Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉÌÅÔ-

ÎÅÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÎÁ ËÏÎËÕÒÓÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÅÄÉÎÙÍ ÔÅÓÔÏÍ. íÙ Ï�ÁÓÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ

ÏÎÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÂÕÄÕÔ Ó�ÏÓÏÂÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × òÏÓÓÉÉ, ÎÏ, ÎÁ-

ÏÂÏÒÏÔ, �ÒÉ×ÅÄÕÔ Ë ÓÎÉÖÅÎÉÀ ÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. þÒÅÚÍÅÒÎÏÅ Õ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ

ÎÅ�ÒÏÄÕÍÁÎÎÙÍÉ ÉÎÎÏ×Á�ÉÑÍÉ, ÎÅÒÁÚÕÍÎÏÅ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÏÇÏ Ï�ÙÔÁ,

ÚÁ×ÙÛÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ�ÁÄÎÙÈ ÓÔÒÁÎ, ÎÅÄÏ-

Ï�ÅÎËÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ, ÚÁÂ×ÅÎÉÅ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÁÄÉ�ÉÊ, ÒÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÄÉ

ÒÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ | ÔÁËÏ×Ù ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÅ ÓÅÇÏÄÎÑ ÔÅÎÄÅÎ�ÉÉ, ÓÏÚÄÁ-

ÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ × ÒÏÓÓÉÊÓËÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ (É ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ) ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ. òÁÚ×ÁÌ ÓÌÏÖÉ×ÛÅÊÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÁÉÔ ÕÇÒÏ-

ÚÕ ÄÌÑ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ÓÔÒÁÎÙ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ

�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ ÄÌÑ ÓÕÄÅÂ ÎÁÒÏÄÏ× òÏÓÓÉÉ.

4. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ÎÁÛÅÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ, Ï

�ÒÉÎÑÔÙÈ ÅÀ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÄÏÛÌÁ ÄÏ ×ÓÅÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ òÏÓÓÉÉ, ÄÏ

ÕÞÅÎÙÈ É �ÒÏÓÔÙÈ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ

É ÁËÔÉ×ÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÁ É

ÂÕÄÕÝÉÈ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÊ.

5. íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ É ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ òÏÓÓÉÉ, ÉÚÕÞÁÀÝÉÍ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÕ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÉÈ ÕÓ�ÅÈÏ× É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÎÅÊ. ðÏ×ÅÒØÔÅ ÎÁÍ, ÍÙ ÚÁ-

ÂÏÔÉÍÓÑ Ï ×ÁÛÅÍ ÂÕÄÕÝÅÍ, Ï ×ÁÛÅÍ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÍ É ÄÁÖÅ �ÓÉÈÉÞÅÓËÏÍ ÚÄÏ-

ÒÏ×ØÅ. ðÌÏÈÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÎÉÚËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ËÕÌØÔÕÒÁ

× XXI ×ÅËÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÓÅÒØÅÚÎÙÍ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÕÔÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ

ÓÔÒÁÎÙ, ÎÏ É × ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÕÓ�ÅÈÁ × ÖÉÚÎÉ, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ Ó×ÏÂÏÄÕ

ÌÉÞÎÏÓÔÉ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ

ËÕÌØÔÕÒÁ ÍÏÇÕÔ ÚÁÝÉÔÉÔØ ×ÁÓ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ï�ÁÓÎÏÓÔÅÊ, ÔÁÑÝÉÈÓÑ ÎÁ �ÕÔÉ

×ÁÛÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ, �Ï×ÙÓÉÔØ ×ÁÛÉ ÛÁÎÓÙ ÎÁ ÓÁÍÏÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ �ÒÏ-

ÆÅÓÓÉÉ.

6. íÎÏÇÉÅ ÄÏËÌÁÄÙ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÂÙÌÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ �ÒÏÂÌÅÍÁÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ

ÛËÏÌÙ Ë ÷õúÕ. íÙ �ÒÅËÒÁÓÎÏ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÔÅ ÓÏ�ÉÁÌØÎÏ-ÄÅÍÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅ-

ÍÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÂÏÔÑÔÓÑ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÚÎÁÅÍ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÒÕË ×ÓÅ

ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ ËÏÎËÕÒÓÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ × ÅÇÏ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ Ï�ÁÓÁ-

ÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÁ ÎÁ ÅÄÉÎÙÊ ÔÅÓÔ, ÄÁ É �ÒÏÓÔÏ ÎÁ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ (�ÒÉ ÜÔÏÍ

ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓÁÍÙÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ

ÓÁÍÙÅ �ÅÞÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × �ÅÌÏÍ,

�ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÏÂ×ÁÌØÎÏÍÕ ÓÎÉÖÅÎÉÀ ÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ É ÄÁÖÅ Ë ÓÏ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÀ

É Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ É ÂÅÚ ÔÏÇÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ × ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ.

îÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ, ÓÏÞÅÔÁÀÝÉÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á É ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÜËÚÁ-

ÍÅÎÁ É ÔÅÓÔÏ×ÙÈ ÆÏÒÍ Ï�ÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÑ.

7. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ-�ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÏÌÅÅ ÁËÔÉ×ÎÏ É ÒÅ-

ÇÕÌÑÒÎÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍÉ

É ÎÁÕÞÎÙÍÉ. ðÒÉÍÅÒÏÍ × ÜÔÏÍ ÉÍ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÉ òÏÓÓÉÉ ÏÔÄÁÌÅÎÎÏÇÏ É ÎÅÄÁ×ÎÅÇÏ �ÒÏÛÌÏÇÏ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÑ ÄÅ-

ÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÍÉÓÓÉÉ �Ï ÛËÏÌØÎÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ òáî, ÍÙ ×ÓÅ ÖÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÏÌØ òáî × ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,

ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ, �ÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ É ÁÄÍÉÎÉÓÔÒÁÔÉ×ÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ

òáî, ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÅÅ. ÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ × ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏ-
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ÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÞÅÎÙÅ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÏÅ �ÁÒÔÎÅÒÓÔ×Ï:

ÕÞÉÔØÓÑ ÄÒÕÇ Õ ÄÒÕÇÁ É ÕÞÉÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÄÏÌÖÎÙ É ÕÞÅÎÙÅ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, É ÕÞÉÔÅ-

ÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. íÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ËÌÁÄ �ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÉ × ÛËÏÌØÎÏÅ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ×ËÌÁÄ ÏÂÝÅÓÔ×Á × ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÉ.

íÙ �ÒÉÚÙ×ÁÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÂÏÌÅÅ ÁËÔÉ×ÎÏ ÏÓ×ÁÉ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ �ÒÅÄÍÅÔÎÙÅ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÁËÔÉ×ÎÏ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÔØÓÑ ÚÎÁÎÉÑÍÉ Ó ËÏÌÌÅÇÁÍÉ. íÙ

�ÒÏÓÉÍ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÒÁÚ×É×ÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÏÂÕÞÅÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÁÍ ÕÞÁÝÉÈÓÑ É ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ×

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÝÉÈ ÜËÏÎÏÍÉÓÔÏ× É ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÉÅ×.

8. íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ëÏÍÉÓÓÉÉ �Ï íÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÍÕ ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ (ICMI) ÚÁ ÍÏÒÁÌØÎÕÀ É ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ ÎÁÛÅÊ

ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ É ÎÁÄÅÅÍÓÑ ÎÁ ÂÕÄÕÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÔÅÓÎÏÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Ï Ó ÜÔÏÊ ËÏÍÉÓ-

ÓÉÅÊ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÓÞÉÔÁÅÍ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÓÏÚÄÁÎÉÅ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ ÂÀÒÏ ICMI. íÙ

ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë éÓ�ÏÌËÏÍÕ ICMI Ó �ÒÏÓØÂÏÊ ÁËÔÉ×ÎÅÅ �ÒÉ×ÌÅËÁÔØ Ë ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅ-

ÓÔ×Õ ÕÞÅÎÙÈ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÉÚ òÏÓÓÉÉ. ÷ÙÓÏËÁÑ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÁÛÉÈ Ó�Å�É-

ÁÌÉÓÔÏ× × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÉ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÍÉÒÅ.

9. óÅÇÏÄÎÑ × ÏÂÝÅÓÔ×Å ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÓËÁÖÅÎÎÏÅ É ÄÁÖÅ ÎÅÇÁÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÓÏÏÂÝÅÓÔ×Ï ÍÁÌÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏ�ÁÇÁÎÄÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÚÎÁÎÉÑ, ÓÏÚÄÁÎÉÑ, ËÁË ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÎÑÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÉÍÉÄÖÁ� ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÉ × ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÏÚÎÁÎÉÉ. üÔÏ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÏÛÉÂËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÉÓ-

�ÒÁ×ÌÑÔØ. é ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÂÝÁ, ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ É ËÁÖÄÙÊ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ,

× ÍÅÒÕ Ó×ÏÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ

ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ óíé. ðÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÎÅ ÂÏÊÔÅÓØ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÔØ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ, ÕÞÅÎÙÍ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ, ÜÆÉÒÎÏÅ ×ÒÅÍÑ É ÇÁÚÅÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. óÒÅ-

ÄÉ ÎÉÈ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÌÀÄÅÊ, ËÏÔÏÒÙÍ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂÝÅÓÔ×Õ É ËÏÔÏÒÙÅ

ÍÏÇÕÔ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ.

10. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÅÒÎÕÔØ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÊ ÄÌÑ òÏÓÓÉÉ ×ÙÓÏËÉÊ ÓÏ�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÔÁ-

ÔÕÓ �ÒÏÆÅÓÓÉÉ ÕÞÉÔÅÌÑ, �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ ÷õúÁ, ÕÞÅÎÏÇÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÅ

Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÎÅÊ É �ÏÄÄÅÒÖËÁ ÓÏ

ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂÝÅÓÔ×Á É ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÌÁÓÔÉ, ÂÉÚÎÅÓÁ, ÁËÔÉ×ÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÎÁÕÞÎÏ-

�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÌÉÄÁÒÎÏÓÔØ × ÏÔÓÔÁÉ×ÁÎÉÉ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÈ

�ÏÚÉ�ÉÊ.
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òÅÛÅÎÉÅ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÏÂÝÅÓÔ×Ï.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÒÕÂÅÖÅ ×ÅËÏ×�

äÕÂÎÁ, 18-22 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2000 ÇÏÄÁ

íÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ �ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÊ É ÎÁÕÞÎÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÒÁÌÉÓØ ×

ÇÏÄ, ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÊ àîåóëï ÇÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÔÒÅ×ÏÖÎÏÅ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. òÁÚ×ÁÌ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÑ ÔÁÉÔ ÕÇÒÏÚÕ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ÓÔÒÁÎÙ, ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÇÒÁÖÄÁÎÓËÏÇÏ

ÏÂÝÅÓÔ×Á, ÍÏÄÅÒÎÉÚÁ�ÉÉ ÜËÏÎÏÍÉËÉ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÉÍ

�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ ÄÌÑ ÎÁÒÏÄÏ× òÏÓÓÉÉ.

çÌÏÂÁÌÉÚÁ�ÉÑ É ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ É ÓÏ�ÉÁÌØÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÔÒÅÂÕÀÔ

×ÙÓÏËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ ÏÂÝÅÓÔ×Á × �ÅÌÏÍ. ÷

ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÏÌÉÔÉËÁ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÒÏÌÉ É ×ÅÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×

ÓÉÓÔÅÍÅ ÛËÏÌØÎÏÇÏ É ×ÕÚÏ×ÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÕÛÉÔÅÌØÎÏÊ.

÷ ËÏÒÅÎÎÏÍ ÕÌÕÞÛÅÎÉÉ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÕÞÉÔÅÌÅÊ. îÅÚÁÍÅÄ-

ÌÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÄ�ÒÉÎÑÔØ ÛÁÇÉ, Ó�ÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÀ ÄÏÌÖÎÏÇÏ

Õ×ÁÖÅÎÉÑ Ë �ÒÏÆÅÓÓÉÑÍ ÕÞÉÔÅÌÑ ÛËÏÌÙ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ ×ÕÚÁ, �Ï×ÙÛÅÎÉÀ ÉÈ

ÓÏ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÁÔÕÓÁ, ÒÅÚËÏÍÕ �Ï×ÙÛÅÎÉÀ ÎÙÎÅÛÎÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÚÁÒ�ÌÁÔÙ ÕÞÉÔÅ-

ÌÅÊ, �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ×ÕÚÏ×, ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

ÔÁËÖÅ ÓÎÉÚÉÔØ ÎÁ�ÏÌÎÑÅÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ×, ÎÁÇÒÕÚËÕ ÎÁ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÕÌÕÞÛÉÔØ ÓÎÁÂÖÅ-

ÎÉÅ ÕÞÅÂÎÏ-ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÏÊ.

ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ ÏÂÓÕÄÉÌÁ �ÌÁÎÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÀ-

ÝÉÅ ×ÓÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÓÔÒÁÎÅ. íÙ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÅÍ Ï�ÁÓÅÎÉÅ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÉÅ

12-ÌÅÔÎÅÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ É ×ÓÅÏÂÝÅÇÏ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁË ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÅÎËÉ

ÚÎÁÎÉÊ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏ ÕÈÕÄÛÉÔ ÕÒÏ×ÅÎØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×

òÏÓÓÉÉ.

ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ

Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÕÎÉÆÉËÁ�ÉÉ ×Ù�ÕÓËÎÙÈ É ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅ-

ÎÏ×. ðÏ ÄÁÎÎÙÍ àîåóëï, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÚ ÒÁÚ×ÉÔÙÈ ÓÔÒÁÎ ÍÉÒÁ, × ÍÁËÓÉÍÁÌØ-

ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÉÍÅÎÑÀÝÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ, | óûá | ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ �Ï-

ÓÌÅÄÎÉÈ ÍÅÓÔ �Ï ËÁÞÅÓÔ×Õ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ òÏÓÓÉÉ ÎÅÔ ÍÅÈÁÎÉÚ-

ÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × óûá É ÒÁÚ×ÉÔÙÈ ÓÔÒÁÎÁÈ ËÏÍ�ÅÎÓÉÒÕÅÔ ÎÅÇÁÔÉ×ÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ

ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

íÙ ÕÂÅÖÄÅÎÙ, ÞÔÏ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÄÏÌÖÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÓÔÒÁÎÙ É ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ

ÅÅ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ.

ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ÌÑÅÔ:

1. ïÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ó �ÒÏÓØÂÏÊ Ë ðÒÅÚÉÄÅÎÔÕ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ æÅÄÅÒÁ�ÉÉ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÚÁÒÁÂÏÔÎÏÊ �ÌÁÔÙ É �ÅÎÓÉÉ

ÒÁÂÏÔÎÉËÁÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

2. ïÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Õ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ æÅÄÅÒÁ�ÉÉ Ó �ÒÏÓØÂÏÊ

Á) �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÜËÓ�ÅÒÔÉÚÕ Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÒÕÇÁ Ó�Å�É-

ÁÌÉÓÔÏ× É ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ ÎÁ �ÒÅÄÍÅÔ

�ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë 12-ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ;

Â) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÏ× ÎÁ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÕ ËÁË × ÛËÏÌÅ, ÔÁË É × ×ÕÚÁÈ;
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×) ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÉÚÄÁÎÉÅ ÍÁÓÓÏ×ÙÍÉ ÔÉÒÁÖÁÍÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÄÅÛÅ-

×ÙÈ ÂÁÚÏ×ÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ, �ÏÄÄÅÒÖÁÔØ ÉÚÄÁÎÉÅ ÍÅ-

ÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÖÕÒÎÁÌÏ×;

Ç) �ÒÉ ×ÎÅÓÅÎÉÉ �ÒÏÅËÔÏ× ÚÁËÏÎÏÄÁÔÅÌØÎÙÈ É ÎÏÒÍÁÔÉ×ÎÙÈ ÁËÔÏ× × ÏÂÌÁÓÔÉ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÒÁËÔÉËÏ×ÁÔØ ÉÈ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅ-

ÎÉÅÍ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË, òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÕÞÎÙÈ

ÏÂÝÅÓÔ×, ÛËÏÌØÎÏÊ É ×ÕÚÏ×ÓËÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÓÔ× ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ;

Ä) ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÛËÏÌØÎÙÅ É ×ÕÚÏ×ÓËÉÅ ÕÞÅÂÎÙÅ �ÌÁÎÙ É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �Ï

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÎÁ 5 { 10 ÌÅÔ;

Å) ÄÏ×ÅÓÔÉ ÄÏ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÒÇÁÎÏ× ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÌÁÓÔÉ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ æÅÄÅÒÁ-

�ÉÉ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÄÏËÕÍÅÎÔ.

3. ïÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ äÕÍÅ æÅÄÅÒÁÌØÎÏÇÏ óÏÂÒÁÎÉÑ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ

æÅÄÅÒÁ�ÉÉ Ó �ÒÏÓØÂÁÍÉ:

{ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÎÅÓÅÎÉÑ �Ï�ÒÁ×ÏË × ÆÅÄÅÒÁÌØÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ �ïÂ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ�, �ï �ÅÎÓÉÏÎÎÏÍ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÉ�, �ï ÂÀÄÖÅÔÅ� Ó �ÅÌØÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÇÏ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ

ÚÁÒ�ÌÁÔ É �ÅÎÓÉÊ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ × �ÅÎÓÉÏÎÎÙÊ

ÓÔÁÖ ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ �Ï×ÙÛÅÎÉÀ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÉ É ÕÈÏÄÕ ÚÁ ÄÅÔØÍÉ;

{ �ÒÉ ÚÁÓÌÕÛÉ×ÁÎÉÉ �ÒÏÅËÔÏ× ÆÅÄÅÒÁÌØÎÙÈ ÚÁËÏÎÏ×, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÂÌÅÍ ÏÂ-

ÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÁËÔÉËÏ×ÁÔØ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË, òÏÓÓÉÊÓËÏÊ

áËÁÄÅÍÉÉ ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÛËÏÌØÎÏÊ É ×ÕÚÏ×ÓËÏÊ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

4. ïÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ ÏÒÇÁÎÏ× ×ÌÁÓÔÉ ÓÕÂßÅËÔÏ×æÅÄÅÒÁ�ÉÉ Ó �ÒÏÓØ-

ÂÏÊ ÏÂÓÕÄÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ.

5. ðÒÏÓÉÔØ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË É òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ

ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÜËÓ�ÅÒÔÎÏÊ Ï�ÅÎËÅ ÕÞÅÂÎÙÈ �ÒÏ-

ÇÒÁÍÍ, ÓÉÓÔÅÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÊ, ÒÅÆÏÒÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ô. Ä.

6. ïÂÒÁÔÉÔØÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÒÁÂÏÔÎÉËÁÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ æÅÄÅÒÁ�ÉÉ Ó

�ÒÏÓØÂÏÊ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ É �ÒÉÎÑÔØ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ.

7. óÏÚÄÁÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÁ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ëÏÍÉÓÓÉÀ �Ï

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ. ðÏÒÕÞÉÔØ ëÏÍÉÓÓÉÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ

Ï ÓÏÚÄÁÎÉÉ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áÓÓÏ�ÉÁ�ÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÑ.

8. óÅËÒÅÔÁÒÉÁÔÕ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ:

Á) �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÀ ÔÒÕÄÏ× ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ,

Â) Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ Ó�ÉÓÏË ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ,

×) �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÍ óíé ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÏÌ-

ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÒÁÂÏÔÅ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ.
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ëÒÕÇÌÙÊ ÓÔÏÌ 18 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2000 ÇÏÄÁ

�áËÔÕÁÌØÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

(ëÏÎ�Å��ÉÉ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÙ, 12-ÌÅÔÎÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ)�

ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÂÙÌÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÒÕÇÌÏÍ

ÓÔÏÌÅ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ �ÉÓØÍÁ ÷.í.�ÉÈÏÍÉÒÏ×Á Ë ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ

(�ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ×ÓÅ É ÂÙÌÏ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ).

äÏÒÏÇÉÅ ÄÒÕÚØÑ!

ðÏ ÄÁ×ÎÅÍÕ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ �ÌÁÎÕ ÍÎÅ �ÏÒÕÞÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÅÒ×ÏÇÏ

×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �Ï

ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÍÏÅÇÏ ÚÄÏÒÏ×ØÑ, É ÍÎÅ ÈÏÞÅÔÓÑ ËÒÁÔËÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ, ËÁË Ñ �ÌÁÎÉÒÏ×ÁÌ

�ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ. âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÜÔÏ �ÏÍÏÖÅÔ ÷ÁÍ ÕÓ�ÅÛÎÅÅ ÅÇÏ

ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ.

ñ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌ ×ÙÄ×ÉÎÕÔØ ÄÌÑ ÄÉÓËÕÓÓÉÉ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ | ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÈ É

ÁËÔÉ×ÎÏ ×ÓÀÄÕ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ:

1) òÁÚÕÍÅÎ ÌÉ �ÅÒÅÈÏÄ Ë Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ, �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÓÅÊÞÁÓ íÉ-

ÎÉÓÔÅÒÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ?

2) òÁÚÕÍÅÎ ÌÉ �ÅÒÅÈÏÄ ÎÁ ÅÄÉÎÙÊ ÏÂÝÅÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÅÓÔ (×ÍÅÓÔÏ ×ÓÔÕ-

�ÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ×)?

ãÅÌØÀ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ, ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÎÉÑ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÏ× ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ô. �. îÏ ÍÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÏÂ-

ÓÕÄÉÔØ ÜÔÉ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ × �ÒÉÎ�É�Å ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ ÏÔ ×ÓÅÈ

ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (ÏÎÉ | ÜÔÉ ÏÔ×ÅÔÙ | �Ï ÓÕÔÉ ÂÉÎÁÒÎÙ).

üÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÙ É ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ. ãÅÌØ ËÒÕÇ-

ÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ ÎÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÄÉÎÏÄÕÛÉÑ, ÎÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �ÏÚÉ�ÉÉ

ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÎÁÛÅÇÏ ÓÏ×ÅÝÁÎÉÑ É ×ÙÓÌÕÛÁÔØ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÚÁ É �ÒÏ-

ÔÉ×. é �ÏÔÏÍÕ (ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ Ñ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÌ ÜÔÏ, É, ËÁË ÓÞÉÔÁÀ, | Ó ÕÓ�ÅÈÏÍ) Ñ

�ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ðÕÓÔØ ÎÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÌÉÓÔÅ × ÌÅ×ÏÊ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÙÊ

ÕÞÁÓÔÎÉË ËÒÕÇÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ ÄÏ ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ×ÙÓËÁÖÅÔ Ó×ÏÅ ÍÎÅÎÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ

ÆÏÒÍ: �ÄÁ�, �ÎÅÔ�, �ÍÉËÓ� (�ÄÁ� Ó ÏÇÏ×ÏÒËÁÍÉ, �ÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ

ÕÓÌÏ×ÉÊ) ÉÌÉ �ÎÅ ÚÎÁÀ�.

áÎËÅÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ ÁÎÏÎÉÍÎÙÍ.

ïÓÎÏ×ÎÙÍ �ÒÉÎ�É�ÏÍ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÄÉÓËÕÓÓÉÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÒÉÎ�É� Ó×ÏÂÏÄÙ.

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ, ËÔÏ ÈÏÞÅÔ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔ Ó×ÏÅ ÍÎÅÎÉÅ, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ Ó×ÏÊ ÌÉÞ-

ÎÙÊ ÖÉÚÎÅÎÎÙÊ Ï�ÙÔ, ÎÏ ÏÓÏÚÎÁ×ÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÏÀ ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÚÁ ÂÕÄÕÝÅÅ

ÎÁÛÅÊ �ÒÏÆÅÓÓÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

úÁÔÅÍ ÎÁÞÁÌÁÓØ ÂÙ ÄÉÓËÕÓÓÉÑ. ñ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ä×ÕÈ �ÅÒ×ÙÈ ×Ù-

ÓÔÕ�ÁÀÝÉÈ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Ä×ÏÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-

ÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅ ×Ï�ÒÏÓÏ× Ë ÎÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ Ë ÏÔËÒÙÔÏÍÕ

ÄÉÓ�ÕÔÕ.

úÄÅÓØ ×ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Õ×ÁÖÅÎÉÅ Ë ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÍÕ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Õ.

÷Ï ×ÓÅÈ ÍÅÒÏ�ÒÉÑÔÉÑÈ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÅ ÄÏ×ÏÄÉÌÏÓØ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÕÞÁÓÔÉÅ, ÏÝÕÝÁÌÏÓØ ÞÕ×ÓÔ×Ï ÅÄÉÎ-

ÓÔ×Á, ÎÏ ÎÅ ÕÂÅÖÄÅÎÉÊ É ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ (ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ×ÏÚ×ÒÁÔÕ × �ÒÏ-

ÛÌÏÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÏÄÎÉÍÁÌÉ ÒÕËÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ | ÉÓÔÉÎÁ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÁÍÉ

ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ), ÎÏ ÞÕ×ÓÔ×ÏÍ ÏÂÝÅÊ ËÒÏ×ÎÏÊ ÏÚÁÂÏÞÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁ ÎÁÛÕ ÎÁÕËÕ, ÚÁ ÎÁÛÅ
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ÂÕÄÕÝÅÅ, ÚÁ ÓÕÄØÂÕ ÎÁÛÉÈ ÄÅÔÅÊ É ×ÎÕËÏ×. é �ÕÓÔØ �ÅÌØÀ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÝÉÈ (ÒÅÇÌÁ-

ÍÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ×ÅÓØÍÁ ÖÅÓÔËÉÍ) ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÕÎÉÖÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ Ï��ÏÎÅÎÔÏ×, ÎÅ

Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ × ÓÁÒËÁÚÍÅ É ÏÓÔÒÏÕÍÉÉ, ÎÏ ÖÅÌÁÎÉÅ ×ÙÄ×ÉÎÕÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ É

ÇÌÕÂÏËÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ × �ÏÌØÚÕ ÉÌÉ �ÒÏÔÉ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ.

äÉÓËÕÓÓÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÂÝÉÍ ÒÅÇÌÁÍÅÎÔÏÍ (ÓËÁÖÅÍ, 45 ÍÉÎÕÔ

ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ), ÞÔÏÂÙ ×ÅÓØ ËÒÕÇÌÙÊ ÓÔÏÌ × Ó×ÏÅÊ ÏÆÉ�ÉÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÌÓÑ ÏËÏÌÏ

Ä×ÕÈ ÞÁÓÏ×. ðÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÉ ÄÉÓËÕÓÓÉÉ Ñ ÂÙ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÚÁÎÏ×Ï ÏÔ×ÅÔÉÔØ × �ÒÁ×ÏÊ

ÞÁÓÔÉ ÁÎËÅÔÙ ÎÁ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ É �ÏÔÏÍ ÓÄÁÔØ ÁÎËÅÔÙ ÄÌÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ. üÔÉ

ÄÁÎÎÙÅ, ËÁË ÍÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏËÁÖÕÔÓÑ ÁÄÅË×ÁÔÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÎÅÎÉÅÍ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ

ÌÀÄÑÍ É ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑÍ, �ÌÁÎÉÒÕÀÝÉÍ ÒÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÍÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ-

ÓÑ ÉÌÉ �ÏÊÔÉ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÍ �ÕÔÅÍ. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅÌÁÀ ×ÁÍ ÕÓ�ÅÈÁ.

÷.í.�ÉÈÏÍÉÒÏ×

éÔÏÇÉ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ

éÔÏÇÉ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÁÎËÅÔ, ÓÄÁÎÎÙÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÓÔÏÌÁ, ÔÁËÏ×Ù:

12-ÌÅÔËÁ

ÄÁ ÎÅÔ mix ÎÅ ÚÎÁÀ ÷ÓÅÇÏ

�ÅÒÅÄ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ 11 96 14 7 128

�ÏÓÌÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ 9 107 8 4 128

åÄÉÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ

ÄÁ ÎÅÔ mix ÎÅ ÚÎÁÀ ÷ÓÅÇÏ

�ÅÒÅÄ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ 24 81 16 9 130

�ÏÓÌÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ 22 88 14 7 131
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÷.í.�ÉÈÏÍÉÒÏ×

÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÄÅÎØ �ÏÚÁ�ÒÏÛÌÏÇÏ ÇÏÄÁ ÉÓ�ÏÌÎÉÌÏÓØ ÓÔÏ ÌÅÔ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ

×ÙÄÁÀÝÅÇÏÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ | ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ ìÀ-

ÓÔÅÒÎÉËÁ.

ì.á.ìÀÓÔÅÒÎÉË ÒÏÄÉÌÓÑ × ÎÅÂÏÌØÛÏÍ �ÏÌØÓËÏÍ ÇÏÒÏÄËÅ úÄÕÎÓËÁ ÷ÏÌÑ, ÂÌÉÚ

ìÏÄÚÉ 31 ÄÅËÁÂÒÑ 1899 ÇÏÄÁ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ðÅÒ×ÏÊ ÍÉÒÏ×ÏÊ ×ÏÊÎÙ, ÖÅÌÁÑ ÉÚÂÅÇÎÕÔØ

ÎÅÍÅ�ËÏÊ ÏËËÕ�Á�ÉÉ, ÏÎ ÂÙÌ ×ÙÎÕÖÄÅÎ �ÅÒÅÂÒÁÔØÓÑ × óÍÏÌÅÎÓË. (ó£ÓÔÒÙ ÅÇÏ

ÏÓÔÁÌÉÓØ × ðÏÌØÛÅ É �ÏÇÉÂÌÉ ×Ï ÷ÔÏÒÕÀ ÍÉÒÏ×ÕÀ ×ÏÊÎÕ.)

ìÀÓÔÅÒÎÉË �ÏÓÔÕ�ÉÌ × óÍÏÌÅÎÓËÕÀ ÇÉÍÎÁÚÉÀ (× ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÎÅÅ ÕÞÉÌÓÑ É ËÏ-

ÔÏÒÕÀ × 1913 ÇÏÄÕ ÚÁËÏÎÞÉÌ ðÁ×ÅÌ óÅÒÇÅÅ×ÉÞ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×). ÷ 1918 ÇÏÄÕ, �Ï

ÏËÏÎÞÁÎÉÉ óÍÏÌÅÎÓËÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ (ÔÁË ÓÔÁÌÁ ÉÍÅÎÏ×ÁÔØÓÑ ÇÉÍÎÁÚÉÑ), ÏÎ

�ÏÓÔÕ�ÁÅÔ × íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ÎÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ.

ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ìÀÓÔÅÒÎÉË �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ Ë ÂÌÅÓÔÑÝÅÊ �ÌÅÑÄÅ ÕÞÅÎÉËÏ× îÉ-

ËÏÌÁÑ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÁ ìÕÚÉÎÁ.

åÇÏ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ ÓÏ×�ÁÌÉ Ó ÔÏÊ �ÏÒÏÊ ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÙ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ

ð.ó.áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× �ÉÓÁÌ ÔÁË: ��Ï ÂÙÌÉ ÇÏÄÙ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏÇÏ �ÏÄß£ÍÁ É Õ×ÌÅÞÅÎÉÑ

×ÎÅÚÁ�ÎÏ ÏÔËÒÙ×ÛÉÍÉÓÑ ÎÏ×ÙÍÉ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÇÏÄÙ �ÏÄÌÉÎÎÏÇÏ

�×ÅÔÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÍÏÌÏÄÙÈ ÌÀÄÅÊ, ×�ÅÒ×ÙÅ ×ËÕÓÉ×ÛÉÈ ÒÁÄÏÓÔØ Ô×ÏÒÞÅÓËÏÇÏ

ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÑ Ó ÎÁÕËÏÊ. íÁÌÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ �ÅÒÉÏÄÏ× ÓÔÏÌØ

ÇÏÒÑÞÅÇÏ ÜÎÔÕÚÉÁÚÍÁ, ËÁË ÎÁÞÁÌÏ Ä×ÁÄ�ÁÔÙÈ ÇÏÄÏ× × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ,

ËÏÇÄÁ × ÓÔÏÌØ ËÏÒÏÔËÉÊ ÓÒÏË, ÂÕË×ÁÌØÎÏ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ, ×ÏÚÎÉËÌÁ ÂÏÌØÛÁÑ ÎÁÕÞ-

ÎÁÑ ÛËÏÌÁ, × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉ×ÛÁÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÎÁÛÅÊ

ÓÔÒÁÎÅ É ÓÒÁÚÕ ×ÙÄ×ÉÎÕ×ÛÁÑ �ÅÌÙÊ ÒÑÄ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÕÞÅÎÙÈ�. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ

ÑÒËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ÂÙÌ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ìÀÓÔÅÒÎÉË.

ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ (1921 Ç.) ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÂÙÌ ÏÓÔÁ×ÌÅÎ �ÒÉ

ÎÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁ 2-ÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ�. ÷ 1922Ç. ÏÎ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ

ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏÍ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ íçõ.

÷ 1924 Ç., ÂÕÄÕÞÉ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏÍ, ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ×�ÅÒ×ÙÅ ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ Ó ÄÏËÌÁ-

ÄÏÍ ÎÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÝÅÓÔ×Å É ÓÄÁÅÔ × �ÅÞÁÔØ �ÅÒ×ÕÀ ÎÁÕÞÎÕÀ

ÒÁÂÏÔÕ. ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÏÂÌÁÄÁÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÕ×ÓÔ×ÏÍ ÀÍÏÒÁ. ðÏÓÌÅ Ó×ÏÅÇÏ

�ÅÒ×ÏÇÏ ÄÏËÌÁÄÁ ÎÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÂÝÅÓÔ×Å, ÏÎ ÂÙÌ �ÒÉÎÑÔ × ÞÌÅ-

ÎÙ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á, É ÔÏÇÄÁ ÖÅ ÅÍÕ ÂÙÌ ×ÒÕÞ£Î ËÌÀÞ ÏÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÕÁÌÅÔÁ,

ËÕÄÁ ÄÏ�ÕÓËÁÌÉÓØ ÌÉÛØ ÞÌÅÎÙ ïÂÝÅÓÔ×Á. �üÔÏ ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÊ ÚÁËÒÙÔÙÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔÅÌØ × ÍÏÅÊ ÖÉÚÎÉ�, | ÔÁË ÚÁËÌÀÞÁÅÔ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÜÔÏÔ Ü�ÉÚÏÄ Ó×ÏÅÊ

ÖÉÚÎÉ.

åÇÏ �×Ù�ÕÓËÎÁÑ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÓËÁÑ ÒÁÂÏÔÁ� �ðÒÑÍÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓ-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ� (1926 Ç.) �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ íçõ

ÎÁÇÒÁÖÄÁÅÔÓÑ �ÒÅÍÉÅÊ îÁÒËÏÍ�ÒÏÓÁ. ÷ 1927 ÇÏÄÕ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(12{19)
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�ÒÉ×ÁÔ-ÄÏ�ÅÎÔÏÍ íçõ É ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÞÉÔÁÔØ ÔÁÍ Ó×ÏÉ �ÅÒ×ÙÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ËÕÒÓÙ.

÷ 1928 ÇÏÄÕ ÏÎ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × ÒÁÂÏÔÅ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÇÒÅÓÓÁ

× âÏÌÏÎØÅ, ÇÄÅ ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ Ó ÄÏËÌÁÄÏÍ ��Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-

ÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ�. ÷ ÔÏÍ ÖÅ 1928 ÇÏÄÕ ÏÎ ÉÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÏÌÖÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ

îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ çÏÓÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. îÏ ÔÁÍ ÏÎ �ÒÏÒÁÂÏÔÁÌ ÎÅÄÏÌÇÏ.

÷ 1930 ÇÏÄÕ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ ÉÚÂÉÒÁÀÔ ÎÁ ÄÏÌÖÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ íçõ (× Ú×ÁÎÉÉ

�ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ, Á ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É × ÓÔÅ�ÅÎÉ ÄÏËÔÏÒÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË,

ÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × 1935 ÇÏÄÕ Ó ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ ÷áëÁ).

ûÉÒÏÔÁ ÎÁÕÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ ÂÙÌÁ ÎÅÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ: ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É

ÍÎÏÇÏÅ ÄÒÕÇÏÅ. ìÀÓÔÅÒÎÉË ÂÙÌ É ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ, É ÁÎÁÌÉÔÉËÏÍ. äÌÑ ÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÓÔÉÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÔ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ë ÓÌÏÖÎÏÍÕ, × ÏÓÎÏ×Å ÄÁÌ£ËÉÈ

ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ Õ ÎÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÁÌÁ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÏÄÅÌØ.

ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï ÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-

ÎÉÑÈ × ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ É �Ï ÍÅÔÏÄÕ ÓÅÔÏË ÍÙ ÄÁÌÅÅ �ÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÂÏÌÅÅ

�ÏÄÒÏÂÎÏ.

ïÂÏ ×Ó£Í ÜÔÏÍ ÏÎ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÓËÁÚÁÌ × ÓÔÉÈÁÈ:

�ñ ÓÔÁÌ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎØÑÈ

�ÏÇÄÁ × íÏÓË×Å ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÍÏÄÎÙÈ |

÷ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎØÉ,

úÁÄÁÞÁÈ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ: : :

ñ ÍÅÔÏÄ ÓÅÔÏË ÒÁÚ×É×ÁÌ.�

÷ 20-Å { 30-Å ÇÏÄÙ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Óo ìØ×ÏÍ çÅÎÒÉÈÏ×ÉÞÅÍ

ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÏÍ) ÓÏÚÄÁ£Ô ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ | ÔÏ�Ï-

ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ××ÏÄÉÔ ÎÏ×ÙÊ ÇÏ-

ÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, É × ÒÁÂÏÔÅ, ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ Ó ì. ç.ûÎÉ-

ÒÅÌØÍÁÎÏÍ, ÕÓ�ÅÛÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ Ë Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË

ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. éÔÏÇÏÍ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÉÌÏÓØ

ÒÅÛÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ Ï ÔÒÅÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ, É ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ×ÏÛÅÌ × ÞÉÓÌÏ ×ÙÓÛÉÈ ÍÉÒÏ×ÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÎÁÛÅÇÏ ×ÅËÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. (ïÂ

ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ × ÎÁÛÅÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ Ó ÷.÷.õÓ�ÅÎÓËÉÍ ÓÔÁÔØÅ

Ï ì. ç.ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÅ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ

�ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�.)

ðÒÅÄ×ÏÅÎÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ ÂÙÌÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙË-

ÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÉÍ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÙ �Ï ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �Ï×ÅÄÅÎÉÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁÄÁÞ

ÔÉ�Á ûÔÕÒÍÁ-ìÉÕ×ÉÌÌÑ), ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ (ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÉÍ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÅÖÉÔ × ÓÁÍÏÊ ÏÓÎÏ×Å ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅ-

ÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÂ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ �ÏÊÄ£Ô ÒÅÞØ ÄÁÌÅÅ), ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ

ÓÔÁÌÏ ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÒÕÎÎÁ {íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÏÂ ÏÂß-

£ÍÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×).

ó 1934 ÇÏÄÁ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ, ÎÅ �ÒÅËÒÁÝÁÑ Ó×ÑÚÉ Ó ÍÅÈÍÁÔÏÍ, ÓÔÁÌ ÒÁÂÏ-

ÔÁÔØ × íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ éÎÓÔÉÔÕÔÅ ÉÍ. ÷.á.óÔÅËÌÏ×Á áî óóóò. ÷ ÇÏÄÙ ×ÏÊ-

ÎÙ �ÏÄ ÅÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÔÁÍ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ Ó�Å�-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÒÏÎÎÏÇÏ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍ ÂÙÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ É ×ÎÅÄÒÅÎÙ ÔÁÂÌÉ�Ù, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ
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ÛÔÕÒÍÁÎÁÍ ÓÁÍÏÌ£ÔÏ× ÂÙÓÔÒÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ �Ï ÄÁÎÎÙÍ �ÒÉÂÏÒÁ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÁÍÏ-

Ì£ÔÁ. äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉÓØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ.

üÔÏ �ÒÉ×ÅÌÏ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ

ÓÒÅÄÓÔ×. ì.á.ìÀÓÔÅÒÎÉË �ÒÏÑ×ÉÌ ÇÌÕÂÏËÏÅ �ÏÎÉÍÁÎÉÅ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ× ÒÁÚ×ÉÔÉÑ �ÒÉ-

ËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÉ É ÓÏÔÒÕÄÎÉËÉ Õ×ÅÒÑÌÉ ÍÅÎÑ, ÞÔÏ

ÓÁÍÉ ÔÅÒÍÉÎÙ �×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ� É �×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ� ÂÙÌÉ

×�ÅÒ×ÙÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÙ ìÁÚÁÒÅÍ áÒÏÎÏ×ÉÞÅÍ!

÷ 1942 ÇÏÄÕ ìÁÚÁÒÅÍ áÒÏÎÏ×ÉÞÅÍ ÂÙÌÁ × ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÓÒÏË (ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÏÂÕÓÌÏ-

×ÌÅÎÏ ÏÒÇÁÎÁÍÉ îë÷ä) ÒÅÛÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ËÕÒÓÏ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ | ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ �ÉÌÏÔÁ Ó×�ÅÄÅÎÉÑ. ïÎÉ ÄÏ ×ÏÊ-

ÎÙ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏ. ÷ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å �Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ

ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÕÎËÔÏ× ÓÒÁÚÕ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ �ÕÔÅ×ÙÅ ÕÇÌÙ É ÄÌÉÎÁ

�ÒÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ �Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ ÔÒ£È �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÙ-

ÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ, ËÁË ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÏÄÎÁ ÔÏÞÎÏ, Á

ÄÒÕÇÁÑ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.

ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÂÙÌ ÉÚÂÒÁÎ ÞÌÅÎ-ËÏÒÒÅÓ�ÏÎÄÅÎÔÏÍ áî óóóò × 1946Ç., ×

ÔÏÍ ÖÅ ÇÏÄÕ ÏÎ ÂÙÌ ÕÄÏÓÔÏÅÎ Ú×ÁÎÉÑ ÌÁÕÒÅÁÔÁ óÔÁÌÉÎÓËÏÊ �ÒÅÍÉÉ | ×ÙÓÛÅÇÏ

�ÒÅÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÌÉÞÉÑ × ÔÅ ×ÒÅÍÅÎÁ.

÷ �ÏÓÌÅ×ÏÅÎÎÙÅ 40-Å ÇÏÄÙ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÌÁÓØ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÓÏÚÄÁÎÉÀ, ËÁË ÔÏÇÄÁ

ÎÁÚÙ×ÁÌÉ, �ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ áãí� (Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÉÆÒÏ×ÙÈ ÍÁÛÉÎ), ì.á. ìÀ-

ÓÔÅÒÎÉË ÓÔÁÌ ÚÁ×ÅÄÕÀÝÉÍ ÏÔÄÅÌÏÍ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÔÏÞÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-

ÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ áî óóóò. ïÎ ÂÙÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÉÎÉ�ÉÁÔÏÒÏ× ÏÔËÒÙÔÉÑ × óóóò ÔÁËÏ-

ÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ, ÔÁËÖÅ ËÁË É ÓÏÚÄÁÎÉÑ × íçõ É × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ×ÕÚÁÈ ÎÁÛÅÊ

ÓÔÒÁÎÙ ËÁÆÅÄÒ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÁËÔÉ×ÎÏ ÚÁÎÑÌÓÑ

ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ËÒÕÇÏÍ �ÒÏÂÌÅÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-

ÒÏ×ÁÎÉÅÍ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÅÍÕ × óóóò �ÏÑ×ÉÌÁÓØ �ÅÒ×ÁÑ ÎÁÕÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á �Ï ÒÁÂÏÔÅ

ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎÁÈ, Á ÚÁÔÅÍ É �ÅÒ×ÁÑ ÓÏ×ÅÔÓËÁÑ ËÎÉÇÁ �Ï �ÒÏÇÒÁÍ-

ÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ (ì.á. ìÀÓÔÅÒÎÉË, á.á.áÂÒÁÍÏ×, ÷.é.ûÅÓÔÁËÏ×, í.ò.ûÕÒÁ-âÕÒÁ

�òÅÛÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �ÉÆÒÏ×ÙÈ ÍÁÛÉÎÁÈ�, í.:

éÚÄ-×Ï áî óóóò, 1952). ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ Ñ×ÉÌÓÑ É �ÅÒ×ÙÍ × óóóò ÌÅËÔÏÒÏÍ

�Ï ËÕÒÓÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.

÷ 50-Å { 60-Å ÇÏÄÙ Õ ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÏ×ÙÊ Ô×ÏÒÞÅÓËÉÊ ×ÚÌ£Ô|

É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÅÓÔÑÝÉÊ �ÉËÌ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔ (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ Ó íÁÒËÏÍ éÏÓÉÆÏ×ÉÞÅÍ

÷ÉÛÉËÏÍ) �Ï ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÏÍ, ÚÁÄÁÞÁÍ Ó ÂÁÒØÅÒÁÍÉ É Ó ÂÙÓÔÒÏ ÍÅÎÑÀÝÉÍÉÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ,

�Ï ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÀ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� É Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.

ïÇÒÏÍÎÕÀ ÒÏÌØ ÓÙÇÒÁÌ ì.á.ìÀÓÔÅÒÎÉË × ÓÁÍÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. ïÎ ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÍ, ËÔÏ �ÒÏÞÅÌ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ËÕÒÓ

ÌÅË�ÉÊ �Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ É ÏÔËÒÙÌ �Ï ÎÅÍÕ (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó áÂÒÁÍÏÍ

éÅÚÅËÉÉÌÏ×ÉÞÅÍ ðÌÅÓÎÅÒÏÍ) ÎÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó íÉ-

ÈÁÉÌÏÍ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÉÞÅÍ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×ÙÍ ÏÎ ËÏÒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÄÅÒÎÉÚÉÒÏ×ÁÌ

ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ ËÕÒÓ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ïÄÎÉÍ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÏÎ ÏÂßÑ×ÉÌ

ÆÁËÕÌØÔÅÔÓËÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒ �Ï ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ | ÅÝÅ ÄÏ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÁÆÅÄÒÙ, �ÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÒÁÂÏÔÁÌ (ÄÏ

�ÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÕ ïðõ | ÏÂÝÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ). ïÎ ÖÅ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÌ

ÚÁÔÅÍ ÓÅÍÉÎÁÒ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×ÏÍ. äÏÂÁ-

×ÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÍ ÚÁ×ÅÄÕÀÝÉÍ ËÁÆÅÄÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÅÈ-
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ÍÁÔÁ íçõ, ÂÙÌ ÓÒÅÄÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏ× �ÅÒ×ÙÈ íÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÛËÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ, �ÅÒ×ÙÍ ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ ÖÕÒÎÁÌÁ �õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË�. óÒÅÄÉ ÕÞÅÎÉËÏ× ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ 20 ÄÏËÔÏÒÏ× ÎÁÕË É ÏËÏÌÏ 50

ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÎÁÕË.

ó �ÒÉÈÏÄÏÍ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÕ ïðõ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÔÁÌ ÞÉÔÁÔØ ÎÁ ÎÅÊ

Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ËÕÒÓÙ É ×ÅÓÔÉ ÎÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÅ ÓÅÍÉÎÁÒÙ. éÍÅÎÎÏ ÎÁ ÜÔÏÊ

ËÁÆÅÄÒÅ ÏÎ ÚÁÎÑÌÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÏÊ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ| ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ

ÍÅÔÏÄÏ× × ÔÅÏÒÉÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ Ó×ÏÅÊ ËÏÎÞÉÎÙ ÉÍ ÂÙÌÁ

Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ É × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

ó 1969 ÇÏÄÁ �ÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ì.á. ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ ÓÔÁÌÉ ×ÙÈÏ-

ÄÉÔØ ÓÂÏÒÎÉËÉ ÔÒÕÄÏ× ÉÚ ÓÅÒÉÉ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÓÔ×ÏÍ�. óÅÒÉÑ ×ÏÚÎÉËÌÁ × Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �ÏÄ ÅÇÏ

ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ, ÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ËÌÀÞÉÌÁ × Ó×ÏÊ ËÒÕÇ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× É ÄÒÕÇÉÅ ÉÓÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÏ×ÏÄÉ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÅ ïðõ. ÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ÉÚÄÁÎÏ ÄÅ×ÑÔØ ÓÂÏÒÎÉËÏ×

ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ.

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ Ó×ÏÅÊ ÖÉÚÎÉ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ �ÒÏ×£Ì ÎÁ ËÁÆÅÄÒÅ ÏÂÝÉÈ �ÒÏ-

ÂÌÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. äÏ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÌ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,

ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ | ÷ÙÞÉÓÌÉ-

ÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, �ÅÒÅÛÌÁ ÔÕÄÁ. îÏ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÎÅ �Ï-

ÖÅÌÁÌ ÒÁÓÓÔÁ×ÁÔØÓÑ Ó ÍÅÈÍÁÔÏÍ É ÉÚ ×ÓÅÈ ËÁÆÅÄÒ ÍÅÈÍÁÔÁ ×ÙÂÒÁÌ ËÁÆÅÄÒÕ ïðõ.

ñ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÌ ÜÔÏ, ËÁË �ÏÄÁÒÏË ÓÕÄØÂÙ.

ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ, ËÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÅÇÏ ×ÅÌÉËÉÅ Ó×ÅÒÓÔÎÉËÉ, ÂÙÌ ÌÅÇÅÎÄÁÒÎÏÊ

ÆÉÇÕÒÏÊ. ðÒÏ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÓÌÙÛÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÓÍÅÛÎÙÈ ÒÁÓÓËÁÚÏ×. þÁÓÔÏ ÌÀ-

ÄÉ ÂÏÑÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÍÅÛÎÙÍÉ, É, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÜÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÂÏ ÏÂ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÉÈ ÌÉÞÎÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÒÅÉÓ�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÄÏÂÒÏÖÅÌÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á. ó×ÅÔÌÁÑ ÌÉÞÎÏÓÔØ ×ÙÓ×ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÞÁÍÉ ÀÍÏÒÁ. ÷ÏÔ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ ÉÚ

ÖÉÚÎÉ ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ.

ïÄÎÁÖÄÙ å×ÇÅÎÉÊ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ìÁÎÄÉÓ, ÂÕÄÕÞÉ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÓÄÁÔØ

Ó�Å�ËÕÒÓ ìÀÓÔÅÒÎÉËÕ. ïÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × ÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ìÀÓÔÅÒÎÉË ÚÁÄÁÌ

×Ï�ÒÏÓ É ËÕÄÁ-ÔÏ ×ÙÛÅÌ. ÷ÓËÏÒÅ ÏÎ ×ÅÒÎÕÌÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÎÁÞÁÌ ÜËÚÁÍÅÎÁ, Á ÓÔÁÌ ÒÁÚÇÏ-

×ÁÒÉ×ÁÔØ Ó ìÁÎÄÉÓÏÍ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (ìÁÎÄÉÓ ÂÙÌ ÁËÔÉ×ÎÙÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ ÍÎÏÇÉÈ

ÓÅÍÉÎÁÒÏ×). üÔÏ ÄÌÉÌÏÓØ ÏËÏÌÏ ÞÁÓÁ. îÁËÏÎÅ�, ìÀÓÔÅÒÎÉË ÎÅÔÅÒ�ÅÌÉ×Ï �ÏÓÍÏ-

ÔÒÅÌ ÎÁ ÞÁÓÙ É ÓËÁÚÁÌ: �îÕ ËÕÄÁ ÖÅ ÏÎ �ÒÏ�ÁÌ?�. �ëÔÏ-ÔÏ ÄÏÌÖÅÎ �ÏÄÏÊÔÉ?� |

Ó�ÒÏÓÉÌ ìÁÎÄÉÓ. �îÕ ËÏÎÅÞÎÏ, ÇÄÅ ÖÅ ÔÏÔ ÓÔÕÄÅÎÔ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ 
 ÷ÁÍÉ ÄÏÌÖÎÙ

ÂÙÌÉ ÜËÚÁÍÅÎÏ×ÁÔØ?�.

÷ 1975 ÇÏÄÕ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ×ÙÛÅÌ ÎÁ �ÅÎÓÉÀ. ëÁË-ÔÏ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÜÔÏÇÏ

ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÆÅÓÓÏÒ íçõ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÎÁ �ÅÎÓÉÀ.

íÎÏÇÉÅ ÚÎÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔËÒÙÔØ �ÁÒÁÄÎÕÀ Ä×ÅÒØ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ

íçõ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅÍÁÌÙÅ ÕÓÉÌÉÑ. ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ �ÏÛÕÔÉÌ ËÁË-ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÆÅÓ-

ÓÏÒ íçõ ÍÏÖÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÌÉÛØ ÄÏ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÁÍ ÂÅÚ �ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ

�ÏÍÏÝÉ ÍÏÖÅÔ ÏÔËÒÙ×ÁÔØ ÜÔÕ Ä×ÅÒØ.

ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ìÀÓÔÅÒÎÉË ÓËÏÎÞÁÌÓÑ 23.07.1981.

÷ �ÁÍÑÔØ Ï ÎÅÍ × ÓÅÎÔÑÂÒÅ 1999 ÇÏÄÁ ËÁÆÅÄÒÁ ïðõ, ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó íé òáî É

íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÍ âÁÎÁÈÏ×ÙÍ �ÅÎÔÒÏÍ, �ÒÏ×ÅÌÉ × ÷ÁÒÛÁ×Å É âÅÎÄÌÅ×Ï (ÂÌÉÚ ðÏ-

ÚÎÁÎÉ) ÍÉÎÉ-ÓÉÍ�ÏÚÉÕÍ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÊ 100-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ìÁÚÁÒÑ áÒÏ-

ÎÏ×ÉÞÁ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ.
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* * * * * *

á ÔÅ�ÅÒØ ËÏÓÎ£ÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÍ × Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å

ìÁÚÁÒÑ áÒÏÎÏ×ÉÞÁ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ.

ì.á.ìÀÓÔÅÒÎÉË ÓÔÏÑÌ Õ ÉÓÔÏËÏ× �ÒÑÍÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× É ÍÅÔÏÄÏ× ÓÅÔÏË × ÞÉÓÌÅÎ-

ÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ. åÝÅ × 1924 ÇÏÄÕ ÏÎ �ÅÒ×ÙÍ �ÒÉÍÅÎÉÌ ÍÅÔÏÄ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ

ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙ-

ÍÉ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ìÁ�ÌÁÓÁ) × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ. �íÎÅ �ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ, | �ÉÛÅÔ ÏÎ �Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ × Ó×ÏÉÈ ×ÏÓ�ÏÍÉÎÁÎÉÑÈ, | ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ

×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË �ÒÅÄÅÌÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎ-

ÎÙÈ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË. �ÏÇÄÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ñËÏÂÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ

×ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÁË �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ. ðÏÓËÏÌØ-

ËÕ × ÁÓ�ÉÒÁÎÔÓËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÈÏÄÉÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ, Ñ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÌ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ

�ÒÅÄÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÓÅÔÏÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ� É ÂÙÌ ÄÁÖÅ ÕÄÉ-

×ÌÅÎ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ �ÇÒÕÂÙÊ� ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ × �ÔÏÎËÉÈ� ÓÌÕÞÁÑÈ | ÄÁÖÅ

ËÏÇÄÁ ÇÒÁÎÉ�Á ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ�. ïÔ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÏÔÑ-

ÎÕÌÓÑ ÓÌÅÄ, ÏÝÕÔÉÍÙÊ É × ÎÁÛÉ ÄÎÉ. �ÏÇÄÁ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÌÉÓØ �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÅ ÎÁÕÞÎÙÅ

ËÏÎÔÁËÔÙ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ Ó ðÅÔÒÏ×ÓËÉÍ, �ÒÉ×ÅÄÛÉÅ Ë �ÅÒ×ÏÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ é×ÁÎÁ çÅ-

ÏÒÇÉÅ×ÉÞÁ.

úÁËÌÀÞÉÍ ÎÁÛ ÒÁÓÓËÁÚ ÓÀÖÅÔÏÍ:

íÅÔÏÄ îØÀÔÏÎÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ

ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ

ó×ÏÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ é.îØÀÔÏÎ ÓÏ-

×ÅÒÛÉÌ × ÎÁÞÁÌÅ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÓÅÍÎÁÄ�ÁÔÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ËÏÇÄÁ ÅÍÕ ÂÙÌÏ

ÏËÏÌÏ Ä×ÁÄ�ÁÔÉ ÌÅÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÎÁÕÞÉÌÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = y, ÇÄÅ

f | ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. ó×ÏÊ ÍÅÔÏÄ ÏÎ �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÌ ÎÁ �ÒÉ-

ÍÅÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

3 − 2x = 5 (ÓÍ. × ËÎÉÇÅ é.îØÀÔÏÎ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ÒÁÂÏÔÙ. í-ì, éÚÄ-×Ï ÔÅÈÎÉËÏ-ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1937, Ó. 9). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å

ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ îØÀÔÏÎ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ 2, ÄÁÌÅÅ �ÏÌÁÇÁÅÔ x = 2 + p

É, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÒÉÈÏÄÉÔ Ë ÎÏ×ÏÍÕ: p

3

+ 6p

2

+ 10p− 1 = 0,

�Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ, | �ÉÛÅÔ îØÀÔÏÎ, | ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÒÅÎØ p, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÂÁ-

×ÉÔØ ÅÇÏ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. ïÔÓÀÄÁ (�ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ p

3

+6p �Ï ÍÁÌÏÓÔÉ) ÉÍÅÅÍ

�ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ 10p − 1 = 0 ÉÌÉ p = 0:1. ðÏÜÔÏÍÕ Ñ �ÉÛÕ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ 0:1 É

�ÏÌÁÇÁÀ 0:1 + q = p; ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ñ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÀ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ q

3

+ 6:3q

2

+ 11:23q+ 0:061 = 0�. óÏ×ÅÒÛÉ× ÅÝ£ ÏÄÎÕ ÉÔÅÒÁ�ÉÀ, îØÀ-

ÔÏÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÔÁËÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ: x ≈ 2:09455147. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔ×ÅÔ ÔÁËÏÊ:

2.094551481: : : , Ô. Å. îØÀÔÏÎ ×ÙÞÉÓÌÉÌ ËÏÒÅÎØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ×ÏÓØÍÏÇÏ ÚÎÁËÁ

�ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ!)

÷ ÎÁÛÅÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ �Ï ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÉÚÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ îØÀÔÏÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

f(x) = y, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ x

0

ÄÁÌÅÅ

�ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ: x

k+1

= x

k

+ (f

′
(x

k

))

−1

(y − f(x

k

)), k =

= 0; 1; 2 : : : .

òÏÌØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÖÄÅÎÏ ÂÙÌÏ ÓÙÇÒÁÔØ ÍÅÔÏÄÕ îØÀÔÏÎÁ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ËÉ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ. ïÄÎÏ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÅÇÏ | ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ (É ÎÅÑ×ÎÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ.
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óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÁÍÏÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ (Ï�ÑÔØ-

ÔÁËÉ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ) ÓÌÕÞÁÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1 (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). ðÕÓÔØ

f | ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕ-

ÌÀ × ÎÕÌÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ �ÒÉÞ£Í f

′
(0) 6= 0.

�ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Æ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ y ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ |y| < Æ,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x(y) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = y.

y

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁÍÉ ÎÁ ÒÉ-

ÓÕÎËÅ, Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÍÏÄÉ-

ÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁ:

x

0

= 0; x

k+1

= x

k

+ (f

′
(0))

−1

(y − f(x

k

)); k > 0:

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÓÁÍÏÍÕ îØÀÔÏÎÕ. ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÏÂÏÂ-

ÝÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÌÉÛØ × XIX ×ÅËÅ, × ËÏÎ�Å XIX ×ÅËÁ É × �ÅÒ×ÏÍ ÄÅ-

ÓÑÔÉÌÅÔÉÉ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÌÕÞÉÌÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ, Á × 1934 ÇÏ-

ÄÕ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ìÀÓÔÅÒÎÉË ÄÁÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ïÎÏ ÂÙÌÏ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × ÖÕÒÎÁÌÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË� (ì.á. ìÀÓÔÅÒÎÉË.

ïÂ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ×. íÁÔÅÍ. ÓÂ. Ô. 41, �3, 1934, 
. 390 { 401.)

óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ �ÒÑÍÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, Á ÚÁÔÅÍ, × ËÁÞÅÓÔ×Å

�ÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÅÇÏ, ×Ù×ÅÄÅÍ ÓÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2 (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ).

ðÕÓÔØ X É Y | ÂÁÎÁÈÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ × X, F : U →
Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × Y , F (0) = 0, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ × ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, �ÒÉÞ£Í F

′
(0) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ X ÎÁ ×Ó£ Y . �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ

Æ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ‖y‖
Y

< Æ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ x(y)

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (x) = y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ‖x(y)‖
X

6 K‖y‖
Y

(ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ

K > 0).

ðÏÎÑÔÉÅ ÂÁÎÁÈÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÁÅÔ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉ-

ÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÙÎÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ Ó ÜÔÉÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ

ÎÁ �ÅÒ×ÙÈ ËÕÒÓÁÈ, ÏÎÏ (É ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) ÓÔÁÌÉ ÔÅ�ÅÒØ

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÍÉ. á × ÔÏÍ ÄÁÌ£ËÏÍ 1934 ÇÏÄÕ ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÓ�ÏÌÎÉÌÏÓØ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ Ä×Á ÇÏÄÁ. á×ÔÏÒÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÂÙÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ

�ÏÌØÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË óÔÅÆÁÎ âÁÎÁÈ, ËÏÔÏÒÙÊ × 1932 ÇÏÄÕ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ Ó×ÏÊ ÚÎÁ-

ÍÅÎÉÔÙÊ ÍÅÍÕÁÒ �Th�eorie des op�erations lin�eaires� (�ÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ),

× ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÌÏÖÉÌ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ, ÓÔÁ×ÛÅÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ
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ÞÁÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. úÎÁÎÉÑ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÔÅ

ÇÏÄÙ × íÏÓË×Å ÞÅÒ�ÁÌÉÓØ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ. ïÄÉÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ

ðÌÅÓÎÅÒÕ (É �ÏÔÏÍÕ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÂÙÌ ÄÏÓÔÕ�ÅÎ ìÀÓÔÅÒÎÉËÕ), ÄÒÕÇÏÊ | ëÏÌÍÏÇÏ-

ÒÏ×Õ. ðÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÔÁË ÂÙÓÔÒÏ ÓÕÍÅÌ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÎÏ×ÏÊ

ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÏÌØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ûËÏÌØÎÉË, ÎÅ ×ÌÁÄÅÀÝÉÊ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÂÁÎÁÈÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ X | ÜÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ, Á Y | Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Å×ËÌÉ-

ÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÙÅ ÏÂÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÎÏÒÍÙ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) É ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÅÊÛÉÊ �ÒÉÎ-

�É� ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (Ô. Å. ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×), Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ

âÁÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï

�ÒÁ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÍ: �ÕÓÔØ X É Y | ÂÁÎÁÈÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É �: X → Y |

ÌÉÎÅÊÎÙÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ X ÎÁ ×Ó£ Y , ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R : Y → X É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �Ry = y ∀y ∈ Y

É ‖R(y)‖
X

6 C‖y‖
Y

. (ìÀÓÔÅÒÎÉË, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÎÏ ÓÓÙÌÁ-

ÅÔÓÑ �ÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÎÅ ÎÁ âÁÎÁÈÁ, Á ÎÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ, ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÑ ÄÁÔÙ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ;

ÉÓÔÏÒÉËÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÒÁÚÕÍÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÒÁÂÏÔÁ É ËÁË ÏÎÁ Ó×Ñ-

ÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÁÎÁÈÁ.) á ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÏÄÉ-

ÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ îØÀÔÏÎÁ:

x

0

= 0; x

k+1

= x

k

+R(y − F (x

k

)); k > 0;

ÇÄÅ R | Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÒÁ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë F

′
(0). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁ-

ÌÙÈ y ÍÅÔÏÄ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ x(y) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (x) = y. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÉÓËÏÌØËÏ ÎÅ ÓÌÏÖÎÅÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F

′
(0) = �, ÔÏÇÄÁ �Ry = y É ‖Ry‖

X

6 K‖y‖
Y

∀y ∈ Y . ÷ÙÂÅÒÅÍ

ÞÉÓÌÏ Æ > 0 ÓÔÏÌØ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-

ÒÕÅÍÙÍ × Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É ÉÚ ‖x′‖ < Æ É ‖x‖ < Æ ×ÙÔÅËÁÌÏ ÂÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖F (x′)− F (x)− �(x

′ − x)‖ 6
1

2K

‖x′ − x‖:

ðÕÓÔØ ‖y‖
Y

<

Æ

2K

. �ÏÇÄÁ ‖x
1

‖
X

= ‖Ry‖
Y

6 K‖y‖
Y

< Æ=2 < Æ. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ

�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ‖x
n

‖
X

< Æ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ {x
k

}n
k=1

ÏÂÌÁÄÁÀÔ

ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ É 1 6 k 6 n. �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ y−F (x
k

)−�(x

k+1

−x
k

) = 0,

�ÏÌÕÞÁÅÍ:

‖x
k+1

− x

k

‖
X

6

6 K‖y − F (x

k

)‖
Y

= K‖y − F (x

k

)− y + F (x

k−1

) + �(x

k

− x

k−1

)‖
Y

6

6
K

2K

‖x
k

− x

k−1

‖
X

=

1

2

‖x
k

− x

k−1

‖
X

6
1

4

‖x
k−1

− x

k−2

‖
X

6 · · · 6
1

2

k

‖x
1

‖
X

:

ïÔÓÀÄÁ × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

‖x
n

‖
X

= ‖x
n

− x

n−1

+ x

n−1

− : : :+ x

2

− x

1

+ x

1

‖
X

6 (

1

2

n−1

+ : : :+ 1)‖x
1

‖
X

< Æ:

éÔÁË, x

n

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ. úÎÁÞÉÔ, x

n

→ x(y) �ÒÉ n → ∞. ÷×ÉÄÕ
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ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ‖y−F (x

n

)‖
Y

6
Æ

K2

n

�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (x(y)) = y É ‖x(y)‖
X

6 2‖x
1

‖
X

6

6 2K‖y‖
Y

. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ Ó×ÏÊ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ Ó ÎÕÌÑ, Á Ó ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ x, ÍÙ �ÒÉÛÌÉ ÂÙ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ '(x; y) ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ F (x+'(x; y)) =

= y É �ÒÉ ÜÔÏÍ ‖'(x; y)‖
X

6 C‖y − F (x)‖
Y

.

�Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. üÌÅÍÅÎÔ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë M × ÔÏÞËÅ x̂ ∈ M , ÅÓÌÉ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r : [−1; 1℄ → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x̂ + tx + r(t) ∈ M ∀t ∈ [−1; 1℄
É ‖r(t)‖ = o(t) �ÒÉ t → 0. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ë M × ÔÏÞËÅ x̂

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T

bx

M: åÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ X , ÔÏ ÏÎÏ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M × ÔÏÞËÅ x̂.

�ÅÏÒÅÍÁ 3 (ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÕÓÔØ X É

Y | ÂÁÎÁÈÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x̂ É F : U → Y | ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ × U , �ÒÉÞ£Í F

′
(x̂) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ X ÎÁ

×Ó£ Y . �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ M = {x ∈ X | F (x) = F (x̂)}; ÔÏ T
bx

M = KerF

′
(x̂).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ× ÓÅÂÑ × ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ x̂ = 0 É

F (0) = 0. ðÕÓÔØ x ∈ T

0

M . �ÏÇÄÁ 0 = F (0) = F (tx+ r(t)) = tF

′
(x̂)x+ o(t), ÏÔËÕÄÁ

ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F

′
(0)x = 0, Ô. Å. T

0

M ⊂ KerF

′
(0).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ x ∈ T

0

M , ÔÏ, �ÏÌÏÖÉ× r(t) = '(tx; 0), �ÏÌÕÞÁÅÍ F (tx+

+ r(t)) = F (tx+ '(tx; 0)) = 0 (Á ÚÎÁÞÉÔ, tx+ r(t) ∈M), É �ÒÉ ÜÔÏÍ

‖r(t)‖
X

= ‖'(tx; 0)‖
X

6 K‖F (tx)‖
Y

= K‖tF ′
(0)x+ o(t)‖

Y

= o(t);

Ô. Å. KerF

′
(0) ⊂ T

0

M . �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ ì.á.ìÀÓÔÅÒ-

ÎÉËÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó í.á.ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×ÙÍ ÎÁÄ ÕÞÅÂÎÉËÏÍ �Ï ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅ-

ÎÉÀ. ïÎ ÂÙÌ ÉÚÄÁÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÇÏÄÕ (í.á.ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×, ì.á.ìÀÓÔÅÒÎÉË. ïÓÎÏ-

×Ù ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. í-ì.: ïî�é, 1935, Ô. 1, 2.) ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ Ñ×ÎÏ

ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ × ÓÔÁÔØÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÌÅÊ ÓÔÁÔØÉ Ñ×ÌÑÌÏÓØ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎ-

ÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ.

îÏ �ÏÞÅÍÕ-ÔÏ × ÓÁÍÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÔÅÏÒÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÔÒÁ-

ÄÉ�ÉÏÎÎÙÍ �ÕÔ£Í, ÂÅÚ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ëÏÇÄÁ Ó�ÕÓÔÑ ÓÏÒÏË �ÑÔØ ÌÅÔ ÍÙ Ó ÷ÌÁÄÉÍÉÒÏÍ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÅÍ áÌÅËÓÅÅ×ÙÍ

ÎÁ�ÉÓÁÌÉ ÎÁÛ ÕÞÅÂÎÉË �Ï Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ (÷.í.áÌÅËÓÅÅ×, ÷.í.�É-

ÈÏÍÉÒÏ×. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ. í.: îÁÕËÁ, 1979), ÍÙ �ÏÄÁÒÉÌÉ ÅÇÏ ìÁÚÁÒÀ

áÒÏÎÏ×ÉÞÕ. ó�ÕÓÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ (ËÏÇÄÁ ÷.í.áÌÅËÓÅÅ×Á ÕÖÅ ÎÅ ÂÙÌÏ × ÖÉ-

×ÙÈ) ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ×ÄÒÕÇ �ÏÚ×ÏÎÉÌ ÍÎÅ. ïÎ �ÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÌ ÚÁ �ÏÄÁÒÅÎÎÕÀ

ËÎÉÇÕ É ÓËÁÚÁÌ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÍÕÝÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ �ÏÄÏÚÒÅ×ÁÌ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÔÅÏ-

ÒÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÌÅÞØ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ìÁÚÁÒØ áÒÏÎÏ×ÉÞ ÌÕËÁ×ÉÌ ÎÅÍÎÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÎ ÎÅÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÏÅ

��ÏÄÏÚÒÅ×ÁÌ�, ÎÏ ÞÔÏ-ÔÏ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÏÔ×ÌÅËÌÏ ÅÇÏ ÔÏÇÄÁ ÏÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÛÉÒÏËÏÊ

�ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÄÅÒÎÉÚÁ�ÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á �ÏÔÏÍ ÏÎ �ÏÚÁÂÙÌ Ï

Ó×ÏÉÈ ÚÁÍÙÓÌÁÈ.

á ÔÅÏÒÅÍÁ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ ÎÙÎÅ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ �ÉÔÉÒÕÅÍÙÈ ÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍ.
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ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×

�ÒÏÂÌÅÍÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ

áËÁÄÅÍÉË òáî á.á.âÏÌÉÂÒÕÈ

óÒÅÄÉ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÍ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁ-

ÒÏÄÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ × ðÁÒÉÖÅ × 1900 ÇÏÄÕ, Ä×Å �ÒÏÂÌÅÍÙ,

16-Ñ (ÔÏÞÎÅÅ, ×ÔÏÒÁÑ Å£ ÞÁÓÔØ) É 21-Ñ, ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙË-

ÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. éÓÔÏÒÉÑ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÌÁ ÏÄÎÏÊ

ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÔÒÁÎÉ� × ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ. ïÂÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

×ÒÅÍÑ ÓÞÉÔÁÌÉÓØ ÒÅÛÅÎÎÙÍÉ, É × ÒÅÛÅÎÉÉ ÏÂÅÉÈ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÏÛÉÂËÉ. ìÉÛØ ×

80 { 90-È ÇÏÄÁÈ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ É ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ

× 16-Ê, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ×Ó£ ÅÝ£ ÄÁÌÅËÁ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ É

ÏÂ ÉÈ Ó×ÑÚÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÉ.

÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

(ÓÍ. [Hi℄):

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ É Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �É-

ËÌÏ× ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É �ÅÒ×ÏÊ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÉÄÁ

dy

dx

=

Y

X

; (1)

ÇÄÅ X;Y | �ÅÌÙÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x; y.

þÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÉËÌ? ðÏÞÅÍÕ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ

× ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ 23-È �ÒÏÂÌÅÍ? ÷ ÞÅÍ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É ×ÁÖÎÏÓÔØ? îÉÖÅ ÍÙ �ÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ

ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ.

ãÅÌÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x; y | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P (x; y) =

∑

i>0; j>0; i+j6n

a

ij

x

i

y

j

ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a

ij

�ÒÉ i+ j =

= n ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÒÉ n, ÒÁ×ÎÏÍ ÎÕÌÀ, ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ,

�ÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

dy

dx

= k; k ∈ R:

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ, ÜÔÏ y = kx+
, ÇÄÅ 
|

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (x; y), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ.

÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ É ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(20{31)
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y = kx+ 


x

y

òÉÓ. 1.

÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ ÓÌÏÅÎÉÅ, �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÁ ÎÁ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ ×

ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. îÉËÁËÉÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÚÄÅÓØ ÎÅÔ, É �ÒÉ n = 0 ÚÁÄÁÞÉ, ËÁË

ÔÁËÏ×ÏÊ, �ÒÏÓÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

dy

dx

= −x

y

:

�ÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ydx

É ×ÙÄÅÌÉ× �ÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ:

ydy = −xdx; d(y

2

+ x

2

) = 0:

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y

2

+x

2

= 
, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).

ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �É-

ËÌÁÍÉ. îÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÚÄÅÓØ ÅÝÅ ÎÅÔ.

ðÒÏ�ÕÓÔÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2 É �ÅÒÅÊÄÅÍ ÓÒÁÚÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 3.

x

y

y

2

+ x

2

= 


òÉÓ. 2.
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óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dy

dx

=

−x+ �(1 − x

2

)y

y

; (2)

Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÒÉ (ÕËÁÚÁÎÎÕÀ

ÓÔÅ�ÅÎØ ÉÍÅÅÔ ÍÏÎÏÍ −�x2y), ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ. ïÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÷ÁÎ ÄÅÒ ðÏÌÑ

d

2

x

dt

2

+ �(x

2 − 1)

dx

dt

+ x = 0; (3)

ÇÄÅ t | ×ÒÅÍÑ, ÚÁÍÅÎÏÊ

dx

dt

= y;

dy

dt

= −x+ �(1− x

2

)y;

É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ

ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁ-

ÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x(t); y(t)) × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (x; y = _x),

ÇÄÅ x(t) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3), Á �ÔÏÞËÁ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ.

äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ Ñ×ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ, ÎÏ �ÕÔÅÍ ËÁÞÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ | �ÉËÌ. üÔÏ �ÏÞÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁ-

ÄÉÕÓÁ 2; ��ÏÞÔÉ�, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÁ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÁ. äÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ÷ÓÅ ÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ

ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3): ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ z ÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÜÔÏÍÕ �ÉËÌÕ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÜÔÏ ËÒÉ×ÁÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÞÅÒÎÙÍ).

üÔÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÊ: ÏÎÁ �ÒÏËÒÕÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ

x

y

z

Æ

(

z

)

2

òÉÓ. 3.
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�ÉËÌÁ É ÓÎÏ×Á �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÁÛÕ ÎÏÒÍÁÌØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ Æ(z)

1)

, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-

ÎÏÊ ÂÌÉÖÅ Ë �ÉËÌÕ, ÞÅÍ ÔÏÞËÁ z, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. �Ï ÅÓÔØ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó

ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÉËÌ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÉÎÎÁÑ ÎÉÔØ

ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÔÕÛËÕ. é ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ, ÓËÁÖÅÍ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÓÅÒÙÍ, ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÑÓØ ÎÉ Ó �ÉËÌÏÍ, ÎÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÏÎÁ ÔÏÖÅ,

ËÁË ÎÉÔØ, ÎÏ ÕÖÅ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÁÛ �ÉËÌ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÉËÌÁ, Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ �ÉËÌÕ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ

Ë ÎÅÍÕ �ÒÉÂÌÉÖÁÑÓØ. ÷ÏÔ �ÏÞÅÍÕ ÔÁËÏÊ �ÉËÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ.

ðÏÞÅÍÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÉËÌÁÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ? ðÏÞÅÍÕ

ÏÎÁ ÂÙÌÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ × ÏÔÄÅÌØÎÕÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ?

ëÒÏÍÅ ÞÉÓÔÏ ×ÎÕÔÒÉÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÔÉ×Á�ÉÉ (ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �É-

ËÌÁÈ çÉÌØÂÅÒÔ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÞÉÓÌÅ Ï×ÁÌÏ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ËÏ-

ÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ), ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÁÖÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÉ-

ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÕ Ó×ÑÚØ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

÷ÁÎ ÄÅÒ ðÏÌÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÆÉÚÉËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ,

ÔÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÌÁÍ�Ï×ÏÇÏ

ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ.

îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ �ÒÉÂÏÒ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÌ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÉËÌÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÒÅÖÉÍ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t. üÔÏÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÖÉÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ

ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (x; y) ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ, Ô. Å., �ÉËÌÏÍ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, �ÒÁËÔÉ-

ÞÅÓËÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÉÂÏÒÁ (ÔÏ ÅÓÔØ, ×ÙÂÒÁÔØ

ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï�ÁÓÔØ × ÔÏÞ-

ÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏÔ �ÉËÌ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÉÚÍÅ-

ÎÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ô. Å. ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÂÌÉÚËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ,

ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ÞÅÒÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3), ÔÏ ËÁË ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ �ÒÉÂÏÒ, ÞÔÏ

ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ?

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÅÖÉÍ ÒÁÂÏÔÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÔÅÍ

ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-

ÓËÏÍÕ, Ô. Å. �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÅÖÉÍÕ. �ÁËÏÊ ÒÅÖÉÍ ÒÁÂÏÔÙ, ÔÁËÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÉËÌ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÏÄÏÂÎÙÈ

�ÉËÌÏ× ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, ÄÌÑ ÆÉÚÉËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ.

÷ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÉËÌ. îÏ ÞÉÓÌÏ

ÔÁËÉÈ �ÉËÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É Â�ÏÌØÛÉÍ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Â�ÏÌØÛÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÞÉÓÌÏ

×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ (É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ) �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÖÉÍÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ×Ï-

�ÒÏÓ Ï ÞÉÓÌÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÂ ÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.

÷ 1920-È ÇÏÄÁÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÀÌÁË Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÒÁ-

ÂÏÔÕ, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÁÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ × ÒÅÛÅÎÉÉ

16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ×ÚÑÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÉËÌÏ×.

1)

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Æ, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÅ z, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, �ÅÒ-

×ÕÀ �ÏÓÌÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ðÕÁÎËÁÒÅ; ÉÚÕÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÉÓÓÌÅÄÏ-

×ÁÎÉÉ 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ.
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äÀÌÁË ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ �ÉËÌÏ×, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎ-

ËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÅÎËÉ, ×ÅÒÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ,

É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÕÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ. ïÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÏ É ÜÔÏ ÂÙÌ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

óÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÍÅÔÎÏÊ ×ÅÈÏÊ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ ÓÔÁÌÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ-

ÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ É ìÁÎÄÉÓÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ × 1956 ÇÏÄÕ ÎÁ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÏÍ

ÓßÅÚÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× × íÏÓË×Å, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÁ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n. îÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÏÛÉÂÏÞÎÏÊ, É �Ï�ÒÁ-

×ÉÔØ ÅÅ ÔÁË É ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÒÁÂÏÔÁ ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ É ìÁÎÄÉÓÁ ÏËÁ-

ÚÁÌÁ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ×ÓÅÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-

ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÅÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÂÙÌÉ × ÎÅÊ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-

ÓÔÉ, × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÙÌÉ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ

ÓÌÏÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÔÅÍ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÌÁÓØ ÕÓÉÌÉÑÍÉ ÎÁÛÉÈ É ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

ðÒÏÛÌÏ ×ÓÅÇÏ 10{15 ÌÅÔ, É ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ É × ËÌÁÓÓÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÅ äÀÌÁËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÛÉÂËÁ. éÔÁË, ÇÄÅ-ÔÏ × 70-È ÇÏÄÁÈ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ

× 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÅ �Ï-ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅ ÓÄÅÌÁÎÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÞÅÇÏ. åÓÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ

�ÏÄÈÏÄÙ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÉÄÅÉ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ, ÎÏ ÎÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.

é ×ÏÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ, × ÎÁÞÁÌÅ 80-È ÇÏÄÏ×, × ÒÁÂÏÔÁÈ Ä×ÕÈ ÕÞÅÎÙÈ | ÎÁ-

ÛÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ à.éÌØÑÛÅÎËÏ É ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ öÁÎÁ üËÁÌÑ |

ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ äÀÌÁËÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ �ÒÅÄÅÌØ-

ÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ,

ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁ äÀÌÁËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï�ÒÁ×ÌÅÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÔÏÍ É ÄÒÕÇÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÞÅÎØ ÎÅ�ÒÏÓÔÙÍ (éÌØÑÛÅÎËÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ, × ÏÓÎÏ×-

ÎÏÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, Á üËÁÌØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ, �Ï �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Õ, ÁÌ-

ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË) É ÚÁÎÑÌÏ �ÅÌÙÊ ÔÏÍ. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ

�ÒÏÂÌÅÍÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÏÍ, ÔÏ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÔ. üÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ �ÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ �ÒÏÓÔÏÔÅ É

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ Å£ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó×ÑÚÑÍ Ó �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ-

ÍÉ. áËÔÕÁÌØÎÏÓÔØ Å£ | ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÎÁ ×ÓÅ ÅÝÅ ÖÄÅÔ Ó×ÏÅÇÏ

ÒÅÛÅÎÉÑ.

* * * * * *

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ ÎÁÛÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ | 21-Ñ �ÒÏ-

ÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ. éÓÔÏÒÉÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÁËÖÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÄÏ×ÏÌØ-

ÎÏ ÚÁ�ÕÔÁÎÎÏÊ, × ÞÅÍ-ÔÏ ÄÁÖÅ �ÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÉÓÔÏÒÉÀ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ.

æÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ 21-Ñ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÆÕËÓÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏ-

ÍÉÉ.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏÖÅÓÔËÕÀ ÂÅÚÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÜÔÏÊ

�ÒÏÂÌÅÍÙ: çÉÌØÂÅÒÔ ÎÅ ÓÔÁ×ÉÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅÔ: : :), Á �ÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.



ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÒÏÂÌÅÍÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ 25

÷Ï�ÒÏÓ Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÆÕËÓÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÅÝ£ â.òÉÍÁÎÏÍ × 1856 ÇÏÄÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ (É Å£ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ

ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ) ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ { çÉÌØÂÅÒÔÁ.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒ-

ÔÁ (ÓÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÎÁ ÓÔÒ. 591 × [Hi℄). îÁÉÂÏÌÅÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ É ×ÁÖÎÙÍ

ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÏËÁÚÁÌÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÄÌÑ ÆÕËÓÏ×ÙÈ

ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ É ÓÔÁÎÅÔ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ

ÎÁÛÅÇÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ.

æÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁ ×ÉÄÁ

dy

dz

=

(
n∑

i=1

B

i

z − a

i

)
y; (4)

ÇÄÅ z | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, y | ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-

ÆÕÎË�ÉÑ p �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á B

1

; : : : ; B

n

| ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ (p× p).

�ÏÞËÉ z = a

1

; : : : ; a

n

, × ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁ-

ÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÕËÓÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó �ÒÏ-

ÓÔÅÊÛÉÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ (ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÉ ÍÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ, �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ).

þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÒÕ��Á ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏ-

ÓÔÏÊ �ÒÉÍÅÒ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dy

dz

=

y

2z

;

ÇÄÅ y | ÏÂÙÞÎÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÆÕËÓÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ×

ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ z = 0, Á ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÍÅ-

ÅÔ ÒÁÚÍÅÒ (1 × 1) É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ 1=2. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ

ÒÅÛÁÅÔÓÑ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y = 


√
z.

ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÆÕÎË�ÉÑ

√
z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÏÞËÅ z = 1 ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ

Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ: +1 É −1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ É ×ÙÄÅÌÉÍ ÔÁÍ ÔÏ

ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÔÏÞËÅ z = 1 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ +1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÞÅÒÅÚ (

√
z)

+

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×

ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ z = 0 É �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ

×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ z = 
os' + i sin', ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÞÉÓÌÁ z Ó ÏÓØÀ x-Ï×; ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎ-

ÔÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

(

√
z)

+

ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ z, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏÍ Ó ÞÉÓÌÏÍ 1.

á ÉÍÅÎÎÏ,

(

√
z)

+

= 
os

'

2

+ i sin

'

2

:

�Ï ÅÓÔØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ (

√
z)

+

, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ �ÒÏÓÔÏ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÅÔØ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ Ó �ÏÌÏ×ÉÎÎÙÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÕÇÌÏÍ É ÏÔÍÅÔÉÔØ
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'

'

=

2

i

z

(

√
z

)

+

1

òÉÓ. 4.

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÔ-

×ÅÔ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ. ÷ÏÚ×ÅÄÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 
os

'

2

+i sin

'

2

× Ë×ÁÄÒÁÔ. ÷ÏÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÔÅÍ, ÞÔÏ i

2

= −1,
�ÏÌÕÞÉÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 
os'+ i sin', ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÁ×ÁÊÔÅ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (

√
z)

+

, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ z �ÅÒÅÍÅÝÁ-

ÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÎÁÛÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ÷ ÔÏÞËÅ i ÕÇÏÌ ' ÄÌÑ

ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÏ i, ÒÁ×ÅÎ �=2. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (

√
z)

+

ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ �=4. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×

ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ z ×ÍÅÓÔÏ ÕÇÌÁ �=2 ÕÇÏÌ �=4, �ÏÌÕÞÉÍ (

√
i)

+

=

√
2=2+ i

√
2=2.

ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ z × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÄÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÏÞËÉ −1, ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉ-

ÓÌÁ z ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ �. úÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ, (

√
−1)

+

= i,

�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 
 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ �=2 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ

ÔÏÞËÅ i, É Ô. Ä. ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ z ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ z = 1, ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÕÇÏÌ,

ÒÁ×ÎÙÊ 2�. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÚÑÔØ ÕÇÏÌ 2�, ÒÁÚ-

ÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ �Ï�ÏÌÁÍ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÇÏÌ �, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ 
os� + i sin� É �ÏÌÕÞÉÔØ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ −1.
�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÂÕÄÕÞÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÍ × ÔÏÞËÕ 1 ×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÎÅ 1, Á 
os� + i sin� = −1. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

�ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÎÁÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

(

√
z)

+

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ −(√z)
+

. ÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞ-

ËÁ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á �ÒÏ ÓÁÍÏ ÒÅÛÅÎÉÅ | ÞÔÏ

ÏÎÏ ×ÅÔ×ÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ 0, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ −1, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÅÅ ÜÔÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ,

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ ÎÏÌØ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (4) ÏÂÝÅÇÏ ÔÉ�Á ÎÕÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ

ÎÅ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, Á ÓÒÁÚÕ ×ÓÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ïÎÉ ÔÁËÖÅ ËÁË-

ÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ: ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ

ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Ë ÎÉÍ �ÒÉÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. �Ï, ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ.



ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÒÏÂÌÅÍÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ 27

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ × ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ), Á

ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ (e

1

(z); : : : ; e

p

(z)) | ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

(4), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ z

0

, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÁÎÁÌÉ-

ÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ �ÅÔÌÉ g

i

, ÏÂÈÏÄÑÝÅÊ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ a

i

, ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ

×ÎÏ×Ø �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÒÕÇÏÊ) (e

′
1

(z); : : : ; e

′
p

(z))

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á G

i

, Ó×ÑÚÙ-

×ÁÀÝÁÑ ÜÔÉ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ, É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (4) × ÔÏÞ-

ËÅ a

i

.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G

g

ÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÂÁÚÉÓÁ (e

1

(z); : : : ; e

p

(z)), ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ×ÄÏÌØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÔÌÉ g 
 ÎÁÞÁÌÏÍ

× ÔÏÞËÅ z

0

, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ �ÅÔÅÌØ ÎÁ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ Ï�ÅÒÁ-

�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÂÈÏÄ Ä×ÕÈ �ÅÔÅÌØ-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). åÓÌÉ �Å-

ÔÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÀÝÅÊ

ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ × ÇÒÕ��Õ. �ÅÍ ÓÁ-

ÍÙÍ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÇÒÕ��Õ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� G

g

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ

ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏ-

ÍÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (4). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Ù

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ G

1

; : : : ; G

n

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Á�ÒÉÏÒÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

G

1

G

2

· : : : ·G
n

= I (ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ I ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á).

éÔÁË, ÇÒÕ��Á ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÔÏ, ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ,

×ÅÔ×ÑÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ

ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÅÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÉÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉ� G

1

; : : : ; G

n

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

G

1

G

2

· : : : ·G
n

= I . ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕËÓÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á

ÉÍÅÎÎÏ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É Ó ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�?

éÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ çÉÌØÂÅÒÔ × Ó×ÏÅÊ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÅ.

ðÒÉÞÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ × ÉÍ�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-

ÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ëÁËÏ×Á ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ? ðÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ? ó ÞÅÍ

ÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ? óÁÍ çÉÌØÂÅÒÔ �ÉÛÅÔ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ. ïÎ ÌÉÛØ ÏÔÍÅÞÁÅÔ,

ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÒÉÄÁÌÏ ÂÙ ÚÁËÏÎÞÅÎÎÙÊ ×ÉÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ

ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. �Ï ÅÓÔØ, ÏÎ ×ÙÄ×ÉÇÁÅÔ ÞÉÓÔÏ

×ÎÕÔÒÉÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÕ. îÏ, ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ Ó �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ

çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÁÖÅ × ÔÁËÏÍ ÕÚËÏÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÏÎÉ ×�Ï-

ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍÉ É ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × �ÅÌÏÍ, É ÄÌÑ ÅÅ �ÒÉÌÏ-

ÖÅÎÉÊ. íÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ. á ÔÅ�ÅÒØ �ÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ

ÏÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÞÅÍ-ÔÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÚÁ�ÕÔÁÎÁ,

ÞÅÍ ÉÓÔÏÒÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó 16-Ê �ÒÏÂÌÅÍÏÊ.

õÖÅ × 1908 ÇÏÄÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÀÇÏÓÌÁ×ÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ðÌÅÍÅÌØ, ÒÁÂÏÔÁ×-

ÛÉÊ ×Ï æÒÁÎ�ÉÉ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÒÁÂÏÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄßÑ×ÉÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÓÍ. [Pl℄). üÌÅÇÁÎÔÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ðÌÅÍÅÌÑ,

Ï�ÉÒÁ×ÛÁÑÓÑ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ,



28 á.á.âÏÌÉÂÒÕÈ

ÂÙÌÁ ÞÉÓÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÄÁ×ÁÌÁ �ÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ

ÚÁÄÁÞÉ.

ïÄÎÁËÏ ÎÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏ-

ÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÕËÓÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÏÓÏÂÙÍ ÔÏÞËÁÍ É ÍÁÔÒÉ�ÁÍ

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ (×ÁÖÎÁÑ ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÚ×É-

ÔÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ). óÒÅÄÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ×ÙÄÁÀÝÕÀÓÑ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏÏÔÅ-

ÞÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁ ìÁ��Ï-äÁÎÉÌÅ×ÓËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ × 1928 ÇÏÄÕ ÒÅÛÉÌ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ,

ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù G

i

ÂÌÉÚËÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ

×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙ, É ËÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÞÔÉ ÎÅ ×ÅÔ×ÑÔÓÑ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-

ÓËÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÆÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �Ï ÄÁÎÎÙÍ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × 1972

ÇÏÄÕ ÇÏÌÌÁÎÄÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ äÅËËÅÒÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÅÄßÑ×ÉÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �Ï-

ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ (2× 2), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÌÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 21-Ñ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÞÔÏ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÌÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ðÌÅÍÅÌÑ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ä×Á).

÷ ÏÂÝÅÍ, �ÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔÙ ðÌÅÍÅÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ �ÒÏÄ×ÉÇÁÌÉÓØ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ. ÷ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ

ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁ �ÅÒÉÆÅÒÉÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

ïÄÎÁËÏ �ÏÓÌÅ ÏÔËÒÙÔÉÑ × ÎÁÞÁÌÅ 1970-È ÇÏÄÏ× ÍÅÔÏÄÁ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÈ ÄÅ-

ÆÏÒÍÁ�ÉÊ

2)

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÌÁ ÎÏ-

×ÙÊ ÍÏÝÎÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ Ë Ó×ÏÅÍÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ.

ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÍÏ-

ÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÙ ËÁË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÈ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÊ

ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-

×ÅÓÔÉ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ �ÌÁÚÍÙ, ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÏÒÔÅ×ÅÇÁ ÄÅ æÒÉÚÁ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÁÖÁ-

ÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á (ÓÍ. [AI℄). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÁÖÎÕÀ

ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ,

ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ É, ×

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕËÓÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. îÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏ-

ÉÔØ ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÎÁÄÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÅÛÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÔÅÏÒÉÉ

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ, ÚÁÄÁÞÕ òÉÍÁÎÁ { çÉÌØÂÅÒÔÁ. �ÁË ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×ÎÏ×Ø ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×

�ÅÎÔÒÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

÷ÏÚÎÉËÌÁ ÎÏ×ÁÑ ÍÏÝÎÁÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÑ×ÉÌÏÓØ

ÍÎÏÇÏ ÎÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÁÂÏÔ �Ï ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ. ÷ ËÏÎ�Å ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏ-

ÄÏ× × ðÁÒÉÖÅ ÎÁÞÁÌ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÅÍÉÎÁÒ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×

â.íÁÌØÇÒÁÎÖÁ, á.äÕÁÄÉ, âÕÔÅ ÄÅ íÏÎ×ÅÌÑ (�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ

É ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÕÓ�ÅÛÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ), ÎÁ

ËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÁ: ÚÁÄÁÞÁ òÉÍÁÎÁ { çÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ, ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÙÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ.

ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Õ ÎÁÓ × ÓÔÒÁÎÅ ÒÁÂÏÔÁÌ ÓÅÍÉÎÁÒ ÷.é.áÒÎÏÌØÄÁ É à.ó.éÌØÑ-

ÛÅÎËÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ �ÏÈÏÖÅÊ ÔÅÍÁÔÉËÏÊ. é �ÏÞÔÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÎÁÞÁÌÅ

×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× É ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ �ÒÏÂÅÌÙ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ðÌÅ-

2)

÷ ÒÁÂÏÔÁÈ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× æÌÑÛËÉ É îØÀÜÌÁ, Á ÔÁËÖÅ Ñ�ÏÎÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×

óÁÔÏ, äÚÉÍÂÙ É íÉ×Ù.
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ÍÅÌÑ (ÓÍ. [AI℄). ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ. îÅ ÔÏ,

ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÁÛÌÉ ÏÛÉÂËÕ: : : ïÛÉÂËÉ ËÁË ÔÁËÏ×ÏÊ ×ÒÏÄÅ ÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ. âÙÌÁ ÏÂ-

ÎÁÒÕÖÅÎÁ ÌÁËÕÎÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ðÌÅÍÅÌØ ×ÎÁÞÁÌÅ �ÏÓÔÒÏÉÌ

ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ

É ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ × ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ ËÌÁÓÓÅ, ÞÅÍ ÜÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ × �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÁ, × ËÌÁÓÓÅ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (Ô. Å.

× ËÌÁÓÓÅ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÏÓÔ

× ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ). úÁÔÅÍ ÏÎ �ÒÉÍÅÎÉÌ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅËÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ,

Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÌ Å£ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ, ÆÕËÓÏ×ÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ

ÏÄÎÏÊ, É ÚÁËÏÎÞÉÌ Ó×Ï£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÒÁÚÏÊ: �á ÔÅ�ÅÒØ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ

ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÛÕ ÓÉÓÔÅÍÕ Ë ÆÕËÓÏ×ÏÊ É × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÏÞËÅ.� ïÄÎÁËÏ,

ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÜÔÕ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÔÁË-ÔÏ

�ÒÏÓÔÏ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÏÌÇÏ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ

ÔÏ, ÞÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÈ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÂÙÌÏ

�ÏÌÎÏÅ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÒÅÛÁÔØÓÑ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÜÔÏ É ÂÙÌÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ.

�ÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ × ËÏÎ�Å 1989 ÇÏÄÁ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÁ

Ë 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÒÏÍ (ÓÍ. [Bo1℄). ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÎÅÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, É ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ ÎÅ ×ÓÑËÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕËÓÏ×ÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÞÅÔÙÒ£È ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË É ÍÁ-

ÔÒÉ�ÁÍ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÒÁÚÍÅÒÁ (3 × 3). üÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ

×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ × �ÒÉÎ�É�Å

×ÏÚÍÏÖÅÎ. óÁÍ �ÒÉÍÅÒ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎ ÄÌÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ: ÉÓËÏÍÁÑ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÚÁ-

ÄÁ£ÔÓÑ × Î£Í ÎÅÑ×ÎÏ, × ×ÉÄÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ Ë ÆÕËÓÏ×ÏÊ. ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÜÔÏÔ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ ÎÅÓÔÁÂÉÌÅÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÒÉ �ÏÞÔÉ ÌÀÂÏÍ ÍÁÌÏÍ ÉÚ-

ÍÅÎÅÎÉÉ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ, Ô. Å. �ÒÉ

ÉÚÏÍÏÎÏÄÒÏÍÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÅÆÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÎÏ×ÙÅ ÄÁÎÎÙÅ

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÌÉÛØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË) ÕÖÅ

ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÁÎÎÙÈ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕËÓÏ×ÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ.

çÏÒÁÚÄÏ �ÒÏÝÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÞÅ-

ÔÙÒÅ. úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÔÒÅÍÑ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÍÏÎÏ-

ÄÒÏÍÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÔÉ� ÇÒÕ�� ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÄÁÌØÎÅÊ-

ÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ â-ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ.

çÒÕ��Á ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ â-ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÎÏÄÒÏ-

ÍÉÉ �ÒÉ×ÏÄÉÍ, É ÅÓÌÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÎÏÄÒÏ-

ÍÉÉG

i

ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉ�

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÏÔ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Cp

.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ. [Bo2℄):

åÓÌÉ â-ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÇÒÕ��Á ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�

G

1

; : : : ; G

n

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÄÏÌÖÎÏ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉ�Å.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù

G

1

=





1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1



 ; G

2

=





3 1 1 −1
−4 −1 1 2

0 0 3 1

0 0 −4 −1



 ; G

3

=





−1 0 2 −1
4 −1 0 1

0 0 −1 0

0 0 4 −1





É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË a

1

; a

2

; a

3

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ G

1

· G
2

· G
3

= I , ÍÁÔÒÉ�Á G

2

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ Ë

ÍÁÔÒÉ�Å G

1

, Á ÍÁÔÒÉ�Á G

3

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ Ë ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ Ó

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ −1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù G

2

ÉÍÅÅÍ

S

−1

2

G

2

S

2

=





1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1



 ; S

2

=

1

3





3 0 0 0

−6 3 −3 4

0 0 1 −1
0 0 −2 3



 ;

Á ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù G

3

�ÏÌÕÞÁÅÍ

S

−1

3

G

3

S

3

=





−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1

0 0 0 −1



 ; S

3

=

1

64





0 16 4 3

64 0 0 0

0 0 0 −4
0 0 −16 −12



 :

õ ÍÁÔÒÉ� G

1

; G

2

; G

3

ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ Ä×Á. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÁÂÏÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÀ â-ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ. îÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁ×ÎÏ

−1 6= 1. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÂÏÒ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÅÊ ÎÉËÁËÏÊ ÆÕËÓÏ-

×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. �Ï ÅÓÔØ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ

Ë 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

íÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ,

�ÒÉÛÅÌ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÂÙÌ ÉÎÉ�ÉÉÒÏ×ÁÎ ÒÁÂÏÔÁÍÉ

è.òÅÒÌÑ, �.ìÅ×ÅÌØÔÁ, ð.äÅÌÉÎÑ É ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÒÁÂÏÔÁ×-

ÛÉÈ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. åÇÏ ÓÕÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÑÚÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ

ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÆÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ �Ï ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÏÎÏ-

ÄÒÏÍÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÚÁÄÁÞÅ òÉÍÁÎÁ-çÉÌØÂÅÒÔÁ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ

ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÌÏ, ÞÔÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ

× ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁËÏÎÞÅÎÙ. óËÏÒÅÅ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÍÁÓÓÕ

ÎÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ É ×ÁÖÎÙÈ ÄÌÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ×Ï�ÒÏÓÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË Ï�ÉÓÁÔØ

ÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÇÒÕ�� ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÆÕËÓÏ-

×ÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ? îÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÔÁËÖÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ (ÈÏÔÑ É ÎÅ�ÏÌ-

ÎÙÊ)

3)

.

úÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÅÝÅ É × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ

ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ É ÉÄÅÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ

ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ.

3)

�ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Á×ÔÏÒÕ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÷.ëÏÓÔÏ×Õ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÍÏ-

ÎÏÄÒÏÍÉÉ Ó ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÁÎÎÙÈ ÍÏ-

ÎÏÄÒÏÍÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕËÓÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÍ. [Bo2℄.
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�ÁË É ÍÅÔÏÄÙ, ÒÁÚ×ÉÔÙÅ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ 21-Ê �ÒÏÂÌÅÍÙ, ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ðÅÎÌÅ×Å. (õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÎÌÅ×Å | ÜÔÏ ÔÅ 6

ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ

× ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏ×ÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÍÎÏÇÉÈ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.)

õÄÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÎÉÍ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ, 21-À

�ÒÏÂÌÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × ÒÁÚÄÅÌÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÎÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÜÔÉÍÉ

ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ Ñ ÂÙ ÈÏÔÅÌ �ÏÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ | ÕÞÉ-

ÔÅÌÑÍ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÛËÏÌØÎÉËÁÍ | �ÒÏÞÉÔÁÔØ ÄÏËÌÁÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ �íÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ� (ÓÍ. [Hi℄), ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÅÒ×ÕÀ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÚÁ-

ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ �ÏÎÑÔÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, É × ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ Ï �ÅÌÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Ï

ÔÏÍ, ËÁËÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÞÉÔÁ× ÜÔÏÔ ÄÏ-

ËÌÁÄ, �ÒÏÎÉËÎÕ×ÛÉÓØ ÅÇÏ ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÀÝÉÍ ÄÕÈÏÍ, ÍÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÏÎ ÏËÁ-

ÚÁÌ ÔÁËÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ.
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÷ Á×ÇÕÓÔÅ 2000 ÇÏÄÁ Ñ �ÏÌÕÞÉÌ �ÒÉÇÌÁÛÅÎÉÅ ×ÙÓÔÕ�ÉÔØ Ó �ÉËÌÏÍ èÅÄÒÉ-

ËÏ×ÓËÉÈ ÌÅË�ÉÊ ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁ�ÉÉ áÍÅÒÉËÉ. áÕÄÉ-

ÔÏÒÉÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, �ÒÅ�ÏÄÁÀÝÉÈ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ

óûá, �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÒÏÄÎÙ É, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÄÁ-

ÌÅËÉ ÏÔ ÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÁÎÎÙÈ ÌÅË�ÉÊ. üÔÏÔ ÔÅËÓÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ××ÅÄÅÎÉÅ

× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÈÁÏÓÁ É ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÁËÔÉÞÅ-

ÓËÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ÌÅË�ÉÊ.

ìÅË�ÉÑ 1. èÁÏÓ É ÂÅÓ�ÏÒÑÄÏË. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØ

÷ ÔÅÞÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÉÄ�ÁÔÉ { ÓÏÒÏËÁ ÌÅÔ ÔÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ ÓÔÁÌÁ ×ÅÓØÍÁ �Ï-

�ÕÌÑÒÎÏÊ. ÷ ÌÀÂÏÍ ËÎÉÖÎÏÍ ÍÁÇÁÚÉÎÅ, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÎÁÕÞÎÙÊ ÏÔÄÅÌ, ÓÅÇÏÄÎÑ ÍÏÖ-

ÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÎÉÇ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÈÁÏÓ. üÔÏ Ó×ÉÄÅ-

ÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÈÁÏÓ | ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ, �ÒÉÞÅÍ ÎÅ

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÎÏ É ÄÌÑ ÆÉÚÉËÁ, ÉÎÖÅÎÅÒÁ, ÜËÏÎÏÍÉÓÔÁ, Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÁ,

ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÇÏ × ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁÕËÉ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÙÎÅ ÚÏ×£ÔÓÑ ÈÁÏÓÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÚÁ-

ÄÏÌÇÏ ÄÏ ÎÁÛÉÈ ÄÎÅÊ �ÏÄ ÉÍÅÎÅÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÆÉÚÉËÉ ÎÅ ÍÏÇÌÉ

ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á, ÉÂÏ ÔÅÒÍÉÎ �ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ� ÎÁ�ÏÍÉÎÁÌ ÉÍ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÕÀ

ÇÉ�ÏÔÅÚÕ É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÛÉÒÏËÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-

Î£ÎÎÏÊ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ ÔÏÞËÅ ÚÒÅÎÉÑ, ÖÉÚÎØ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÁÑ ÓÌÉÛËÏÍ ËÏ-

ÒÏÔËÁ, ÞÔÏÂÙ ÔÒÁÔÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. îÁÓËÏÌØËÏ Ñ ÚÎÁÀ, ÓÌÏ×Á �ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ-

×ÁÎÎÙÊ ÈÁÏÓ� ÂÙÌÉ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÒÏÉÚÎÅÓÅÎÙ ÂÏÌÅÅ ÔÒÉÄ�ÁÔÉ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ ÒÏÓÓÉÊÓËÉÍ

ÆÉÚÉËÏÍ þÉÒÉËÏ×ÙÍ É �ÏËÏÊÎÙÍ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ æÏÒÄÏÍ | ÆÉÚÉËÏÍ ÉÚ �ÅÈÎÏÌÏ-

ÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÛÔÁÔÁ äÖÏÒÄÖÉÑ. üÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ �ÏÎÁÄÏÂÉÌÓÑ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ

× ÔÅ ÇÏÄÙ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÍÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É

ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ.

�ÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÉÚÕÞÁÅÔ ÈÁÏÓ. ëÁÚÉÎÏ, ÁÚÁÒÔÎÙÅ ÉÇÒÙ, ËÁÒÔÙ |

ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÈÁÏÓÁ, ÎÏ ÜÔÏ | ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÈÁÏÓ. �ÅÏÒÉÑ ÈÁ-

ÏÓÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÍÅÔÏÄÙ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÑÓØ,

ÏÄÎÁËÏ, ÅÅ ÞÁÓÔØÀ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ

ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÉÓÈÏÄÙ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÎÅ�ÒÅÄ-

ÓËÁÚÕÅÍÙÍÉ, É �ÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ | ÉÚÕÞÁÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ É ÄÅÌÁÔØ

ÒÁÚÕÍÎÙÅ �ÒÏÇÎÏÚÙ.

÷ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ ÎÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÌÉ-

ÞÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÁËÏÎÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÑ É Ô. �.

÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. íÁÌÙÅ ÛÕÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(32{46)
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ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ, �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÌÉÛØ Ë ÜÆÆÅËÔÁÍ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ. úÁËÏ-

ÎÙ ÄÉÎÁÍÉËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ; ÔÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ

ÉÚÕÞÁÅÔ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ.

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Õ ÎÅÅ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÎÏÅ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ÏÔ ÔÉ�ÉÞÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ:

a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÚÁÔÍÅÎÉÊ × ÎÁÛÅÊ óÏÌÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ?

b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ óÏÌÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÌÉ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÌÁÎÅÔÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ × ÂÕÄÕÝÅÍ?


) ÍÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÇÏÄÕ?

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË Õ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ, ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÍÏÖÎÏ

�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ ÕËÌÏÎÅÎÉÑÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÏÔ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ. ó ÔÏÞËÉ

ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ×Ï�ÒÏÓ Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØ-

ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏ×Á) ÏÔÓÕÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ.

õÖÅ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÏÌØ-

ÛÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ t| ×ÒÅÍÑ, É ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÅ

× ×ÉÄÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ �ÒÉ t→ ∞. õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÉÅÍ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÙÈ {

ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÂÙÌÏ ÏÓÏÚÎÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ É ÉÄÅÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ

Ó ÈÁÏÓÏÍ, ÍÏÇÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÁÌÏÍÅÒÎÏ

É ÚÁËÏÎÙ ÄÉÎÁÍÉËÉ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ×ÅÓØÍÁ �ÒÏÓÔÏ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÏÇÄÁ

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁÌÏÒÁÚÍÅÒÎÙÍ ÈÁÏÓÏÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÁÖ-

ÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÓÉÓÔÅÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ. ÷ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ Ä×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÁ: t | ×ÒÅÍÑ É N | ÞÉÓÌÏ ÓÔÅ-

�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ, É ÏÂÁ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×

ÚÄÅÓØ | Ï ÓÔÒÅÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ×ÓÔÁÔØ ÎÁ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ äÅÍÏ-

ËÒÉÔÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÁÀÝÁÑ ÓÒÅÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÁÂÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ

ÓÏÂÏÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÁÓÔÉ�, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ, × ËÁËÏÊ ÍÅÒÅ ÏÓÎÏ×ÁÎ-

ÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ ÍÏÄÅÌÉ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ×ÒÅÍÅÎÉ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ

ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÏÓÔÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ. åÓ-

ÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÂßÅÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÁÚ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 10 ÞÁÓÔÉ�, ÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ü×ÏÌÀ-

�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÇÄÁ ÇÁÚ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏ×ÉÎÕ

ÏÂßÅÍÁ. äÌÑ 100 ÞÁÓÔÉ� ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ, ÈÏÔÑ É �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÄÉÎÁÍÉËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏÌØÛÅ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ

�ÏÄÏÂÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô. íÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÏÇ É ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÏÇÁ, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ | ÏÞÅÎØ ÓÅÒØÅÚÎÙÊ ÛÁÇ; ÎÏ ÔÅÏÒÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ-

�ÅÒÉÍÅÎÔÁ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÜÔÏÔ �ÏÒÏÇ ×ÙÂÒÁÎ. úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ

ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ æÅÒÍÉ { ðÁÓÔÁ { õÌÁÍÁ. ïÎÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ

ÍÏÄÅÌØ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÄÒÁ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÌ �ÏÔÅÒÀ �ÁÍÑÔÉ Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÀ, Á ÒÅÁÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÓÏ×ÓÅÍ

ÉÎÙÍ.

åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ Ó×ÏÂÏÄÙ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅ-

ÓËÏÍ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÜÔÏ | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ

ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÞÁÓÔÉ� ÎÅ �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÓÔÓËÉÍ ÚÁ-

ËÏÎÁÍ, Á ÉÍÅÀÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÕÀ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ �ÒÉ N → ∞. ïÄÎÉÍ ÉÚ
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ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ ÓÔÁÌÏ ÏÔËÒÙÔÉÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ t ×

ÄÉÎÁÍÉËÅ ÉÇÒÁÅÔ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ, ÞÔÏ É ÂÏÌØÛÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ N × ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁ-

ÎÉËÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÈÁÏÓ ÅÓÔØ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÊ ÂÅÓ�ÏÒÑÄÏË.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÄÉÎÁÍÉËÅ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÆÏÒÍÁ-

ÌÉÚÍÏÍ. îÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë

�ÒÅÄÍÅÔÕ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ z = (z

1

; : : : ; z

d

) | ÔÏÞËÁ d-ÍÅÒÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ, z

i

| �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ

ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÎÁÛÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ d = 1. îÏ ×ÁÖÎÏ, ÏÄÎÁËÏ,

ÉÍÅÔØ ÏÂÝÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ d. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ z ∈ V , ÇÄÅ V |

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, É × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ V ÅÓÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ �(z), �ÒÉÎÉÍÁÀ-

ÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. �É�ÉÞÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �(z) = ±1, ËÏÇÄÁ ×
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÚÎÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ U(�(z); �(z

′
),

|z − z

′| 6 r), ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÚÏ×£Í �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �(z) Ó

Å£ ÓÏÓÅÄÑÍÉ × ÒÁÄÉÕÓÅ r. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ��(�V ) = {�(z) | z =∈ V ,

dist(z; V ) 6 r}. óÕÍÍÁ
∑

z∈V

U(�(z); �(z

′
); |z − z

′| 6 r) = U(�(z); z ∈ V | ��(�V ))

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÉÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �(z); z ∈ V �ÒÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ��(�V ).

ðÏÔÏÍ ÔÁËÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ

ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. �É�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÆÅÒÒÏÍÁÇÎÉÔÎÁÑ

ÍÏÄÅÌØ éÚÉÎÇÁ, ÇÄÅ �(z) = ±1, r = 1 É

U(�(z); �(z

′
); |z − z

′| 6 1) =

∑

z

′
:|z−z′|=1

(�(z)− �(z

′
))

2

+ h�(z):

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÉ h = 0 ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

äÉÒÉÈÌÅ

∫

V

(∇�;∇�) dz:

ïÄÎÁËÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÏÄÅÌØ éÚÉÎÇÁ ÄÁÌÅËÁ ÏÔ Å£ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÁÎÁ-

ÌÏÇÁ.

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ

�

�

(�(z); z ∈ V ; ��(�V )) = e

−�U(�(z);z∈V |��(�V ))

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ×ÅÓÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �(z); z ∈ V . ðÁÒÁÍÅÔÒ � |

ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÁ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

�(V | �; ��(�V )) =
∑

{�(z);z∈V }

�

�

(�(z); z ∈ V ; ��(�V )):

òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ çÉÂÂÓÁ × ÏÂßÅÍÅ V �ÒÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ��(�V ) É ÏÂÒÁÔÎÏÊ

ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÅ � | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÈ �(z),

z ∈ V , ÇÄÅ

p(�(z); z ∈ V ) =

1

�(V | �; ��(�V ))��(�(z); z ∈ V ; ��(�V )):

íÏÖÎÏ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
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ÚÎÁÞÅÎÉÊ �(z) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏ, Á �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ U ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ r. �ÁËÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÄÉÎÁ-

ÍÉËÉ.

ðÅÒ×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ | Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÇÉÂÂÓÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÉ V → ∞ É ÚÁ-

×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. ðÒÅÄÅÌÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ

Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ äÏÂÒÕ-

ÛÉÎÁ { ìÜÎÆÏÒÄÁ { òÀÜÌÑ. ï ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ �ÒÅÄÅÌÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÇÒÁÎÉÞ-

ÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÇÏ×ÏÒÑÔ ËÁË Ï ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÁÌØÎÉÊ �ÏÒÑÄÏË; ÏÎ Ó×ÑÚÁÎ Ó

ÆÁÚÏ×ÙÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. óÅÊÞÁÓ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÁÌØÎÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÅÓÔØ ×

Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ×ÙÛÅ ÍÏÄÅÌÉ éÚÉÎÇÁ �ÒÉ d > 1, h = 0 É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ �. ïÄ-

ÎÁËÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÆÁÚÏ×ÙÈ �ÅÒÅÈÏÄÁÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ. ðÒÉÞÉÎÁ

× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÔ �ÒÉ d = 1, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ çÉÂÂÓÁ | ÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ �Å�É Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÁÍÑÔØÀ. ÷�ÒÏÞÅÍ, ËÏÅ-

ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ, ÅÓÌÉ r = ∞. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÅÏÒÅÍÙ,

ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × ÄÉÎÁÍÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ p(�(0) | �(−1); �(−2); : : : ; �(−n); : : : ), ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

a) p(�(0) | �(−1); �(−2); �(−3); : : : ; �(−n); : : : ) > 
onst > 0;

b)

∑

�(0)

p(�(0) | �(−1); �(−2); �(−3); : : : ; �(−n); : : : ) = 1:

�ÏÇÄÁ p(�(0) | �(−1); �(−2); : : : ; �(−n); : : : ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÕÓÌÏ×ÎÕÀ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �(0) �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÅÄÙÓÔÏÒÉÉ �(−1); �(−2); : : : ; �(−n); : : : úÁÄÁ-
ÄÉÍÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ: ËÁË ÍÎÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ P ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÜÔÏÊ

ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ? ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

lim

n→∞

P (�(0); �(−1); : : : ; �(−n))
P (�(−1); : : : ; �(−n)) = p(�(0) | �(−1); : : : ; �(−n); : : : ):

åÓÌÉ p ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô. Å. p = p(�(0) | �(−1),
�(−2); �(−3); : : : ; �(−n)), ÔÏ ÏÂÙÞÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �Å�ÅÊ íÁÒËÏ×Á ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ P ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÉÍÅÌÁ ÍÅÓÔÏ É �ÒÉ n = ∞, ÆÕÎË�ÉÑ

p ÄÏÌÖÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ. ðÏÌÏÖÉÍ

�

n

= sup

�;�

′
;�

′′

∣∣∣∣
p(�(0) | �(−1); ; : : : ; �(−n); �′(−n− 1); : : : )

p(�(0) | �(−1); ; : : : ; �(−n); �′′(−n− 1); : : : )

− 1

∣∣∣∣ :

�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ

∑
n

�

n

<∞, ÔÏ P ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.

åÓÌÉ

∑
n

�

n

=∞, ÔÏ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÍÏÖÅÔ �ÒÏÑ×ÉÔØÓÑ ÜÆÆÅËÔ ÄÁÌØÎÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ

É P ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ.

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ P ÏÂÙÞÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖ-

ÎÏ, | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÅ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ E

p

(�(0)�(z)) É

ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÈ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ z → ∞.

�ÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ÷ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÚÁÄÁ-

ÞÁ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÉÌÉ ËÌÁÓÓ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ

ÓÉÓÔÅÍ) ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×Á ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. ÷ÔÏÒÁÑ | ÜÔÏ ÔÅÏÒÉÑ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÁÑ,
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ÞÔÏ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖ-

ÎÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÈÁÏÓÏÍ.

éÄÅÑ Ï Ó×ÑÚÉ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ É ÈÁÏÓÁ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÕÖÅ × ÓÔÁÔØÑÈ É ËÎÉ-

ÇÁÈ ðÕÁÎËÁÒÅ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÅÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÅ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÏÎ ÏÂ-

ÓÕÖÄÁÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ), × ÒÁÂÏÔÁÈ áÄÁÍÁÒÁ, âÉÒËÇÏÆÁ,

íÏÒÓÁ.

÷ ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÁÍ ×ÒÅÍÅÎÁ (ÔÒÉÄ�ÁÔØ { ÓÏÒÏË ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ) ÜÔÁ ÔÅÍÁ

ÂÙÌÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ × ÒÁÂÏÔÁÈ ÆÉÚÉËÏ× î.ó.ëÒÙÌÏ×Á, â.þÉÒÉËÏ×Á, ç. úÁÓÌÁ×ÓËÏ-

ÇÏ, äÖ.æÏÒÄÁ É ÄÒ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÜÔÏÊ ÉÄÅÉ ÒÁÚ×É×Á-

ÌÉÓØ ó.óÍÅÊÌÏÍ, ä.áÎÏÓÏ×ÙÍ, í.ûÕÂÏÍ, äÖ.ðÅÊÌÉÓÏÍ É ÄÒ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ

ÔÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ ä.òÀÜÌÑ, ò. âÏÕÜÎÁ, ÷.ïÓÅÌÅÄ�Á, ñ.ðÅÓÉÎÁ,

ÍÏÉÈ É ÄÒ.

÷Ù×ÏÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÈÁÏÓÁ ÉÚ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÊÞÁÓ ÈÏÒÏÛÏ

ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÅÅ × ÌÅË�ÉÉ 3. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÕÀ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ. ÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ

ÏÂÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

dx

i

dt

= f

i

(x

1

; : : : ; x

d

); 1 6 i 6 d; (1)

ÚÄÅÓØ d| ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. æÕÎË�ÉÉ f

i

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ

É ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ x(0) = (x

1

(0); : : : ; x

d

(0))

ÓÉÓÔÅÍÁ (1) ÉÍÅÌÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x(t) = (x

1

(t); : : : ; x

d

(t)), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ

ÄÌÑ ×ÓÅÈ t, −∞ < t <∞.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÌÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ x

′
(0) = (x

′
1

(0); : : : ; x

′
d

(0)),

x

′
i

(0) = x

i

(0) + Æx

i

(0). ÷ÅËÔÏÒ Æx(0) = (Æx

1

(0); : : : ; Æx

d

(0)) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÒÁÚ-

ÍÅÒ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ. ÷ÏÚÍÕÝÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x

′
(t) ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÒÅ-

ÛÅÎÉÑ x(t) É ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÏ ×ÒÅÍÑ t, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

‖x′(t) − x(t)‖ = O(1), Ô. Å. x

′
(t) − x(t) �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍ ÒÁÚ-

ÍÅÒÏÍ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á? (÷ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ÏÂÙÞÎÏ ÌÅÇËÏ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.) þÅÍ ÍÅÎØÛÅ ×ÒÅÍÑ t, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅÕÓÔÏÊ-

ÞÉ×Á ÄÉÎÁÍÉËÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Æx(0) → 0 ×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ É

t ∼ � ln ‖Æx(0)‖ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � > 0. ëÏÎÅÞÎÏ, � ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ‖Æx(t)‖ ≍ e

�t‖Æx(0)‖. ïÄÎÁËÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÎÁÞÉÍÁ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ

ÔÁËÉÈ t É Æx(0), ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ e

�t‖Æx(0)‖ ÓÒÁ×ÎÉÍÁ �Ï �ÏÒÑÄËÕ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍ

ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. åÓÌÉ t → −∞, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ (ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ óÍÅÊÌÏÍ). þÉÓÌÏ � ×

ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ìÑ�ÕÎÏ×Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÑ�ÕÎÏ×ÓËÉÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ (ÄÁÎÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ).

�ÏÞËÁ x(0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Rd

= R

1

(x(0)) + E

(u)

(x(0)) +

+ E

(s)

(x(0)), ÇÄÅ R

1

(x(0)) | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏ-

ÒÏÍ f(x(0)) = (f

1

(x(0)); : : : ; f

d

(x(0))), E

(u)

É E

(s)

| �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏÒÏÖÄ£Î-

ÎÙÅ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ É ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÎÑÔÉÑ ÇÉ-

�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ

× ÁÎÁÌÉÚÅ, ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ, �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. �ÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó
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ÏÂÝÉÍÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ. óÉÓÔÅÍÁ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-

ÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x(0) | ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ É ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ××ÅÄÅÎÏ

áÎÏÓÏ×ÙÍ É óÍÅÊÌÏÍ.

ðÕÓÔØ dimE

(u)

(x(0)) = k, dimE

(s)

(x(0)) = l É ÜÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ

ÏÔ x(0). C

1

-�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �

(u)

(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ

ÔÏÞËÉ x = x(0), ÅÓÌÉ dim�

(u)

(x) = k, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ë �

(u)

(x) × ÔÏÞËÅ x

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó E

(u)

(x) É �

(u)

(x) = {y : dist(x(t); y(t)) → 0 �ÒÉ t → −∞}. áÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÏ, l-ÍÅÒÎÏÅ C

1

-�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �

(s)

(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ

ÔÏÞËÉ x = x(0), ÅÓÌÉ dim�

(s)

(x) = l, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ë �

(s)

(x) × ÔÏÞËÅ x

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó E

(s)

(x) É �

(s)

(x) = {y : dist(x(t); y(t)) → 0 �ÒÉ t → ∞}. áÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÎÁ

ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÉÌÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ÷Ï

×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÆÁÚÏ-

×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ×ÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ. �ÁËÉÅ ÇÒÕ��Ù É

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ

ÔÏÞËÉ ÉÍÅÀÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ

áÄÁÍÁÒÁ { ðÅÒÒÏÎÁ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.

îÉÖÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ

ÍÅÒÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '

∫
'(x(0)) d�(x(0)) =

∫
'(x(t)) d�(x(0)):

íÅÒÁ � ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ), ÅÓÌÉ d�(x) =

= p(x)dx

1

· : : : · dx
d

. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÍÅÒÙ. íÙ

ÏÂÓÕÄÉÍ ÒÏÌØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ × ÌÅË�ÉÉ 3.

ìÅË�ÉÑ 2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ

ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ

1. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f | Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ [0; 1℄ ËÕÓÏÞÎÏ C

2

-

ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(x) ∈ [0; 1℄ �ÒÉ 0 6 x 6 1. �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Ï-

ÒÏÖÄÁÅÔ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ T

n

f

: T

f

(x) = f(x), T

n

f

(x) = f(T

n−1

f

(x)). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T

f

|

ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ, ÅÓÌÉ f

′
(x) > 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ x. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ-

ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ f , �ÒÉÞÅÍ × ÔÏÞËÁÈ ÒÁÚÒÙ×Á ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÌÅ×ÁÑ

É �ÒÁ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ É ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁÚ-

ÒÙ×ÎÏÓÔØ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÅÒØÅÚÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÓÉÔÕÁ-

�ÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× [x

i

; x

i+1

℄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ f(x

i

) = 0, f(x

i+1

) = 1, Ô. Å. T

f

[x

i

; x

i+1

℄ = [0; 1℄. õ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ T

f

×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ. ÷ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÜÔÏ | ÔÅÏÒÅÍÁ òÅÎØÉ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ �ÅÒ-

×ÏÊ ÌÅË�ÉÉ. ïÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ìÅÄÒÁ�ØÅ, ëÅÌÌÅÒÏÍ, èÏÆÂÁÕÜÒÏÍ É

ÄÒÕÇÉÍÉ.
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óÁÍÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ × ÔÅÏÒÉÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-

ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x 7→ rx(1 − x), 0 6 x 6 1. úÄÅÓØ r | �ÁÒÁÍÅÔÒ, 0 6 r 6 4. üÔÉ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÄÅÌÏ Ó ÉÔÅÒÁ�ÉÑÍÉ

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (æÁÔÕ, öÀÌÉÁ, ëÁÒÌÅÓÏÎ, íÉÌÎÏÒ, ìÀÂÉÞ, íÁËÍÀÌÌÅÎ,

äÕÁÄÉ, èÁÂÂÁÒÄ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ). ïÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ

ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ æÅÊÇÅÎÂÁÕÍÁ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ ÈÁÏÓÁ.

äÌÑ ÈÁÏÓÁ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÉÎ×Á-

ÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÄÅÓØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ñËÏÂÓÏÎÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ r, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Õ T

f

ÅÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ.

îÅÄÁ×ÎÏ ìÀÂÉÞ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ [0; 4℄ = C

1

∪ C
2

∪ C
3

, ÇÄÅ l(C

1

) = 0, l(C

2

) > 0 É

ÄÌÑ ×ÓÅÈ r ∈ C

2

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ T

f

ÉÍÅÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ

ÍÅÒÕ, Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ r ∈ C

3

Õ T

f

ÅÓÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ �Ï-

ÞÔÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄. íÎÏÖÅÓÔ×Ï C

3

ÏÔËÒÙÔÏ É ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÚÎÁÞÅÎÉÊ r, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ T

f

ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÍÅÒÕ.

2. ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÇÒÕ��Ï×ÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ, T (x

1

; x

2

) =

= (ax

1

+ bx

2

; 
x

1

+ dx

2

), ÇÄÅ x = (x

1

; x

2

) | ÔÏÞËÁ T2

, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï

ÍÏÄÕÌÀ 1, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a; b; 
; d| �ÅÌÙÅ É ad−b
 = 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T ÇÉ�ÅÒÂÏ-

ÌÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �

1

, �

2

ÍÁÔÒÉ�Ù

∥∥ a b


 d

∥∥
ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ |�

1

| > 1 > |�
2

|.
îÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ É ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �

(u)

(x), �

(s)

(x) | �ÒÑÍÙÅ, ÉÄÕÝÉÅ

×ÄÏÌØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �

1

É �

2

.

3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË-

�ÉÀ V (x) �ÅÒÉÏÄÁ 1, ÉÍÅÀÝÕÀ Ä×Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ. ïÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ T (x

1

; x

2

) = (x

′
1

; x

′
2

), ÇÄÅ x

′
1

= x

1

+ kV (x) (mod 1),

x

′
2

= x

2

+x

′
1

(mod 1), k| �ÁÒÁÍÅÔÒ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ïÎÉ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ â.÷.þÉÒÉËÏ×ÙÍ É ÂÒÉÔÁÎÓËÉÍ ÆÉÚÉËÏÍ �ÅÊÌÏÒÏÍ É ÛÉÒÏËÏ

ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÆÉÚÉËÅ �ÌÁÚÍÙ, ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÈ É Ô. �. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k ÄÁÀÔ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ

ëáí (ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× { áÒÎÏÌØÄ { íÏÚÅÒ). ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ëÁË

ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÁÌÉ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÍÉ, �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ

k > 0. üÔÁ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×ÓÅ ÅÝÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ.

4. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ �ÏÔÏËÉ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ

ËÒÉ×ÉÚÎÙ É ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. üÔÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Tor

2

. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ

�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ H = {z : Im z > 0} ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÉÍÁÎÏ×Õ ÍÅÔÒÉËÕ

ds

2

= (dx

2

+ dy

2

)=y

2

.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ H Ó ÔÁËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÍÅÅÔ ÇÁÕÓÓÏ×Õ ËÒÉ×ÉÚÎÕ −1. þÔÏ-
ÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÔÏËÁ, ×ÏÚØÍÅÍ ÇÒÕ��Õ � =

{∥∥ a b


 d

∥∥}
,

a; b; 
; d | �ÅÌÙÅ É ad − b
 = 1. íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ
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0

òÉÓ. 1.

Q = H=�, ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1. ìÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ Q

ËÏÎÅÞÎÁ.

äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù SL(2;R) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ‖ x y

z w

‖, xw − zy = 1.

ïÂÌÁÓÔØ Q ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, Ë×ÁÎ-

ÔÏ×ÏÍ ÈÁÏÓÅ. æÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏM ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÔÏËÁ | ÜÔÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËQ. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÏÔÏË| ÜÔÏ

ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ × M , �ÅÒÅÍÅÝÁÀÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓËÏÒÏ-

ÓÔØÀ ×ÄÏÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÜÔÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ.

çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ �ÏÔÏËÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ÷

ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÓÏÂÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×-

ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÉÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ. õÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ|

ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ × ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÂßÅËÔÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÒÉÓÆÅ-

ÒÁÍÉ. ÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | ÜÔÏ

ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ, ËÁÓÁÀÝÉÍÓÑ

�ÒÑÍÏÊ Im z = 0, ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ

�ÒÑÍÙÍ. ïÒÉÓÆÅÒÙ (× Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÒÉ�ÉËÌÙ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ËÁË �ÒÅ-

ÄÅÌÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 2. òÉÓ. 3.

5. óÉÓÔÅÍÙ áÎÏÓÏ×Á. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏ-

ÓÔØÀ ×ÓÅÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ áÎÏÓÏ×Á (× ÞÅÓÔØ ÒÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÁ áÎÏÓÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÈ ××ÅÌ). ïÎÉ ×ËÌÀÞÁÀÔ × ÓÅÂÑ ÇÒÕ��Ï×ÙÅ Á×ÔÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÙ ÔÏÒÏ× É ÉÈ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ �ÏÔÏËÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔ-

ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.
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6. òÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ, ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ. âÉÌÌÉÁÒÄÙ | ÜÔÏ

ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÔÏÞËÉ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÓÓÙ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Q. �ÏÞËÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù

ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. äÉÎÁÍÉËÁ ÔÁËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÒÁÚ-

ÒÙ×ÎÁ. ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q. âÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Á �Q | ×ÏÇÎÕÔÁ

(ÓÍ. ÒÉÓ. 4).

òÉÓ. 4.

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ �ÏÔÏËÏ× ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ-

×ÉÚÎÙ, ÔÉ�ÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÒÉÍÅ-

ÒÙ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 5. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ ËÌÀ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�Ù. ÷ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÒÁÚÒÙ×ÎÁ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ

ÓÉÓÔÅÍÁ Õ�ÒÕÇÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÔÁËÖÅ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÁ ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. âÕÎÉÍÏ×ÉÞ ÄÏËÁÚÁÌ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ

×ÎÕÔÒÉ ÓÔÁÄÉÏÎÁ (ÓÔÁÄÉÏÎ âÕÎÉÍÏ×ÉÞÁ). çÁÚÕ ÉÚ Ô×ÅÒÄÙÈ ÓÆÅÒ É ÄÒÕÇÉÍ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÁÍ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÂÏÌØÛÁÑ ËÎÉÇÁ �ÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ä.óÁÓÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÄÁ×ÎÏ ×ÙÛÌÁ

× ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å û�ÒÉÎÇÅÒ.

òÉÓ. 5.

7. óÉÓÔÅÍÙ óÍÅÊÌÁ Ó ÁËÓÉÏÍÏÊ A. áÔÔÒÁËÔÏÒ ìÏÒÅÎ�Á. ó.óÍÅÊÌ �ÒÅÄ-

ÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÇÉ-

�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÍ ×ÓÅ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÉ. óÍÅÊÌ ÎÁÚ×ÁÌ ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÅ A.

ïÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

÷ 1962 ÇÏÄÕ å.ìÏÒÅÎ� �ÒÉ×ÅÌ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÁË-
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ÓÉÏÍÏÊ A. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ

dx

1

dt

= −�x
1

+ �x

2

;

dx

2

dt

= rx

1

− x

2

− x

1

x

3

;

dx

3

dt

= −bx
3

+ x

1

x

2

:

(2)

úÄÅÓØ �; r; b | ÞÉÓÌÏ×ÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ. å.ìÏÒÅÎ� ÏÔËÒÙÌ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÉ ÉÓÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÎÉÉ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ âÅÎÁÒÁ × ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÅ. ïÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ �ÒÉ ÞÉ-

ÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (2) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �; r; b �ÒÏÑ×ÌÑÅÔ

ÓÉÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ. äÅÓÑÔØÀ ÇÏÄÁÍÉ �ÏÚÖÅ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÔÁÌÁ

×ÅÓØÍÁ �Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ, É ÉÄÅÉ ÈÁÏÓÁ ÎÁÞÁÌÉ �ÒÏÎÉËÁÔØ × ÆÉÚÉËÕ. ðÒÉÍÅÒÎÏ × ÜÔÏ ÖÅ

×ÒÅÍÑ òÀÜÌØ É �ÁËÅÎÓ (ò�) �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÔÒÁÎÎÏÇÏ ÁÔÔÒÁËÔÏÒÁ �ÒÉÍÅÎÉ-

ÔÅÌØÎÏ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ÔÕÒÂÕÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÉÓÔÅÍÁ (2) ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ò�, ÏÄÎÁËÏ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÎÅÍÕ. ïÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ (2)

ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ò.÷ÉÌØÑÍÓÏÍ É (ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ) áÆÒÁÍÏ×ÉÞÅÍ, âÙËÏ×ÙÍ,

ûÉÌØÎÉËÏ×ÙÍ. îÅÄÁ×ÎÏ �ÁËÅÒ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁÛÅÌ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ìÏÒÅÎ�Á (2).

8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ üÎÏ É ÁÔÔÒÁËÔÏÒ üÎÏ. ÷ÄÏÈÎÏ×ÌÅÎÎÙÊ ÒÁÂÏÔÏÊ å.ìÏÒÅÎ-

�Á, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ ÁÓÔÒÏÎÏÍ í.üÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ìÏ-

ÒÅÎ�Á (2), × ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÀÝÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (x

1

; x

2

) → (1+x

2

− ax

2

1

; bx

1

), ÇÄÅ a; b| �ÁÒÁÍÅÔÒÙ. í.âÅÎÅÄÉË É

ì.ëÁÒÌÅÓÏÎ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÊ üÎÏ.

9. ðÏÄËÏ×Á óÍÅÊÌÁ, ÇÏÍÏËÌÉÎÉÞÅÓËÉÅ É ÇÅÔÅÒÏËÌÉÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏ-

ÒÉÉ. ÷Ó£ ÜÔÏ | ÍÅÈÁÎÉÚÍÙ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ

ÉÚ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ. ïÂÙÞÎÏ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ É

× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×ÁÈ �ÒÏÑ×ÌÑÀÔ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ. ðÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï �ÏÄËÏ×Ù óÍÅÊÌÁ, ÇÏÍÏ-

ËÌÉÎÉÞÅÓËÉÈ É ÇÅÔÅÒÏËÌÉÎÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÈ

ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÅÇÞÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÌÉ ÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.

ìÅË�ÉÑ 3. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÕÓÔÏÑ×ÛÅÇÏÓÑ ÈÁÏÓÁ

éÚ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÁËÉÈ

ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÒÁÓÔ£Ô ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ. íÎÏÇÉÅ

ÉÈ ÎÉÈ | ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÅ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÒÁ-

ÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ. �ÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÒÍÉÎÏ× É �ÏÎÑ-

ÔÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ, Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ

ÓÉÓÔÅÍ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÄÅÓØ Å£ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ.

äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÈÁÏÔÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÌÕ-

ÞÁÊÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÉÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÅÒ×ÏÊ

ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ Ï ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ. ïÎ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ
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× ÄÉÎÁÍÉËÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' Å£ ×ÒÅ-

ÍÅÎÎ�ÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ

lim

t→∞

1

t

∫
u+t

u

'(x(s)) ds = �'(x(0))

�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ïÎ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ u, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×É-

ÓÅÔØ ÏÔ x(0). üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÉÒËÇÏÆÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � | ÉÎ×Á-

ÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ, ÔÏ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ �-�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x(0).

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÈÁÏÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÂÏÒÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ

ÍÅÒÙ �. ïÂÙÞÎÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏ ÔÉ�Ï× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ: �ÅÒÉÏ-

ÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÔÒÁÎÚÉÅÎÔÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

É Ô. �. åÓÌÉ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ �, ÔÏ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ

Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÒÅÖÉÍÏÍ.

åÓÔØ ÏÂÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ

ÍÅÒÙ (ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ× | ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÇÏÌÀÂÏ×Á { ëÒÙÌÏ×Á ÄÌÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ

ÓÉÓÔÅÍ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÆÁÚÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ). ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-

ÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁËÏÎÏ× ÄÉÎÁÍÉËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,

ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù ÓÉÓÔÅÍÙ, ÇÒÕ��Ï×ÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ-

ÓËÉÅ �ÏÔÏËÉ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ ÉÍÅÀÔ ÁÂÓÏ-

ÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÅÒÙ.

éÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÂÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÂÏÒÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅ-

ÍÙÊ ÉÎÏÇÄÁ �ÒÉÎ�É�ÏÍ òÀÜÌÑ. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÕÀ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ

�(x; 0),

∫
�(x; 0) dx

1

dx

2

· : : : · dx
d

= 1. ïÎÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÅÒÕ �

0

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

d�

0

dx

= �(x; 0). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t > 0 É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ '

∫
'(x(t)) d�

0

(x(0)) =

∫
'(x(t))�(x; 0) dx =

∫
'(y)�(y; t) dy:

ðÌÏÔÎÏÓÔØ �(y; t) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ìÉÕ×ÉÌÌÑ

��

�t

+ div(�; f) = 0; f(y) = (f

1

(y); : : : ; f

d

(y))

ÉÌÉ ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ

lim

t→∞

∫
'(x(t)) d�

0

(x(0)) =

∫
'(y) d�∞(y);

ÇÄÅ �∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ É �∞ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �

0

, ÔÏ �∞ | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ ñËÏÂÓÏÎÁ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ âÅÎÅÄÉËÓÁ { ëÁÒÌÅÓÏÎÁ, Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ × �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �∞ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

äÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ÔÒÕÄÎÏÊ ÚÁÄÁ-

ÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �∞ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÍÅÒÏÊ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÀÝÅÇÏ

Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÎÁÍÉËÉ É ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÎÉÖÅ.

�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÂÒÁÎÁ ÉÎ-

×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ �. �ÅÏÒÅÍÁ âÉÒËÇÏÆÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ �'(x(0))

ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ x(0). íÅÒÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ �'(x(0)) =

∫
'(y) d�(y).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ

ÞÉÓÅÌ. �ÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, Á �ÏÎÑÔÉÅ ÜÒÇÏ-

ÄÉÞÎÏÓÔÉ × ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÎÏÍ ×ÉÄÅ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ì.âÏÌØ�ÍÁÎÏÍ.
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ïÂÙÞÎÏ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ.

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÚÎÁÅÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ëáí ÔÅÏÒÉÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ-

×Ù ÓÉÓÔÅÍÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÄÉÎÁÍÉËÕ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÉ�, ÎÅÜÒÇÏÄÉÞ-

ÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÅ ü.èÏ�ÆÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ. íÙ Ï�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÅ, ÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÎÙÍ ÓÔÒÏÇÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ. äÌÑ �ÒÏ-

ÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ '. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x Å£ ÌÏËÁÌØÎÏÅ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ 


(s)

(x), Ô. Å. ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ x, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ �

(s)

(x), 


(s)

(x) ⊂ �

(s)

(x). åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �'(x), ÔÏ

É �'(y), y ∈ 


(s)

ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÒÉÞ£Í �'(y) = �'(x). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏËÁ

x Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ×

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ. ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ

x ×ÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÉÒËÇÏÆÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ

×ÓÅÈ y

lim

t→∞

1

t

0∫

−t

'(x(s)) ds = lim

t→∞

1

t

t∫

0

'(x(s)) ds

É ÏÂÁ �ÒÅÄÅÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. üÔÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÏÄÎÉ É ÔÅ

ÖÅ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ÷ ÇÉ�ÅÒÂÏ-

ÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ × ÍÁÌÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ×ÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ (1) É ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÕÓÔÏÊÞÉ-

×ÙÈ É ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ �'(y) �ÏÓÔÏÑÎÎÏ

× ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x. ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÔÒÕÄÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÊ

ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ.

ü.èÏ�Æ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÇÅÏ-

ÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ �ÏÔÏËÏ× ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ.

ðÏÚÄÎÅÅ ÏÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÌÏÓØ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ áÎÏÓÏ×Á, ÓÉÓÔÅÍÁÍ Ó ÁËÓÉÏÍÏÊ A É Ô. Ä.

ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ èÏ�ÆÁ Ë ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ ÇÉ�ÅÒ-

ÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ | ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (âÕÎÉÍÏ×ÉÞ, þÅÒÎÏ×, óÉÎÁÊ, ûÉÍÁ-

ÎÉ, óÁÓ É ÄÒ.).

üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �Å�ÅÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÀÂÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÔÁ�ÉÏ-

ÎÁÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. áÎÁÌÏÇÏÍ × ÄÉÎÁÍÉËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ ×ÙÛÅ �ÒÉÎ-

�É� òÀÜÌÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ �

ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

∫
'(x)�(x; t) dx →

∫
'(x)�(x) dx; t→ ∞: (3)

÷ ÏÂÝÅÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �(x; t) Ë �(x). ðÒÏÓÔÙÅ �ÒÉ-

ÍÅÒÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(·; t) �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ t ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÎÅÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÏÊ É (3) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ.

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ×ÁÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ �∞ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë

ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ.
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äÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (3) É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ÓÏ-

ÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÛÁÇÏ×, É ÏÂÁ ÛÁÇÁ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ

ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ, Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ × ÌÅË�ÉÉ 1. ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ | ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÉÎÁÍÉËÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �

(u)

(x(0)) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ, ÎÏ ÎÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÅÒÕ. íÅÈÁÎÉÚÍ Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ �ÒÏÓÔ. âÅÒ£Í

ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ �

(u)

(x(−t)) É Å£ ÏÂÒÁÚ ÎÁ �

(u)

(x(0)), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÄÉÎÁÍÉËÏÊ. îÅ

ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ. ÷ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÉÓÔÅ-

ÍÁÈ Ó ÓÉÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÁ.

÷ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ �

(u)

(x) �Ï

�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÍÅÒÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ. üÔÏÔ ÛÁÇ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÊ. ïÂÙÞÎÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÕÖ-

ÎÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÈ �ÏÚÄÎÅÅ. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ �ÕÔ£Í ÍÅÒÙ ÉÎÏÇÄÁ

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ SRB-ÍÅÒÁÍÉ (× ÞÅÓÔØ óÉÎÁÑ, òÀÜÌÑ, âÏÕÜÎÁ).

óÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅ-

ÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÁÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÌÕËÔÕÁ�ÉÊ

1

t

t∫

0

'(x(s)) ds − �';

�'(y) =

∫
'(x) d�(x). åÓÌÉ ÜÔÁ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ

ÒÁÚÎÏÓÔØ ÕÂÙ×ÁÅÔ ËÁË O(

1√
t

). õ ÎÅ£ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ

√
t



1

t

t∫

0

'(x(s)) ds − �'





ÉÍÅÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ t → ∞. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ×

ÄÁÎÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ' É ÏÔ

ÍÅÒÙ �. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÍÅÒÕ � ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÎÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ

ÍÅÒÕ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �.

÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÌÁÂÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ

×ÅÌÉÞÉÎ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÎÁÍÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. äÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.

üÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÞÉ-

ÓÔÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÍ �ÏÎÑÔÉÉ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. úÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

C ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ É ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ËÁÖÄÏÅ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. îÁÂÏÒ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× {C
1

; C

2

; : : : ; C

r

} ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ

r⋃
i=1

C

i

| ×Ó£ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É C

i

∩C
j

= �C

i

∩ �C
j

.

òÁÚÂÉÅÎÉÅ {C
1

; C

2

; : : : ; C

r

} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ 


(u) ⊂ C

i

ÌÀÂÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ T


(u) ∩ C
j

ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÎÅÕÓÔÏÊ-

ÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × C

j

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ
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(s) ∈ C

i

ÌÀÂÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ T

−1




(s) ∩C
j

| ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

× C

j

.

ïÂÙÞÎÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. ïÄÎÏ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ× ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×

ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÉÍÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÉÎÁ-

ÍÉËÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ. äÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

+∞⋂
−∞

T

k

C

i

k

ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÅÓÌÉ

C

i

k

∩ TC
i

k+1

6= ∅ �ÒÉ −∞ < k < +∞
íÁÒËÏ×ÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÁË

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÅÊ É �ÒÉÍÅÎÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ SRB-ÍÅÒÙ

ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÇÉÂÂÓÏ×ÓËÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÌÅË�ÉÉ 1 .

÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷Ù-

ÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (q; v), ÇÄÅ q = (q

1

; q

2

), v = (v

1

; v

2

), v

2

1

+ v

2

2

=

= 1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÎÁÍÉËÕ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (q; v).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (âÕÎÉÍÏ×ÉÞ, óÉÎÁÊ), ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÍÅÝÅÎÉÑ

òÉÓ. 6.

q(t)=

√
t ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÅÒÅ ÷ÉÎÅÒÁ, Ô. Å. ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ

ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ. ïÂÙÞÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ �Å-

ÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù �ÏÄ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ Ó Ì£ÇËÉÍÉ ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÇÁÚÁ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ì£ÇËÁÑ

ÞÁÓÔÉ�Á Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÏÄ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ Ó ÍÁÓÓÉ×ÎÙÍÉ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ

ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ É ÄÉÆÆÕÚÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ. üÔÏ, ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏ, �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.

íÎÏÇÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, × Þ£Í ÓÏÓÔÏÑÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ. ÷ÏÔ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔ×ÅÔÏ×.

1. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÍÏÖÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. ðÒÉÍÅÒ ÂÙÌ �ÒÉ×ÅÄÅÎ ×ÙÛÅ.

2. áÎÁÌÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÏ ÓÔÒÁÎÎÙÍÉ ÁÔÔÒÁËÔÏÒÁÍÉ, ÎÁ�ÏÄÏÂÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

ìÏÒÅÎ�Á. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÓÌÏÖÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ �ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑÈ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.
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3. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ æÅÊÇÅÎÂÁÕÍÁ �ÒÉ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÉ ÈÁÏÓÁ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ ÂÉÆÕÒËÁ�ÉÊ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ �ÅÒÉÏÄÁ. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÈÁ-

ÏÓÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÂÌÀÄÁÌÏÓØ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ

ÅÍÕ ×ÏÚÎÉË ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÎÏÒÍ-ÇÒÕ��Ù × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉ-

ÓÔÅÍ.

4. ÷ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ

ÔÅÏÒÉÉ ÈÁÏÓÁ, ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ É ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ, ÌÑ�ÕÎÏ×ÓËÉÊ Ó�ÅËÔÒ

É Ô. �. üÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÏ Ó ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ,

ÉÚ ÞÅÇÏ ÞÁÓÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ, ÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ ËÁË ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÈÁÏÔÉ-

ÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

5. ñ ÎÅ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÈÁÏÓÁ ÄÁÌÁ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÄÌÑ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁ-

ÍÉËÉ, É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÕÒÂÕÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÍÙ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÉÍÅÅÍ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉËÉ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

üÔÏÔ ÔÅËÓÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÂÌÉÚËÏ èÅÄÒÉËÏ×ÓËÉÍ ÌÅË�ÉÑÍ, �ÒÏ-

ÞÉÔÁÎÎÙÍ × ìÏÓ-áÎÖÅÌÅÓÅ × Á×ÇÕÓÔÅ 2000 ÇÏÄÁ. íÎÏÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÔÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ

ÈÁÏÓÁ × Î£Í �ÒÏ�ÕÝÅÎÙ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ñ ÉÍÅÀ × ×ÉÄÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ

ä.ïÒÎÓÔÅÊÎÁ É ÅÇÏ ËÏÌÌÅÇ �Ï �ÒÏÂÌÅÍÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É

ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ, ÒÁÂÏÔÙ äÖ.íÅÚÅÒÁ, ç.ëÓÉÁ Ï ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ É ÄÉÆÆÕÚÉÉ

áÒÎÏÌØÄÁ × ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É Ô. Ä. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÔÅÍÙ ÔÒÅÂÕÀÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ

ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.
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èÏÔÑ ÉÓÔÉÎÙ ÌÏÇÉËÉ É ÞÉÓÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂßÅËÔÉ×ÎÙ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ

ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ ÆÁËÔÏ× ÉÌÉ ÚÁËÏÎÏ× �ÒÉÒÏÄÙ, ÎÁÛÅ ÚÎÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÓÔÉÎ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÎÉÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁËÏÎÏ×. ðÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÏÍÕ

ÓÌÕÖÉÔ ÎÅÄÁ×ÎÉÊ �ÒÏÇÒÅÓÓ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÊ

ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏ, É ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï) ËÁË ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ,

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ïÔÎÙÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÄÏÌÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÉÌÉ �ÒÏ�ÅÓÓ, Á ËÁË ÆÉ-

ÚÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ (ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ), ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔØ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÁÛÅÇÏ ÚÎÁÎÉÑ ÆÉÚÉËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á.

1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ

ðÏÄÌÉÎÎÏ ÎÁÕÞÎÏÅ

1)

ÚÎÁÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Á�ÒÉÏÒÎÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. ïÎÏ ÄÏÌÖÎÏ

ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÁÑ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÚÎÁÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ, �ÒÉÇÏÄÎÏÍ ÄÌÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ,

ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. �ÁËÉÍ ÑÚÙËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ.

óÁÍÏ �ÒÉÚÎÁÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁÕÞÎÙÈ (× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙ-

ÓÌÅ) ÚÎÁÎÉÊ ÕÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÍÉÒÅ.

ëÁË ÇÏ×ÏÒÉÌ çÁÌÉÌÅÊ: �÷ÓÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ� [5℄. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

çÁÌÉÌÅÅÍ × ÆÉÚÉËÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÈ, ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ

ÔÅÏÒÉÊ ÏÚÎÁÞÁÌÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÁÒÉÓÔÏÔÅÌÅ×ÓËÏÇÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÆÉÚÉËÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ

ÎÁ Á�ÒÉÏÒÎÙÈ �ÒÉÎ�É�ÁÈ, Ë ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍÕ ÓÔÁÔÕÓÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÉ. ÷ÍÅÓÔÏ

�ÏÉÓËÏ× ÎÅ�ÏÇÒÅÛÉÍÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÌÁÎÁ ÍÉÒÏÚÄÁÎÉÑ ÇÁ-

ÌÉÌÅÅ×Á ÎÁÕËÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÓËÁ-

ÚÁÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÏÂßÅËÔÉ×ÎÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ.

éÔÁË, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÑÚÙË Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁÛÉÈ ÚÎÁÎÉÊ Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÍÉÒÅ. ñÚÙË

ÜÔÏÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌÅÎ É ÔÏÞÅÎ, ÎÏ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ × �ÒÁËÔÉ-

ÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ. àÄÖÉÎ ÷ÉÇÎÅÒ ÏÂÒÁÝÁÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ �ÎÅ�ÏÓÔÉÖÉÍÕÀ ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕËÁÈ� [12℄. îÏ ÔÁË ÌÉ ÕÖ ÎÅ�ÏÓÔÉÖÉÍÁ

ÉÌÉ Ó×ÅÒÈßÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÜÔÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ?

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. éÍÅÅÍ ÌÉ ÍÙ, ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁÛ ÍÏÚÇ,

�ÒÑÍÏÊ ÄÏÓÔÕ� Ë ÍÉÒÕ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ? (÷ ÜÔÏ

×ÅÒÉÌ ðÌÁÔÏÎ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÚÁÝÉÝÁÅÔ òÏÄÖÅÒ ðÅÎÒÏÕÚ [8℄.) éÌÉ

http://xxx.lanl.gov/math.HO/9911150 ðÅÒÅ×ÏÄ Ó ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÍÉ. ðÅÒÅ-

×ÏÄÞÉË í.î.÷ÑÌÙÊ.

1)

ðÏ-ÒÕÓÓËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÎÁÕÞÎÏÅ. ðÒÉÍ. �ÅÒ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(47{60)
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ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ Ï�ÙÔÎÙÍ �ÕÔ£Í, ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÑ Ó ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂß-

ÅËÔÁÍÉ? íÙ ÓËÌÏÎÑÅÍÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ. üÔÏ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÉÅ ÓÕÝÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÓÍÙÓÌÅ ÞÁÓÔØÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÉÒÁ ÉÌÉ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙ ÏÔ ÎÅÇÏ. íÙ ÎÅ ÏÔÒÉ�ÁÅÍ ÏÓÏÂÕÀ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÉÊ ÚÁ-

ËÏÎÏ× �ÒÉÒÏÄÙ, ÒÅÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÇÒÕ�� É ÁÌÇÅÂÒ. éÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×�ÏÌÎÅ

ÏÂßÅËÔÉ×ÎÙ, ËÁË É �ÏÌÁÇÁÌ ðÌÁÔÏÎ. îÏ ÄÁÎÙ ÎÁÍ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ

ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ. ìÉÛØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÂÕÄØ ÔÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ ÉÌÉ ÞÅÌÏ×ÅÞÅ-

ÓËÉÊ ÍÏÚÇ, ÄÁÀÔ ÎÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ × ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÍÉÒ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

îÏ ËÁË?

ó ÎÅÚÁ�ÁÍÑÔÎÙÈ ×ÒÅÍÅÎ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (�ÁÌØ-

�Ù, ÓÞ£ÔÎÙÅ �ÁÌÏÞËÉ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÙ) ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÝÎÏÓÔÅÊ É ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÉÍÅÎÎÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-

ÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÕÄÁÌÏÓØ �ÅÒ×ÙÍÉ �ÏÒÕÞÉÔØ ÍÁÛÉÎÁÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ,

ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ �ÒÏ-

�ÅÄÕÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÉÚÏ-

ÂÒÅÔ£ÎÎÙÅ âÌÅÚÏÍ ðÁÓËÁÌÅÍ, çÏÔÆÒÉÄÏÍ ÷ÉÌØÇÅÌØÍÏÍ ìÅÊÂÎÉ�ÅÍ É ÄÒÕÇÉÍÉ,

ÎÁÞÁÌÉ ÏÓ×ÏÂÏÖÄÁÔØ ÌÀÄÅÊ ÏÔ ÕÔÏÍÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÂÏÔ ×ÒÏÄÅ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ

ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ [6℄. ÷ XX ×ÅËÅ ÓÌÅÄÏÍ ÚÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ ÕÄÁÌÏÓØ ÍÅÈÁÎÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É

ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ �ÜÆÆÅËÔÉ×-

ÎÏÓÔÉ�, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍÏÅ × ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ, ÂÙÌÉ

ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ. áÌÁÎ �ØÀÒÉÎÇ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÔÅ ÁÂÓÔÒÁËÔ-

ÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, Ó�ÏÓÏÂÎÙ ×Ù�ÏÌ-

ÎÉÔØ ÌÀÂÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ). óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ,

ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ ÚÁÄÕÍÙ×ÁÌÉÓØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÏÅ ÔÏÞÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ Ó�ÏÓÏÂÅÎ ÞÅÌÏ×ÅË-×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

�ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑÍ. íÅÔÏÄ �ØÀÒÉÎÇÁ ÓÏÓÔÏÑÌ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÕÍÁÔØ

× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁÖÄÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ×Ù�ÏÌÎÑÅ-

ÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ ËÁË �ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ

ÉÚ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÅÇÏ ÌÅÎÔÙ� [11℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

Ó�ÏÓÏÂÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÍÁÛÉÎÙ ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÑ�, ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅËÁ-×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÎÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÍÁ-

ÛÉÎÏÊ.

íÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ ÂÙÌÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ, ÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ

�ÒÏÇÒÅÓÓÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÉÓ�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÅÁÌØÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÕÓÔÒÏÊ-

ÓÔ×ÁÍÉ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÍÏÖÅÔ

ÉÓ�ÏÌÎÉÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï? �ÅÏÒÉÑ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎÇÁ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÌÀÂÏÊ �ÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÆÏÒ-

ÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÈ. ÷ÍÅÓÔÏ

ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÉÄÅÀ �ØÀÒÉÎÇÁ Ï ÍÅÈÁÎÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

�ÒÏ�ÅÄÕÒ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÁË ÎÅÞÔÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÏÅ É ÚÁ ÓÞ£Ô

ÜÔÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ É ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ

�ÒÏ�ÅÄÕÒ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔÓÑ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ,

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÝÉÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. é ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ. îÏ ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ

×ËÌÀÞÉÔØ ÒÅÁÌØÎÙÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÛÉÎÙ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ?

é ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÷ÉÇÎÅÒÕ, ÏÂ �ÜÆÆÅËÔÉ×-

ÎÏÓÔÉ ÆÉÚÉËÉ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕËÁÈ�?
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áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÍÁÛÉÎ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÊ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÎÑÔÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ

ÌÀÂÙÅ ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á. éÚÕÞÅÎÉÅ ÒÅÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ× ËÁË ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÉÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ

Ó×ÏÊÓÔ×Á É �ÏÔÏÍÕ Ï�ÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÚÁËÏÎÙ �ÒÉÒÏÄÙ. íÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ (Ó �ÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÙÍÉ ÌÅÎÔÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÏ ÎÉËÔÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÌ, ÒÁÚ×Å ÞÔÏ

ÛÕÔËÉ ÒÁÄÉ. ïÎÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÍÅÄÌÅÎÎÙÍÉ É ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ. éÍÅÀÝÉÅÓÑ ÓÅÊÞÁÓ

ËÏÍ�ØÀÔÅÒÙ ËÕÄÁ ÌÕÞÛÅ. îÏ �ÏÞÅÍÕ ÍÙ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÔ

ÖÅ ×ÙÈÏÄ, ÞÔÏ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ? éÌÉ ÄÁÖÅ,

�ÏÞÅÍÕ, �ÏËÒÕÔÉ× ÒÕÞËÕ ÁÒÉÆÍÏÍÅÔÒÁ, ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ × ÉÔÏÇÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ?

÷ÅÄØ ÎÉËÔÏ ÎÅ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÍÁÛÉÎÕ, ÓÌÅÄÕÑ ÚÁ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÛÁ-

ÇÁÍÉ, ÉÌÉ ÄÅÌÁÑ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ,

ÅÓÌÉ ÂÙ Õ ËÏÇÏ-ÔÏ ÂÙÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ É ÖÅÌÁÎÉÅ ÄÅÌÁÔØ ÔÁËÉÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ, ÎÅ ÂÙ-

ÌÏ ÂÙ ÎÕÖÄÙ × ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ×. ðÒÉÞÉÎÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÄÏ×ÅÒÑÅÍ

ÍÁÛÉÎÅ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØÓÑ �ÅÌÉËÏÍ ÎÁ ÌÏÇÉËÅ, ÏÎÁ ÔÁËÖÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ

ÎÁÛÅ ÚÎÁÎÉÅ �ÒÉÒÏÄÙ ÜÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. íÙ Ï�ÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁ ÚÁËÏÎÙ ÆÉÚÉËÉ, Õ�ÒÁ-

×ÌÑÀÝÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, Ô. Å. ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÁÛÉÎÕ

ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (×ÈÏÄ) × ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (×ÙÈÏÄ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÛ

ÁÎÁÌÉÚ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÔÓÑ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒ-

ÇÁÀÔÓÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ØÀÒÉÎÇ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÅÄ�Ï-

ÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ: ÍÁÛÉÎÕ, ËÏ-

ÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÕ�ÎÏÅ ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ

ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÆÉÚÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ, Ó�ÏÓÏÂÎÏÇÏ, �ÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÉ, ÉÓÔÏÞÎÉËÅ ÜÎÅÒÇÉÉ

É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ �ÁÍÑÔÉ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÔÏÞÎÏ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ É ÒÅ-

ÁË�ÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÌÉ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. çÉ�ÏÔÅÚÁ

�ØÀÒÉÎÇÁ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÅ (× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ äÏÊÞ ÎÁÚ×ÁÌ Å£ �ÒÉÎ�É�ÏÍ

þ£ÒÞÁ { �ØÀÒÉÎÇÁ [3℄) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ

ÍÉÒÅ.

åÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ, É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÏÇÉËÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÎÁÊÄ£Ô ÂÏÌÅÅ

ÏÄÎÏÇÏ Þ£ÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÆÉÚÉËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁ-

ËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÚÁËÏÎÙ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÉ. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ É ÆÉÚÉ-

ÞÅÓËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �Ï ÓÕÔÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ��ÒÏÂÌÅÍÁ

ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ�. éÚ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏ-

ÒÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑ ÒÁÂÏÔÕ ÉÚ ÄÁÎÎÏ-

ÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ó ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÛÉÎÙ

ÎÅÌØÚÑ ÓÏÚÄÁÔØ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÁÎÏ-

×ÉÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ.

�ÁË ÏÔËÕÄÁ ÖÅ ÂÅÒ£ÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ? üÔÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÞÕÄÏ,

�×ÏÓÈÉÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÁÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÅ �ÏÎÉÍÁÅÍ, É ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÚÁÓÌÕÖÉ×Á-

ÅÍ� [12℄. ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÜÔÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÕÄÏ, ÞÅÍ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ Ë �ÏÓÔÉÖÅÎÉÀ

ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ. îÁÛÅ ÚÎÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÌÏÇÉËÉ ÎÅÒÁÚÒÙ×ÎÏ Ó�ÌÅÔÅÎÏ

ÓÏ ÚÎÁÎÉÅÍ Ï ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ: �ÒÉÅÍÌÅÍÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ �ÒÁ×ÉÌÁ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄÞÉÎÑÀÔ-

ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÔÁËÉÅ ËÁË ËÏÍ�ØÀÔÅÒÙ ÉÌÉ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÊ

ÍÏÚÇ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÏÇÒÅÓÓ × �ÏÎÉÍÁÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ
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ÓÒÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÌÏÇÉËÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ.

�ÁË ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ �ÒÉÚÎÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ ÏÔ ÆÉÚÉ-

ËÉ (ÎÏ, �ÏÄÞÅÒËÎ£Í ÅÝ£ ÒÁÚ, ÎÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÔÉÎ ÓÁÍÉÈ �Ï ÓÅÂÅ). á ÒÁÚ ÔÁË,

�ÏÒÁ ÏÔËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÁË ÎÁ ÞÉÓÔÏ

ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÑ. îÉÖÅ

ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ ËÁË, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÍÅÎÑÅÔ �ÏÎÉÍÁÎÉÅ �ÒÉÒÏÄÙ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

2. ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÑ

þÔÏÂÙ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÍÉ É ÉÈ ËÌÁÓÓÉ-

ÞÅÓËÉÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ, ÎÁÞÎ£Í Ó Ñ×ÌÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï (ÍÁÛÉÎÕ), ÞØÉÍ ×ÈÏÄÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ 0 É 1.

üÔÁ ÍÁÛÉÎÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÈÏÄ a (0 ÉÌÉ 1) × ×ÙÈÏÄ b (0 ÉÌÉ 1) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏ-
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= 1) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÏÔÏÂÒÁÖÁ-

ÀÝÉÅ {0; 1} × ÓÅÂÑ. (äÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, �ÏÄÁ-

×ÁÅÍÏÊ ÎÁ ×ÈÏÄ ÉÌÉ ÈÒÁÎÑÝÅÊÓÑ × �ÁÍÑÔÉ.) åÓÔØ Ä×Á �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ

0 0

1 1

p

00

p

01

p

10

p

11

òÉÓ. 1. óÈÅÍÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ {0; 1} × ÓÅÂÑ

�Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÏ: �ÒÉ p

01

= p

10

= 0, p

00

= p

11

= 1 (ÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ) É �ÒÉ p

01

= p

10

= 1, p

00

= p

11

= 0 (ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ not).

÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÅÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ, Ë �ÒÉ-

ÍÅÒÕ, p

01

= p

10

= p

00

= p

11

= 0;5. ÷ÎÏ×Ø ËÁÖÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ

×ÉÄ ÔÁËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØ, ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ×ÈÏÄ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÈÏÄÏ×. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. íÙ

ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÍÁÛÉÎÕ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÔÏÍÕ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Õ, ÎÏ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �ÒÉ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× Å£ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ×ÓÅÇÄÁ

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ ×ÈÏÄÁ (ÒÉÓ. 2).

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÎÔÕÉ�ÉÉ. ëÁÖÄÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �Ï

ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÄÁ£Ô 0 ÉÌÉ 1 ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÈÏÄÁ, ÎÏ Ä×Å �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ not. ðÏ

ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÎÁÚÏ×£Í ÔÁËÕÀ ÍÁÛÉÎÕ

√
not. ÷ ÌÏÇÉËÅ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÅÔ, ÔÁË

ÞÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ

√
not ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ × �ÒÉÒÏÄÅ ÅÓÔØ! äÌÑ ÆÉÚÉËÁ, ÉÚÕÞÁÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÉÎÔÅÒ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÀ, �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ | ÏÂÙÞÎÏÅ ÄÅÌÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ |
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0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

?

?

?

?

?

?

?

?

p=1

p=1

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ

√
not

√
not

not

=

òÉÓ. 2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÏÄËÌÀÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÁÛÉÎ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀ-

ÝÉÈ {0; 1} × ÓÅÂÑ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ËÁË ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØ.

ðÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ �ÏÄËÌÀÞÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÉÓÞÅÚÁÅÔ: ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ

ÅÓÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ not. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÁËÓÉÏÍÅ

ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ!

�ÏÌÕ�ÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ, Ô. Å. ÚÅÒËÁÌÏ, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 50% ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÅ �ÁÄÁÀ-

ÝÉÊ ÎÁ ÎÅÇÏ ÆÏÔÏÎ, É Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 50% �ÒÏ�ÕÓËÁÀÝÅÅ ÅÇÏ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ

ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÔÉÈ ÍÁÛÉÎ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ �ÏÌÕ�ÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ ÚÅÒËÁÌÁÍÉ,

�ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÔÏÎ ÏÚÎÁÞÁÅÔ 0, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

�ÕÔÅÊ, É 1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ �ÏÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÁËÓÉÏÍÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÔÅ-

ÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÊ �ÒÏ �ÁÒÕ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ E

1

É E

2

, ÞÔÏ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ E

1

or E

2

ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÂÙÔÉÊ E

1

; E

2

. ÷ÅÄØ

�ÅÒÅÈÏÄ 0 → 0 × ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ Ä×ÕÍÑ ×ÚÁÉÍÏÉÓËÌÀÞÁ-

ÀÝÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÌÉÂÏ 0 → 0 → 0, ÌÉÂÏ 0 → 1 → 0. éÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p

00

p

00

É

p

01

p

10

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ p

00

p

00

+p

01

p

10

ÒÁ×ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ

0 → 0 × ÎÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÅ. ïÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ p

00

ÉÌÉ p

01

p

10

ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.

×

Ù

È

Ï

Ä

1

×ÙÈÏÄ 0

×

È

Ï

Ä

0

×ÈÏÄ 1

ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ

ÞÁÓÔÉ�Á

òÉÓ. 3. üËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

√
not. ðÏÌÕ�ÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ

ÏÔÒÁÖÁÅÔ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÁÄÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ÎÅÇÏ Ó×ÅÔÁ. îÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÆÏÔÏÎ ÎÅ ÒÁÓÝÅ�ÌÑ-

ÅÔÓÑ: ËÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÓÙÌÁÅÍ ÆÏÔÏÎ ÓË×ÏÚØ ÔÁËÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ, ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ ×ÙÈÏÄ 0

ÉÌÉ ×ÙÈÏÄ 1 Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ. îÅ ÎÕÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÆÏÔÏÎ �ÒÏ-

ÈÏÄÉÔ ÚÅÒËÁÌÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÕÔÅÊ, ÏÎ ÉÄ£Ô �Ï ÏÂÏÉÍ

�ÕÔÑÍ! ÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Ä×Á �ÏÌÕ�ÒÏÚÒÁÞÎÙÈ

ÚÅÒËÁÌÁ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ
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×ÙÈÏÄ 0
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�ÕÔØ 0
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òÉÓ. 4. ïÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÑ | ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ Ä×ÕÈ

ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

√
not. æÏÔÏÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÉÔ × ÉÎ-

ÔÅÒÆÅÒÏÍÅÔÒ ÞÅÒÅÚ ×ÈÏÄ 0, ×ÓÅÇÄÁ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÄÅÔÅËÔÏÒ Õ ×ÙÈÏÄÁ 1 É ÎÉËÏÇÄÁ ×

ÄÅÔÅËÔÏÒ Õ ×ÙÈÏÄÁ 0

é ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÍÁÛÉÎÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ p

00

É p

01

p

10

ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÁ 0 → 0 × ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. þÔÏ ÖÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ ×

�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ?

îÅ×ÅÒÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏ�ÅÓÓÙ 0 → 0 → 0 É 0 → 1 → 0 ×ÚÁÉÍÎÏ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÁ. ìÀÂÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÔÏÎ ÉÚÂÉÒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ

Ä×ÕÈ �ÕÔÅÊ �Ï ÉÎÔÅÒÆÅÒÏÍÅÔÒÕ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÄÅÔÅËÔÏÒÏ×

ÄÏÌÖÅÎ ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ × ÓÒÅÄÎÅÍ × �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÌÕÞÁÅ×. îÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ

ÏÂÒÁÔÎÏÅ! �ÁË ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÏÂÁ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. üÔÏ ÎÅ-

ÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÉ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÎÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ

ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. �ÁËÏÅ ÚÎÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ × ÎÁÓÔÏÑ-

ÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÔÅÏ-

ÒÉÑ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ

√
not É �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÒÅÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ

×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÈÏÄÏ× �ÒÉ ÌÀÂÙÈ Ó�ÏÓÏÂÁÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÍÁÛÉÎ. üÔÏ ÚÎÁÎÉÅ

×ÏÚÎÉËÌÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÇÉ�ÏÔÅÚ, ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× É Ï�ÒÏ×ÅÒÖÅÎÉÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×, �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÈ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ, ÌÏÇÉËÉ

×�ÒÁ×Å ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÕÀ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ

√
not, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ

ÄÌÑ ÎÅ£ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÉÒÏÄÅ!

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ Á��ÁÒÁÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, Ó �ÏÍÏ-

ÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á: ÏÔ �ÒÏÓÔÅÊ-

ÛÉÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË

√
not, ÄÏ ÓÁÍÙÈ ÓÌÏÖÎÙÈ | Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-

ÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ.

ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ××ÏÄÉÔ �ÏÎÑÔÉÅ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ | ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 
, Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |
2| �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÈ

ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ëÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ, ÎÁ�ÏÄÏÂÉÅ ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÅÇÏ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÁÍ,

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ �ÏÒÏÚÎØ.

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× × ÍÁÛÉÎÅ

√
not ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 5. üÔÁ ÍÁÛÉÎÁ

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÉÔÁ Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ 


00

= 


11

= i=

√
2, ÍÅÎÑÅÔ
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0 0

1 1

i=

√
2

1=

√
2

1=

√
2

i=

√
2

òÉÓ. 5. ðÅÒÅÈÏÄÙ × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÍÁÛÉÎÁÈ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á ÁÍ-

�ÌÉÔÕÄÁÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ | Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÏÊ 


01

= 


10

= 1=

√
2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÅÊ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ×

ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× �ÏÌÕÞÁÅÍ 1=2. üÔÉÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ

√
not ÎÁ ÒÉÓ. 1.

ðÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÁÛÉÎ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 2, ÄÌÑ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÉ ×ÙÈÏÄÁ 0 �ÒÉ ×ÈÏÄÅ 0 ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï ×ÓÅÍ �ÕÔÑÍ,

×ÅÄÕÝÉÍ ÏÔ ×ÈÏÄÁ 0 Ë ×ÙÈÏÄÕ 0. �ÁËÉÈ Ä×Å: 


00




00

= −1=2 É 

01




10

= 1=2. éÈ ÓÕÍ-

ÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÁË ÞÔÏ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁ 0 ÒÁ×ÎÁ 0. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ,

ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙ ÍÏÇÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØÓÑ!

3. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ

óÌÏÖÅÎÉÅ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ

ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ É �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ËÏ ×ÓÅÍ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍ ÏÂßÅË-

ÔÁÍ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, É Ë Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÍ. åÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÑÀ-

ÝÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ (×ÈÏÄ), ÔÏ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ, �ÒÏÈÏÄÑ ÞÅÒÅÚ ÒÑÄ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ,

ÚÁËÏÎÞÉÔ ÒÁÂÏÔÕ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ (×ÙÈÏÄ), ÒÁ×ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÕ

ÍÏÄÕÌÑ ÓÕÍÍÙ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï ×ÓÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ �ÕÔÑÍ, ÓÏÅÄÉÎÑ-

ÀÝÉÍ ×ÈÏÄ Ó ×ÙÈÏÄÏÍ. áÍ�ÌÉÔÕÄÙ | ÜÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÏÎÉ

ÍÏÇÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØÓÑ (ÄÅÓÔÒÕËÔÉ×ÎÁÑ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÑ) ÉÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ-

ÓÑ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ (ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÁÑ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÑ). ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÉÌÉÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ É �Ï-

ÄÁ×ÉÔØ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ

Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ä.äÏÊÞÅÍ × 1985Ç.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ f , ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ {0; 1} × ÓÅÂÑ. åÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÞÅ-
ÔÙÒÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ: Ä×Å �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ (f(0) = f(1) = 0 É f(0) = f(1) = 1) É Ä×Å

ÂÉÅË�ÉÉ (f(0) = 0, f(1) = 1 É f(0) = 1, f(1) = 0). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ (�ÏÔÏÍÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÞÅÎØ ÄÌÉÎÎÙÊ, ÉÌÉ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ë ÔÁÂÌÉ�Å Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

�ÏÚ×ÏÌÅÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ). îÕÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ f ÂÉÅË-

�ÉÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ, ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ f . îÁÛÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÕÉ�ÉÑ �ÏÄ-

ÓËÁÚÙ×ÁÅÔ, Á ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ

ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(0) É f(1), Ô. Å. ×ÙÞÉÓÌÑÔØ f

Ä×ÁÖÄÙ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ × ÒÅÁÌØÎÏÍ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÍÉÒÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ
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0 0

1 1

(−1)
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(−1)

f(1)

√
not

√
not

f

òÉÓ. 6. óÈÅÍÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÒÅÛÁÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÕ äÏÊÞÁ ÚÁ ÏÄÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

ÆÕÎË�ÉÉ

ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÒÅÛÁÀÝÅÅ ÚÁÄÁÞÕ äÏÊÞÁ É ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÔÏÌØËÏ ÒÁÚ. íÁÛÉÎÁ, ÒÅÛÁÀÝÁÑ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ

ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÀ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ

√
not, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÓÔÁ×ÌÅÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ (ÒÉÓ. 6).

îÁÍ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ f(x). äÌÑ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÉ-

ÍÅÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Á �ÕÔÉ, ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ 0 É 1, Á ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅ ÍÁÛÉÎÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ f(x), ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ �ÕÔÉ x ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ exp (�if(x)), Ô. Å. ÎÁ

(−1)f(0) (ÎÁ �ÕÔÉ 0) É ÎÁ (−1)f(1) (ÎÁ �ÕÔÉ 1). �Å�ÅÒØ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÈÏÄÁ 0 �ÒÉ ×ÈÏÄÅ 0. áÍ�ÌÉÔÕÄÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ �ÕÔÑÈ ÒÁ×ÎÙ i=

√
2 × (−1)f(0) × i=

√
2 = −1=2 × (−1)f(0) É

1=

√
2× (−1)f(1) × 1=

√
2 = 1=2× (−1)f(1). éÈ ÓÕÍÍÁ

1

2

(
(−1)f(1) − (−1)f(0)

)
; (1)

ÒÁ×ÎÁ 0, ÅÓÌÉ f | �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, É ±1, ÅÓÌÉ f | ÂÉÅË�ÉÑ. éÔÁË, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (Ë×Á-

ÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÙ) ×ÙÈÏÄÁ 0 ÎÁ ×ÈÏÄÅ 0 ÒÁ×ÎÁ 0 ÄÌÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ

É 1 ÄÌÑ ÂÉÅË�ÉÊ.

ó ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ äÏÊÞÁ ÎÁÞÁÌÁÓØ ÎÏ×ÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ: Ë×ÁÎÔÏ-

×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÕÌÕÞÛÅÎÉÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×

�ÒÉ×ÅÌÁ × 1994Ç. Ë ÏÔËÒÙÔÉÀ ðÉÔÅÒÏÍ ûÏÒÏÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, Ó�ÏÓÏÂ-

ÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ [10℄. á �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ-

�ÉÉ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ,

×ËÌÀÞÁÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÕÀ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ RSA [9℄

2)

, ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍ ûÏÒÁ ÂÙÓÔÒÏ ÓÔÁÌ �Ï�ÕÌÑÒÅÎ ËÁË �ÅÒ×ÏÅ \killer appli
ation" ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ-

×ÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ | ÎÅÞÔÏ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ

ËÏÍ�ØÀÔÅÒ.

íÁÌÏ ËÔÏ ÉÚ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× ÓÏÍÎÅ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BPP (BPP ÏÚÎÁÞÁÅÔ �×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ

×ÒÅÍÑ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ�). éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ

ÄÏËÁÚÁÎÏ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏ ÔÒÁËÔÕÀÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖ-

ÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÕ BPP ËÁË ÕËÁÚÁÎÉÅ ÎÁ Å£ �ÎÅÓÌÏÖÎÏÓÔØ� ÉÌÉ ��ÒÁËÔÉÞÅÓËÕÀ

2)

÷ ÄÅËÁÂÒÅ 1997 Ç. ÂÒÉÔÁÎÓËÏÅ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÆÉ�ÉÁÌØÎÏ �ÒÉÚÎÁÌÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ

Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÂÙÌÁ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÁ × ãÅÎÔÒÅ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×ÅÎÎÙÈ ëÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÊ

(GCHQ) × þÅÌÔÅÎÈÜÍÅ. ÷ 1975 ÇÏÄÕ äÖÅÊÍÓ üÌÌÉÓ, ëÌÉÆÆÏÒÄ ëÏËÓ É íÁÌØËÏÌØÍ ÷ÉÌØÑÍÓÏÎ

ÉÚ GCHQ ÏÔËÒÙÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÚÄÎÅÅ ÂÙÌÏ �ÅÒÅÏÔËÒÙÔÏ × ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÅ É ÓÔÁÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ

ËÁË RSA É ÏÂÍÅÎ ËÌÀÞÁÍÉ äÉÆÆÉ { èÜÌÌÍÁÎÁ. | ðÒÉÍ. Á×Ô.
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ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ�, Á ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ BPP, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË

�ÔÒÕÄÎÙÅ� ÉÌÉ �ÎÅÒÅÛÁÅÍÙÅ ÎÁ ÒÅÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÈ� (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [7℄

3)

).

áÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ BPP | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ (= ÂÙÓÔÒÙÊ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ ÄÁ£Ô �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÊ

ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÏÇ Æ > 1=2. íÙ, ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÍ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ

ÏÔ×ÅÔÁ. îÏ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ k ÒÁÚ É ×ÚÑÔØ ÔÏÔ ÏÔ×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ

×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ. õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ k, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ

ÏÔ×ÅÔÁ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ûÏÒÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÆÉ-

ÚÉËÏÊ, ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÕÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

åÝÅ òÉÞÁÒÄ æÅÊÎÍÁÎ, ×ÙÓÔÕ�ÁÑ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ �Ï ÆÉÚÉËÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

× MIT (1981 ÇÏÄ), ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ ÏÂÝÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅ-

ÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ËÏÍ�ØÀ-

ÔÅÒÅ [4℄. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ë×ÁÎ-

ÔÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÉÒÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÒÁÓÔÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ �Ï ×ÒÅ-

ÍÅÎÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÏÂÏ×ÏÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÜËÓ-

�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÚÁÍÅÄÌÅÎÉÅÍ. æÅÊÎÍÁÎ ÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ

ÎÅ ËÁË �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ, Á ËÁË ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜËÓ�ÅÒÉ-

ÍÅÎÔÁ �Ï ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÄÌÉÎÎÙÍÉ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÁÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ É ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ×ÙÈÏÄÁ × ÎÅÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×Ù-

�ÏÌÎÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ æÅÊÎÍÁÎ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ

×ÏÚÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ, ÅÓÌÉ ÓÁÍÏ ÍÏÄÅ-

ÌÉÒÕÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÁÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

æÅÊÎÍÁÎ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï,

�ÒÉÇÏÄÎÏÅ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ÷

1985 ÇÏÄÕ äÏÊÞ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï (ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍ-

�ØÀÔÅÒ) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ [3℄. �ÏÇÄÁ ÖÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ É

ÄÒÕÇÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÒÅÓÕÒÓÙ ÎÅ ÒÁÓÔÕÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÍÅ-

ÒÁ ÉÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ

ÔÁËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ� �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ [1℄.

üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÙÓÌÉ: ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ Ï ÆÉ-

ÚÉËÅ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÍÏÖÅÍ ÕÚÎÁÔØ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. �ÏÌØËÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ

Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÍÅÈÁÎÉËÕ, ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÆÁË-

ÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÞÉÓÅÌ; ÄÒÕÇÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ, Á, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÇÏ É ×Ï×ÓÅ

ÎÅÔ.

4. äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ

ËÏÍ�ØÀÔÅÒÙ

ìÀÂÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ, ×ËÌÀÞÁÑ É ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË

ÖÅ, ËÁË ÍÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÌÉ ×ÙÛÅ �ÒÏÓÔÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÍÁÛÉÎ, ÍÅÎÑÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÁÍ-

�ÌÉÔÕÄÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ �ÑÔÅÒÏË ×ÉÄÁ

(q; s; q

′
; s

′
; d); (2)

3)

éÌÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÎÏÍÅÒ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. ðÒÉÍ. �ÅÒ.
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× ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÉÍ×ÏÌÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÛÁ-

ÇÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Á �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ (q |

ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, s | �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÊ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÉÍ×ÏÌ, q

′
| ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,

× ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÍÁÛÉÎÁ, s

′
| ÓÉÍ×ÏÌ, ËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ s, d ÕËÁÚÙ×Á-

ÅÔ ÓÄ×ÉÇ ÇÏÌÏ×ËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÎÔÙ (ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÌÅ×Ï ÉÌÉ ×�ÒÁ×Ï, ÉÌÉ

ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ)). îÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË. íÁÛÉÎÅ ÎÁ

×ÈÏÄ �ÏÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × ÑÞÅÊËÁÈ ÌÅÎÔÙ, ÚÁÔÅÍ

ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q

0

(ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏ×ËÁ ÓÔÏ-

ÉÔ ÎÁÄ ÓÁÍÙÍ ÌÅ×ÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×ÈÏÄÁ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÆÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÑ q

h

. (ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ.) òÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ

ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ �ÏÓÌÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÆÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÉÔÓÑ,

ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ)).

ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÍÁÛÉÎÙ (ÓÌÏ-

×Ï, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÇÏÌÏ×ËÉ É ÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÌÅÎÔÅ). îÁ�ÒÉÍÅÒ,

ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ q

0

É �ÏÌÏ-

ÖÅÎÉÅÍ ÇÏÌÏ×ËÉ ÎÁÄ ÓÁÍÙÍ ÌÅ×ÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×ÈÏÄÁ. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ × ÕÓ�ÅÛÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÁÛÉÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ. ðÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÙ-

×ÁÀÔÓÑ �ÑÔÅÒËÁÍÉ (2).

÷ÈÏÄ ÷ÙÈÏÄ

òÉÓ. 7. �ÒÅÈÛÁÇÏ×ÏÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. íÙ ÍÏ-

ÖÅÍ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ �ÀÒÉÎÇÁ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ��ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ÍÏ-

ÎÅÔÙ�, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÓÌÕÞÁÊÎÏ. �ÁËÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-

ÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ Ó

ËÏÒÎÅÍ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÍÁ-

ÛÉÎÙ, Á ÒÅÂÒÏ | ÏÄÎÏÍÕ ÛÁÇÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËÏÒÎÑ,

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ, ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ×ÅÔ×Ø ×ÅÄÅÔ × ×ÅÒÛÉÎÙ,

ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔØÀ. òÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ Ó�ÉÓËÏÍ ×ÉÄÁ

Æ : Q× �×Q× �× {×ÌÅ×Ï, ×�ÒÁ×Ï, ÎÁ ÍÅÓÔÅ} 7→ [0; 1℄; (3)

ÇÄÅ Æ(q; s; q

′
; s

′
; d) ÚÁÄÁÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, Ï�É-

ÓÙ×ÁÅÍÏÅ �ÑÔÅÒËÏÊ (q; s; q

′
; s

′
; d). üÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×Ù×ÁÔØÓÑ Ó ÚÁËÏ-

ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ëÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÄÅÒÅ×Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ-

×ÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÁ �Ï ÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, É ÎÕÖÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 1. ÷ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ �ÕÔÉ ÉÚ ËÏÒÎÑ × ÄÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÅÂÅÒ,

×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÏÔ �ÕÔØ, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÁ × ÚÁÄÁÎÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ �ÏÓÌÅ

n ÛÁÇÏ× ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ É

ÚÁÄÁÎÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ.
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ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ
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òÉÓ. 8. ÷ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ (ÓÌÅ×Á) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁ A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ × A. ÷ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÅ (Ó�ÒÁ×Á) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

×ÙÈÏÄÁ A �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É ×ÚÑÔÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÍÏ-

ÄÕÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ. �ÁË ÞÔÏ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ËÁË ËÏÎÓÔÒÕË-

ÔÉ×ÎÁÑ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÉÌÉ×ÁÀÔÓÑ), ÔÁË É ÄÅÓÔÒÕËÔÉ×ÎÁÑ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÇÁÓÑÔÓÑ)

ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÑ

åÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÓÏ ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ) ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ

ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.

ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ

ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ. ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ Á�É-

ËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ, ËÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ. ëÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ-

×ÉÍ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÊÄÅÔ �Ï ÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ. ëÁË

É ×ÙÛÅ, ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �ÕÔÉ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

�Ï ÒÅÂÒÁÍ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, Á ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ | ÓÕÍ-

ÍÁ ÁÍ�ÌÉÔÕÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï ×ÓÅÍ �ÕÔÑÍ, ×ÅÄÕÝÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ

× ÚÁÄÁÎÎÕÀ. åÓÌÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÉÎÁÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÒÏ×ÎÏ �Ï

Ä×ÕÍ �ÕÔÑÍ Ó ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁÍÉ 
 É −
, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ÜÔÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-

�ÉÀ |
− 
|2 = 0, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÊÄÅÔ

�Ï ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÕÔÅÊ, ÒÁ×ÎÁ |
2|. ïÄÉÎ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍ-

�ØÀÔÅÒ ÍÏÖÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �Ï ÍÎÏÇÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ �ÕÔÑÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÅÇÏ

×ÙÈÏÄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÅÊ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÕÔÅÊ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ ÓÌÅÄÕÅÔ �Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ (ÈÏÔØ É ÓÌÕÞÁÊÎÏ

×ÙÂÒÁÎÎÏÍÕ) �ÕÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. òÁÂÏÔÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÙÍ Ó�ÉÓËÏÍ ×ÉÄÁ

Æ : Q× �×Q× �× {×ÌÅ×Ï ; ×�ÒÁ×Ï ; ÎÁ ÍÅÓÔÅ} 7→ C; (4)
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ÇÄÅ Æ(q; s; q

′
; s

′
; d) ÚÁÄÁÅÔ ÁÍ�ÌÉÔÕÄÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, Ï�ÉÓÙ-

×ÁÅÍÏÇÏ �ÑÔÅÒËÏÊ (q; s; q

′
; s

′
; d).

5. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ

ëÏÇÄÁ × ÎÁÞÁÌÅ 60-È ÇÏÄÏ× ÎÁÞÉÎÁÌÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÆÉÚÉËÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ

ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÓÔÉÍÕÌÏ× ÂÙÌÏ Ï�ÁÓÅÎÉÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ ÍÏÇÕÔ

ÄÁ×ÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ (=ÎÅÕÓÔÒÁÎÉÍÙÅ) ÇÒÁÎÉ�Ù ÎÁ ÔÏÞÎÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÆÉ-

ÚÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ ÍÏÇÕÔ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÓÕÝÎÏÓÔÅÊ, ÔÁ-

ËÉÈ ËÁË ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. �Ï ÅÓÔØ ÂÏÑ-

ÌÉÓØ, ÞÔÏ ÍÏÝØ É ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÔÁËÉÅ ÅÅ �ÏÎÑÔÉÑ, ËÁË ×Ù-

ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ, ÔÁËÉÅ ÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÒÉÎ�É�Ù, ËÁË ÔÅÚÉÓ

þ£ÒÞÁ { �ØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ

ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÌÏÄÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÅ

ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÉ Ë ÞÅÍÕ × �ÒÉÒÏÄÅ.

üÔÉ Ï�ÁÓÅÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÂÅÓ�ÏÞ×ÅÎÎÙÍÉ. ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ

ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎÇÁ, ÎÏ É ÄÁÅÔ ÎÏ×ÙÅ

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÅÓÑ ×ÙÛÅ. óÏÈÒÁÎÉÌÁÓØ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÓÔØ ÔÅÏ-

ÒÉÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ×ÅÓØÍÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÓÏÞÅÔÁÅÔÓÑ Ó ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÔÅÏÒÉÑÍÉ × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÞÅÇÏ ÂÙÌÏ ÔÒÕÄÎÏ

ÄÁÖÅ ÏÖÉÄÁÔØ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. óÁÍÏ ÓÌÏ×Ï �Ë×ÁÎÔ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ

ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É �ÂÉÔ� | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ËÕÓÏÞÅË | ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÂÕÄÕÞÉ �ÏÄ-

×ÅÒÖÅÎÙ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ, ÉÍÅÎÕÅÍÏÊ �ÈÁÏÓ�, ÎÅ ÍÏÇÕÔ × �ÒÉÎ�É�Å

�ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÔØ �ÉÆÒÏ×ÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (ÔÁË ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ, ÔÅÏÒÅÔÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÏÂÒÁÚÅ� ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ×, ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÅÈÁÎÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, Ï ÞÅÍ ÕÍÁÌÞÉ×ÁÌÏÓØ). �ÅÚÉÓ þ£ÒÞÁ { �ØÀÒÉÎÇÁ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ

ÔÅÏÒÉÉ (ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ� ÍÏÄÅÌÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) ÎÉËÏÇÄÁ

ÎÅ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ. åÇÏ ÁÎÁÌÏÇ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (�ÒÉÎ�É� þ£ÒÞÁ {

�ØÀÒÉÎÇÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ Ó�ÏÓÏÂÅÎ

ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ) ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ �ÒÑ-

ÍÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × ÒÁÂÏÔÅ äÏÊÞÁ 1985 ÇÏÄÁ [3℄. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÔÁËÖÅ

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ×ÛÉÊÓÑ, ÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ), Á ÉÍÅÎÎÏ,

ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÁËÖÅ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ × Ë×ÁÎÔÏ-

×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ [1℄.

îÁÒÑÄÕ Ó �ÒÏÞÉÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ, Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï×ÌÉ-

ÑÌÉ (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, × �ÒÉÎ�É�Å) ÎÁ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÒÁ×-

ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÏÚÍÏÖÅÎ �ÒÉ ÄÁÎ-

ÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ. íÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ,

�ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÔÁËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. �ÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÏ �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ

ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎ�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ�ÉÓØ ×ÓÅÈ ÛÁÇÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÏÒÏÖÄÁÑ ÔÁ-

ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ |

��Å�ÏÞËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÉÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

�ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ × �Å�ÏÞËÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ ×Ù×ÏÄÁ� (�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏ-
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ÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÏÛÁÇÏ×Ï). �Å�ÅÒØ ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ

ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÔÎÙÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÌÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÔØ ËÁË �ÒÏ�ÅÓÓ | ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÁÍÏÇÏ �Ï ÓÅÂÅ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ×

ÂÕÄÕÝÅÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÙ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ

ÎÅÌØÚÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ �ÏÛÁÇÏ×Ï, ÔÁË ËÁË ÒÁÓ�ÅÞÁÔËÁ ��Å�ÏÞËÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ�,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ÎÅ �ÏÍÅÓÔÉÔÓÑ × ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ

÷ÓÅÌÅÎÎÏÊ.

6. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

÷ ÜÔÏÍ ËÏÒÏÔËÏÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÙ �ÒÏÛÌÉÓØ �Ï ÓÁÍÙÍ ×ÅÒÈÁÍ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÚ-

×É×ÁÀÝÅÊÓÑ ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÕÄÅÌÅÎÏ

�ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ × ÓÔÏÒÏÎÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ É ÎÀ-

ÁÎÓÙ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. óÔÏÉÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÅ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÅ | ÓÅÒØÅÚÎÁÑ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Á ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÉÈ �ÏËÏÌÅÎÉÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ

ÕÓÔÒÏÊÓÔ×. üÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÉÞÉÎ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÉ×ÌÅËÁÀÔ

×ÓÅ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ËÁË ÁËÁÄÅÍÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÔÁË É �ÒÏÍÙÛÌÅÎÎÙÈ

ËÒÕÇÏ× �Ï ×ÓÅÍÕ ÍÉÒÕ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅÑÓÎÏ ËÏÇÄÁ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁ É

ÂÕÄÕÔ ÌÉ ×ÏÏÂÝÅ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ �ÏÌÎÏÍÁÓÛÔÁÂÎÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÙ; ÎÏ ÎÅ-

ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÇÒÁÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ

×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÏÂÝÅÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ ÍÉÒÁ, ÞÅÍ ÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉ�Á.

íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ, ËÔÏ ÄÏÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÆÉÚÉËÉ,

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÌÉ ÌÏÇÉËÉ, ÄÏÌÖÅÎ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.
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�ÅÍÁ ÎÏÍÅÒÁ: ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ

âÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÅ Ó ÌÕÚÁÍÉ | ÄÒÅ×ÎÑÑ É ÁÚÁÒÔÎÁÑ ÉÇÒÁ, ÛÉ-

ÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÍ ÍÉÒÅ. ðÏ ÎÅÊ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-

ÎÙÅ ÞÅÍ�ÉÏÎÁÔÙ, �ÉÛÕÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ (× ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÎÁ ÔÅÍÕ: ËÁË ÎÁÄÏ

ÚÁ�ÕÓËÁÔØ ÛÁÒÙ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÂÉÔØ �ÏÂÏÌØÛÅ É �ÏÔÏÞÎÅÅ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÞÅÔÙ Ï ÓÏÒÅ×-

ÎÏ×ÁÎÉÑÈ), ÄÁÀÔÓÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏ×ÅÔÙ �Ï �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ËÉÑ É Ó�ÏÓÏÂÁÈ ÓÏÚÄÁÔØ

Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÛÁÒÁ É Ô. �. ï ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ �Ï

Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÀ Ï ÎÅÊ × ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ËÎÉÇÁÈ É ÒÏÍÁÎÁÈ: �ÏÑ×É×ÛÉÓØ ÄÏ ÎÁÛÅÊ ÜÒÙ

× éÎÄÉÉ É ëÉÔÁÅ, ï ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ �Ï ÅÅ Õ�ÏÍÉÎÁÎÉÀ ×

ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ËÎÉÇÁÈ É ÒÏÍÁÎÁÈ: �ÏÑ×É×ÛÉÓØ ÄÏ ÎÁÛÅÊ ÜÒÙ × éÎÄÉÉ É ëÉÔÁÅ,

ÉÇÒÁ × ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÓÔÁÌÁ �Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ × áÎÇÌÉÉ ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ËÒÅÓÔÏ×ÙÈ

�ÏÈÏÄÏ×, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ XVI ×ÅËÁ ÏÎÁ �ÒÏÎÉËÌÁ × áÍÅÒÉËÕ (ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÓ-

�ÁÎÓËÉÍ ËÏÎËÉÓÔÁÄÏÒÁÍ), ×Ï æÒÁÎ�ÉÀ (ÄÏ�ÏÄÌÉÎÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ

ËÏÒÏÌØ ëÁÒÌ IX ÉÇÒÁÌ × ÂÉÌÌÉÁÒÄ × ÷ÁÒÆÏÌÏÍÅÅ×ÓËÕÀ ÎÏÞØ) É × òÏÓÓÉÀ (�ÒÉ

ðÅÔÒÅ I | ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁÒÔÏÛËÉ). ÷ 1835Ç., ÚÁ ÇÏÄ ÄÏ ÉÚÂÒÁÎÉÑ

ÅÇÏ × ðÁÒÉÖÓËÕÀ ÁËÁÄÅÍÉÀ ÎÁÕË, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ ÆÉÚÉË ç.ëÏÒÉÏÌÉÓ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ

�ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ó×ÏÅÊ �ËÏÒÉÏÌÉÓÏ×ÏÊ ÓÉÌÏÊ�) ÉÚÄÁÌ ËÎÉÇÕ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ

Ñ×ÌÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÉÇÒÙ�, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Ï�ÉÓÁÌ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÛÁ-

ÒÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÅ | Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÒÅÎÉÑ. �ÅÏÒÉÑ �Ñ×ÌÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ

ÉÇÒÙ� | Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÒÅÎÉÑ | ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁ.

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÀÂÑÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ

× �ÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÚ×ÌÅËÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ É ÄÁÌÅËÏ

ÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÁË ÎÉ �ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ, �Ï-

ÌÕÞÅÎÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ É ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. îÅ

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ| ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ,

× ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÚÁËÏÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Õ�ÒÕÇÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅÞÎÏÊ

ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÁËÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÓÔÏÌÏÍ. þÁÓÔÉ�Á ÏÔ-

ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ �Ï ÚÁËÏÎÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ: �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ

ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË,

ËÁË × ÒÅÁÌØÎÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÉÇÒÅ, Á ×ÏÏÂÝÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ) ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÍ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ÷ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉ�Á ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÌÁ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ | ÓÔÅÎÏË. åÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á �Ï�ÁÄÁÅÔ × ×ÅÒÛÉ-

ÎÕ ÓÔÏÌÁ (Á ÄÌÑ ÓÔÏÌÏ× Â�ÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ | ÎÁ ÇÒÁÎØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ > 1), ÔÏ

ÅÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ É ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ. ï�ÉÓÁÎÉÅ �Ï×Å-

ÄÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ)

É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×. íÏÖÎÏ ÔÁË-
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ÖÅ ÓËÁÚÁÔØ (ÅÓÌÉ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ × ÒÁÍËÁÈ ÆÉÚÉËÉ), ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× É ÔÅÏÒÉÑ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÄÉÎ

ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

íÎÏÇÉÅ ÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ É ×ÏÓÈÏÄÑÔ Ë ëÏÒÉÏÌÉÓÕ, ðÕÁÎ-

ËÁÒÅ É ëÉÒËÇÏÆÕ. ïÓÎÏ×Ù ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÂÙÌÉ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ÁËÁ-

ÄÅÍÉËÏÍ òáî ñ.ç.óÉÎÁÅÍ É ÅÇÏ ÛËÏÌÏÊ É �ÏÌÕÞÉÌÉ Ó×ÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ × ÔÒÕÄÁÈ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÏ× ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÁÎ (òÏÓÓÉÉ, éÔÁÌÉÉ, ÷ÅÎÇÒÉÉ, æÒÁÎ�ÉÉ, óûá, õÒÕÇ×ÁÑ É

ÄÒÕÇÉÈ). ðÒÏÂÌÅÍÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÌÉÚËÉ

Ë �ÅÒÅÄÎÅÍÕ ËÒÁÀ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïÎÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁ-

ÎÉËÏÊ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÔÅÏÒÉÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

É ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ, Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÏÊ.

íÅÔÏÄÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ �ÒÉÍÙËÁÀÔ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ë

ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÒÁÚÎÙx ÏÔÒÁÓÌÅÊ ÓÏ×ÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ: ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÔÅÏÒÅÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ.

þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÉ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ� ÚÁÄÁÞ É ÍÅÔÏÄÏ×

ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÓÔÁÔÅÊ, �ÏÍÅÝÅÎÎÙÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. é ÈÏÔÑ

ÜÔÉ ÓÔÁÔØÉ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,

ÚÄÅÓØ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÒÏ�ÕÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÔÅÍÁ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ × ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ�,

ÔÒÅÂÕÀÝÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ), ÏÎÉ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÅÅ ÞÁÓÔØ.

á×ÔÏÒÙ ÓÔÁÔÅÊ | ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×.

òÁÚÄÅÌ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÔØÅÊ ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÁ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁ-

ÒÏ×. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÏÂÏÊ ÏÂÚÏÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ 30 ÌÅÔ XX

×ÅËÁ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç.óÉÎÁÑ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ÛÁÒÏ×, ÜÔÁ ÓÔÁÔØÑ ÍÏ-

ÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ËÁË ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×. ïÎÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ

ÎÁ ÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ;

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ××ÏÄÉÍÙÅ × ÎÅÊ �ÏÎÑÔÉÑ É ÉÄÅÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ É × ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ ÜÔÏ-

ÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ. úÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÔØÑ ÓÏ×ÓÅÍ Ó×ÅÖÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÍÉ

ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ñ. ç. óÉÎÁÑ.

÷ ÓÔÁÔØÅ î.é.þÅÒÎÏ×Á �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ

�ÒÏÂÅÇÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÅ (ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-

ÓÔÉ). üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÎÁ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÁ É ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÔ Ä×ÕÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË | ÏÂßÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÓÔÏÌÁ) É �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Ù, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÁÔØ É ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-

ÎÏ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ âÏÌØ�ÍÁÎÁ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ; ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ÜÍ�É-

ÒÉÞÅÓËÉ × ËÏÎ�Å XIX ×ÅËÁ.

÷ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÁÔØÅ-ÏÂÚÏÒÅ ì.á.âÕÎÉÍÏ×ÉÞÁ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ

É ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÈ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ | �ÉÏÎÅÒ ÉÓ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ÔÅÏÒÉÉ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, Á×ÔÏÒ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÓÔÁ-

ÄÉÏÎÁ âÕÎÉÍÏ×ÉÞÁ�. ëÒÏÍÅ ÏÂÚÏÒÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, × ÅÇÏ ÓÔÁÔØÅ

Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÊ Á×ÔÏÒÏÍ É ÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÜÆÆÅËÔ

ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ > 2 | ÔÁË ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ. óÕÝÅÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÒÁ-
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ÖÅÎÉÉ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ ÓÉÌÁ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ × ÒÁÚÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ. óÔÁÔØÑ ì.á. âÕÎÉÍÏ×ÉÞÁ ÎÁ�ÉÓÁ-

ÎÁ ÎÁ �Ï�ÕÌÑÒÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ É Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ; ÏÎÁ,

ÏÄÎÁËÏ, �ÏÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÅÒØÅÚÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ.

óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÍÕ ÔÉ�Õ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ ×ÎÅÛÎÅÍÕ ÂÉÌÌÉÁÒ-

ÄÕ | �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÓÔÁÔØÑ ó.ì.�ÁÂÁÞÎÉËÏ×Á. ïÎÁ ÄÁÅÔ ÓÁÍÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

ÏÂ ÜÔÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÈ É ÏÂßÑÓÎÑÅÔ Ó×ÑÚØ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ. óÔÁÔØÑ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÁ ÓÁÍÁÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ: ÔÕÔ É ÔÅÏÒÉÑ ëáí, É ÓÉÍ-

�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, É Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ, É ÄÁÖÅ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ ëÅ�ÌÅÒÁ! | ×ÅÝÉ,

ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÉÅ ÏÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×.

ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÓÔÁÔØÉ ÒÁÚÄÅÌÁ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÈ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÁÈ. îÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉ ÓÔÏÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ? é ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÉÈ? îÁ ÜÔÏÔ

×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÕÞÅÎ ÏÔ×ÅÔ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÔÉ�Ï× �ÌÏÓËÉÈ ÓÔÏÌÏ×, ÎÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒ-

ÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ. �ÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÂ Ï�ÅÎËÅ

ÞÉÓÌÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ËÏÒÏÔËÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ æ.ó.äÕÖÉÎÁ.

úÁ×ÅÒÛÁÅÔ �ÉËÌ ÓÔÁÔÅÊ ÚÁÍÅÔËÁ ÏÂ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÍ ÆÁËÔÅ, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÍ

ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÙÍ: ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÉÓÌÏ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ

ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÛÁÒÏ× ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ! éÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ÍÅÓÔÁ

ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ × ÜÔÏÍ ×Ù�ÕÓËÅ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ

ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ � É ËÒÁÔËÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (�ÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×Ù�ÕÓËÅ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðÒÏÓ×Å-

ÝÅÎÉÑ�).

* * * * * *

úÁËÏÎÞÉÍ ÏÂÚÏÒ ÓÔÁÔÅÊ ÒÁÚÄÅÌÁ ËÏÒÏÔËÉÍ Ó�ÉÓËÏÍ ÉÚ ÓÅÍÉ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. úÁÄÁÞÉ �ÏÄÏÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÂÙÌÉ �ÏÎÑÔÎÙ

ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ×ÉÄÅ

×Ï�ÒÏÓÏ×.

úÁÄÁÞÁ 1. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÌÉ ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ? (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅ

ÄÏÌÖÎÁ �Ï�ÁÄÁÔØ ÎÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ É

�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÄÏËÁ-

ÚÁÎÏ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Á ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÔÏÇÏ

ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).

úÁÄÁÞÁ 2. ëÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ × ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ� (Ô. Å. ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÒÏÎ ÏÔÒÁ-

ÖÅÎÉÊ)?

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ Á | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÑ-

ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ 
, ÓÔÁÒÔÕÀ-

ÝÕÀ ÉÚ a �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ (Ô. Å. ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 
 ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ

�Ï�ÁÄÁÅÔ × ×ÅÒÛÉÎÕ). íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ 
 ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ? (éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ� | ÒÁÄÉÁÎÎÁÑ

ÍÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÇÌÁ ÒÁ×ÎÁ �, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, | ÔÏ ×ÓÅ �ÅÒ-
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�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÙ. äÌÑ �ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÅÂÅÇÏ×Á ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ 
 ÎÅ-

�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ).

úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅË-

ÔÏÒÉÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × �ÉÒÁÍÉÄÅ)?

úÁÄÁÞÁ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Õ�ÒÕÇÏÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ n > 3 ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÞÁÓÔÉ� ÆÉËÓÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÏÔÒÅÚËÅ (× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎ�Ù ÏÔÒÅÚËÁ

ÍÅÎÑÀÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ). ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÔÁ-

ËÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�, ÞÔÏÂÙ Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÂÙÌÏ

�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ? (ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | �ÉÒÁÍÉÄÁ

Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÉ 4 É 5 ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÁÎÙ).

úÁÄÁÞÁ 6. ìÏÍÁÎÁÑ, ×ÅÄÕÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÄÒÕÇÕÀ

(×ÏÚÍÏÖÎÏ, × ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ�, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÕÓËÏÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ ÒÏÓÔ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏ-

ÎÁÌÅÊ �ÅÒÉÏÄÁ 6 t × ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ (�ÏÄ �ÅÒÉÏÄÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

Ú×ÅÎØÅ× ÌÏÍÁÎÏÊ). (äÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÏÓÔ Ë×Á-

ÄÒÁÔÉÞÎÙÊ �Ï t, Á ÄÌÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ | ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÕÂÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ:

< e

"T

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÒÏÓÔ ×ÓÅÇÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ).

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÒÏÓÔ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ

Õ�ÒÕÇÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ (Á, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ) �Ï ÞÉÓÌÕ ÛÁÒÏ×. (äÏ ÓÉÈ �ÏÒ

×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× | ËÁË ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÔÁË É ÄÌÑ

ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ÓÕ�ÅÒÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙ: > e

"N

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0, ÇÄÅ

N | ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ×. óÍ. �ÅÒ×ÕÀ ÓÔÁÔØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.)

ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎ
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âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É

ÛÁÒÏ×

ç.á.çÁÌØ�ÅÒÉÎ

I. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÆÉÚÉËÉ, Á ÔÏÞÎÅÅ, ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏ-

ÒÉÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÇÁÚÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ × ÓÏÓÕÄÅ ÉÌÉ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË Õ�ÒÕÇÉÅ ÛÁÒÉËÉ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÓÓÙ (ÅÓÌÉ ÇÁÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ) ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÓÓ (ÅÓÌÉ ÓÏÓÕÄ ÚÁ�ÏÌ-

ÎÅÎ ÒÁÚÎÙÍÉ ×ÉÄÁÍÉ ÇÁÚÁ); ÜÔÉ ÛÁÒÉËÉ ÌÅÔÁÀÔ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ÎÏ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,

ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ, Á �ÒÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÀÔ

Ó×ÏÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ Õ�ÒÕÇÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ

Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÎÏ×ÙÍ �ÒÑÍÙÍ, �ÏËÁ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÊÄÕÔ ÏÞÅÒÅÄÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ. ÷ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ��ÅÒÅÍÅÛÁÀÔÓÑ�, É ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÎÏÇÏ,

ÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ËÁÚÁÔØÓÑ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÉÍ,

ÄÁ×ÌÅÎÉÅ × ÓÏÓÕÄÅ ×ÙÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ (�ÚÁËÏÎ ðÁÓËÁÌÑ�), × ÇÁÚÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÁÑ �ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÁ� (ÓÒÅÄÎÑÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÍÏÌÅËÕÌÙ), ��ÌÏÔÎÏÓÔØ� ÇÁÚÁ

ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ É Ô. Ä. ÷ÓÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ (Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ) ÈÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÓÔÉËÉ ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÚÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ × ÆÉÚÉËÅ, ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ

ÔÁËÖÅ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

É ÅÅ ÍÏÄÎÏÊ (Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 50-È ÇÏÄÏ× XX ×ÅËÁ É �Ï ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ) ×ÅÔ×É | ÜÒ-

ÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ� ÇÁÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ

× ÔÏÞÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ (�ÄÁ×ÌÅÎÉÅ�, �ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÁ�, ��ÅÒÅ-

ÍÅÛÉ×ÁÎÉÅ� É Ô. Ä.), Á ÚÁÔÅÍ × ÓÔÒÏÇÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎ-

ÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ �ÏÎÑÔÉÑÍÉ, × ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ,

× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ É �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ, É Ô. �.

÷ ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÄÅÓÑÔËÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÔÎÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÉÚ

ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÁÎ ÍÉÒÁ. ëÌÀÞÅ×ÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ × ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÈÁÏÓ�

(ÉÚÕÞÁÅÍÙÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ) É �ÂÉÌÌÉÁÒÄ� (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÏÊ ÖÅ

ÔÅÏÒÉÉ). úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÈÁÏÓ� É �ÂÉÌÌÉÁÒÄ�| ×ÚÁÉÍÏ�ÒÏÎÉËÁÀÝÉÅ

É �ÅÒÅ�ÌÅÔÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÎÑÔÉÑ: �ÂÉÌÌÉÁÒÄ� ÉÚÕÞÁÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ

ÓÉÓÔÅÍÙ; ÜÔÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙÍ ÏÔ

ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ, É ÔÏÇÄÁ, ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁ�Å, ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ �ÒÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÓÔØ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÔÏÌØËÏ �ÈÁÏÓ�. �èÁÏÓ� ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÁÑ ×ÅÝØ, É ÚÄÅÓØ ÍÙ

ÚÁÔÒÏÎÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ� ÞÁÓÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ | ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ ÛÁÒÉËÏ×

Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ, Ô. Å. Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù É ÅÅ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÀ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (�ÒÁ×ÄÁ, × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ñ. ç.óÉÎÁÑ |

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(65{99)
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Ï ÞÉÓÌÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ ÇÁÚÁ É ÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÈ, É

Ï�ÉÛÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ Ë ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÀ.

II. îÅÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÉ: �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

1. �ÒÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ, �ÓËÏÒÏÓÔÎÏÅ� É ÆÁÚÏ×ÏÅ

éÄÅÑ ÚÁÍÅÎÑÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ

ÔÏÞËÉ ÈÏÔÑ É ÏÞÅÎØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÁÒÁ | ÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ × Ó×ÏÉÈ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÅÌÉËÉÊ ÆÉÚÉË ìÀÄ×ÉÇ âÏÌØ�ÍÁÎ Ó×ÙÛÅ ÓÔÁ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ (× 1872Ç.

âÏÌØ�ÍÁÎ ÎÁ�ÉÓÁÌ Ó×ÏÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ �ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÏÌØ�ÍÁÎÁ�, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÄÁ-

×ÌÅÎÉÅ ÇÁÚÁ É ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ âÏÌØ�ÍÁÎÁ k

B

(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, [6℄)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉÍÅÒ: n ÞÁÓÔÉ� Ä×ÉÖÕÔÓÑ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ (�ÏËÁ

ÞÔÏ ÂÅÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ) × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

. ëÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ

ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x

i

; y

i

; z

i

), i = 1; : : : ; n, ÍÅÎÑÀÝÉÅÓÑ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ t. úÁÍÅÎÉÍ ÜÔÉ

n ÞÁÓÔÉ� ÎÁ ÏÄÎÕ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ� ÔÏÞËÕ

x = (x

1

; y

1

; z

1

;x

2

; y

2

; z

2

; : : : ;x

n

; y

n

; z

n

);

Ä×ÉÖÕÝÕÀÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3n

. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ËÁ-

ÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÓÅ ÅÅ 3n ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÉ� × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t), ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ É ×ÓÑ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ x ∈ R3n

. á ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�,

Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÉ x

i

(t), y

i

(t), z

i

(t), ÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ É ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ� ÞÁ-

ÓÔÉ�Ù x(t). ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÏÞËÏÊ x(t) ÌÅÇÞÅ, ÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ÚÁ ÂÏÌØ-

ÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÉ�. ïÄÎÁËÏ ÜÔÁ �ÒÏÓÔÏÔÁ ËÁÖÕÝÁÑÓÑ | ÕÍÅÎØÛÁÑ ÞÉ-

ÓÌÏ ÞÁÓÔÉ� ÄÏ ÏÄÎÏÊ, ÎÁÍ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ �×ÙÓÏËÏÍÅÒÉÅ� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R
3n

, × ËÏÔÏÒÏÍ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x(t), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎ-

ÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x(t)

ÎÁ ÆÁÚÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ z(t), ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

, ÎÏ É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

i

= (v

ix

; v

iy

; v

iz

), i = 1; 2; : : : ; n:

z(t) = (x(t);v(t)) = (x

1

; y

1

; z

1

; : : : ;x

n

; y

n

; z

n

; v

1x

; v

1y

; v

1z

; : : : ; v

nx

; v

ny

; v

nz

):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R6n

, ÆÁÚÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ

Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ) ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × R3

�ÅÌÉËÏÍ É �ÏÌÎÏÓÔØÀ

(× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x(t), Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÌÉÛØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ� | ÂÅÚ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). æÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ

ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ R
3n

x

É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓËÏÒÏ-

ÓÔÅÊ R3n

v

: R6n

z

= R3n

x

⊕ R3n

v

. éÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÝÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÏ-

ÅË�ÉÀ ÔÏÞËÉ z(t) ÎÁ R3n

x

É/ÉÌÉ ÎÁ R3n

v

�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�É-

ÓÙ×ÁÔØ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ z(t) ×Ï ×ÓÅÍ R6n

.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ (Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-

�ÉÏÎÎÏÊ É �ÓËÏÒÏÓÔÎÏÊ�) ÔÏÞËÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ×Ï ×ÓÅÍ ��ÕÓÔÏÍ� �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å R6n

z

| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ

ÚÁËÏÎÁÍÉ, ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ (× ×ÉÄÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ) × R
6n

z

(ÒÁ×ÎÏ ËÁË É × R3n

x

, É × R3n

v

, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÁÓÔÉ�Ù × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÍÁÓ-
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ÓÕ 1 É ÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ:

v

2

1

+ v

2

2

+ : : :+ v

2

n

= 
onst ⇐⇒ v

2

1x

+ v

2

1y

+ v

2

1z

+ : : :+ v

2

nx

+ v

2

ny

+ v

2

nz

= 
onst;

ÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞËÉ z ∈ R6n

z

ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R3n

v

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-

ÂÏÊ ËÒÉ×ÕÀ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ (3n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ

√

onst. üÔÁ ÓÆÅÒÁ É

ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ z ∈ R6n

z

.

äÒÕÇÏÊ ×ÁÖÎÙÊ ÄÌÑ ÎÁÓ �ÒÉÍÅÒ: Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3

.

ëÁÖÄÙÊ ÛÁÒ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r. åÓÌÉ ÂÙ ÛÁ-

ÒÙ ÂÙÌÉ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ É �ÒÏÈÏÄÉÌÉ ÄÒÕÇ ÓË×ÏÚØ ÄÒÕÇÁ ÂÅÚ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ, ÔÏ ÉÈ

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R3·2
x

= R6

x

.

ïÄÎÁËÏ ÛÁÒÙ ÎÅ�ÒÏÚÒÁÞÎÙ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ �ÅÎÔÒÁÍÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ

ÒÁ×ÎÏ 2r:

(x

1

− x

2

)

2

+ (y

1

− y

2

)

2

+ (z

1

− z

2

)

2 > (2r)

2

: (1)

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÚÁÄÁÅÔ ×ÎÅÛÎÀÀ ÞÁÓÔØ �ÉÌÉÎÄÒÁ ã × 6-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,

ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 45

◦
Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. (åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÅ×Á × ÆÏÒ-

ÍÕÌÅ (1) ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÎÁËÏÍ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Á, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÌÏÓÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ox

1

x

2

ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ x

2

= x

1

− r É

x

2

= x

1

+ 2r | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ, ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

x

1

x

2

ã

x

2r

−2r

òÉÓ. 1. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ ã

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ

× ÞÁÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R6

x

| ×ÎÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ ã . ðÏ�ÁÄÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÎÁ �ÉÌÉÎÄÒ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÄ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ, �ÓËÏÒÏÓÔÎÙÍ� É ÆÁÚÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÁÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ × R
3n

x

, R
3n

v

ÉÌÉ R
6n

z

. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ Ó�Å�É-

ÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

2. âÉÌÌÉÁÒÄ

ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

; �Ï-

ÌÏÖÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÊ 1: ‖v‖ =

∥∥∥dx
dt

∥∥∥ = 1. åÓÌÉ × Rn

ÉÍÅÅÔÓÑ

�ÌÏÓËÏÓÔØ � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n− 1, ÔÏ �ÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ �Ï ÚÁËÏÎÕ
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ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ: ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ �ÁÄÅÎÉÑ. éÌÉ ÉÎÁÞÅ: ÒÁÚÌÏ-

ÖÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ v

−
ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ Ä×Å ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ,

v

−
⊥, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, Á ×ÔÏÒÁÑ ÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ: v

−
‖ = v

− − v

−
⊥.

ðÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ � �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ v

−
‖ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á �ÅÒ�ÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË: v

+

‖ = v

−
‖ , v

+

⊥ = −v−
⊥. îÏ×ÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù (�ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ) ÒÁ×ÎÁ

v

+

= v

+

‖ + v

+

⊥ = v

−
‖ − v

−
⊥:

éÌÉ, ÎÁËÏÎÅ�, ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ

v

+

= v

− − 2 · (v−
;n) · n; (2)

ÇÄÅ (·; ·) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× × Rn

, Á n | ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ

Ë �ÌÏÓËÏÓÔÉ �.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ, Ï�ÉÛÅÍ ÅÇÏ

ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÁÄÁÀÝÉÊ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ (ÔÏÞËÁ x �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë

�) É ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÊ (ÔÏÞËÁ x ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ �). þÅÒÅÚ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ

Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ � (ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn

ÂÏÌØÛÅ 2; × ÓÌÕÞÁÅ

n = 2 ÜÔÏ ÓÁÍÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ Rn

). ÷ ÜÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÔÁËÖÅ É ×ÅËÔÏÒ

n ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÊ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÅÒÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ). �ÏÇÄÁ ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ � | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÁÄÁÀÝÉÍ ÌÕÞÏÍ Ó×ÅÔÁ É

×ÅËÔÏÒÏÍ n (ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (−v−
) É n), Á ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

� | ÜÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕÞÏÍ É ×ÅËÔÏÒÏÍ n (Ô. Å. ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅË-

ÔÏÒÁÍÉ v

+

É n). úÁËÏÎ Ï�ÔÉËÉ ÇÌÁÓÉÔ: � = � (ÒÉÓ. 2). ïÎ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ � ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

ï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÏÔ ÇÌÁÄËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

S ⊂ Rn

. ðÒÏ×ÅÄÅÍ Ë S × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ (n−1)-ÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ

� É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ � �Ï Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÁ×ÉÌÕ.

üÔÏ É ÅÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ S. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ �Ï ÜÔÏ-

ÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÌÁÄËÉÈ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ)

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ x ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ, Á ÓÁÍÁ

ÔÏÞËÁ x Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn

, ÏÇÒÁ-

�

n−1

�

−
v

−

v

−

v

+

n

�

�

òÉÓ. 2. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÚÁËÏÎ: � = �
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�

�

n

òÉÓ. 3. âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ

ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÜÔÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ÏÂÌÁÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x, | (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ)

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÓÔÏÌÏÍ, Á ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ x | ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ (ÒÉÓ. 3). óÁÍÕ ÔÏÞËÕ x

ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�ÅÊ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×-

ÎÁ 1: ‖v‖ = 1. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÅÎÏË, ÔÏ ÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ

(ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÅÎÏË 6 n− 2, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ (n− 1)-ÍÅÒÎÁÑ

�ÌÏÓËÏÓÔØ � ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ. íÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �Ï-

ÌÏÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ), ÒÁ×ÎÁ 0,

É ÔÁËÉÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ | ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ÔÏÞËÉ ÉÚÌÏÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÉÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ.

3. úÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×

ðÒÉÍÅÒÎÏ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1960-È ÇÏÄÏ× ñ. ç.óÉÎÁÊ, ÚÁÎÉÍÁÑÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ

ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÁÚÁ × ÓÏÓÕÄÅ, �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ. ðÕÓÔØ

ÍÏÌÅËÕÌÙ ÇÁÚÁ (ÛÁÒÉËÉ) ÌÅÔÁÀÔ × ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ �ÕÓÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É Õ�ÒÕ-

ÇÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ûÁÒÉËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ (ÏÄÎÏÒÏÄ-

ÎÙÊ ÇÁÚ), ÉÈ ÞÉÓÌÏ | ËÏÎÅÞÎÙÍ, Á Õ�ÒÕÇÏÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ

ÕÄÁÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÔÏÌËÎÕ×ÛÉÈÓÑ ÛÁÒÉËÏ× �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ

ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ) É ÜÎÅÒÇÉÉ (ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ

×Ù�ÉÓÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ).

1) íÏÇÕÔ ÌÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ × ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÏÌ-

ÇÏ?

2) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÏËÁ-

ÚÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ?

3) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ ÍÅÖÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ, ÅÓ-

ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ (�ÒÉ

ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÏÂÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ)?

üÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÏÚÎÉËÌÉ Õ ñ. ç.óÉÎÁÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ

ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÁÚÁ É ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÍ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×

(ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÉÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ óÉÎÁÑ, ÓÍ. ÆÕÎ-
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ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ñ. ç.óÉÎÁÑ [8℄). äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ × ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÉËÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙËÉÎÕÔÏ ÍÎÏÇÏ �ÉÌÉÎÄÒÏ×

ÔÉ�Á (1), ÇÄÅ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á > ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁË 6 (Ô. Å.

ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙËÉÎÕÔÙ �ÉÌÉÎÄÒÙ É ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ), Á Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏÎÆÉ-

ÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ v(t) �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (2). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÇÁÚ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÏÌÅËÕÌ, ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄ óÉÎÁÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÓÔÅÎËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ×ÙËÉÎÕÔÙÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×)

�×ÄÁ×ÌÅÎÙ� ×ÎÕÔÒØ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ | Á ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÂÏ×Á-

ÎÉÊ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ óÉÎÁÑ.

óÄÅÌÁÅÍ ÏÇÏ×ÏÒËÕ: 6-ÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ (1) ÚÁÄÁÅÔ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
3n

ÄÒÕÇÏÊ

�ÉÌÉÎÄÒ C = ã × R
3n−6

, ÎÏ ÇÒÁÎÉ�Á Õ C ÕÖÅ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÌÏÓËÁÑ, ÌÉÛØ �Ï ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÅÅ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. �ÁË ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÎÅ

ÓÔÒÏÇÏ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÊ, Á �ÏÌÕÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÊ. ïÄÎÁËÏ × ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ×ÓÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎ-

ÎÙÅ Ó ��ÏÌÕÒÁÓÓÅÉ×ÁÎÉÅÍ� (Ô. Å. Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÕÞÁÓÔËÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù), ÔÁËÖÅ ÂÙÌÉ Ó ÕÓ�ÅÈÏÍ

�ÒÅÏÄÏÌÅÎÙ.

F

F

òÉÓ. 4. ÷ÏÌÎÏ×ÏÊ ÆÒÏÎÔ

ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ

éÔÁË, ÇÁÚ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ óÉÎÁÑ Ï�ÉÓÁÎ-

ÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉ�Á. úÁÞÅÍ ÖÅ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ

ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÉ-

ËÏ×, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, × ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ ÜÔÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ?

úÄÅÓØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ

ÌÉÛØ ÏÞÅÎØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ

ÔÅÏÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ,

ÚÁ ÓËÏÂËÁÍÉ. á ÜÔÕ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ

ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ÇÒÁÎÉ�Á

'

1

x

t

F

R

+

R

1

R−

òÉÓ. 5. ë ×Ù×ÏÄÕ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ëÏÇÄÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÕÞÏË �ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ� (ÉÌÉ

Ó×ÅÔÏ×ÙÈ) ÌÕÞÅÊ �ÁÄÁÅÔ ÎÁ �ÌÏÓËÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÇÒÁÎÉ-

�Ù, ÏÎ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ.

îÏ ÅÓÌÉ ÕÞÁÓÔÏË ÇÒÁÎÉ�Ù ×Ù�ÕËÌÙÊ (�Ï ÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÀ Ë �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍÕ �ÕÞËÕ Ó×ÅÔÁ), ÔÏ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË

�ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÅÅÔÓÑ É ×ÏÌÎÏ×ÏÊ ÆÒÏÎÔ F

(�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏÔÒÁÖÅÎÎÙÍ ÌÕ-

ÞÁÍ) ÂÕÄÅÔ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÒÉÓ. 4). (ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉ-

ÞÉÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ).

ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÆÒÏÎÔÁ F �ÒÉ ÅÇÏ Ä×É-

ÖÅÎÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ÏÔ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÇÒÁÎÉ�Ù?

ïÂÒÁÔÉÍ ×ÒÅÍÑ, Ô. Å. ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÆÒÏÎÔ F (×ÍÅÓÔÅ

Ó �ÕÞËÏÍ) × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ðÕÓÔØ

x ∈ F É �ÕÓÔØ ÆÒÏÎÔ F Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÑ ×ÒÅÍÑ t

1

. �ÏÇÄÁ

R(x) = t

1

+R−; (3)

ÇÄÅ R(x) | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ x,

t

1

| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ x ÄÏ ÇÒÁ-
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ÎÉ�Ù, R− | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �ÕÞËÁ

ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù), R

+

| ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (�ÏÓÌÅ ÏÔÒÁ-

ÖÅÎÉÑ �ÕÞËÁ). éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÜÌÅÇÁÎÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ

ÒÁÄÉÕÓÏ× R−; R+

É R

1

:

1

R−
=

1

R

+

+

1

R

1

· 2


os'

1

; (4)

ÇÄÅ '

1

| ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, R

1

| ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÓÔÅÎËÉ; ÜÔÁ

ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

Ë ÒÁÄÉÕÓÁÍ | ÜÔÏ ËÒÉ×ÉÚÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÏÞÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×

ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÒÉ×ÉÚÎ �± = 1=R±, K1

= 1=R

1

:

�− = �

+

+K

1

· 2


os'

1

: (5)

éÚ (3) �ÏÌÕÞÁÅÍ �(x) =

1

R(x)

=

1

t

1

+R−
=

1

t

1

+

1

�−

, ÏÔËÕÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (5),

ÎÁÈÏÄÉÍ

�(x) =

1

t

1

+

1

2K

1


os'

1

+ �

+

: (6)

éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ (6) ÄÁÅÔ ÎÁÍ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ × ÔÏÞËÅ x ∈ F �ÏÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù. åÓÌÉ ÖÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÙÌÏ Ä×Á, ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÎÑÔØ

ËÒÉ×ÉÚÎÕ �

+

= �

(1)

+

ÚÁ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ y É ÚÁ-

ÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ

ÓÍÅÎÑÔÓÑ Ó 1 ÎÁ 2. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (7):

�(x) =

1

t

1

+

1

2K

1


os'

1

+

1

t

2

+

1

2K

2


os'

2

+ �

(2)

+

: (7)

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÔØ, �ÏÌÕÞÉÍ �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ

�(x) =

1

t

1

+

1

2K

1


os'

1

+

1

t

2

+

1

2K

2


os'

2

+

1

t

3

+ : : :

; (8)

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ,

ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÅÅ �ÒÑÍÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÒÅÖÄÅ

ÞÅÍ ÏÎÁ �Ï�ÁÄÅÔ × x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÕÞËÁ, ËÏÔÏ-

ÒÏÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �

+

= 0. äÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �

(i)

+

→ 0 �ÒÉ i→ ∞, Ô. Å. ÞÔÏ ÌÕÞÉ

ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ �ÏÞÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÏÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ

�ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ÷ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ñ. ç.óÉÎÁÑ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ
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ÜÔÁ ÄÒÏÂØ ÓÈÏÄÉÌÁÓØ | ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÒÉ×ÉÚÎÁ �(x) × ÔÏÞËÅ x. ÷ ÔÅÏ-

ÒÉÉ �Å�ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�ÎÏÊ

ÄÒÏÂÉ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (Seidel { Sterne). âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ

�Å�ÎÁÑ ÄÒÏÂØ

1

a

1

+

1

a

2

+

1

a

3

+ : : :

; a

i

> 0; i = 1; 2; : : : ;

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

∞∑

i=1

a

i

= ∞:

(óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11℄.)

éÔÁË, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ �(x) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ

∞∑

i=1

(
t

i

+

2K

i


os'

i

)
=∞:

á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

∑∞
i=1

t

i

= ∞ (�ÏÓËÏÌØËÕ 2K

i

= 
os'

i

> 0 �ÒÉ

×ÓÅÈ i). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ, ÒÁÂÏÔÁÀÔ

É × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ

ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∑∞
i=1

t

i

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (8). ÷ÏÔ �ÏÞÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ

×Ï�ÒÏÓ ñ. ç.óÉÎÁÑ; ÎÏ �ÅÒ×ÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ, É,

ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔ×ÅÔÉ× ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ

ÔÁËÖÅ É ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ.

ñ. ç.óÉÎÁÊ �ÏÓÔÁ×ÉÌ É ÒÅÛÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× ×

Ó×ÏÅÊ (Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁË É ÎÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ) ÒÕËÏ�ÉÓÉ [9℄. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎ ÄÏ-

ËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C,

ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÛÁÒÁÍÉ × �ÕÓÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÎØÛÅ C,

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ

ÛÁÒÏ× × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ 2), ÉÇÒÁÀÝÉÊ

ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ × ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (8). üÔÏÔ ÏÔ×ÅÔ ÓÔÁÌ ÏÄÎÉÍ

ÉÚ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ñ. ç. óÉÎÁÑ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ

ÇÁÚÁ × ÓÏÓÕÄÅ.

4. óÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÊ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÔÒÅÈ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÁË �ÇÉ�ÏÔÅÚÁ õÌÅÎÂÅËÁ�. ÷ ÒÁÂÏÔÅ

ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÈ ÆÉÚÉËÏ× (Sandri, Sullivan, Norem [18℄) 1964-ÇÏ ÇÏÄÁ ÂÙÌÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ

�ÒÏÓÞÉÔÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×, É ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÅÎÎÙÈ ÉÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ É ÓËÏÒÏÓÔÑÈ ÛÁÒÏ×, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ
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ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4: ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ, Á �ÑÔØ

É ÂÏÌØÛÅ | ÎÅ ÍÏÇÕÔ!

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎ × 1964Ç. × ÒÁÂÏÔÅ Thur-

ston'Á É Sandri [19℄. óÔÒÏÇÏÅ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÄÁ×ÎÏ: ×

1993Ç. ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÅ ÈÉÍÉË T. J.Murphy É ÆÉÚÉË E.G.D.Cohen × ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ

ÒÁÂÏÔÅ [16℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× 1, 2 É 3:

I. a) (12) (ÏÄÉÎÁÒÎÙÊ ÕÄÁÒ)

b) (12)(23) (Ä×Á ÕÄÁÒÁ)


1) (12)(23)(31) (ÔÒÉ ÕÄÁÒÁ)


2) (12)(23)(12) (ÔÒÉ ÕÄÁÒÁ)

d1) (12)(23)(12)(13) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

d2) (12)(23)(13)(23) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

É ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÙÓÌÉÍÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ:

II. e1) (12)(23)(12)(23) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

e2) (12)(23)(13)(12) (ÞÅÔÙÒÅ ÕÄÁÒÁ)

f1) (12)(23)(12)(13)(12) (�ÑÔØ ÕÄÁÒÏ×)

f2) (12)(23)(13)(23)(12) (�ÑÔØ ÕÄÁÒÏ×).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÕÄÁÒÁÍÉ

d1) ÉÌÉ d2) ÏÞÅÎØ ÎÅ�ÒÏÓÔÏ; Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÔÏÌËÎÏ-

×ÅÎÉÊ e1) É e2), Á ÔÁËÖÅ �ÑÔÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ f1) É f2) ÌÅÇËÏ ×ÌÅÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ 6, 7, 8,: : : ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× (�ÏÓËÏÌØ-

ËÕ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 6 ÕÄÁÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

e1), e2), f1), f2)). T.Murphy É E.Cohen ÏÔÍÅÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏÓÔÉ ÕÄÁÒÏ× ÔÉ�Á II × ÏÞÅÎØ ËÒÁÔËÏÍ ×ÉÄÅ ÂÙÌÉ ÒÁÎÅÅ ÄÁÎÙ E.Cohen'ÏÍ × ÒÁ-

ÂÏÔÅ [14℄ 1966 ÇÏÄÁ, É ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ 6 4 ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ×ÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ n > 3.

úÁÄÁÞÁ �ÒÏ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ

ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× ÎÉËÅÍ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ.

5. �íÁÌÁÑ� É �ÂÏÌØÛÁÑ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ.ç.óÉÎÁÑ

îÁ�ÒÁÛÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç.óÉÎÁÑ ÏÂ Õ�ÒÕÇÏÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÛÁÒÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× r

1

,

r

2

; : : : ; r

N

É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÓÓ m

1

;m

2

; : : : ;m

N

, ÌÅÔÁÀÝÉÈ É Õ�ÒÕÇÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀ-

ÝÉÈÓÑ × �ÕÓÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, ÇÄÅ n = 1; 2; 3; : : : . üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ

ñ. ç.óÉÎÁÅÍ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1970-È ÇÏÄÏ× ÎÁ ÎÁÕÞÎÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ íçõ �Ï ÄÉÎÁÍÉÞÅ-

ÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÷.í.áÌÅËÓÅÅ×Á É ñ. ç.óÉÎÁÑ.

éÍÅÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ �ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÁÚÁ� (n = 1) ÏÔ �ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ

ÇÁÚÁ� (n > 2): × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒ #i ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ

ÔÏÌØËÏ Ó ÛÁÒÁÍÉ #(i − 1) É #(i + 1), × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÇÁÚÅ Á�ÒÉÏÒÉ ÎÅÔ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÛÁÒÏ× #i É #k Ó |i− k| > 2. (�ÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ

�ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÌÉÛØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÒÕ�ÕÌÅÚÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÇÄÁ, ËÁË ÜÔÏ

ÂÙÌÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÄÁÒÏ× ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÙ.) ïÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÛÁÒÏ× (×ÅÒÎÅÅ, ÓÔÅÒÖÎÅÊ

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÞÅÞÎÙÈ Õ�ÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ
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�ÒÑÍÏÊ (ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÒÁÄÉÕÓÙ r

i

= 0), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÓËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

(n = 2) ÉÌÉ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (n > 3) ÔÁËÏÊ ÒÅÄÕË�ÉÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÁËÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ, ËÁË ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ Ä×ÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ (ÞÁÓÔÉ�, ÄÉÓËÏ× ÉÌÉ ÛÁÒÏ×), Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ

Ä×ÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ ÛÁÒÏ×: ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ Ó ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØÀ 0.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÕÔ Ï�ÉÓÁÎÙ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (a) ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ N ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ R1

É (b) ÓÉÓÔÅÍÙ N ÄÉÓËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2

ÉÌÉ N

ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, n > 3. ïÎÉ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ: ÅÓÌÉ × ÓÌÕÞÁÅ (a)

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ

×ÉÄÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RN

, ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ (b) ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï |

ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RNn

, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙËÉÎÕÔÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÚÁÍÙÓÌÏ×ÁÔÁÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÁ ÉÚ

(
n

2

)
�ÉÌÉÎÄÒÏ× (É ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ), �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ �ÉÌÉÎÄÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂ-

ÝÅÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÄÉÕÓÙ r

1

; r

2

; : : : ; r

N

É ÍÁÓÓÙ

m

1

;m

2

; : : : ;m

N

ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x(t) ∈ RNn

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÓÏ ÓÔÅÎËÁÍÉ | ÇÒÁÎÑÍÉ ÕÇÌÁ ÉÌÉ �ÉÌÉÎÄÒÁÍÉ | ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ

(ËÁË ÜÔÏ É ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÁÒÙ ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ), ÎÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÕÖÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ!

�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÄÅÌÁ× ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ! | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á RNn

, ñ. ç. óÉÎÁÊ ÓÕÍÅÌ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x(t) Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ~x(t) × �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× É ÍÁÓÓ ÔÁËÖÅ Ó×Ï-

ÄÉÔÓÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ ñ. ç.óÉÎÁÊ ÓÄÅÌÁÌ Ä×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÏ�ÕÝÅÎÉÑ: × ÚÁ-

ÄÁÞÅ (a) �ÒÏ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÎ ÏÔËÁÚÁÌÓÑ ÏÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÂÉÌÌÉÁÒÄ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RN

,

Á × ÚÁÄÁÞÅ (b) ÏÎ ÚÁÍÅÎÉÌ �ÉÌÉÎÄÒÙ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ × R
K

(ÇÄÅ K ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ nN)

Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÇÒÁÎÉ�Ù ÔÅÌ ÇÌÁÄËÉÅ É ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÅÌÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �Å-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ z(t) ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ� ÜÔÉÈ ÔÅÌ (ÓÔÅ-

ÎÏË) �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ. ïÔÌÉÞÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (a) ÏÔ (b) × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÚÁÄÁÞÅ

(a) ÔÁËÉÍÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÔÅÌÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ Ä×É-

ÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, Á × ÚÁÄÁÞÅ

(b) Õ ÓÔÅÎÏË ÉÍÅÀÔÓÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÚÄÁÀÔ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ

ÎÉÈ, É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ. úÁÄÁÞÕ (b) ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÉÌÌÉÁÒÄ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ, ÎÏ ÓÏ �×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ�

ÓÔÅÎËÁÍÉ (ÒÉÓ. 6). ñ ÎÁÚ×ÁÌ ÚÁÄÁÞÉ (a) É (b) �ÍÁÌÏÊ� É �ÂÏÌØÛÏÊ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍÉ

ÚÁÄÁÞÁÍÉ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ | Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ×

ÕÇÌÅ, ÔÏÌØËÏ × �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ ÕÇÏÌ ÜÔÏÔ | ÏÂÙÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ, Ó �ÌÏÓËÉÍÉ

ÇÒÁÎÑÍÉ, Á × �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ ÇÒÁÎÉ-ÓÔÅÎËÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ | ×Ù�ÕËÌÙ

×ÎÕÔÒØ ÎÅÇÏ, É ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï (×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÓÔÅÎÏË) ÓÏÚÄÁÅÔ �ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ�

ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁ-

ÄÁÞ ñ. ç.óÉÎÁÑ.

�íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-

ÎÏÍ ÕÇÌÅ × Rn

Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ
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n = 2

x

n = 2

x

n > 3

x

n > 3

x

(a) (b)

òÉÓ. 6. �íÁÌÁÑ� (a) É �ÂÏÌØÛÁÑ� (b) ÚÁÄÁÞÉ óÉÎÁÑ

ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

,

ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ | �ÏÌÏÖÅÎÉÑ

É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù (ÒÉÓ. 6a).

�âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ËÒÉ×Ï-

ÌÉÎÅÊÎÏÍ� ÕÇÌÅ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÕÇÌÁ (ÓÔÅÎËÉ | ÇÒÁÎÉ-

�Ù ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ) ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÊ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ

ÕÇÌÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ÕÇÌÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÞÁÓÔÉ�Õ (ÎÁ-

ÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ).

ðÏÄ �ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ�

ñ. ç.óÉÎÁÊ ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ �ÏÈÏÖÅÓÔØ ÅÇÏ ÎÁ ��ÌÏÓËÉÊ� ÕÇÏÌ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÇÒÁÎÉ ËÒÉ-

×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÏÊ.

6. úÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍÉ �ÍÁÌÏÊ� É �ÂÏÌØÛÏÊ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ

ñ. ç.óÉÎÁÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ É ÉÈ �ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ� ÁÎÁÌÏÇÉ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌË-

ÎÏ×ÅÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ N ÞÁÓÔÉ� �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÁÓÓm

1

; : : : ;m

N

, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÎÁ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, (i) ËÏÎÅÞÎÏ, É (ii) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-

ÔÙ C

1

= C

1

(m

1

; : : : ;m

N

), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÁÓÓ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅ-

ÎÉÊ ÞÁÓÔÉ� É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ C

1

= C

1

(m

1

; : : : ;m

N

).
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úÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ N ÛÁ-

ÒÏ× (N ÄÉÓËÏ× × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× r

1

; : : : ; r

N

É ÍÁÓÓ m

1

; : : : ;m

N

, ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

(n > 2), (i) ËÏÎÅÞÎÏ É (ii)

ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

= C

2

(r

1

; : : : ; r

N

;m

1

; : : : ;m

N

),

ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÏ× É ÍÁÓÓ ÛÁÒÏ×, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÛÁ-

ÒÏ× É ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ C

2

=C

2

(r

1

; : : : ; r

N

;m

1

; : : : ;m

N

).

âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ñ. ç.óÉÎÁÑ É ÅÇÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ É ÛÁÒÁÈ �ÒÉ×ÌÅ-

ËÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×; ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÎÑÌÏ �ÏÞÔÉ ÔÒÉÄ�ÁÔØ ÌÅÔ | Ó

ÓÅÒÅÄÉÎÙ 1970-È ÇÏÄÏ× É ÄÏ ËÏÎ�Á XX ×ÅËÁ.

7. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ

7.1. �íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ

�íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ

ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. ðÅÒ×ÙÍ ÅÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÌ × 1978Ç. ÓÁÍ ñ. ç.óÉÎÁÊ ×

ÒÁÂÏÔÅ [10℄, ÄÏËÁÚÁ× ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ C

1

ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ×. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÑ×ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÕÖÅ × ÅÇÏ ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÕËÏ�ÉÓÉ [9℄

Ï ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁÒÏ×. ÷ ÜÔÏÊ ÒÕËÏ�ÉÓÉ, �ÏÍÉÍÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÔÏÎËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ××ÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ: �ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ�.

çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ q �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, �ÒÉÞÅÍ ÓÔÅÎËÉ ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÏÌÁ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6b), É × ÜÔÕ

ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ | × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÅÅ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U

q

| ×ÓÔÁ×ÉÔØ �ÌÏÓËÉÊ

ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6a) Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ q (ÔÏÞÎÅÅ | ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ), ÔÏ ÔÏÞËÁ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ

ËÒÁÑ. �ÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ q ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ

Q

q

= {e ∈ R
n | ∀ i (e;n

i

) > 0} (9)

ÎÅ ÌÅÖÉÔ × (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ; ÚÄÅÓØ n

1

; : : : ;n

k

| ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

ÎÏÒÍÁÌÅÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÅÎËÁÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ × ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ q, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒØ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ. îÁ ÒÉÓ. 7a) ÕËÁÚÁÎÁ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ q | ×ÅÒÛÉÎÁ

ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ (× ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U

q

) ×ÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ

�ÌÏÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ïÔËÒÙÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÒÁÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÉ

q

2

; q

3

É q

4

�ÌÏÓËÏÇÏ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ óÉÎÁÑ� ÎÁ ÒÉÓ. 7b), Á ×ÅÒÛÉÎÙ q

1

É q

5

ÔÏÇÏ ÖÅ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ. éÄÅÑ ñ. ç.óÉÎÁÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × �ÌÏÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ

ÕÇÌÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ q ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

, ÔÏ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ËÒÉ×ÏÌÉ-

ÎÅÊÎÏÍ ÕÇÌÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ q, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÉÚ �ÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ �×ÄÁ×ÌÉ×ÁÎÉÅÍ�

ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ×ÎÕÔÒØ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ×

ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ) ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ kC

1

, ÇÄÅ k > 1, �ÏÓËÏÌØ-

ËÕ ×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÌÉÛØ ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ×,

ÌÉÂÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÒÁÚ. ïÄÎÁËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ

ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÉÄÅÉ, ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÉ (ÏÎÉ ×

ÏÓÎÏ×ÎÏÍ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÏÞÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÔÅ-

ÎÏË), ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÏ×ÅÄÅÎÏ × ÒÕËÏ�ÉÓÉ ÄÏ ËÏÎ�Á. (ï

ÒÅÛÅÎÉÉ �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ.)
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q

U

q

q

1

q

2

q

3

q

4

q

5

a) ïÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ q b) q

2

; q

3

; q

4

| ÏÔËÒÙÔÙÅ, q

1

; q

5

| ÎÅÏÔ-

ËÒÙÔÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ

òÉÓ. 7.

äÒÕÇÉÅ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ �ÏÑ×ÉÌÉÓØ �ÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ñ. ç.óÉÎÁÑ Ó

Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÒÙ×ÁÍÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ × 10 ÌÅÔ ËÁÖÄÙÊ.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÙÍ × 1986Ç., Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × ËÎÉ-

ÇÅ [3℄. ëÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ ñ. ç. óÉÎÁÑ, ÏÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÄÎÁËÏ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×Ï×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄ

ÎÁ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

�ÒÅÔØÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ í.â.óÅ×ÒÀËÏÍ × [7℄. ïÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÌÅÍÍÅ: ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ × Rn

ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n − 1) É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÜÔÏÊ

ÔÏÞËÉ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ËÏ-

ÎÅÞÎÏ É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ

É ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÔÒÁ-

ÖÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÉ. �ÅÏÒÅÍÁ óÉÎÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ

ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

7.2. úÁÄÁÞÁ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ óÉÎÁÑ: Ä×ÉÖÅÎÉÅ n ÞÁÓÔÉ� ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ (Ó �ÌÏÓ-

ËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ) × Rn

. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ Ï ÞÁÓÔÉ�ÁÈ.

÷ ÓÔÁÔØÅ ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÁ [1℄, �ÏÑ×É×ÛÅÊÓÑ × 1978Ç. ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÁÂÏ-

ÔÏÊ [10℄, ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÄÒÕÇÏÅ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ

ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ Õ�ÒÕÇÉÈ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ | ÎÏ ÂÅÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï ÎÁ-

ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Ï�ÅÎËÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ-

ÄÁÞÉ (i). ðÏÌÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ (ii) ÂÙÌÏ ×�ÅÒ×ÙÅ ÄÁÎÏ

ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [2, ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1℄, ÇÄÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ Ñ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

(m

1

; : : : ;m

N

):

C

1

(m

1

; : : : ;m

N

) = 2 ·
(
8N

2

(N − 1)

m

max

m

min

)
N−2

; (10)

ÚÄÅÓØ m

max

| ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ, Á m

min

| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÍÁÓÓ m

1

; : : : ;m

N

.
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äÒÕÇÏÅ, �ÏÌÕÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ-�ÏÌÕÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÌ × 1992Ç.

í.â.óÅ×ÒÀË × Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ×ÙÛÅ ÒÁÂÏÔÅ [7℄. ÷ ÎÅÍ ÏÎ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ �ÓËÏÒÏÓÔÎÏÅ�

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÌ

Ó×ÏÀ ÉÄÅÀ ÏÂ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ

ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ�.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� m

1

;m

2

;m

3

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ

×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ

ÏÂÝÅÊ Ï�ÅÎËÉ (10), ÔÏÞÎÁ:

C

1

(m

1

;m

2

;m

3

) =

⌈
�

ar

os

r

m

1

m

3

(m

1

+m

2

)(m

2

+m

3

)

⌉
(11)

(ÚÄÅÓØ ⌈x⌉ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ x). ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�É-

ÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ {m
1

;m

2

;m

3

} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ × R3

,

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ � = ar

os

√(
1 +

m

2

m

1

)−1

(
1 +

m

2

m

3

)−1

, Á ÞÉÓÌÏ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÕÄÁÒÏ× × �ÌÏÓËÏÍ ÕÇÌÅ � ×ÓÅÇÄÁ 6 ⌈�=�⌉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÒÁÚÄÅÌ III).

7.3. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ, ÞÁÓÔØ (i)

åÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ, ÂÙÌÏ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÁÍÉ, ÏÄÎÁËÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÍÁÌÏÊ� ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. ì.î.÷ÁÓ-

ÓÅÒÛÔÅÊÎ É ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎ × 1978{ 1979ÇÇ. ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ä×Á ÔÉ�Á ÓÉ-

ÓÔÅÍ ÞÁÓÔÉ� × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å: (a) �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ É (b) ÌÏËÁÌØÎÏ

×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÎÉ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ

×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÌÅ×ÙÈ� É ��ÒÁ×ÙÈ�

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ (ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÌÅ×ÙÈ É �ÒÁ×ÙÈ �ÒÅÄÅÌÏ× ×ÉÄÁ lim

�s

�t

), Á

ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÓ�ÁÄÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (b) ÎÁ ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ ÇÒÕ��Ù ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ËÌÁÓÔÅÒÙ). üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÔÁÔÅÊ [20℄ É [2℄.

÷ÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÅÊ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁ-

ÒÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ×

ÓÉÓÔÅÍÅ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× ÎÁ ×ÓÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ [0;+∞). äÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ × ÏÂÅÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ�ÏÈÏÖÉ É ÏÓÎÏ×Ù-

×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ!) ÉÄÅÑÈ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ Ï ÛÁÒÁÈ ÄÁÌ × 1990Ç. ËÁÎÁÄ-

ÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË R. Illner [15℄, Õ�ÒÏÓÔÉ×ÛÉÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ì.î.÷ÁÓÓÅÒÛÔÅÊÎÁ.

7.4. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ, ÞÁÓÔØ (ii)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ (ii) × �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÅÄÏ-

ÍÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Ï�ÕÓÔÉÔØ ÓÌÏ×Á ��ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ� × ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÕÇÏÌ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ s

1

É s

2

×Ù�ÕËÌÙ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÏ

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ t (ÒÉÓ. 8). åÓÌÉ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÞÁÓÔÉ�Õ �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÏ t, ÔÏ ÏÎÁ �ÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ s

1

É s

2

, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
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q

s

1

s

2

t

òÉÓ. 8. îÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÄÁÒÏ× × �ÎÕÌÅ×ÏÍ� ÕÇÌÅ ÄÌÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ,

�ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ

ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÁÓÓÅÒÛÔÅÊÎÁ { çÁÌØ�ÅÒÉÎÁ { éÌÌÎÅÒÁ, ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ×ÄÏÌØ

�ÒÑÍÏÊ, ÕÄÁÌÑÑÓØ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ q É ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÓÏÕÄÁÒÑÑÓØ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ. ïÄ-

ÎÁËÏ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ t ÍÙ ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÞÁÓÔÉ�Õ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ

ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ ÏÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÉÔ, É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ∞ �ÒÉ �ÒÉ-

ÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ë t. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ

ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ (ii) × �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ, ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ �ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ�. ÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ

ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, Ô. Å. ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ t

1

É t

2

Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ s

1

É s

2

× ×ÅÒÛÉ-

ÎÅ q ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÔÏÇÄÁ ∠t
1

t

2

= � 6= 0. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁË

É × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ 6 ⌈�=�⌉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ III, õÔ×Å-

ÒÖÄÅÎÉÅ 1). ÷ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÇÌÁ� ÍÏÖÅÔ

ÓÌÕÖÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ËÒÁÑ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (9) É ÒÉÓ. 7) ÉÌÉ �ÏÈÏÖÅÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ. íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ �ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÉ

ËÒÁÑ� × �ÒÑÍÏÍ ×ÉÄÅ ×ÅÄÅÔ Ë ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍ, ÞÔÏ

�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ×.

îÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÄÒÕ-

ÇÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �d=C-ÂÌÉ-

ÚÏÓÔØ�, ××ÅÄÅÎÎÁÑ ä.âÕÒÁÇÏ, ó.æÅÒÌÅÇÅÒÏÍ É á.ëÁÎÏÎÅÎËÏ × ÒÁÂÏÔÅ [12℄.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C > 0 É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ y ×ÎÕÔÒÉ ËÒÉ×ÏÌÉ-

ÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ dist(y;W

k

), ÒÁÓÓÔÏ-

ÑÎÉÅ dist(y;

⋂
N

k=1

W

k

) = dist(y; q) ÏÔ y ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ q (Ô. Å. ÄÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË), ÚÁÔÅÍ ÎÁÊÄÅÍ ×ÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �

k

= dist(y;W

k

)= dist(y; q),

k = 1; : : : ; N . ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ

C > 0 ÉÌÉ ó-ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; N É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ y ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �

k

(y) > C. ðÒÏÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ y d-

ÂÌÉÚËÁ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÅÎËÁÍW

1

; : : : ;W

N

(Ô. Å. ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ6 d ÏÔ ËÁÖÄÏÊ

ÓÔÅÎËÉ), ÔÏ ÏÎÁ

d

C

-ÂÌÉÚËÁ Ë �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÓÔÅÎÏË (ÒÉÓ. 9). ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÕÇÏÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Æ > 0

É C > 0, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Æ-ÛÁÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C-

ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÔÁËÏÍ, �ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

ÕÇÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ × ÓÍÙÓÌÅ óÉÎÁÑ, Á×ÔÏ-

ÒÙ ÓÔÁÔØÉ [12℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

, ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ

× �ÂÏÌØÛÏÊ� ÚÁÄÁÞÅ óÉÎÁÑ, (ii).



80 ç.á. çÁÌØ�ÅÒÉÎ

q

y

d

1

d

2

d

min

{
d

1

d

; : : : ;

d

N

d

}
> C

òÉÓ. 9. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÕÇÌÁ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ë ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁ-

ÒÏ×, ÏÎÉ �ÏÌÕÞÉÌÉ × [12℄ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× ÍÅÖ-

ÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å:

C

2

(r

1

; : : : ; r

N

;m

1

; : : : ;m

N

) =

(
16

√
m

max

m

min

· rmax

r

min

·N3=2

)
N

2

: (12)

ðÏÚÄÎÅÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [13℄, Á×ÔÏÒÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁ-

ÄÉÕÓÁÍÉ. ïÎÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÄÉÕÓÁÈ ÛÁÒÏ× ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ×

ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ

C

2

= C

2

(m

1

; : : : ;m

N

), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÒÏÓÔÅÊ

ÛÁÒÏ×, Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÈ ÍÁÓÓ:

C

2

(m

1

; : : : ;m

N

) =

(
400N

2 · mmax

m

min

)
2N

4

: (13)

üÔÉÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ

ñ. ç.óÉÎÁÑ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ× × ÓÏÓÕÄÁÈ Ó �×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ� ×ÎÕÔÒØ É �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ.

III. ëÒÁÔËÉÅ ÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÅÒÅÓÞÅÔÁ

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ× �ÏÓÌÅ ÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ. úÁÔÅÍ ÄÁÄÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÎ-

ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ É ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

îÁËÏÎÅ�, ÓÄÅÌÁÅÍ ÒÅÄÕË�ÉÀ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ É Ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ ÞÁÓÔÉ�Ù É ÛÁ-

ÒÙ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ óÉÎÁÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÄÅÊ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÉ × ÞÁÓÔÉ II.

A. íÏÄÅÌØ ÕÄÁÒÁ

åÓÌÉ m

1

;m

2

| ÍÁÓÓÙ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, v

1

; v

2

| ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏ ÕÄÁÒÁ, Á

u

1

; u

2

| ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ, ÔÏ u

1

É u

2

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÅÒ×ÏÅ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÍ�ÕÌØÓÁ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ
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ÜÎÅÒÇÉÉ:






m

1

u

1

+m

2

u

2

= m

1

v

1

+m

2

v

2

= 
onst

1

;

m

1

u

2

1

2

+

m

2

u

2

2

2

=

m

1

v

2

1

2

+

m

2

v

2

2

2

= 
onst

2

:

(14)

O

1

O

2

v⊥

v‖

v

òÉÓ. 10. óÏÕÄÁÒÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×

äÌÑ ÛÁÒÏ×, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÄÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v

1

É v

2

, Á �ÏÓÌÅ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ | ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ u

1

É u

2

, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ËÁÖÄÕÀ

ÓËÏÒÏÓÔØ v

i

ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ×ÅËÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ: ÓËÏÒÏÓÔÉ v

i;q ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ

�ÅÎÔÒÏ× O

1

O

2

É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ

v

i;⊥ (i = 1; 2), ÔÁË ÞÔÏ v

i;q | ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ

�ÒÏÅË�ÉÑ v ÎÁ �ÒÑÍÕÀ O

1

O

2

, Á v

i;⊥ = v − v

i;q

(ÒÉÓ 10). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÙ ×ÄÏÌØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ

O

1

O

2

ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ-

ÓÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ v

1;q É

v

2;q ÆÏÒÍÕÌÙ (14), ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÏ×ÙÈ

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÉ� u

1;q É u

2;q, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ

ÎÁÊÔÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ:

u

1

= u

1;q + v

1;⊥; u

2

= u

2;q + v

2;⊥: (15)

éÔÁË, �ÅÒÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÛÁÒÏ× �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ �ÅÎ-

ÔÒÏ×, Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. îÉËÁËÏÇÏ ÚÁËÒÕÞÉ-

×ÁÎÉÑ ÛÁÒÏ× ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÛÁÒÙ,

ËÁË �ÒÁÓ�ÕÈÛÉÅ� ÞÁÓÔÉ�Ù. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÀ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÎÁ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÎÏÍ ÓÔÏÌÅ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÒÁÝÅÎÉÅ, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ

ÔÒÅÎÉÑ. âÅÚ ÔÒÅÎÉÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, É ÍÙ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÎÉÍÁÔØ × ÒÁÓÞÅÔ

× ÎÁÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÛÁÒÏ×.)

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÛÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÍÁÓÓÕ, �ÒÉÞÅÍ ÏÄÉÎ ÛÁÒ �ÏËÏ-

ÉÔÓÑ, ÔÏ �ÒÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÕÄÁÒÅ (×ÄÏÌØ ÌÉÎÉÉ O

1

O

2

) ÎÁÌÅÔÅ×ÛÉÊ ÛÁÒ �ÏÌÎÏÓÔØÀ

ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, Á �ÏËÏÑÝÉÊÓÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÎÁÌÅÔÅ×ÛÅÇÏ;

ÄÅÌÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË, ÂÕÄÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÒ �ÒÏÛÅÌ ÓË×ÏÚØ ×ÔÏÒÏÊ É ÏÎÉ �ÒÏÓÔÏ ÏÂ-

ÍÅÎÑÌÉÓØ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ðÒÉ ÎÅ�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÕÄÁÒÅ ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ

ÄÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

1;q, É �ÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÛÁÒÙ ÒÁÚÌÅÔÁÀÔÓÑ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁ-

ÇÏÒÁ) �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 90

◦
. äÌÑ ÛÁÒÏ× ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÓ ËÁÒÔÉÎÁ ÒÁÚÌÅÔÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ.

B. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

ðÕÓÔØ x

1

6 x

2

6 x

3

6 : : : 6 x

N

| ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÁÓÔÉ� Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

;m

2

,

m

3

; : : : ;m

N

, ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (14). ëÏÎ-

ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x = (x

1

; : : : ; x

N

) ∈ RN

Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÍÅÖÄÕ ÓÏÕÄÁ-

ÒÅÎÉÑÍÉ ÞÁÓÔÉ� É ÍÅÎÑÅÔ Ó×ÏÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù

m

i

É m

i+1

ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ x

i

= x

i+1

, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÏÊÎÙÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÏÔÂÒÏÓÉÍ).

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

i

= x

i+1

ÚÁÄÁÅÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ �

i

× R
N

; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x

ËÁË-ÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �

i

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m

i

= m

i+1

, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ, ÎÏ �ÒÉ m

i

6= m

i+1

ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. ðÌÏÓËÏÓÔÉ �

1

; : : : ;�

N−1

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÅÎËÉ (N − 1)-ÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ × RN

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × R3

ÜÔÏ Ä×ÕÇÒÁÎ-

ÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÓÍ. ÒÉÓ. 11), Á ÞÁÓÔØ Q �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RN

, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ
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�

1

�

2

n

1

n

2

Q

x

òÉÓ. 11. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ | ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ x

1

6 x

2

6 : : : 6 x

N

× RN

x

1

6 x

2

6 : : : 6 x

N

| ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ. ïÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Q ⊂ R
N

ÓÉÓÔÅÍÙ N ÞÁÓÔÉ�.

C. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÛÁÒÏ×

ðÕÓÔØ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÏ× r

1

É r

2

ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, ÔÏÇÄÁ

(x

1

− y

1

)

2

+ (x

2

− y

2

)

2

+ : : :+ (x

n

− y

n

)

2

= (r

1

+ r

2

)

2

; (16)

ÇÄÅ O

1

= (x

1

; : : : ; x

n

) É O

2

= (y

1

; : : : ; y

n

) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÅÎÔÒÏ× ÛÁÒÏ× × ÍÏÍÅÎÔ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) ÚÁÄÁÅÔ (2n − 1)-ÍÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ ã × R2n

. åÓÌÉ

ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (16) ÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï <, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓ-

�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÏ× × Rn

É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

) �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÉ �ÉÌÉÎÄÒÁã . ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ

�ÉÌÉÎÄÒÁ ã , ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÀ ÛÁÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÔÁÔØ ×ÎÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ |

ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï >, É ÛÁÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ N ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

, É �ÕÓÔØ ÛÁÒÙ #i É #k

ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ. äÌÑ ÎÉÈ ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (16) (× ËÏÔÏÒÏÍ ËÏ ×ÓÅÍ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x ÎÁÄÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÉÎÄÅËÓ i, ËÏ ×ÓÅÍ y | ÉÎÄÅËÓ k, Á r

1

; r

2

ÚÁÍÅÎÉÔØ

ÎÁ r

i

; r

k

), Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï >. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RNn

, ÌÅÖÁÝÕÀ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

C

ij

= ã

ij

× R
nN−2n

: (17)

C

ij

| ÜÔÏ ÔÏÖÅ �ÉÌÉÎÄÒ, ÎÏ ÕÖÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RnN

, É Õ ÎÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Á × ÎÁ-

�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ R2n

, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ �ÉÌÉÎÄÒ ã ,

�ÌÏÓËÁÑ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÉÚÎÕ �ÉÌÉÎÄÒ C

ij

ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ×ÄÏÌØ �ÉÌÉÎ-

ÄÒÁ ã

ij

.
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x

Q

òÉÓ. 12. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÛÁÒÏ× Q ⊂ RnN

�ÏÞËÁ x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ �ÉÌÉÎÄÒÁ C

ij

, �ÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒÙ ÎÅ�ÒÏÚÒÁÞ-

ÎÙ. �ÁË ÞÔÏ x ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ

(
N

2

)
=

N(N−1)

2

,

É �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Q ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ RnN

Ó

×ÙËÉÎÕÔÙÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ �ÉÌÉÎÄÒÏ× (17):

Q = R
nN −

(
⋃

i 6=j

(intC

ij

)

)
: (18)

÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× C

ij

| ×Ù�ÕËÌÙÅ ÔÅÌÁ, É

ÞÔÏ

⋂

i 6=j

(intC

ij

) 6= ∅: (19)

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÔÁËÏÅ,

ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÒÏ× �ÒÏÎÉËÌÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ

ÛÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × Rn

, ÔÏ ÉÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ

× RnN

, ÌÅÖÁÝÁÑ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× intC

ij

. ðÏÜÔÏÍÕ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ÎÅ�ÕÓÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×ÏÍ (ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×).

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q | ËÒÉ×Ï-

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (× ÓÉÌÕ (19)), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÓÔÅÎËÉ �×ÄÁ×ÌÅÎÙ

×ÎÕÔÒØ� Q (ÔÁË ËÁË ×ÓÅ �ÉÌÉÎÄÒÙ | ×Ù�ÕËÌÙ). ïÄÎÁËÏ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ

�ÒÑÍÏÊ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x × Q ⊂ RnN

ÂÕÄÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ m

i

= m

j

,

É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏ×ÙÍ �ÒÉ m

i

6= m

j

(ÒÉÓ. 12).

D. òÅÄÕË�ÉÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q ⊂ RnN

(ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

�ÒÉ n = 1, ÉÌÉ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R
n

). óÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RnN

, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÁËÖÅ �ÏÄ×ÅÒÇÎÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-

ÎÙÊ ÕÇÏÌ Q, ÔÁË É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x:

~x

i

=

√
m

i

· x
i

; i = 1; : : : ; nN: (20)
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éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Á A ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ, Ó ÞÉÓÌÁÍÉ√
m

1

; : : : ;

√
m

N

�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: A = diag(

√
m

1

; : : : ;

√
m

N

). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ

Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÄ×ÅÒÇÎÅÔÓÑ ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ:

~v

i

=

d~x

i

dt

=

√
m

i

dx

i

dt

=

√
m

i

v

i

: (21)

÷ÙÂÒÁ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÎÁÑ ËÉ-

ÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× (ÉÌÉ ÞÁÓÔÉ� �ÒÉ n = 1) ÒÁ×ÎÁ E = 1=2. �ÏÇÄÁ

ÓËÏÒÏÓÔØ v(t) = (

√
m

1

v

1

(t); : : : ;

√
m

N

v

N

(t)) = (~v

1

(t); : : : ; ~v

nN

(t)) ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x

1

; : : : ; x

nN

) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÕÌØ 1:

|v(t)|2 =
Nn∑

i=1

|~v
i

(t)|2 = 2E = 1: (22)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ v(t) ×ÓÅÇÄÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ 1. úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

ÉÍ�ÕÌØÓÁ (14) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ

m

1

v

1

+m

2

v

2

=

√
m

1

~v

1

+

√
m

2

~v

2

=

(√
m

1√
m

2

)
·
(
~v

1

~v

2

)
= |~m| · |−→~v | · 
os' = 
onst; (23)

ÇÄÅ ~m =

(√
m

1√
m

2

)
,

−→
~
v =

(
~v

1

~v

2

)
, Á ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ~m É

−→
~
v . òÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÑ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ÛÁÒÏ×, #1 É #2, É ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

ÛÁÒÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |−→~v | = 1, |~m| = 
onst

1

, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (23) ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-

ÅÔ: ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ �Ï ÄÌÉÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ

�ÏÓÌÅ ÕÄÁÒÁ. úÎÁÞÉÔ, 
os' = 
onst

2

, Á ÔÁË ËÁË ÕÇÏÌ ' ÄÏÌÖÅÎ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎ �ÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ~x ÏÔÒÁÖÁ-

ÅÔÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ Q �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ (�ÏÄÒÏÂÎÏÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [2, Ó. 164{165℄). òÅÄÕË�ÉÑ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ Ë ËÒÁÔËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÄÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×.

1. �íÁÌÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ

�ÅÏÒÅÍÁ 1. þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ × Rn

ËÏÎÅÞÎÏ; ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

1

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,

ÓÌÅÄÕÑ [3℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S

n−1 ⊂ Rn

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ q ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ É Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ q (ÓÍ. ÒÉÓ. 13a).

ðÏÌÕÞÉÍ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ⊂ S

n−1

. ðÒÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ

�ÒÏÅË�ÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ 
 ÞÁÓÔÉ�Ù x × ÕÇÌÅ �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ �
 �ÒÏÅË�ÉÉ x × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ P (× ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ). ÷Ù�ÒÑ-

ÍÉÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ 
 × Rn

, ÏÔÒÁÖÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÕÇÏÌ Q ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ 


ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á x,

Ä×ÉÖÕÝÁÑÓÑ ×ÄÏÌØ 
. ðÏÌÕÞÉÍ �ÒÑÍÕÀ ` × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

; ÅÅ �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ

ÓÆÅÒÕ | �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ � (ÓÍ. ÒÉÓ. 13b). óÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �
 ÞÁÓÔÉ�Ù
�
x × P ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ,

ÒÁ×ÎÕÀ �.



âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ× 85

q

x




Q

P
S

n−1

x

`

q

P

"

"

"

"

"

a) b) 
)

òÉÓ. 13. a) ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ Q → P ; b) ðÒÏÅË�ÉÑ ×Ù�ÒÑÍÌÅÎÎÏÊ ÔÒÁÅË-

ÔÏÒÉÉ ÎÁ S

n−1

; 
) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �
 × P

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ×Q �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 13
) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ P ,
ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2 (Ô. Å. ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ É Ô. Ä., ÄÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ n−2). ÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �


ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÇÌÁ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ n, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁ-

ÓÔÉ�Ù x, �ÏËÁ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ

�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ. õÂÅÒÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ; ÔÏ-

ÇÄÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÇÒÁÎÅÊ P ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÂÕÄÅÔ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ

(ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÕÓËÏ× (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ), ÔÁË
ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÁËÉÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÏÔÄÅÌÅÎÏ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÎÕÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P É

ÞÉÓÌÁ ". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉ�Á
�
x ÍÏÖÅÔ �ÏÂÙ×ÁÔØ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ⌈�=C⌉ ÒÁÚ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �
 ÒÁ×ÎÁ �.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÁÓÔÉ�Á x ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

1

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P . úÎÁÞÉÔ, É ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù �
x

× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C

1

, �ÒÉÞÅÍ C

1

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ Q. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ñ. ç.óÉÎÁÑ [10℄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ | Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, �ÒÅÄ-

�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÅÅ �ÒÅ×ÚÏÊÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï-

ÒÅÞÉÅ.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å í.â.óÅ×ÒÀËÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ

× ÅÇÏ ÌÅÍÍÅ (ÓÍ. II, 7.1), ÂÅÒÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ Q (ÒÉÓ. 14).

ðÕÓÔØ O | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ Q,

−→
OA = v

−
É

−−→
OB = v

+

, F | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ

ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ. �ÁË ËÁË ∠AO� = ∠BO� (v

+

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ v

−
ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �), ÔÏ ∠AOF > ∠BOF , �ÏÜÔÏÍÕ f(B) = (

−−→
OF;

−−→
OB) =

= |−−→OF | · |−−→OB| 
os∠BOF > |−−→OF | · |−→OA| 
os∠AOF = (

−−→
OF ;

−→
OA) = f(A), É ÌÉÎÅÊ-

ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÉ

ÕÇÌÁ Q. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ óÅ×ÒÀËÁ, ÔÁËÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÌÉÛØ
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O

B

F

�

A

v

+

v

−

òÉÓ. 14.æÕÎË�ÉÑ f(x) = (

−−→
OX;

−−→
OF ) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ: f(B) >

> f(A)

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ (�Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

1

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ Q.

2. þÁÓÔÉ�Ù ÎÁ �ÒÑÍÏÊ

�ÅÏÒÅÍÁ 2. (a) íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� m

1

;m

2

,

m

3

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (11).

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏ.

(Ó) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

1

(m

1

; : : : ;m

n

) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (10).

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. (a) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N(�) ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÕÇÌÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ⌈�=�⌉,
ÅÓÌÉ �=� =∈ Z, É ÒÁ×ÎÏ �=�, ÅÓÌÉ �=� ∈ Z (ÒÉÓ. 15). ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÅÈ ÞÁÓÔÉ� | ÜÔÏ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Q = {(x
1

; x

2

; x

3

) ∈
∈ R

3 | x
1

6 x

2

6 x

3

}, ÉÌÉ, �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A = diag(

√
m

1

;

√
m

2

;

√
m

3

),

Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ

~

Q = {(~x
1

; ~x

2

; ~x

3

) ∈ R3 | ~x

1√
m

1

6
~x

2√
m

2

6
~x

3√
m

3

}, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �
 | ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ � ÜÔÏÇÏ Ä×ÕÇÒÁÎÎÏ-

ÇÏ ÕÇÌÁ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÌÑÍÉ n

1

= (1=

√
m

1

;−1=√m
2

; 0) É

x

�

òÉÓ. 15. ÷Ù�ÒÑÍÌÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÕÇÌÅ � É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï N(�) <

<

�

�

+ 1
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n

2

= (0;−1=√m
2

;−1=√m
3

) Ë ÅÇÏ ÇÒÁÎÑÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 11). ðÏÜÔÏÍÕ

� = ar

os

(n

1

;n

2

)

|n
1

| · |n
2

| = ar

os

1=m

2

r

1

m

1

+

1

m

2

r

1

m

2

+

1

m

3

:

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �
 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÕÀ ÇÒÁÎÑÍ ÕÇÌÁ

�

Q, ÔÁËÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ × �ÌÏÓËÏÍ ÕÇÌÅ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ⌈�=�⌉ = C

1

(m

1

;m

2

;m

3

), ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó�ÒÁ×Á

×ÚÑÔÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (11). åÓÌÉ m

1

= m

2

= m

3

= m, �ÏÌÕÞÁÅÍ C

1

(m

1

;m

2

;m

3

) = 3,

ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÙÈ ÍÁÓÓ.

(b) ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ-

ÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ) ÄÏËÁÖÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ÞÁÓÔÉ�. äÌÑ n = 3

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �ÕÎËÔÅ (a).

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ 
 n > 4 ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÞÁÓÔÉ�Ù i É i + 1 ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ; ÔÏÇÄÁ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t

0

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÅËÒÁ-

ÝÁÀÔÓÑ, É ×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ:

I = ÞÁÓÔÉ�Ù (1; 2; : : : ; i) É II = ÞÁÓÔÉ�Ù (i + 1; i + 2; : : : ; n). ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ

ÉÎÄÕË�ÉÉ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ I É II ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ É

×Ï ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ I∪ II ÉÚ n ÞÁÓÔÉ� ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù i É i + 1 × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÑÚÁÎÙ

ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÕÞÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ

ÞÁÓÔÉ�Á �ÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÌÅ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ, Á ÏÔ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó�ÒÁ-

×Á | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ. óÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÓÉÓÔÅÍÙ #n �ÏÌÕÞÁÅÔ ÉÍ�ÕÌØÓ

ÔÏÌØËÏ ÓÌÅ×Á, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÉÍ�ÕÌØÓ p

n

(t) = m

n

v

n

(t) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏ-

ÇÏ ÕÄÁÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù v

n

(t) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

m

n

v

2

n

6 2E, ÇÄÅ E | ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ p

n

(t) ×ÏÚÒÁ-

ÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

�ÒÅÄÅÌ p

n

= lim

t→∞
p

n

(t).

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÁÓÔÉ� (#(n − 1);#n), ÔÏ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó�Ï-

ÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍ�ÕÌØÓ ÅÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÁÑ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÆÕÎË�ÉÑ, Á �ÏÔÏÍÕ Õ ÎÅÅ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ. úÎÁÞÉÔ,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ É Õ ÆÕÎË�ÉÉ p

n−1

(t) = m

n−1

v

n−1

(t) | ÉÍ�ÕÌØÓÁ ÞÁÓÔÉ�Ù

#(n− 1): p

n−1

= lim

t→∞
p

n−1

(t). �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÏÄÓÉÓÔÅ-

ÍÙ ÞÁÓÔÉ� (#k;#(k + 1);#(k + 2); : : : ;#(n − 1);#n), ÇÄÅ k = n − 2; n− 3; : : : ; 1,

ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÅÌÏ× p

k

= lim

t→∞
p

k

(t) = lim

t→∞
m

k

v

k

(t).

÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÕÄÁÒÏ×, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉ�

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ: lim

t→∞
v

1

(t) = · · · = lim

t→∞
v

n

(t) = v. úÎÁÞÉÔ, ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÎÔÒÁ

ÍÁÓÓ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, (m

1

v

1

(0)+ : : :+m

n

v

n

(0))=(m

1

+ : : :+m

n

) ÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ v:

ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ × ÉÎÅÒ�ÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ; × ÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔØ

�ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ×

ÓÉÓÔÅÍÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÎÅÒÇÉÀ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÏÎÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔ-

ÓÑ Ë ÎÕÌÀ! ÷ ÓÉÌÕ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ
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ÎÕÌÀ; ÎÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ m

i

v

2

i

(0)=2 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ; �ÏÜÔÏÍÕ v

i

(0) = 0 ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÁÓÔÉ� ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÕÄÁÒÏ×!

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÕÄÁÒÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ

Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ×. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÕÄÁÒÏ× ËÏÎÅÞÎÏ.

(
) úÄÅÓØ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÔÏÌØËÏ ÛÁÇÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, Ï�ÕÓËÁÑ ÄÅÔÁÌÉ (�ÏÄÒÏÂ-

ÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [2, 3℄).

ðÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÉÓÔÅÍÕ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÍÅÓÔÉÍ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å.

ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

m

1

x

1

+ : : :+m

n

x

n

= 0; m

1

v

1

+ : : :+m

n

v

n

= 0;

úÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

∑
n

i=1

m

i

v

2

i

= 2E, ÇÄÅ E | �ÏÌÎÁÑ

ÜÎÅÒÇÉÑ. óÎÏ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p

i

(t) = m

i

v

i

(t) ÉÍ�ÕÌØÓ ÞÁÓÔÉ�Ù i.

ðÒÉ k-Í ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ� ÉÍ�ÕÌØÓ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ

×ÅÌÉÞÉÎÕ �p

k

> 0, Á �ÒÁ×ÏÊ | Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �p

k

. þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K (ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ × ÓÉÌÕ (b)), ÔÁË ÞÔÏ 1 6 k 6 K.

üÔÁ� 1. �p

1

+�p

1

+ : : :+�p

K

6 2P
max

, ÇÄÅ P
max

= max

06t<∞ P(t), É

P(t) = 1 · p
1

(t) + 2 · p
2

(t) + : : :+ n · p
n

(t) =

n∑

i=1

i · p
i

(t):

ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �P
k

def

= P(t
k

+ 0) − P(t
k

− 0) = �p

k

, ÇÄÅ t

k

| ÍÏ-

ÍÅÎÔ k-ÇÏ ÕÄÁÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ

∑
�p

k

6 P
max

−P
min

. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ

ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

P
max

=

√

2E

(
M

2

− M

2

1

M

)
; (24)

ÇÄÅ M =

∑
n

i=1

m

i

, M

1

=

∑
n

i=1

i ·m
i

, M

2

=

∑
n

i=1

i

2 ·m
i

.

üÔÁ� 2. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁ�Å ×ÓÑ ÏÓØ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÂÙÓÔÒÙÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ�,

× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÛÁÒÁ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ É

ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ:

|v
i

(t)− v

i−1

(t)| > 


i

ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [t

1

; t

2

℄.

äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ 


1

; : : : ; 


n

(ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÁÓÓ ÞÁÓÔÉ� É �ÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÑ

ÏÓØ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÙÓÔÒÙÍÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ (i− 1; i).

üÔÁ� 3. þÉÓÌÏ ÂÙÓÔÒÙÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ

K = 8

(
n∑

i=1

1

m

i

)
·
√
M

2

M −M

2

1

:

üÔÁ� 4. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁ�Å ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

C

1

(m

1

; : : : ;m

n

) 6 2(2K)

n−2

;

ÇÄÅK | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÜÔÁ�Á 3, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ (10).
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3. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ; ÞÁÓÔØ (i)

�ÅÏÒÅÍÁ 3. (a) þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ 
 × ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ (�ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ

ÕÇÌÅ�) ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ (0;+∞).

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ N �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å Rn

ËÏÎÅÞÎÏ.

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. (a1) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, É ÜÔÏ ÓÁÍÙÊ ×ÁÖÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ

× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ

ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ

ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ [2℄.

x(t)

l

1

l

2

�

1

�

2

H

1

H

2

q

M

1

M

2

w

2

w

1

�

1

òÉÓ. 16. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ q ÄÏ �ÒÑÍÏÊ l

1

ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ q

ÄÏ �ÒÑÍÏÊ l

2

: �

1

< �

2

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ ÕÄÁÒÏ× ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÀÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÞËÉ, × ËÏ-

ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÜÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ, ÔÁËÖÅ ÎÁËÁ�ÌÉ×ÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ q |

ÔÏÞËÁ ÎÁËÏ�ÌÅÎÉÑ ÕÄÁÒÏ×; ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 16). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎ | ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÓÔÅÎÏË; ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, Ä×Å ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÎËÉ × R3

ÉÍÅÀÔ �ÅÌÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ

ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ÏÄÎÏÊ

×ÅÒÛÉÎÏÊ.)

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ t, ÞÔÏ dist(x(t); q) < ". íÙ

ÓÅÊÞÁÓ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, ÄÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ dist(x(t); q) ×ÓÅ-

ÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ r (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ).

ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Á x ÌÅÔÅÌÁ ×ÄÏÌØ ÌÕÞÁ l

1

ÄÏ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÓÏ

ÓÔÅÎËÏÊ w

1

× ÔÏÞËÅ M

1

. úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ w

1

É �ÏÌÅÔÅÌÁ �Ï ÌÕ-

ÞÕ l

2

Ë ÓÔÅÎËÅ w

2

. ÷ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÏÔÒÁÚÉÌÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �

1

Ë ÓÔÅÎËÅ w

1

× ÔÏÞËÅ M

1

, É ÞÁÓÔØ ÌÕÞÁ

l

1

�ÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ M

1

ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ × �ÚÅÒËÁÌÅ� �

1

É �ÅÒÅÛÌÁ × ÌÕÞ l

2

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

×ÓÑ ÓÔÅÎËÁ w

1

| ÇÒÁÎÉ�Á ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÔÅÌÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ qH

1

,

Ï�ÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ q ÎÁ l

1

, ËÏÒÏÞÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ qH

2

, Ï�ÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ q ÎÁ l

2

(×ÅÄØ

ÏÔÒÅÚÏË qH

2

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÚÅÒËÁÌÏ� �

1

!):

|qH
1

| < |qH
2

|; ÉÌÉ �
1

< �

2

: (25)
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�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, �ÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ | × ÔÏÞËÅ M

2

ÏÔ ÓÔÅÎËÉ w

2

| ÞÁÓÔØ

ÌÕÞÁ l

2

�ÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �

2

ÌÕÞ l

3

, É ÍÙ ÂÕ-

ÄÅÍ ÉÍÅÔØ �Ï ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ �

2

< �

3

, É Ô. Ä.: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ q ÄÏ

ÌÕÞÅÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù x(t) �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ

×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ: r = �

1

< �

2

< �

3

< : : : . ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÄÌÉÎÎÅÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-

ÌÑÒÁ, dist(x(t); q) > �

1

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ " < �

1

ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x �ÒÉ-

ÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë q.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ. (âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [2, Ó. 168{169℄), ÞÔÏ x(t)

ÂÕÄÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ q ×ÒÅÍÑ, ÍÅÎØÛÅÅ �

1

.) ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÙÛÅ

(ÒÁÚÄÅÌ II.3), ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÒÇÏ-

ÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÌÅËÕÌ ÇÁÚÁ.

(a2) éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ×ÅÒÈ-

ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x),

ÓÍ. ÒÉÓ. 17.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ' | ÕÇÏÌ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ

x(t) ÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ q É � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÕÇÌÁ × ÔÏÞËÁÈ A É B �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ

r = �

1

Ó �ÅÎÔÒÏÍ q (ÓÍ. ÒÉÓ. 17). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ

ÕÇÌÁ

N('; �) 6
2'

�

: (26)

w

2

w

1

x(t)

q

�

1

�

2

n

1

n

2

!

K

M

1

M

2

'

 

�

q

A

B

r

=

�

1

òÉÓ. 17.  = '− !, ! > �
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÕÇÏÌ | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ É ×ÍÅÝÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÕÇÏÌ

�, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ 6
�

�

+ 1.

éÚ ÒÉÓ. 17 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÁ △M1

KM

2

ÒÁ×ÎÙ

�

2

− ' É  , Á

×ÎÅÛÎÉÊ ÕÇÏÌ × ×ÅÒÛÉÎÅ K ÒÁ×ÅÎ

�

2

− ! (! | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ �

1

É

�

2

× ÔÏÞËÁÈ M

1

É M

2

). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

�

2

− ! =

(
�

2

− '

)
+  , ÏÔËÕÄÁ  = '− !.

îÏ ! > �, �ÏÜÔÏÍÕ  6 '− �.

úÎÁÞÉÔ, ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ �:

 

1

6 '− �;  

2

6  

1

− � 6 '− 2�; : : : ;  

n

6 '− n�; : : :

ïÔÓÀÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ 0 6  

n

6  

n−1

6 : : : 6  

1

�ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ x Ë

×ÅÒÛÉÎÅ q, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ n� 6 ' É n 6 '=�. éÔÁË, ÞÁÓÔÉ�Á ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

'=� ÒÁÚ �ÒÉ ÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ q.

úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ q. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, × ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×Ï

×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÏÔ q ÔÏÞËÁ x ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ w

1

É w

2

ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎÁ ÏÔÒÁÚÉÌÁÓØ �ÒÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ Ë q. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ

ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ 6 2'=�.

�ÁË ËÁË ' 6
�

2

, ÔÏ N('; �) 6
�

�

, É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ.

(a3) îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ

ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ. íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ

ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × [20℄.

ðÕÓÔØ t

0

< t

1

< t

2

< : : : < t

k

< : : : | ÍÏÍÅÎÔÙ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÉ �

1

= x(t

0

)qx(t

1

), �

2

= x(t

1

)qx(t

2

); : : : ;�

k

= x(t

k−1

)qx(t

k

); : : : , ×ÙÒÅ-

ÖÅÍ ÉÈ ÎÏÖÎÉ�ÁÍÉ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ É ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ (Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ!) �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ-

ÂÙ �

k

É �

k+1

�ÒÉÍÙËÁÌÉ �Ï ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ qx(t

k

) É ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÌÉÓØ (ÒÉÓ. 18).

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÄÅÌÁÅÍ �ÌÏÓËÕÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ �ÇÁÒÍÏÛËÉ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× {�
k

}∞
1

,

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

É �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ �Ï ÏÂÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ qx(t

k

).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k > 1 ÕÇÏÌ ∠x(t
0

)qx(t

k

) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ �: 


1

+

+ 


2

+ : : : 6 � (ÒÉÓ. 18). üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ.

q

Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ

x(t

0

)

x(t

2

)

x(t

3

)

v

�

0

�

1

�

2

�

1

�

2




1




2




3




4

òÉÓ. 18. òÁÚ×ÅÒÔËÁ �Å�ÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ
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q

e

V

w

1

w

2

x

òÉÓ. 19. ìÕÞ V ×ÄÏÌØ e ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË W =

⋂
W

i

É ÞÁÓÔÉ�Á

x �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ

e = lim

t→∞

x(t)− q

|x(t)− q| = lim

t→∞

−−−→
qx(t)

|
−−−→
qx(t)|

; (27)

ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÕ ÓÔÅÎËÕ ÕÇÌÁW ,

ÞÁÓÔÉ�Á ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, Á ÔÁË ËÁË |
−−−→
qx(t)| → ∞, ÍÙ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÎËÁ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÌÉËÏÍ ÌÕÞ V , ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ q × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ e.

�ÁË ËÁË ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÎËÉ ÕÇÌÁ Q, ÌÕÞ V ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ

⋂
N

i=1

W

i

×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 19). òÁÚ×ÅÒÔËÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ

ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ d(t) = dist(x(t);

⋂
W

i

) ×Ù�ÕËÌÁ �Ï t. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ T

0

, ÞÔÏ d(t) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ t > T

0

. åÓÌÉ

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ " > 0 É


 > 0, ÞÔÏ

d(t) > "t− 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ t:

äÁÌÅÅ,

dist(x(t); V )

|−−−→qx(t)|
→ 0 �ÒÉ t→ ∞. ïÄÎÁËÏ

dist(x(t); V ) > dist(x(t);

⋂
W

i

) = d(t) > "t− 
;

|−−−→qx(t)| 6 |−−−→qx(0)|+ |−−−−−→x(0)x(t)| 6 |−−−→qx(0)|+ t

(ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ |
−−−−−→
x(0)x(t)| ÎÁ t, ÔÁË ËÁË ÞÁÓÔÉ�Á Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÔ

x(0) ÄÏ x(t) ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 1). ðÏÜÔÏÍÕ

dist(x(t); V )

|−−−→qx(t)|
>

"t− 


|−−−→qx(0)|+ t

→ " > 0 �ÒÉ t→ ∞;

É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÕÎËÔÁ (b).

(b). ÷ÙÛÅ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÒÅÄÕË�ÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ× Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ

ÕÇÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÛÁÒÁÈ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÕÎËÔÁ (a).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÉÄÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏ ÞÁÓÔÉ�Ù (ÓÍ. �Ï-

ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [2℄). éÚ (a1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÞÉÓÌÏ

ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ËÏÎÅÞÎÏ. ëÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 2(b), ÚÁËÏÎ-



âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ× 93

ÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ ÓÉÓÔÅÍÕ ÛÁÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÔÁË. åÓÌÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞)

ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ×ÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÁ T

0

ÒÁÚ-

ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕ��Ù (ËÌÁÓÔÅÒÙ), × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× ÏÔ ÛÁÒÏ× ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÔÅÒÁ, Á ÓÁÍÉ ËÌÁÓÔÅÒÙ ÎÉËÁË

ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÉÈ �ÅÎÔÒÙ ÍÁÓÓ Ä×ÉÖÕÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÔÅÒ É �ÅÒÅÊÄÅÍ × ÓÉÓÔÅÍÕ

ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ.

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉ�, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ

Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ, Ô. Å. Ë 0. á ÔÏÇÄÁ ÜÎÅÒÇÉÑ E(t) ËÌÁÓÔÅÒÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅ-

ÍÉÔÓÑ Ë 0. îÏ ÏÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÉ t > T

0

, ÔÁË ÞÔÏ E(t) ≡ 0. úÎÁÞÉÔ,

ÛÁÒÙ × ËÌÁÓÔÅÒÅ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ T

0

. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ× × ËÌÁÓÔÅÒÅ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÞÔÏ É

ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

4. �âÏÌØÛÁÑ� ÚÁÄÁÞÁ óÉÎÁÑ É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÛÁÒÁÈ; ÞÁÓÔØ (ii)

�ÅÏÒÅÍÁ 4. (a) þÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ 
 × ÍÎÏÇÏÍÅÒ-

ÎÏÍ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÕÇÌÅ Q Ó ×ÄÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ, ÎÁ

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÌÏÖÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (ÓÍ. II.7.4 É ÒÉÓ. 9), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÕÇÌÁ Q.

(b) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ N ÛÁÒÏ× × Rn

Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m

1

; : : : ;m

N

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

(m

1

; : : : ;m

N

), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (13), ËÁËÉÍÉ ÂÙ ÎÉ

ÂÙÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ É ÓËÏÒÏÓÔÉ ÛÁÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ r

1

; : : : ; r

N

.

éÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. (a) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �Ï

ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C

2

×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ÓÔÅÎÏË × ÕÇÌÅ Q.

ïÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÌÅÍÍÁÈ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ.

óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ,

×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ X É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ × ÔÏÞËÅ Y , ÞÅÒÅÚ �(X;Y ). îÁÚÏ×ÅÍ

ËÏÄÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÕÓËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÎÏË w

i

1

; : : : ; w

i

k

, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓ-

ÈÏÄÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �(X;Y ). íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(t),

0 6 t 6 1, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ X = 
(0) É ËÏÎÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ Y = 
(1),

ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ�, ÞÔÏ É ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ �(X;Y ),

ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÅÎÏË × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏ-

ÍÅÎÔÙ 0 6 t

1

6 t

2

6 : : : 6 t

k

6 1, × ËÏÔÏÒÙÅ 
(t

j

) ∈W

j

.

÷ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÓÔÅÎËÉW

i

, Á �ÏÔÏÍ ÏÔW

j

, ÌÏÍÁÎÁÑ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÓÒÁÚÕ ÎÁ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅ W

i

∩W
j

. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÛÉÎÕ ÕÇÌÁ q ∈
⋂
N

i=1

W

i

(Ô. Å. ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ), ÔÏ Ä×ÕÚ×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ

XqY ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ�, ÞÔÏ É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(X;Y ).

ìÅÍÍÁ 1 (
omparison lemma). âÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(X;Y ) ËÏÒÏÞÅ

ÌÀÂÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ 
(t) ÔÏÇÏ ÖÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉ�Á × ÕÇÌÅ Q Ó ×Ù�ÕËÌÙÍÉ

×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Ó

�ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ. óÍ. ÒÉÓ. 15: ÍÙ ×Ù�ÒÑÍÌÑÅÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ, ÏÔÒÁÖÁÑ ÕÇÏÌ Q
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ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÁÎÅÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ ÍÅÖÄÕ

ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÁÍÉ. á ÏÎ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ËÏÒÏÞÅ ÌÀÂÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÔÅÍÉ

ÖÅ ËÏÎ�ÁÍÉ. äÌÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÉÄÅÑ ÔÁ ÖÅ: ×Ù�ÒÑÍÌÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

�ÏÌØËÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÕÔØ ÉÎÁÞÅ.

÷ÏÚØÍÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ËÏ�ÉÊ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Ú×ÅÎØÅ× Õ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �(X;Y ) (Ô. Å. ÎÁ 2 ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÉÚÌÏÍÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ), É ÎÁ-

ÞÎÅÍ ÉÈ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÔØ ÏÄÎÕ Ë ÄÒÕÇÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï ÓÔÅÎËÁÍ W

i

j

, ÏÔ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÌÅÄÕÑ ËÏÄÕ ÌÏÍÁÎÏÊ �(X;Y ). �ÏÇÄÁ ÎÁ ÒÁÚ×ÅÒÔËÅ

ÉÌÉ �ÇÁÒÍÏÛËÅ� ËÏ�ÉÊ Q

1

; Q

2

; : : : , �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ

(× �×ÙÓÏËÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ �ÇÁÒÍÏÛËÁ� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÍ, ÉÌÉ

ÁÌÅËÓÁÎÄÒÏ×ÓËÉÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ), ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(X;Y ) �ÒÁÓ�ÒÑÍÌÑÅÔÓÑ� É ÂÕÄÅÔ

ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ) ËÒÉ×ÏÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ |

X (× �ÅÒ×ÏÊ ËÏ�ÉÉ ÇÁÒÍÏÛËÉ) É Y (× �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏ�ÉÉ). ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅÍ-

ÍÁ 1: ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÄÌÉÎÎÅÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [12℄).

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÅ, ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ q | ×ÅÒÛÉÎÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q (q ∈ ⋂
N

i=1

W

i

), É

�(X;Y )| ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÂÝÅÊ ÄÌÉÎÙ |�(X;Y )|. �Ï-
ÇÄÁ |qX |+ |qY | > |�(X;Y )| (ÒÉÓ. 20).

ëÁË É ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÂÏÌØÛÏÊ� ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÎÁÑ, ×ÙÒÅ-

ÖÅÍ ÉÚ ÂÕÍÁÇÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ △qXx1, △qx1x2, △qx2x3; : : : ;△qxkY É ÓËÌÅÉÍ ÉÈ

�Ï ÏÂÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÂÅÚ �ÅÒÅËÒÙÔÉÊ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÌÏÓËÕÀ ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ �ÇÁÒÍÏÛËÉ�

ÔÅÈ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn

(ÒÉÓ. 18).

÷ ÓÉÌÕ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÔÅÎÏË W

i

É ÚÁËÏÎÁ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�

ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(XY ) = Xx

1

x

2

x

3

: : : x

k

; Y ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×Ù�ÕËÌÁ:

ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ Xx

1

, x

1

x

2

, : : : , x

k

Y ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, × ÏÄ-

ÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(X;Y ), Á × ÄÒÕÇÏÊ | ÔÏÞËÁ q. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÄÌÉÎÁ �ÌÏÓËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ 
(X;Y ) ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÉ: |
(X;Y )| = |�(X;Y )|. (äÌÑ ÕÇÌÁ Ó �ÌÏÓËÉÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ ÌÏÍÁÎÁÑ 
(X;Y )

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ).

óÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÞËÉ X É Y ÌÏÍÁÎÏÊ 
(X;Y ) (ÆÉÇÕÒÁ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÒÉÓ. 20).

�ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËM = Xx

1

: : : x

k

Y | ×Ù�ÕËÌÙÊ, É ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅ-

X

q

Y

x

1

x

2

x

3

x

4

q

X

x

1

x

2

x

3

x

4

YM

òÉÓ. 20. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2: �ÅÒÉÍÅÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÍÅÎØÛÅ �ÅÒÉ-

ÍÅÔÒÁ △XqY
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ÕÇÏÌØÎÉËÁ △XqY , ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ

ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÚÁ-

ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ △XqY ÂÏÌØÛÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ M. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ

XY , �ÏÌÕÞÁÅÍ |qX |+ |qY | > |
(X;Y )|. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
ìÅÍÍÁ 3 (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË A;B;C;D ∈

∈ Rn

, ÅÓÌÉ

dist(C;AB)

|CD| > 
 > 0, ÔÏ

(|AD|+ |DB|) − (|AC|+ |CB|
|AC|+ |CB| − |AB| 6 K = K(
); ÇÄÅ K(
) = 16

(
1




+ 1

)
2

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 3 ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË × Rn

(ÓÍ. [12℄) É ÍÙ ÅÇÏ Ï�ÕÓËÁÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4(a) ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ��ÒÏ�ÅÄÕÒÅ

ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �� Ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍ 1, 2 É 3. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �Ï-

�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÕÓËÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �(X

1

; X

2

), ÇÄÅ X

1

É X

2

|

ÔÏÞËÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÎËÉ W

i

ÕÇÌÁ Q, ÎÁ

(1) Ä×ÕÚ×ÅÎÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ×X

1

D∪DX
2

, ÇÄÅD| ÔÏÞ-

ËÁ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË

⋂
N

i=1

W

i

, ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë ÚÁÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ Z

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �; ÉÌÉ

(2) ÏÔÒÅÚÏË X

1

X

2

.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ Z ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ � �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÅ X

2

É ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÔÏÞ-

ËÏÊ X

1

ÎÁ �, É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

dist(Z;W

i

)

dist(Z;

T

N

i=1

W

i

)

> C; (28)

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ×ÚÑÔÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ Q (ÓÍ. ÕÓÌÏ×ÉÅ

d=C-ÂÌÉÚÏÓÔÉ É ÒÉÓ. 9).

(1) úÁÍÅÎÕ �(X

1

; X

2

) ÎÁ X

1

D ∪ DX

2

ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ� ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ � (×

ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

(|X
1

D|+ |DX
2

)− (|X
1

Z|+ |ZX
1

|) = s;

s ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞÅË X

1

; X

2

É Z.

(2) úÁÍÅÎÕ �(X

1

; X

2

) ÎÁ X

1

X

2

ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÓÖÁÔÉÅÍ� ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

|X
1

Z|+ |ZX
2

| − |X
1

X

2

| = p:

�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3

s 6 K(
) · p; K(
) = 16

(
1




+ 1

)
2

: (29)

ìÅÍÍÁ 4. þÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÕÓËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ �(A;B)

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ×ÓÅÈ N ÓÔÅÎÏË ÕÇÌÁ Q É ÎÅ

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË (ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÂÝÉÈ ËÏÎ�Ï×), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ L =

= 2K(
) + 4, ÇÄÅ K(
) | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3. �ÁËÉÅ ËÕÓËÉ Á×ÔÏÒÙ [12℄ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔ �ÉËÌÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 4 Á×ÔÏÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÍ

Ó ÌÅÍÍÁÍÉ 1 É 2.
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äÁÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÒÁÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4(a). ðÕÓÔØ �ÒÉ ×ÓÅÈ k < N

ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ 6 k ÓÔÅÎÏË W

i

, ÉÍÅÅÔ 6 M

k

ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ×

ÕÇÌÅ Q. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ËÁÖÄÙÊ ËÕÓÏË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ

6 M

N−1

ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉËÌ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÞÉÓÌÏ �ÉËÌÏ×6 L; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

×ÓÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÕÇÌÅQ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 6 M

N

, ÇÄÅM

N

= L(M

N−1

+1) 6 2LM

N−1

.

ðÏÓËÏÌØËÕ M

1

= 1 (ÏÄÎÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ), �ÏÌÕÞÁÅÍ

M

N

6 (2L)

N−1

= (2(2K(C)+4))

N−1

= (4K(C)+8))

N−1

=

(
4 · 16

(
1

C

+ 1

)
2

+ 8

)
N−1

6

6

[
64

(
1

C

+ 2

)
2

]
N−1

=

[
8

(
1

C

+ 2

)]
2(N−1)

: (30)

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C

2

× ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÏÊ

C

2

=

[
8

(
1

C

+ 2

)]
2(N−1)

; (31)

ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÕÇÌÁ Q É N | ÞÉÓÌÏ ÓÔÅÎÏË

ÕÇÌÁ.

(b) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÄÁÒÏ×

N ÛÁÒÏ× ÎÁÄÏ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ,

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ RnN

N(N−1)

2

�ÉÌÉÎÄÒÏ× C

ij

(ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (17)

É (18)). ðÏÌÏÖÉÍ m

min

= 1, r

min

= 1.

éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÛÁÒÏ× × Rn

, ÅÓÌÉ Ä×ÉÇÁÔØ

ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÅÎÏËW

ij

= C

ij

Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ Ä×ÉÇÁÔØ x Ë �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ÓÔÅÎÏË Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ∈ RnN

ÄÏ C

ij

× ÍÅÔÒÉËÅ ‖{x
ij

}‖2 = 1

2E

∑
i;j

m

i

x

2

ij

=

=

1

2E

∑
i;j

m

i

|

i

|2, ÇÄÅ 

i

= {x
ij

} ∈ Rn

| �ÅÎÔÒÙ ÛÁÒÏ×, E | ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ,

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÜÎÅÒÇÉÉ E ÓÉÓÔÅÍÙ ÛÁÒÏ×),

ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ i É j × Rn

. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÏÚØÍÅÍ ËÁËÕÀ-

ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕ��Õ ÛÁÒÏ× I , ×ÓÅ �ÁÒÙ ÛÁÒÏ× ÉÚ ÇÒÕ��Ù I , É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ

�ÉÌÉÎÄÒÙ C

ij

.

ðÕÓÔØ d

ij

| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÛÁÒÏ× i É j, r

i

; r

j

| ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ É

Æ

ij

= d

ij

− r

i

− r

j

> 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÓÅÈ Æ

ij

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Æ = Æ

i

1

j

1

=

= max

i;j∈I Æij . íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ max

C

ij

∈I dist(x; Cij) >
Æ

2

√
2E

, É ÞÔÏ

dist(x;

⋂

i;j∈I

C

ij

) 6
N · r

max

Æ

√
m

max

N√
2E

:

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù I :

C

I;RnN (x) >
1

2r

max

·N
√
m

max

N

:
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�ÁË ËÁË �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ x, ÎÉ ÏÔ ÇÒÕ��Ù I , �ÏÌÕÞÁÅÍ

ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ

C =

1

2r

max

N

3=2

m

1=2

max

: (32)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ (31), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

(
8 · 2r

max

N

3=2

√
m

max

)
2·

�

N(N−1)

2

−1

�

<

(
16r

max

·N3=2

√
m

max

)
N

2

:

ðÏËÁ ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ Ï�ÅÎËÁ (12), ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÒÁÄÉÕÓÙ ÛÁÒÏ× (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ

m

min

= 1 É r

min

= 1, ÔÁË ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÉÓÁÔØ

×ÅÚÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

m

max

m

min

É

r

max

r

min

).

ïÄÎÁËÏ ÛÁÒÙ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ × Rn

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÉÔÒÅÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ Ï�ÑÔØ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÅÎÏË I .

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ x

0

∈ Q = RnN \
(⋃

(ij)∈I Cij

)
É ÎÁÊÄÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÅ × RnN

ÏÔ x

0

ÄÏ ÓÔÅÎÏË (�ÉÌÉÎÄÒÏ×) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I : Æ = max

(ij)∈I dist(x0

; C

ij

).

ï�ÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ dist(x

0

;

⋂
(ij)∈I Cij) ÞÅÒÅÚ Æ. îÁÞÎÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ ÔÏÞËÕ

x(0) × RnN

ÔÁË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I

0

= {i | C
ij

∈ I}. ÷ÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ i

1

∈ I

0

É ×ÓÅ

ÛÁÒÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k ∈ I

0

\ {i} ÚÁ�ÕÓÔÉÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ i

1

, �ÏËÁ ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ

ÛÁÒÏ× (k; i

1

) ÎÅ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÅÔÓÑ (ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÏ×ÅÎÉÅ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ËÏÎÆÉ-

ÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ �ÉÌÉÎÄÒ C

i

1

k

). ÷ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÛÁÒ #k ËÏÓÎÅÔÓÑ

ÛÁÒÁ #i

1

, ÛÁÒ #k �ÒÅËÒÁÝÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÝÅ ÎÅ ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÕ×ÛÉÅÓÑ

ÛÁÒÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ë ÛÁÒÕ #i

1

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÆÉÇÕ-

ÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x(t) ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ×ÉÄÁ C

i

1

j

1

, �ÏÔÏÍ

Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ �Ï ÎÅÍÕ É �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ �ÉÌÉÎÄÒ ÇÒÕ��Ù I ×ÉÄÁ C

i

1

j

2

(ÔÅ�ÅÒØ

ÏÎÁ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×), �ÏÔÏÍ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ É �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ ÔÒÅÔÉÊ

�ÉÌÉÎÄÒ ÇÒÕ��Ù I ×ÉÄÁ C

i

1

j

3

, É Ô. Ä., �ÏËÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÒ ÉÚ ÇÒÕ��Ù I ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ-

×ÉÔÓÑ, ÓÏ�ÒÉËÏÓÎÕ×ÛÉÓØ Ó ÛÁÒÏÍ #i

1

. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x

1

∈ RnN

. �ÁË ËÁË �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ x

0

(t)

�ÒÏÉÓÈÏÄÉÌ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ 6 Æ, Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÂÙÌÏ 6 N (N | ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅ-

ÍÅ), ÔÏ dist(x

0

;x

1

) 6 m

max

· NÆ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ� ÍÅÔÒÉËÁ × RnN

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

dist ((x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

)) =

√√√√
N∑

i=1

m

i

· dist(x
i

; y

i

)

2

;

ÏÔËÕÄÁ É �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ m

max

.

�ÁË ËÁË ×ÓÅ ÛÁÒÙ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÙÈ × Rn

, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ

× ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ | �ÅÎÔÒ ÛÁÒÁ #i

1

, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÏÊ ÛÁÒÏ× ÕÍÅÎØ-

ÛÁÌÏÓØ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ x

1

max

(i;j)∈I dist(x1

; C

ij

) 6 Æ.

�Å�ÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÎÏÍÅÒ i

2

∈ I

0

\ {i
1

} É, ÎÁÞÁ× Ó x

1

, ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ

ÎÁÊÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ x

2

∈ RnN

, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ dist(x

1

;x

2

) 6 m

max

·NÆ; ÚÁÔÅÍ ÔÒÅÔØÀ

ÔÏÞËÕ x

3

Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ É Ô. Ä., �ÏËÁ ÎÅ ÉÓÞÅÒ�ÁÅÍ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á I

0

. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ x|I
0

| �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
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�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ

⋂
(ij)∈I Cij ×ÓÅÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I . úÎÁÞÉÔ,

dist(x

0

;x|I
0

|) 6

|I
0

|−1∑

i=1

dist(x

i

;x

i+1

) 6 m

max

·N2

Æ: (33)

úÎÁÞÉÔ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C =

1

m

max

N

2

(ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÏÄÅÌÉÔØ Æ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (33) É �ÏÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ �>�, ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ: ÓÍ.

ÒÉÓ. 9).

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ Q = RnN \
(⋃

i6=j Cij

)
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× {Q
s

} (Ó Ä×ÕÍÑ, ÔÒÅÍÑ, : : : ,
N(N−1)

2

ÓÔÅÎËÁÍÉ), É ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ Ï�ÅÎËÕ (31), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÕÀ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅØÎÏÓÔÉ

ÌÉÛØ × ÛÁÒÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÔÅÎÏË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÕÇÌÏ× {Q
s

}, �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ

×ÓÅÍ ÓÔÏÌÅ Q. á×ÔÏÒÙ [12℄ ÎÁÈÏÄÑÔ ÔÁËÕÀ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ: ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × Q

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

(
200

(
1

C

+ 2

))
2N

4

; (34)

�ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ C =

1

m

max

N

2

, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÚÁ×ÙÛÅÎÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ

(
200(m

max

N

2

+ 2)

)
2N

4

6
(
400N

2

m

max

)
2N

4

; (35)

ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (13), ÅÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ m

min

= 1. �ÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁ-

ÚÁÎÁ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÇÁÚÅ × ÓÏÓÕÄÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÕÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (Ó

×Ù�ÕËÌÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÓÔÅÎËÁÍÉ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0, ÚÁ×ÉÓÑ-

ÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÔÏÌÁ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÏÔÒÁ-

ÚÉÔÓÑ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÎÏË 6 Ct ÒÁÚ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÁ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ

ÒÁÚÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÌÅËÕÌ (ÛÁÒÉËÏ×) × ÓÏÓÕÄÅ, ÓÔÅÎËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ

�ÌÏÓËÉÅ ÉÌÉ ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÕÔÒØ ÓÏÓÕÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.
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óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÂÅÇÁ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ

î.é.þÅÒÎÏ×

÷ ÓÔÁÔØÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ ×

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ É ÎÁ �ÒÉÍÅÒÁÈ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. ðÒÉ-

ÍÅÎÑÑ ÅÅ Ë ÇÁÚÕ Ô×ÅÒÄÙÈ ÓÆÅÒ, ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ âÏÌØ�ÍÁÎÁ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ

ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ÄÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ

�ÒÏÂÅÇÁ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ-

�Å (ËÁË ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ), ÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÂÅÇÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ

×ÒÅÍÅÎÅÍ �ÒÏÂÅÇÁ, É ÜÔÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÔÁËÖÅ ×ÁÖÎÁ × ÆÉÚÉËÅ.

éÔÁË, �ÕÓÔØQ| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × Rd

ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÒÅ Td

Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ

ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �Q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ {�t} �ÏÔÏË Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M =

= Q×Sd−1

(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, S

d−1

ÏÚÎÁÞÁÅÔ (d−1)-ÍÅÒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ×

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁM ÒÁ×ÎÁ d+(d− 1) = 2d− 1. ðÏÔÏË {�t}
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M :

d� = 


�

dq dv; (1)

ÇÄÅ dq | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ Q, dv | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S

d−1

, Á 


�

|

�ÒÏÓÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ �(M) = 1. äÌÑ ÎÁÓ

×ÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÔÏÞÎÏ:




�

=

1

|Q| · |Sd−1|
; (2)

ÇÄÅ |Q| | d-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ Q, Á |Sd−1| | (d− 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ (ÍÏÖÎÏ

ÎÁÚ×ÁÔØ ÅÇÏ ��ÌÏÝÁÄØÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ�) ÓÆÅÒÙ S

d−1

. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÎÉ×ÅÒ-

ÓÁÌØÎÁ:

|Sd−1| = 2�

d=2

�(d=2)

; (3)

ÚÄÅÓØ �(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÀ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ �(n + 1) = n!

�ÒÉ �ÅÌÙÈ n, �(x+ 1) = x�(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0 É �(1=2) =

√
�.

âÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ M

1

⊂ �M :

M

1

= {x = (r; v) ∈M : r ∈ �Q; 〈v; n(r)〉 > 0};
ÇÄÅ n(r) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë �Q × ÔÏÞËÅ r, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ

×ÎÕÔÒØ Q, v | ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ, Á 〈·; ·〉 { ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ-

×ÁÍÉ, M

1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÁ �Q, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ

×ÎÕÔÒØ Q. üÔÏ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù �Ï-

ÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ �Q. ñÓÎÏ, ÞÔÏ M

1

ÅÓÔØ (2d− 2)-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ

(2d−2 = dimM−1). ðÏÔÏË {�t} Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ðÕÁÎËÁ-
ÒÅ ÎÁM

1

, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x = (r; v) ∈M

1

× ÔÏÞËÕ T (x) = (r+�v; v

1

) ∈M

1

, ÇÄÅ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(100{105)
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� = �(x) | ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ �Q,

Á v

1

| ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ, �ÒÉÏÂÒÅÔÅÎÎÙÊ ÞÁÓÔÉ�ÅÊ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(x) ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÁÓ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : M

1

→M

1

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ

d� = 


�

〈v; n(r)〉 dr dv; (4)

ÇÄÅ dr | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ �Q, dv | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ S

d−1

(ËÁË

É ÒÁÎÅÅ), Á 


�

| Ï�ÑÔØ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. îÅÓÌÏÖÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ

�ÏÄÓÞÅÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ




�

=

1

|�Q| · |Bd−1|
; (5)

ÇÄÅ |�Q| ÏÚÎÁÞÁÅÔ (d − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �Q, Á |Bd−1| | (d − 1)-

ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B

d−1 ⊂ Rd−1

. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÎÏ×Á ÕÎÉ-

×ÅÒÓÁÌØÎÁ É ÒÁ×ÎÁ:

|Bd−1| = |Sd−2|
d− 1

=

2�

(d−1)=2

(d− 1) �((d− 1)=2)

: (6)

çÌÁ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÒÅÄ-

ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ (ÉÌÉ ×ÒÅÍÅÎÉ) Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÚÁÄÁÄÉÍ-

ÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ | ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÓÒÅÄÎÅÅ�? éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÅÒÅ? �ÏÇÄÁ

ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ Ä×ÏÑËÏ | ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÕÀÓÑ ÆÕÎË�ÉÀ �(x)

�Ï ÍÅÒÅ � ÎÁM

1

ÉÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ �ÒÏÂÅÇÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÑÍÉ ÎÁ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÅÅ �Ï ÍÅÒÅ �. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÕÔ

ÒÁÚÎÙÅ, ËÓÔÁÔÉ. íÙ �ÒÉÍÅÍ �ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ� ÓÍÙÓÌ ÓÌÏ×Á �ÓÒÅÄÎÅÅ� ËÁË �×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÅ

ÓÒÅÄÎÅÅ�, Ô. Å. �ÒÅÄÅÌ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ �ÒÏÂÅÇÁ ÚÁ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ n→ ∞:

�� (x) = lim

n→∞

� (x) + � (Tx) + · · ·+ � (T

n−1

x)

n

:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÉÒËÇÏÆÁ, �� (x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ M

1

. åÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÜÒ-

ÇÏÄÉÞÅÎ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �� (x) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ É ÒÁ×ÎÁ

�� =

∫

M

1

�(x) d�(x): (7)

åÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÅ ÜÒÇÏÄÉÞÅÎ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �� (x) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ

x, ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÎÏ (7) É ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. üÔÉÍ ÍÙ É

ÚÁÊÍÅÍÓÑ. úÁ�ÉÛÅÍ

�� = 


�

∫

M

1

�(r; v)〈v; n(r)〉 dr dv = 


�

∫

M

1

∫
�(r;v)

0

〈v; n(r)〉 dt dr dv; (8)

ÇÄÅ t | �ÏËÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÍÅÎÑÀÝÁÑÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ �(x). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, t �Á-

ÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ r ÄÏ r+ �v, Ô. Å. ÍÅÖÄÕ

Ä×ÕÍÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ

ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ r; v; t Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ M . üÔÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÎÁÑ É ÎÅÏÂÙÞÎÁÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, ÈÏÔÑ r; v; t ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÙ

�Ï q; v É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, v ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ × ÏÂÅÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, q = r + tv, Á t ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ q − tv ∈ �Q (ÎÏ

ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ).
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v
q

r

t

Q

òÉÓ. 1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ r ∈ �Q É t, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ r É q

çÌÁ×ÎÏÅ | ÍÅÒÁ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ r; v; t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ:

d� = 


�

〈v; n(r)〉 dr dv dt:

üÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × M ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

dq dv = 〈v; n(r)〉 dr dv dt (9)

É ÚÁÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ (1). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9) ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ, ÎÏ ÎÁ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÒÏÓÔÏ. îÁ ÒÉÓ. 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ �ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï� ÄÌÑ

ÓÌÕÞÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (d = 2). íÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ dq = dx dy, ÇÄÅ x | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ,

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ v, Á y | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ. �ÏÇÄÁ dx = dt, Á dy = dr〈v; n(r)〉 �Ï Ï�ÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÓÉÎÕÓÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÉ d > 2, É ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ

ÅÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÚÁËÏÎÞÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �� × (8):

�� = 


�

∫

M

dq dv =




�




�

;

v

Q

dr

dx
dyn

òÉÓ. 2. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ dx = dt É dy = dr〈v; n(r)〉
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Ô. Å., ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2) É (5),

�� =

|Q| · |Sd−1|
|�Q| · |Bd−1|

: (10)

üÔÏ É ÅÓÔØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �� .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ �� ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÏÒÍÙ

É ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q, ÏÂÌÁÓÔØ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÊ.

äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ |S1| = 2� É |B1| =
= 2, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

�� =

�|Q|
|�Q| : (11)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á d = 3 É

�� =

4|Q|
|�Q| :

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁ �ÌÏÓËÏÍ ÔÏÒÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÅÚÁÎ ËÒÕÖÏË

ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ " ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÄÏÌÇÏ �ÇÕÌÑÀÔ� �Ï ÔÏÒÕ ÂÅÚ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, Á

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÀÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. îÁÛÁ

ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ:

�� =

�(1− �"

2

)

2�"

;

ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �� ÒÁÓÔÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ËÁË 1=2" �ÒÉ "→ 0.

éÓÔÏÒÉÑ. æÏÒÍÕÌÁ (10), ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÎÏ×Á. ïÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ-

ÂÏÔÁÈ �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ. îÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ

d = 2 ÄÁÎÏ × ËÎÉÇÅ ì. á. óÁÎÔÁÌÏ [4℄, �ÏÜÔÏÍÕ (11) ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

óÁÎÔÁÌÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ d > 2 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ Ï�ÅÎÏË × ËÎÉÇÅ [3℄,

ÈÏÔÑ �ÒÑÍÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁÍ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ.

á×ÔÏÒ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ × ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÄÉÎÁ-

ÍÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÷.í.áÌÅËÓÅÅ×Á É ñ. ç.óÉÎÁÑ Ó ËÏÎ�Á 70-È

ÇÏÄÏ×, É ÔÁÍ ÆÏÒÍÕÌÁ (10) É ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. ïÄÎÁ-

ËÏ, �ÏÈÏÖÅ, ÏÎÁ ÎÅ ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ ÔÏÇÏ

×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÚÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ�ÁÄÎÙÅ ÆÉÚÉËÉ �ÏÔËÒÙ×ÁÌÉ� ÆÏÒÍÕÌÕ (10) ÚÁÎÏ×Ï

ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× É Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. á×ÔÏÒ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁ-

ÔØÉ �ÒÉ×ÏÄÉÌ ÆÏÒÍÕÌÕ (10) Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ × Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄, ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÉÍÅÎÎÏ Ó �ÅÌØÀ ÓÄÅÌÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (10) ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ

ÓÒÅÄÉ ÆÉÚÉËÏ×.

çÁÚÙ Ô×ÅÒÄÙÈ ÓÆÅÒ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ï�ÉÛÅÍ ÏÄÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ (10) × ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÁÚ ÉÚ N ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ k-ÍÅÒÎÙÈ

Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ � > 0 ÎÁ k-ÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ Tk

L

ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ L > 0. ÷ÅÌÉ-

ÞÉÎÕ n = N=L

k

ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÇÁÚÁ, Á

� =

�

k

N |Bk|
(2L)

k



104 î.é.þÅÒÎÏ×

ÓÒÅÄÎÅÊ ÏÂßÅÍÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ (ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÏÂßÅÍÁ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÁÑ ÛÁÒÁÍÉ, ÔÁË ËÁË

ÏÂßÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁ×ÅÎ (�=2)

k|Bk|). íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÙ ÛÁÒÏ× ÒÁ×ÎÙ 1, É

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ ÇÁÚÁ ÞÅÒÅÚ EN = (v

2

1

+· · ·+v2
N

)=2, ÇÄÅ E > 0 |

ÓÒÅÄÎÑÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÎÁÍÉËÁ Ô×ÅÒÄÙÈ ÛÁÒÏ× Ó Õ�ÒÕÇÉÍÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑÍÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ

Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ

Q = T
kN

L

\ ∪
i 6=j

C

ij

;

ÇÄÅ C

ij

= {‖q
i

− q

j

‖ 6 �} | �ÉÌÉÎÄÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ �ÅÒÅËÒÙÔÉÑÍ i-ÇÏ É

j-ÇÏ ÛÁÒÁ (�ÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÉÌÉÎÄÒÙ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ÉÚ TkN

L

). úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á × ÏÂÌÁÓÔÉ Q Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ

√
2EN , Á

ÎÅ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ, ËÁË �ÒÉÎÑÔÏ.

îÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (10) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ �Q, Ô. Å. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÛÁÒÏ×

×Ï ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ |Q| É |�Q|. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÏÞÎÏ ÜÔÉ

×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÉÌÉÎÄÒÙ C

ij

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ

ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ×ÅÓØÍÁ ÚÁ�ÕÔÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ |Q| É |�Q| �ÒÉ ÍÁÌÙÈ �ÌÏÔÎÏÓÔÑÈ �, ÉÇÎÏÒÉÒÕÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÉÌÉÎÄÒÏ×:
|Q| = L

kN

(1 + o(1))

É

|�Q| = 2

k

k�(N − 1)√
2�

L

kN

(1 + o(1));

ÇÄÅ o(1) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ � → 0. äÅÔÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁ-

ÔÅÌÀ (ÓÍ. [2℄). ó �ÏÍÏÝØÀ (10) �ÏÌÕÞÁÅÍ

�� =

�(kN − 1) · |SkN−1|
2

k

k�

√
EN(N − 1) · |SkN−2|

· (1 + o(1)); (12)

ÇÄÅ �ÒÉÎÑÔÏ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù × Q ÒÁ×ÎÁ

√
2EN .

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ, ÎÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÍÁÌÏ �ÏÌÅÚÎÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ,

ÞÔÏ ÇÁÚ ÉÚ N ÛÁÒÏ× ÎÁ ÔÏÒÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ V = v

1

+ · · · + v

N

. éÎÁ-

ÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ | ÅÅ ÆÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V = 
onst. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖V ‖ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÛÁÒÏ× ÍÁÌÙ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ 2EN ,

ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ), É ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÒÅÖÅ. åÓÌÉ ‖V ‖ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÅÌÉËÉ É ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÞÁÝÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÆÏÒÍÕÌÁ (12) ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÏÄÎÕ, Á �ÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ó ÒÁÚÎÏÊ

×ÅÌÉÞÉÎÏÊ �� . îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ | ÜÔÏ V = 0, ÇÄÅ ×ÓÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÒÁÔÉÔ-

ÓÑ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÛÁÒÏ× É ÎÅÔ ÏÂÝÅÇÏ �×ÅÔÒÁ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÓÅÔ ×ÅÓØ ÇÁÚ

× ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. îÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÍÏÄÅÌØ V = 0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÒÁ×ÎÏ-

×ÅÓÉÉ.

õÓÌÏ×ÉÅ V = 0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉQ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (kN−k)-ÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓ-
ËÏÓÔØÀ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Q

0

, × ÎÅÍ Ï�ÑÔØ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ

ÚÁÄÁÞÁ (Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ �Q

0

). ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ Q �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É

ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ |Q
0

|=|�Q
0

| = |Q|=|�Q|. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ Q

0

ÂÕÄÅÔ
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(kN − k)-ÍÅÒÎÏÊ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (12) ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ V = 0 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

�� =

�(kN − k − 1) · |SkN−k−1|
2

k

k�

√
EN

(N − 1) · |SkN−k−2|
· (1 + o(1)): (13)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ×Ï ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ËÏÔÏ-

ÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ N → ∞. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÒÁÓÓÞÉÔÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ

×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÔÉ�ÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÓÔÅÍÅ N ÞÁÓÔÉ�, É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÞÁÓÔÉ-

�Ù, ÔÏ ÕÍÎÏÖÉÍ �� ÎÁ N=2:

��

1

= ��N=2 =

�N(kN − k − 1) · |SkN−k−1|
2

k+1

k�

√
EN(N − 1) · |SkN−k−2|

· (1 + o(1)):

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ N → ∞.

ðÒÉÍÅÎÑÑ (3) É �ÒÏÓÔÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ

lim

N→∞
��

1

=

√
�
�

2

k+1

�

p

Ek=2

· (1 + o(1)): (14)

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ × ÆÉÚÉËÅ ÓÒÅÄÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ E Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ�ÅÒÁÔÕÒÏÊ ÇÁÚÁ T ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: E = k

B

T × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (k = 2) É E = 3k

B

T=2 ×

ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ (k = 3), ÚÄÅÓØ k

B

| ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

âÏÌØ�ÍÁÎÁ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × (14), �ÏÌÕÞÉÍ (ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÞÌÅÎ o(1),

Ô. Å. ÓÞÉÔÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÁÌÏÊ)

��

1

(k = 2; N =∞) =

1

2�n

√
�k

B

T

É

��

1

(k = 3; N =∞) =

1

(2�)

2

n

√
�k

B

T

:

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ âÏÌØ�ÍÁÎÁ,

×Ù×ÅÄÅÎÎÙÅ ÜÍ�ÉÒÉÞÅÓËÉ ÂÏÌÅÅ 100 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ âÏÌØ�ÍÁÎÁ.
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÷×ÅÄÅÎÉÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÌÕÞÁ Ó×ÅÔÁ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Q Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
d

Ó ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÎÉ�Ù (ÓÔÅÎËÁ) ÚÅÒËÁÌØÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ �ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÎÅ£ ÌÕÞÉ. üÔÏ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ (ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÁÄÁÀÝÉÍ ÎÁ ÓÔÅÎËÕ ÌÕÞÏÍ É

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Q, ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÓÔÅÎËÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ)

ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÀ É ÏÔÒÁÖ£ÎÎÙÍ ÌÕÞÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÕÇÌÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. (íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÕÞ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ

ÓÔÅÎËÉ.) ÷ÍÅÓÔÏ ÌÕÞÁ Ó×ÅÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÁËÕÓÔÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÌÕÞÁ ÉÌÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ) ÚÁËÏÎ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Õ�ÒÕÇÉÍ (Á ÎÅ ÚÅÒËÁÌØÎÙÍ). ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÄÉÎÁ-

ÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ × Q.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ d = 1 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ Q (�ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ�) d > 2. õÖÅ ÉÚ �ÒÉ×Å-

ÄÅÎÎÏÇÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÄÅÌÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ Å£ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ (ÄÉ-

ÎÁÍÉËÉ) ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × Ï�ÔÉËÅ, ÁËÕÓÔÉËÅ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ

ÍÅÈÁÎÉËÅ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ

×ÁÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ É Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ Q (ÓÍ.,

ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [19℄).

ðÏÖÁÌÕÊ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÏÒÂÉÔ

× ÏÂÌÁÓÔÉ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: ÂÕÄÕÔ ÌÉ ÏÒÂÉÔÙ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙ (×

ÏÂÌÁÓÔÉ Q)? ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÂ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ.

(úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÓÔÏÞÎÉËÉ Ó×ÅÔÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ (ÓÍ.,

ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄). ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ

ÔÉ�Á ÆÏÎÁÒÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓ�ÕÓËÁÅÔ ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ ÌÕÞ, ÌÉÂÏ ÕÚËÉÊ �ÕÞÏË �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ

ÌÕÞÅÊ.)

ïÒÂÉÔÙ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÌÏÍÁÎÙÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ Q. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁ-

ËÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Q. ðÏÜÔÏÍÕ

ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÏÒÂÉÔ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÎÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍ ÓÔÏÌÅ Q.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ

ÏÒÂÉÔÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÏÍÁÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ Ú×ÅÎØÅ× (ÒÉÓ. 1). �ÁËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,

ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÁ×ÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ, Á ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. (äÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË ××ÅÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÔÉ-

�ÉÞÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÏÒÂÉÔ).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(106{124)
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O

A

1

A

2

B

1

B

2

B

3

D

E

òÉÓ. 1. âÉÌÌÉÁÒÄ × ËÒÕÇÅ. A

1

A

2

, B

1

B

2

B

3

| �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

âÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÓÒÁÚÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ Q.

éÍÅÀÝÉÅÓÑ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÒÅÇÕ-

ÌÑÒÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ Q (ÓÔÅÎËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÌÉÂÏ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ×ÎÕÔÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ Q (ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀ-

ÝÉÍÉ), ÌÉÂÏ ×Ï×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Q (ÔÁËÉÅ ÓÔÅÎËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍÉ), ÌÉÂÏ

(d − 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ (ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØ-

ÎÙÍÉ), ÒÉÓ. 2. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÎÑÅÔ

ÚÎÁË, �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ.

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ Ó ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÏÊ ÎÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù. (�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ).

ðÕÓÔØ �ÕÞÏË �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÏÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÍ-

�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ (ÎÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ

ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÏ× ÔÁËÉÈ ÏÔÒÁÖ£ÎÎÙÈ �ÕÞËÏ×), ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ: �ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÎËÉ �ÕÞÏË ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ, ÒÉÓ. 3a), �ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ �ÕÞÏË ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ (ÒÁÓÓÅÉ×Á-

ÀÝÉÍÓÑ), ÒÉÓ. 3b), �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ �ÕÞÏË ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ

ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ (ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍÓÑ), ÒÉÓ. 3
).

çÌÑÄÑ ÎÁ ÒÉÓ. 3, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÔÅÎËÉ Ó�Ï-

ÓÏÂÓÔ×ÕÀÔ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÕÞÉ ×

A

B

C

D

E

F

q

q

′

v

′

v

òÉÓ. 2. AB | ÎÅÊÔÒÁÌØÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, BC, FE | ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ,

CD, DE, FA | ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ
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a) b) 
)

òÉÓ. 3. a) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ; b) ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ (ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÊÓÑ) É 
) ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ

(ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÊÓÑ) �ÕÞËÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ

�ÕÞËÅ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ, ÜÔÏÔ �ÕÞÏË ÏÓ×ÅÝÁ-

ÅÔ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÕÀ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓÌÅ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÎËÉ ÛÉÒÉÎÁ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. þÔÏ ÖÅ

ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÕÞÏË ÓÈÏÄÉÔÓÑ

É ÏÓ×ÅÝÁÅÔ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÕÀ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÌÉÞÉÅ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÓÞÉÔÁÌÏÓØ �ÒÅ�ÑÔ-

ÓÔ×ÉÅÍ Ë ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÙÊ �ÕÞÏË ÌÕÞÅÊ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ, ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÌØ�Ï

Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÌÕÞÁ ×

ÜÔÏÍ �ÕÞËÅ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ñ. ç.óÉÎÁÑ [6℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍÉ É ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÔÏ

�ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Q ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. �ÁËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ

ÓÔÏÌÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ óÉÎÁÑ, �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÒÅÚÁÔØ

ÉÚ ÔÏÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ (ÒÉÓ. 4). (îÁ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Á

ÉÍÅÎÎÏ, ÄÏËÁÚÁÎÙ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ, �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÎÉÅ É K-Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÌÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×

óÉÎÁÑ.) îÅÓËÏÌØËÏ �ÏÚÄÎÅÅ [3℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÅÒ-

ÎÙ É ÄÌÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

ïÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ Ó�Ï-

ÓÏÂÓÔ×ÕÀÔ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÒÅ�ÑÔ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÅÊ. ïÄÎÁËÏ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÌÁÓÓÙ ÂÉÌ-

a) b)

òÉÓ. 4. âÉÌÌÉÁÒÄÙ óÉÎÁÑ (ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ)
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a) b) 
)

òÉÓ. 5. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÆÏÒÍÙ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÓÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ �Ï-

×ÅÄÅÎÉÅÍ

Á) ÓÅÇÍÅÎÔ ËÒÕÇÁ, ×ÍÅÝÁÀÝÉÊ ÕÇÏÌ, ÍÅÎØÛÉÊ 90

◦
,

b) �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÏÔÒÁÖÅÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÕÓËÁ ÇÒÁ-

ÎÉ�Ù,


) Ä×Á �ÏÌÕËÒÕÇÁ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (�ÓÔÁ-

ÄÉÏÎ�)

ÌÉÁÒÄÏ×, ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅ-

ÎÅÅ, �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ

ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÓÉÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ËÁË É ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ

óÉÎÁÑ [1℄. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 5.

òÁÂÏÔÁ [1℄ �ÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ, ×Ï�ÒÅËÉ ÏÂÝÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ, ÂÙÔÕÀÝÉÍ ËÁË

ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÔÁË É ÓÒÅÄÉ ÆÉÚÉËÏ×, ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÍÅÈÁ-

ÎÉÚÍÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ, ÍÅÈÁÎÉÚÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ

ÄÁÖÅ Ó ÞÉÓÔÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, Ë ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. üÔÏÔ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÈÁÎÉÚÍÏÍ

ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ Ä×Á ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ, ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ

É ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ, ÍÏÇÕÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×.

ïÄÎÁËÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔØ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏ, ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔØ) ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÏ× ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÌÀÂÏÊ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ

ËÁË ÄÌÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ×ÓÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÍÅÒ-

ÎÙÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ.

�ÏÌØËÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ, ÞÅÒÅÚ 25 ÌÅÔ �ÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔÙ [1℄, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ

ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔØ (ÓÔÏÈÁÓÔÉÞ-

ÎÏÓÔØ) ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× × ÌÀÂÏÊ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [15, 16, 17℄.

�Ï, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÂÙÌ ÏÔËÒÙÔ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÔÏÌØ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÅ-

ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ d > 2 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÅÒØ£ÚÎÏÅ

�ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. üÔÏ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ ÅÓÔØ, ÎÁ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍÁ [20℄.

áÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏ

ÚÅÒËÁÌÁ (ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù) ÓÉÌÁ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ × ÒÁÚÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ.

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÏÂßÑÓÎÉÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÇÌÑÄÎÏ É Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÆÏÒÍÕÌ, �ÒÉ×ÏÄÑ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó �ÏÌÎÙÍÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ É ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁ-

ÄÁÔØ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ)
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ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù

ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ [10℄.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ (ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÇÏ) ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ.

äÌÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÚÅÒËÁÌ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ

ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍ [10, 13℄.

ðÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ [10, 13℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÍ �ÏÎÑÔÉ-

ÅÍ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÅ. ïÂÙÞÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÅÔ, �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÎÅÇÏ, ×ÓÅ �ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÎÅÇÏ

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÕÞËÉ ÌÕÞÅÊ. ïÄÎÁËÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÕÞÏË ÌÕÞÅÊ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÙÔÙ-

×ÁÔØ ÓÅÒÉÀ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÆÏËÕ-

ÓÉÒÕÀÝÅÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ Õ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ

�ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (× Rd

) Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.) æÏËÕ-

ÓÉÒÕÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÅÔ

×ÓÅ �ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ÎÅÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÕÞËÉ ÌÕÞÅÊ �ÏÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ×

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÅÒÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ (ÒÉÓ. 6).

a) b)

òÉÓ. 6. a) ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ, b) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ

1. âÉÌÌÉÁÒÄÙ É ÉÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á

ðÕÓÔØ Q ⊂ Rd

(d > 2) | d-ÍÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ËÕÓÏÞ-

ÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �Q. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÎÉ�Ù

(�Q)

i

, i = 1; 2; : : : ; k, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C

3

, ÈÏÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÅ

ÎÉÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É × C

2

. (îÁÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÅ-

ÇÁÔØ �ÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÔØ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÒÅÍÅÎÉ [23℄).

ðÕÓÔØ ÇÒÁÎÉ�Á �Q ÏÓÎÁÝÅÎÁ �ÏÌÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ Q)

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ë ÎÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× n(q), q ∈ �Q. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ

q ÇÒÁÎÉ�Ù ×ÅËÔÏÒ n(q) Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ÷ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ q ∈ �Q

ÞÉÓÌÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, �ÅÒÅÓÅ-

ËÁÀÝÉÈÓÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ËÁÖÄÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ

q ∈ �Q, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ÇÒÁÎÉ�Ù (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ d > 2, ×ÔÏÒÕÀ ÆÕÎ-

ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÒÉ×ÉÚÎÙ K(q))
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× ÔÏÞËÅ q. íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÎÉ�Ù

(�Q)

i

, i = 1; 2; : : : ; k, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÒÉ×ÉÚÎÙ K(q) Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÌÉÂÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-

ÎÏ (K(q) > 0, q ∈ (�Q)

i

), ÌÉÂÏ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (K(q) 6 0, q ∈ (�Q)

i

), ÌÉÂÏ

K(q) = 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ q ∈ (�Q)

i

. (÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, d = 2, ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ,

ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÍ. ÒÉÓ. 2). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ÔÁËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍÉ, ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍÉ É ÎÅÊ-

ÔÒÁÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉ �ÌÏÓËÉÍÉ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ, ÅÓ-

ÌÉ K(q) > 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ q ÇÒÁÎÉ�Ù �Q. âÉÌÌÉÁÒÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ K(q) 6 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ q ∈ �Q.

íÙ ÕÖÅ ÎÅ ÒÁÚ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÌÉ ÓÌÏ×Ï �ÂÉÌÌÉÁÒÄ�, ÇÏ×ÏÒÑ �ÏËÁ ÌÉÛØ Ï ÆÏÒÍÅ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÔÏÌÏ×� (ÏÂÌÁÓÔÅÊ Q). Q ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎ-

ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. �Å�ÅÒØ ÖÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÉÌÌÉÁÒÄ ÅÓÔØ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ Ä×É-

ÖÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ×ÎÕÔÒÉ Q. ðÒÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ

ÇÒÁÎÉ�Ù �Q ÔÏÞËÁ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅ£ �Ï ÚÁËÏÎÕ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔ-

ÒÁÖÅÎÉÑ�. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ÔÁÎÇÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ

ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, Ô. Å. v

+

= v− − 2(n(q); v−)n(q), ÇÄÅ v+ (v−) ÅÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ

ÞÁÓÔÉ�Ù × ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÓÌÅ (ÄÏ) ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ.

éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ, Ô. Å. ‖v‖ = 1.

æÁÚÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂ-

ÌÁÓÔØ Q ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÕÞËÁ Ë R
d

. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÞÅË x = (q; v) ∈ M ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÇÄÅ q

ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q, Á v ÅÓÔØ (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ) ×ÅËÔÏÒ

ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù.

âÉÌÌÉÁÒÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ×ÒÅÍÅ-

ÎÅÍ {St}, −∞ < t < ∞. (�ÁËÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÔÏËÁÍÉ).

ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x, ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ

ÓÉÓÔÅÍÁ {St} ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ ìÉÕ×ÉÌÌÑ d� = dq · d!, ÇÄÅ dq ÅÓÔØ ÌÅÂÅÇÏ×Á ÍÅÒÁ
ÎÁ Q, Á d! | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ (d−1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÍÅÒÁ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ {Stx} ÈÏÔÑ ÂÙ ÒÁÚ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÓÏÂÙÅ

ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

âÉÌÌÉÁÒÄÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ðÕÁÎËÁÒÅ, ËÏ-

ÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ {St} Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ
ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÍ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ T .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M = {x = (q; v); q ∈ �Q; (v; n(q)) > 0}. ðÕÓÔØ � ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ

�ÒÏÅË�ÉÑ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÉÌÌÉÁÒÄÁM ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Ï Q, Ô. Å. �(x) = q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(x) �ÅÒ×ÙÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ

×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÇÄÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ x = (q; v) ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q.

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÁË Tx = (q

′
; v

′
) = S

�

x. �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, q

′
ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉ�Ù, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ
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ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÏÞËÉ x ÏÔ �Q, Á v

′
| ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÍÏÍÅÎÔ ÓÒÁÚÕ

�ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÒÉÓ. 2).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑ T . îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄), ÞÔÏ T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÒÏÅË�ÉÀ

d� ÍÅÒÙ ìÉÕ×ÉÌÌÑ d�, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d�(q; v) = 
onst(v; n(q)) dq dv; (1)

ÇÄÅ dq ÅÓÔØ (d− 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÌÅÂÅÇÏ×Á ÍÅÒÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �Q, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÁÑ ÏÂß£ÍÏÍ,

Á dv ÅÓÔØ (d− 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÌÅÂÅÇÏ×Á (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ) ÍÅÒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. îÏÒ-

ÍÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 
onst ÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �(M) = 1.

2. òÁÓÓÅÑÎÉÅ, ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ É ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÕÚËÉÈ

�ÕÞËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (ÌÕÞÅÊ). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄ ÕÚËÉÍ �ÕÞËÏÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÍÙ

×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏ ÕÚËÉÅ �ÕÞËÉ ÌÕÞÅÊ, Ô. Å. ËÒÉ×ÁÑ,

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ×ÓÅÍ ÌÕÞÁÍ × �ÕÞËÅ (ÆÒÏÎÔ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏ ÍÁÌÏÊ

É �ÏÓÌÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �ÕÞÏË ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÏÓÏÂÙÅ

ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù.

ëÁË ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÕÚËÉÅ �ÕÞËÉ ÌÕÞÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍÉÓÑ,

ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÉÌÉ �ÌÏÓËÉÍÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÉÈ ÆÒÏÎÔÁ

(ÒÉÓ. 3). íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÔÁËÉÍÉ �ÕÞËÁÍÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ

ÄÉÎÁÍÉËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×:

1. ó×ÏÂÏÄÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Q ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÙÍÉ Å£ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ �Q.

2. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù.

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÕÚËÉÍÉ �ÕÞËÁÍÉ ÌÕÞÅÊ (ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÏ×) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×.

÷ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 7. ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÉÚÎÁ

ÆÒÏÎÔÁ ÔÁËÏÇÏ �ÕÞËÁ × ÅÇÏ ��ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ� ÔÏÞËÅ x

0

ÒÁ×ÎÁ κ(x
0

), Á ËÒÉ×ÉÚÎÁ Å£

x

0

x

t

x

0

x

t

x

0

x

t

x

0

x

t

a) b) 
) d)

òÉÓ. 7. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ �ÕÞËÏ× ÌÕÞÅÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ
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ÏÂÒÁÚÁ x

t

= S

t

x

0

ÒÁ×ÎÁ κ(x
t

). �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ËÒÉ×ÉÚÎÙ

1

κ(x
0

)

+ t =

1

κ(x
t

)

: (2)

ïÔËÕÄÁ ÉÍÅÅÍ

κ(x
t

) =

κ(x
0

)

1 + tκ(x
0

)

: (3)

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÕÞÏË ÌÕÞÅÊ Ó �ÌÏÓËÉÍ ÆÒÏÎÔÏÍ

(κ(x
0

) = 0) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ (ÒÉÓ. 7a), ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÊÓÑ �ÕÞÏË Ó ×Ù�ÕËÌÙÍ

ÆÒÏÎÔÏÍ (κ(x
0

) > 0) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ (κ(x
t

) > 0), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÄÌÑ ÆÏ-

ËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ Ó ×ÏÇÎÕÔÙÍ ÆÒÏÎÔÏÍ (κ(x
0

) < 0) ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÏÊ �ÕÞÏË ÌÉÂÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÏÇÎÕÔÙÍ (ÒÉÓ. 7
), ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ Ó×Ï-

ÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁ, ÌÉÂÏ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (× ÍÏ-

ÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ

^

t = −1=κ(x
0

)) É ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ (ÒÉÓ. 7d). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ËÒÉ×ÉÚÎÏÊ �ÕÞËÁ �ÒÉ ÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ

ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ κ
+

(x) (κ−(x)) ËÒÉ×ÉÚÎÕ ÆÒÏÎÔÁ �ÕÞËÁ × ÔÏÞËÅ x

× ÍÏÍÅÎÔ ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ (ÄÏ) ÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q. �ÏÇÄÁ

κ
+

(x) = κ−(x) +
2k(x)


os'(x)

; (4)

ÇÄÅ x | ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, Ô. Å. �(x) ∈ �Q,

k(x) | ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÇÒÁÎÉ�Ù × ÔÏÞËÅ �(x), Á '(x) | ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ).

æÏÒÍÕÌÁ (4) × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÚÅÒËÁÌÁ. þÉÔÁ-

ÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÓÁÍ ×Ù×ÅÓÔÉ Å£, ÌÉÂÏ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ×Ù×ÏÄ × ÌÀÂÏÊ

ËÎÉÇÅ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÅ (ÉÌÉ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×).

îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÒÁÓ-

ÓÅÑÎÉÑ × ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÈ É ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÈ ÂÅÚ

ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÎÉ�Ù.

íÙ ÎÁÞÎ£Í Ó ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ �Õ-

ÞÏË ÌÕÞÅÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÉÓ�ÙÔÁÌ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÁ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ �ÕÞÏË | ÕÚËÉÊ, ÔÏ �Ï ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÅÎÉÀ ×ÓÅ ÌÕÞÉ × Î£Í ÚÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔÒÁÖÁÌÉÓØ ÏÔ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q, ÔÁË ÞÔÏ ÆÒÏÎÔ ÔÁËÏÇÏ �ÕÞËÁ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÇÌÁÄ-

ËÉÍ. åÇÏ (ÌÏËÁÌØÎÁÑ) Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 8. íÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ �ÕÞËÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É ÎÁ ÒÉÓ. 7b).

ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ËÒÉ×ÉÚÎÁ �ÕÞËÁ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ ÓËÁÞÏË, ÒÁ×ÎÙÊ,

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÚÅÒËÁÌÁ (4), 2k(x)= 
os'(x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 6 
os' 6 1 (ÎÁ�Ï-

ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ' ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÏÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ), Á

k(x) > min

x∈M
�(x)∈�Q

k(x) > k

min

> 0:

éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀ-

ÝÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÇÌÁÄËÉÅ É ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÙÅ ×Ï×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Q.
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x

0

x

t

òÉÓ. 8. ìÏËÁÌØÎÁÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ × ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÍ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÅ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉ�Á �Q ÉÍÅÅÔ É �ÌÏÓËÉÅ (ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÅ) ËÏÍ�ÏÎÅÎ-

ÔÙ, ÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÁÒÔÉÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

ÚÅÒËÁÌÁ (4), �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ �ÌÏÓËÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÎÉ�Ù ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÆÒÏÎÔÁ

�ÕÞËÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÕÞÏË ËÁË ÂÙ ��ÒÏÈÏÄÉÔ

ÓË×ÏÚØ ÔÁËÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÇÒÁÎÉ�Ù� É �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ.

üÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÔÉËÅ

ÔÒÀËÕ (ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ). äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ,

ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÁÖÁÔØ ÌÕÞÉ �ÕÞËÁ ÏÔ �ÌÏÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q, ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, Á ÌÕÞ × �ÕÞËÅ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ

�ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ (ÒÉÓ. 9). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÇÒÁÎÉ�Ù ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓ-

ÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ, ÎÏ É ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÒÁÓ-

ÈÏÄÑÝÉÈÓÑ �ÕÞËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ

�ÕÞËÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ

ÇÒÁÎÉ�Ù, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÂÝÁÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ | ÜÔÏ ÞÔÏÂÙ ÍÅÒÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ

ÅÄÉÎÉ�Å.

õÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

Q

Q

∗

òÉÓ. 9. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q

É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÕÞÅÊ
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ïÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔÓÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÉÌÉ ÆÏ-

ËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �Q ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁ ÒÉÓ. 8 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. éÚ ÜÔÏÇÏ

ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÈ ÆÒÏÎÔÙ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ �ÕÞËÏ×

ÌÕÞÅÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ (ÎÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÔÏÞÎÕÀ

ÆÏÒÍÕÌÕ). üÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ É �ÒÉ×ÏÄÉÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÉÈ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÔÏÌÏ× (ÏÂÌÁÓÔÅÊ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÅÒ×ÏÎÁ-

ÞÁÌØÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÕÞÏË ÌÕÞÅÊ × ÔÁËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÕÖÅ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÑ ÏÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÍÅÈÁÎÉÚÍÕ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. üÔÏÔ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ×

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (×ÅÓØÍÁ ÛÉÒÏËÉÈ) ËÌÁÓÓÁÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ÇÒÁÎÉ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ

ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏÓÑ (ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ) �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ

(ÒÉÓ. 3
). ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Å ÓÉÔÕÁ�ÉÉ: ÌÉÂÏ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅ-

ÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �ÕÞÏË ×Ó£ ÅÝ£ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ (ÒÉÓ. 7
), ÌÉÂÏ Ë

ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ �ÕÞÏË ÕÖÅ ÓÔÁÌ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ (ÒÉÓ. 7d). ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �Õ-

ÞÏË ÌÕÞÅÊ ÕÓ�Å×ÁÅÔ �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (× ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ,

ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÕÞÏË | ÕÚËÉÊ) ÌÕÞÅÊ × �ÕÞËÅ (ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ (× ÍÏÍÅÎÔ ÓÒÁÚÕ �Ï-

ÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q) �ÕÞÏË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÕÅÔÓÑ ×Ï ×ÒÅÍÑ

ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ, ÅÓÌÉ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ �Q ÏÎ

ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÕÞÏË ÄÅÆÏËÕÓÉÒÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÅÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ.

ëÁË É �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ×ÙÛÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ �ÕÞËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ,

× ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ Q ÄÅÊÓÔ×Õ-

ÅÔ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ É ÓÅÒÉÉ

ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÚÁ

ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ, ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÁÌØ-

ÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÓÅÒÉÉ) ÏÔ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q �ÕÞÏË ÕÓ�Å×ÁÅÔ

ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ÁÔØÓÑ.

åÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍÉ ÉÌÉ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍÉ,

ÔÏ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓÌÅ

ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ ÓÅÒÉÉ)

Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ

ÒÉÓ. 10.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÔÒÕÄÎÏ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓ×ÅÝÁÅ-

ÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÁ ÒÉÓ. 7
) ÆÒÏÎÔ �ÕÞËÁ �ÒÉ ÅÇÏ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÕÖÁÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ

É �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÏÂÌÁÓÔØ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÁ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ [2℄ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉ-
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x

0

x

t

òÉÓ. 10. ÷ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ × ÆÏËÕÓÉÒÕ-

ÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÈ

ÒÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ × ËÒÕÇÅ, ÇÄÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÍ, ÞÅÍ

ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. ðÒÉ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÕÒÅÎ�ÉÅÊ

Ä×ÕÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ É ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ �ÕÞÏË ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÅÔÓÑ, Á �ÏÔÏÍ ÒÁÓÓÅ-

É×ÁÅÔÓÑ (ÒÉÓ. 7d). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ��ÏÂÅÄÉÔÅÌØ� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ

×ÒÅÍÅÎÁÍÉ.

ðÕÓÔØ �(x) | ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÂÅÇÁ ��ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ� ÌÕÞÁ × ÓÈÏÄÑÝÅÍÓÑ

�ÕÞËÅ. �ÏÇÄÁ

�(x) = �

f

(x) + �

d

(x); (5)

ÇÄÅ �

f

(x) (�

d

(x)) | ×ÒÅÍÑ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ (ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ) ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ËÒÕÇÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÕÞËÁ

�

(n)

f

(x)

�

(n)

d

(x)

−−−−→
n→∞

1:

÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ Q ÎÕÖÎÏ,

ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ÆÒÏÎÔÁ �ÕÞËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÏÓÌÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ

ÍÅÓÔÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÕÖÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÊ (ÓÈÏÄÑÝÉÊ-

ÓÑ, ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÉÌÉ �ÌÏÓËÉÊ) �ÕÞÏË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ (ÌÕÞÅÊ). ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÒÉ-

×ÉÚÎÁ ÆÒÏÎÔÁ �ÕÞËÁ × ÔÏÞËÅ x

0

ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ κ
0

(x).

îÁÊÄ£Í ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ �

n

(x) ÆÒÏÎÔÁ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ ×

ÔÏÞËÅ T

n

x, Ô. Å. �ÏÓÌÅ n-ÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) É ÒÉÓ. 7 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ [2℄, ÞÔÏ

�

n

(x) =

n−1∏

i=0

(1 + |κ
i

(x)|�
i

(x))

−1

; (6)

ÇÄÅ �

i

(x) | ×ÒÅÍÑ ÍÅÖÄÕ i-Í É (i + 1)-Í ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, Á κ
i

(x) |

ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÆÒÏÎÔÁ �ÕÞËÁ × ÍÏÍÅÎÔ ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ i-ÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �

n

(x) ÒÁÓÔ£Ô ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ

ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Q ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

âÉÌÌÉÁÒÄÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (6) ÒÁÓÔ£Ô ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁ-
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ÅÔ, ÞÔÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ!) ÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ.

ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÞÅÎØ ÏÂÛÉÒÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ (ÅÓÌÉ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ)

×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ (ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×

óÉÎÁÑ), ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÎÁ ÒÉÓ. 5 É ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ (ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [13,

9, 26, 24, 21℄), ÄÏËÁÚÁÎÙ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÞÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ É

�ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ (ÓÍ. ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, × [5℄). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÍ [22℄.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ Ó

ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÁÍÏ-

ÇÏ ÓÌÁÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÒÁÚÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Q, ÎÏ É

×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÁÚÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÁÈ M. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÉ�ÉÞÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ (ÍÁÌÕÀ) ÏÔËÒÙÔÕÀ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ Q,

ÎÏ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÔÕ �ÏÄÏÂÌÁÓÔØ �Ï ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ.

3. âÉÌÌÉÁÒÄÙ × ×ÙÓÛÉÈ (ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ É

ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ

íÙ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ (d > 2). òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ

×ÙÛÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÒÁÚÕ ÕËÁÚÁÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÄÌÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× óÉÎÁÑ

ÚÁÄÁÞÁ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ (Á ÔÁËÖÅ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ, �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÎÉÅ É Ô. Ä.) ÂÙÌÁ ÒÅ-

ÛÅÎÁ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ

ÄÌÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ×ÅËÁ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× Ó ÎÅÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ �ÒÉ d > 2 ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÅÒØ£ÚÎÙÅ,

ÎÏ ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÈ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ [8, 7, 18℄).

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÍÅÓÔÏ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÏ× ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÕÞËÏ× ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ �ÒÉ

d > 2 �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ËÒÉ×ÉÚÎÙ (×ÔÏ-

ÒÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀ-

ÝÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ)

×ÄÏÌØ ×ÓÅÊ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÁËÏÇÏ �ÕÞËÁ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ

ËÁË ÄÌÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× × ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÁ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. îÅÔ ÎÕÖÄÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ �ÏÄÞ£ÒËÉ×ÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÙÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÌÅÇÞÅ ÉÚÕÞÁÔØ, ÞÅÍ ÎÅÚÎÁËÏÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. üÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ×Ó£ ÖÅ, × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÅÒÅ, ÏÂÏÊÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ

ÉÄÅÀ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. ïÄÎÁËÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÏÂÏÊÄ£ÛØ,

�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ ÅÓÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ | ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÒÁÓÓÅÑÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, × ÔÏ

×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ.

îÁÍ ÎÕÖÎÁ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ, ÞÔÏÂÙ �ÕÞÏË ÕÓ�ÅÌ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ÁÔØÓÑ �Å-

ÒÅÄ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÁÑ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ
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�ÒÉ (ËÁÖÄÏÍ!) ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÒÕÇ ÎÅ

�ÏÄÈÏÄÉÔ.)

áÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏ

ÚÅÒËÁÌÁ ÓÉÌÁ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ × ÒÁÚÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á) �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÆÏËÕ-

ÓÉÒÏ×ËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÊ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ �ÒÅ�ÑÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ

ÄÁÖÅ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÂÏÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁ×ÉÌÏÓØ �ÏÄ ÓÏÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ

ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÆÏËÕÓÉ-

ÒÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ × ×ÙÓÛÉÈ (d > 2) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ.

÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂßÑÓÎÉÍ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍÁ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ÎÅÄÁ×ÎÉÈ ÒÁÂÏÔ [15, 16, 17, 14℄, ÇÄÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ

ÒÁÂÏÔÁÅÔ É �ÒÉ d > 2.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ

ËÕÓËÁÍÉ ÓÆÅÒ (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÅÒËÁÌÁ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÚËÉÊ �ÕÞÏË ÌÕÞÅÊ �Á-

ÄÁÅÔ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ��ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ� ÌÕÞ x.

äÉÎÁÍÉËÁ ×ÂÌÉÚÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÁ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÇÉ-

�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉW (ÆÒÏÎÔÁ), ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ Ë �ÏÔÏËÕ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ �ÕÞËÕ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ). íÁÔÒÉ�Õ ÜÔÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏ-

ÒÏÍ ËÒÉ×ÉÚÎÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ (Gx; x).

ðÕÓÔØ n(q) | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ (Ô. Å. ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ Ë �ÅÎÔÒÕ

ÓÆÅÒÙ) ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÚÅÒËÁÌÕ × ÔÏÞËÅ q. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ ÌÕÞ x É

�ÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ P , ÔÏ ÉÚ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ

ÚÁËÏÎÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ É ÏÔÒÁÖ£ÎÎÙÊ ÌÕÞ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ P .

(üÔÏ ÕÖÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ | ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P .) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÊ ÓÅÒÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ

ÚÅÒËÁÌÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÌÕÞÁ x ÂÕÄÅÔ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ P (ÒÉÓ. 11).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (d − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U Ë ÆÒÏÎÔÕ (ÇÉ�ÅÒ-

�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

~

U) × ÔÏÞËÅ x. ðÌÏÓËÏÓÔØ P ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÔ U ÎÁ Ä×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

U = U

p

⊕U

t

, ÇÄÅ U

p

= U ∩P , Á U
t

ÅÓÔØ (d− 2)-ÍÅÒÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ

Ë U

p

× U .

x

P

O

òÉÓ. 11. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ÌÕÞÁ ÏÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ
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íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÄÁÀÝÉÅ Ü×ÏÌÀ�ÉÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎ-

ÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÒÁÚÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ × ÒÁÚ-

ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ (ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÙÍ ÆÒÏÎÔÁÍ), ÔÏ

ÎÁÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ××ÅÓÔÉ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ÜÔÉ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ [25℄.

ðÕÓÔØ V | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔØ T−, ËÁÓÁÔÅÌØ-

ÎÕÀ Ë ÆÒÏÎÔÕ �ÕÞËÁ × ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒÅÄ ÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q, × �ÌÏÓËÏÓÔØ

T

+

, ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÎÅÍÕ × ÍÏÍÅÎÔ �ÏÓÌÅ ÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. ï�ÅÒÁÔÏÒ V ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ

T− × T

+

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ ÎÏÒÍÁÌÉ n(q) × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. V ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅÏÂ-

ÈÏÄÉÍÏÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ T

+

ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, W | Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ

T− ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÇÒÁÎÉ�Å �Q × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ T

0

×ÄÏÌØ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖ£ÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

+

, Á W

∗
| ÓÏ�ÒÑ-

Ö£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ T

0

ÎÁ T

+

. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ W �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q × Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë ÆÒÏÎÔÕ.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ [25℄:

G

+

= V

−1

G−V − 2(v

+

; n(q))W

∗
KW; (7)

ÇÄÅ K | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q × ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ q. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (4).

æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ ×Ï ×ÒÅÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ (ÂÅÚ ÏÔÒÁÖÅ-

ÎÉÊ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù) Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ×ÙÇÌÑÄÉÔ �ÒÏÝÅ É ÔÏÖÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (3) ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ:

G

t

(y) = G

0

(x)(1 +G

0

(x))

−1

; (8)

ÇÄÅ G

t

(y) (G

0

(x)) | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÒÉ×ÉÚÎÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ U(y)

(U(x)), �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ (×ÅËÔÏÒÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ), É y = S

t

x.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁÇÌÑÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÆÒÏÎÔÏÍ

~

U �ÕÞËÁ ÌÕÞÅÊ �ÒÉ

ÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ` × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U (ÒÉÓ. 12). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ

~

U ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÎÁ-

`

t

U

p

�

`

U

t

òÉÓ. 12. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á



120 ì.á.âÕÎÉÍÏ×ÉÞ

�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ` ÒÁ×ÎÁ (G−`; `). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

ÄÌÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ `, Ô. Å. (G

+

`; `), ÎÁ�ÉÛÅÍ

ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

` = `

p


os � + `

t

sin �; (9)

ÇÄÅ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ` É U

p

, Á `

p

; `

t

| (ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ) �ÒÏÅË�ÉÉ ` ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ U

p

É U

t

. �ÏÇÄÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ (×ÄÏÌØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ `)

�ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ

κ
+

− κ− = 
os

2

�

(
2

r 
os �

)
+ sin

2

�

(
2 
os �

r

)
; (10)

ÇÄÅ r | ÒÁÄÉÕÓ ÎÁÛÅÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ.

æÏÒÍÕÌÁ (10) × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (� = 0) ÄÁ£Ô ÆÏÒÍÕÌÕ (4). üÔÏ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ

ÚÅÒËÁÌÁ (ÉÚÎÕÔÒÉ!), �ÁÄÁÀÝÉÊ É ÏÔÒÁÖ£ÎÎÙÊ ÌÕÞÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ×ÄÏÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ

ÌÕÞÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÍÙ ÉÍÅÅÍ

κ
⊥
+

− κ
⊥
− = 2k 
os'; (11)

ÇÄÅ k = 1=r.

æÏÒÍÕÌÁ (11) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÆÒÏÎÔÁ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ

ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÄÏÌØ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ (ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍ).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÓÍ. (11)) ×ÅÓØÍÁ ÓÌÁÂÏÊ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁ-

�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÄÅÅ, ÞÔÏ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ

ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ d > 2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏ-

ÂÙ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ × ÌÀÂÏÊ ËÁË ÕÇÏÄ-

ÎÏ ÄÌÉÎÎÏÊ ÓÅÒÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ!) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q

(ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �Q ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ) ÉÍÅÅÔ ÍÅ-

ÓÔÏ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 7d) É ÒÉÓ. 10. (ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,

ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ËÕÓËÏÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

ÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.) îÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (10), (11) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ

ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù Ó ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ �ÕÞÏË ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÎÏ

ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÅÇÏ ÆÒÏÎÔÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ (ÒÉÓ. 13). �ÏÇÄÁ,

ÅÓÌÉ ÜÔÁ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ Q, ÔÏ �ÕÞÏË ÎÅ ÕÓ�ÅÅÔ

�ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ (ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ) ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉ-

�Ù. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ ÒÁÚÒÕÛÁÅÔÓÑ.

�ÁËÏ×Ï É ÂÙÌÏ �ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÅÎÉÅ� × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ. ïÄÎÁËÏ, × ÒÁÂÏ-

ÔÁÈ [15, 16, 17, 14℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÎÏ×Á, ËÁË É ÚÁ 25 ÌÅÔ ÄÏ ÜÔÏÇÏ [1℄ �ÏÂÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÅÎÉÅ� ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ. (ðÏÄ �ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÎÅÎÉÅÍ� ÍÙ

ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÍ × ×ÉÄÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÎÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÎÏ É ÆÉÚÉËÏ×, ÍÅÈÁÎÉËÏ×,

òÉÓ. 13. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÄÅÆÏËÕÓÉÒÏ×ËÉ
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ÉÎÖÅÎÅÒÏ× É Ô. Ä. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÏ×ÁÌÉÓØ ÍÎÅÎÉÅÍ �Ï ÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ ÆÉÌÏÓÏÆÏ×, ÆÉÌÏÌÏÇÏ× É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ

ÄÒÕÇÉÈ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÈ �ÒÏÆÅÓÓÉÊ).

íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÚÄÅÓØ (× Ï�ÉÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É

ÄÁÄÉÍ ÏÄÉÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÍÉ É �ÌÏÓËÉÍÉ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØQ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

0. âÉÌÌÉÁÒÄ × Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÍ, Ô. Å. ÇÒÁÎÉ�Á �Q ÎÅ ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ.

1. ÷ÓÅ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÅÒËÁ-

ÌÁÍÉ (Ô. Å. �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÔÓÅËÁÎÉÑ� ÏÔ (d − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ

ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÛÁ�ÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (d− 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ).

2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÛÁ�ÏÞËÉ ÎÅ ÏÞÅÎØ ×ÅÌÉËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ) ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÕÇÏÌ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 60

◦
(ÕÇÏÌ 


ÎÁ ÒÉÓ. 14).

3. äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �Q ÄÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ

�ÏÌÎÏÊ ÓÆÅÒÙ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Q.

4. çÒÁÎÉ�Á ËÁÖÄÏÊ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �Q (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÛÁ�ÏÞËÉ)

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ (ÏÄÎÏÊ!) �ÌÏÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÇÒÁÎÉ�Ù �Q.

5. åÓÌÉ �ÌÏÓËÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÎÉ�Ù (�Q)

i

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÁÎÉ�Õ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÆÅ-

ÒÉÞÅÓËÏÊ ÛÁ�ÏÞËÉ (ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �Q), ÔÏ ×ÓÅ �ÌÏÓËÉÅ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÙ �Q, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Ó (�Q)

i

, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÇÉ�ÅÒ-

�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ (�Q)

i

.

6. íÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÌÏÓËÉÈ ËÏÍ-

�ÏÎÅÎÔ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

îÁ ÒÉÓ. 14 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ

ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÓÔÁÄÉÏÎÏÍ ÉÚ-ÚÁ Å£ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÔÁÄÉÏÎÕ (ÒÉÓ. 5
). üÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÕÂÁ, Ë �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÇÒÁÎÑÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÔÏÒÏÞÅÎÙ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ

ÛÁ�ÏÞËÉ. (åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÓÔÁÄÉÏÎ (ÒÉÓ. 5
) É ×ÒÁÝÁÔØ ÅÇÏ ×ÏËÒÕÇ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ, ÔÏ

ÂÉÌÌÉÁÒÄ × �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ. îÅÔÒÕÄ-

ÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÅÓÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,




òÉÓ. 14. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÔÁÄÉÏÎ
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ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ × ÍÅÈÁÎÉËÅ ÍÏÍÅÎÔÏÍ). üÔÕ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ!) ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÎÁÄÏ ÒÁÚÒÕ-

ÛÉÔØ. ÷ÚÑ× ËÕÂ (×ÍÅÓÔÏ �ÉÌÉÎÄÒÁ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÛÁ�ÏÞËÉ, ÍÙ É

ÒÁÚÒÕÛÁÅÍ Å£.)

÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [15, 16, 17℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ,

ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ, �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÀÝÉÍÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [14℄ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÄÌÑ ÏÂÌÁ-

ÓÔÅÊ, ÇÒÁÎÉ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ×ËÌÀÞÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ É ÎÅÊÔÒÁÌØ-

ÎÙÅ, ÎÏ É ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.

íÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÏÔÓÙÌÁÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÁÔØÑÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ �ÍÁÌÏÓÔØ� ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÈ ËÏÍ-

�ÏÎÅÎÔ) | ÜÔÏ �ÅÎÁ, ÚÁ�ÌÁÞÅÎÎÁÑ ÁÓÔÉÇÍÁÔÉÚÍÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë �ÏÌÎÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ (ÒÉÓ. 5a).

4. õÓÌÏ×ÉÑ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ

ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ÚÅÒËÁÌÁ

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÂÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁËÉÍ ÏÂÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁ-

ÄÁÔØ ÇÒÁÎÉ�Á ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ Q ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÉÌÌÉÁÒÄ × Q ÂÙÌ ÜÒÇÏÄÉ-

ÞÅÎ?

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ×ÌÅÞ£Ô ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓ×ÅÝÁÅÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Q, ÎÏ É ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [11, 12℄ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÄÏËÁ-

ÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ïÓÎÏ×ÎÙÍ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ÚÅÒËÁÌÁ

ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ

×ÓÅ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ ÚÅÒËÁÌÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÏËÕÓÉ-

ÒÕÀÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÁÓÔØ ÜÌÌÉ�ÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎ�Ù ÅÇÏ ÍÁÌÏÊ

�ÏÌÕÏÓÉ É ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÕÜÌÌÉ�ÓÁ. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÌÕÞ, ÓÔÁÒÔÕ-

ÀÝÉÊ ×ÂÌÉÚÉ ÜÔÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ, ÎÁ×ÅÞÎÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ × Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ. 15).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ [12℄, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÜÒÇÏÄÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÏÂßÑÓ-

ÎÅÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ (ËÒÉ×ÁÑ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏ-

òÉÓ. 15. ïÓÔÒÏ×ÏË ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ �×ÎÕÔÒÉ� ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ
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ËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ �ÁÄÁÀÝÉÊ ÎÁ ÎÅ£ ÌÕÞ ÆÏËÕÓÉÒÕÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ

ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÓÅÒÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. üË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ �ÌÏÓËÉÊ �ÕÞÏË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, �ÁÄÁÀÝÉÊ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀ-

ÝÅÅ ÚÅÒËÁÌÏ, ÄÏÌÖÅÎ ÆÏËÕÓÉÒÏ×ÁÔØÓÑ �ÏÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ

(ÒÉÓ. 6).

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ, ÎÏ ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ ÍÏÖÅÔ

ÓÌÕÖÉÔØ �ÏÌÕÜÌÌÉ�Ó (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÏÎ�Ù ÅÇÏ ÍÁÌÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ), ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ÄÌÉÎ ÅÇÏ ÏÓÅÊ ÂÏÌØÛÅ

√
2 (ÓÍ. [21, 13℄; ÒÁÂÏÔÁ [13℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ).

÷ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [15, 16, 17, 14℄ ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ

Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÔÏÌÁÈ (dimQ > 2), ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÎÉ�Ù ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÔÉ�Ï×

(�ÌÏÓËÉÅ, ÒÁÓÓÅÉ×ÁÀÝÉÅ É ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÉÅ), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ. îÁÛÁ ÇÉ-

�ÏÔÅÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ É �ÒÉ d > 2 ËÁÖÄÁÑ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÇÒÁ-

ÎÉ�Ù ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÆÏËÕÓÉÒÕÀÝÅÊ, ËÁË É ×

Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
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÷ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ

ó.ì.�ÁÂÁÞÎÉËÏ×

1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É �ÒÉÍÅÒÙ

äÌÑ ÉÇÒÙ ×Ï ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÕÖÅÎ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ

×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. éÇÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. îÁÞÁÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ - ÜÔÏ ÔÏÞËÁ A ×ÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ. éÚ ÔÏÞËÉ A ÍÏÖÎÏ

�ÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ (ÔÏÞÎÅÅ, Ï�ÏÒÎÙÅ) �ÒÑÍÙÅ Ë ÇÒÁÎÉ�Å ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ

ÓÔÏÌÁ 
 | ÌÅ×ÕÀ l É �ÒÁ×ÕÀ r, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ A. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÒÁ×ÕÀ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ X ÄÏ ÔÏÞËÉ B ÔÁË, ÞÔÏ BX = AX (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

�ÏÞËÁ B É ÅÓÔØ ÎÏ×ÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ T (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ

ÓÔÏÌÁ, ÞÅÒÅÚ T




), ÉÍÅÅÍ: B = T (A).

B = T (A)

A

T (B)

X

òÉÓ. 1.

õ ÄÁÎÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÄÅÆÅËÔ: ÔÏÞËÁ X ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÊ. üÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉ�Á ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅ-

ÚÏË �ÒÑÍÏÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. üÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁ-

ÔÏË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÕÓÔÒÁÎÉÍ É ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ

× ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÞÁÓÔØÀ

ËÒÉ×ÏÊ 
. üÔÏ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ (×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ) ÂÉÌÌÉÁÒÄ: ÅÓÌÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ

ÛÁÒ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÕÇÏÌ, ÅÇÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.

÷ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÉÚÕÞÅÎ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ. äÁ-

ÖÅ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÕÓÔÏÑÌÁÓØ: ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÔÁËÖÅ ËÁË

�ÄÕÁÌØÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ� É �ÁÎÔÉÂÉÌÌÉÁÒÄ� (�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ, �outer�, �exterior�, �dual�

É �antibilliard�). ñ ÎÅ ÚÎÁÀ, ËÔÏ �ÅÒ×ÙÍ ÉÚÏÂÒÅÌ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ. úÎÁÍÅÎÉÔÙÊ

ÍÁÔÅÍÁÔÉË ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ XX ×ÅËÁ àÒÇÅÎ íÏÚÅÒ Ï�ÉÓÁÌ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ

× ÏËÁÚÁ×ÛÅÊ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ËÎÉÇÅ [5℄. íÏÚÅÒ ÕÚÎÁÌ Ï ×ÎÅÛÎÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÉÚ

ÌÅË�ÉÉ Á×ÓÔÒÁÌÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ â.îØÀÍÁÎÁ × ËÏÎ�Å 1950-È ÇÇ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(125{135)
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ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ËÒÕÇ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ Ä×É-

ÖÅÔÓÑ �Ï ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÁÑ ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ë ÁÆÆÉÎ-

ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÕÓÔØ f | ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ, Á 
 | ×ÎÅÛÎÑÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. �ÏÇÄÁ

f ◦ T



= T

f(
)

◦ f
(ÓÍ. ÒÉÓ. 2).

AB

f(A)f(B)

òÉÓ. 2.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÌÉ�Ó | ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ, ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Ï ËÒÕÇÌÏÍ

×ÎÅÛÎÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍ ÓÔÏÌÅ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ × ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÒÅ É Ë ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍÕ.

ðÒÉÍÅÒ 2. åÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | Ë×ÁÄÒÁÔ, ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÁ-

ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÒÂÉÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 3: ËÁÖÄÁÑ

ÔÏÞËÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÏÍ n, �ÏÓÅÝÁÅÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉ-

ËÉ Ó ÜÔÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (ÉÈ 4n) �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ

�ÏÌÏÖÅÎÉÅ. þÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍ ×ÎÅÛ-

ÎÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÍ ÓÔÏÌÅ É Ï ÓÔÏÌÅ × ÆÏÒÍÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ ÓÉÌÕ

ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Ï Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ

�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÕ.

ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË,

ÔÏ ÎÁÒÑÄÕ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÒÂÉÔÁÍÉ, ÅÓÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ. ïÄÎÁ ÔÁËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

òÉÓ. 3.

òÉÓ. 4.
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�ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 4. ïÔÍÅÔÉÍ ÂÒÏÓÁÀÝÅÅÓÑ × ÇÌÁÚÁ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ

ÏÒÂÉÔÙ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ). óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÞÅ-

×ÉÄÎÏ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÄÁÎÎÏÅ × [8℄ É [9℄) Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÁÍÏ�ÏÄÏ-

ÂÉÅ. ïÎÏ ÖÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ (ÄÒÏÂÎÕÀ!) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÙÈ ÏÒÂÉÔ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ lg 6= lg(

√
5 + 2) = 1:24 : : :

ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÅÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

É Ó ÄÒÕÇÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ n = 3; 4; 6 | ÓÍ.

�ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ).

2. óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ

îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ, ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ �ÌÏÝÁÄØ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.

÷ÏÚØÍÅÍ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ X É X

′
ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ 
. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÏ r > 0 É �ÒÏ×ÅÄÅÍ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ r Ë 
 × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÅÖÄÕ X É X

′
. ëÏÎ�Ù ÜÔÉÈ

ÏÔÒÅÚËÏ× �ÒÏÂÅÇÁÀÔ ËÒÉ×ÙÅ AA

′
É BB

′
, É �ÒÉ ÜÔÏÍ T (AA

′
) = BB

′
. ðÒÏÄÅÌÁÅÍ

ÔÏ ÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÎÑÑ r ÎÁ r− " (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ " | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÁÌÏÅ); ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÒÉ×ÕÀ CC

′
É ÅÅ ÏÂÒÁÚ DD

′
. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Y ÔÏÞËÕ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× AB É A

′
B

′
É ÞÅÒÅÚ Æ (ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ!) ÕÇÏÌ

ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5).

÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÌÏÝÁÄØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ACC

′
A

′
Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÍÁÌÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ, �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ "

2

É Æ

2

. éÍÅÅÍ:

ðÌÏÝÁÄØ (AY A

′
) =

1

2

Ær

2

; ðÌÏÝÁÄØ (CY C

′
) =

1

2

Æ(r − ")

2

=

1

2

Ær

2 − Æ"r;

Á ÚÎÁÞÉÔ

ðÌÏÝÁÄØ (ACC

′
A

′
) = Æ"r:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

ðÌÏÝÁÄØ (BDD

′
B

′
) = Æ"r;

ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÌÏÝÁÄØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉ-

ËÁ ACC

′
A

′
. üÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ÓÏÈÒÁÎÑÔØ �ÌÏÝÁÄØ.

X

A

B

C

D

X

′

A

′

B

′

C

′

D

′

Y

òÉÓ. 5.
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A A

′

B

B

′

òÉÓ. 6.

òÉÓ. 7.

óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. úÁÄÁÄÉÍÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,

ÔÁËÉÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ 
 |

ÇÌÁÄËÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ËÒÉ×ÁÑ (Ô. Å. ÅÅ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ). ðÕÓÔØ

ÚÁÄÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Õ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

n-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ?

ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÏËÒÕÇ 
. ñ

ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÅÌÑÔÓÑ �Ï�ÏÌÁÍ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁ-

ÎÉÑ Ó ËÒÉ×ÏÊ 
, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÜÔÏ | n-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄ-

ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÁ AB ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ �Ï�ÏÌÁÍ, ÔÏ,

ÓÌÅÇËÁ �Ï×ÅÒÎÕ× ÏÔÒÅÚÏË AB × ÎÏ×ÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ A

′
B

′
, ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÌÏÝÁÄØ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ,

ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÍÕ, ÞÔÏ T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÌÏÝÁÄØ.

üÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ÅÓÔØ n-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÅ ×ÏËÒÕÇ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ k ÒÁÚ, ÇÄÅ

1 6 k 6 n=2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 7, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ n = 5, k = 2).

÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ n > 3 É 1 6 k 6 n=2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ

ÍÅÒÅ Ä×Å �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ

ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ âÉÒËÇÏÆÏÍ × 1920-È ÇÇ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ

×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ � (ÇÏ-

×ÏÒÑ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Ñ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏ � ÏÂÈÏÄÉÔ ×ÏËÒÕÇ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ). íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ

�Ï �? ïÔ×ÅÔ ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ 
 > 0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, ÏÔÓÅËÁÀÝÉÈ ÏÔ

ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �, ÓÅÇÍÅÎÔÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ 
. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÄÎÏ-

�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ ÉÍÅÅÔ ÏÇÉÂÁÀÝÕÀ, Ô.Å. ÔÁËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ 
,

ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á × ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8).

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÒÉ×ÁÑ 
 ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÇÌÁÄËÏÊ (ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ-

ÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÓÔÁÔØÅ [10℄), ÎÏ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 
 | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ñ ÕÔ×ÅÒ-
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A

A

′

B

B

′

òÉÓ. 8.

ÖÄÁÀ, ÞÔÏ � | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T




.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÌÏÝÁÄÉ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ÎÁ ÒÉÓ. 8 ÒÁ×ÎÙ, Á ÜÔÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË AB ÄÅÌÉÔÓÑ

ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ËÒÉ×ÏÊ 
 �Ï�ÏÌÁÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ 
, �ÏÜÔÏÍÕ ËÒÉ-

×ÁÑ � ÚÁÄÁÅÔ �ÅÌÏÅ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÈ ÓÔÏÌÏ×. áÎÁÌÏÇ

ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ (�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ó

�ÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÏÊ ÎÉÔÉ) | ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë �ÒÉÍÅÒÕ 1 ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ-

ÎÙÊ ÓÔÏÌ | ËÒÕÇ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ ÎÅÇÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ; ×

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. éÎ-

ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ | ÏÞÅÎØ ÒÅÄËÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ; ÏÎÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÅÓØÍÁ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, Ô. Å. �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÑÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÒÅÄ-

ÓËÁÚÕÅÍÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ÜÌÌÉ�Ó. ðÏ

×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ×ÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÏ (Ñ ×ÅÒÀ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ×ÅÒÎÁ);

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ (�ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÍÁÑ âÉÒËÇÏÆÕ)

ÔÏÖÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÕÓÉÌÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

3. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ×ÎÅÛÎÉÍ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ

þÉÔÁÔÅÌØ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÕÖÅ ÏÔÍÅÔÉÌ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÕÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ×ÎÅÛ-

ÎÉÍ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ. �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ | ×�ÉÓÁÎ-

ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, Á ×ÎÅÛÎÅÇÏ | Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ, �ÒÉÞÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÔÒÅ-

ÍÁÌØÎÙÊ �ÅÒÉÍÅÔÒ, Á �ÏÓÌÅÄÎÉÊ | ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ (ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ

�ÁÒÁÇÒÁÆ). þÅÍ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁËÕÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ É �ÌÏÝÁÄØÀ?

óÉÔÕÁ�ÉÑ �ÒÏÑÓÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÎÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÎÁ ÓÆÅ-

ÒÅ. òÏÌØ �ÒÑÍÙÈ × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ÂÏÌØÛÉÅ ËÒÕÇÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍÅ-

ÞÁÔÅÌØÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ: �ÏÌÀÓÕ

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÜË×ÁÔÏÒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 9, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, Á

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÑÍÙÅ | ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ) ÒÁÓÓÔÏ-

ÑÎÉÅ AB ÒÁ×ÎÏ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ a É b.
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÷ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ

ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ b, ÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ B ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ

�ÒÑÍÏÊ a (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ. çÌÁÄËÁÑ ÏÒÉÅÎ-

ÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 
 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ

�ÒÑÍÙÈ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉÍ �ÒÑÍÙÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, Ô. Å. ÎÏ×ÕÀ ËÒÉ×ÕÀ 


∗
. üÔÏ É ÅÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-

ÎÁÑ ËÒÉ×ÏÊ 
. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ 


∗
ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË: ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ X

ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÎÕÖÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �=2 (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÂÏÌØ-

ÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ) ×ÄÏÌØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë 
 × ÔÏÞËÅ X ; ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÏÒÍÁ-

ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ËÒÉ×ÏÊ 
 �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÁ×ÏÊ ÒÕËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ


 | �ÁÒÁÌÌÅÌØ ÓÅ×ÅÒÎÏÊ ÛÉÒÏÔÙ �, ÔÏ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ 
, ËÒÉ×ÁÑ




∗
| �ÁÒÁÌÌÅÌØ ÓÅ×ÅÒÎÏÊ ÉÌÉ ÀÖÎÏÊ ÛÉÒÏÔÙ �=2− �.

ïÔÍÅÔÉÍ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ: ËÒÉ×ÁÑ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, Ô. Å.

(


∗
)

∗
= −
:

þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÓÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ, �ÏÌÕÞÉÔ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ

ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á; �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÔÁÔØÅ [1℄.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÏÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
 × ÔÏÞËÅ

X (ÓÍ. ÒÉÓ. 10, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ). ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 10 Ó�ÒÁ×Á

(ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ).

úÁËÏÎ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÇÌÁÓÉÔ: �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�,

Ô. Å. ÕÇÌÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÍÉ a É b Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ l, ÒÁ×ÎÙ. îÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ AL = LB, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÒÉ×ÏÊ 


∗
�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ A × ÔÏÞËÕ B. éÔÁË, ÓÆÅ-

ÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÎÅÛÎÉÊ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

á ËÁË ÏÂßÑÓÎÉÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ É �ÌÏÝÁÄØÀ? �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ

×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ | ×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÍÅ-
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ÔÒÁ. äÌÉÎÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÕÇÌÁÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒ-

ÄÁ | Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÉÍÅÀÝÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ×. óÕÍÍÁ

ÕÇÌÏ× ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØÀ:

∑
�

i

= �(n− 2) +A

(ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÌÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ ÒÁ×ÎÁ 4�). üÔÏ | ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ{âÏÎÎÅ ÄÌÑ

ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×; ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄.

éÔÁË, ÏÒÂÉÔÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ | ÜÔÏ Ï�ÉÓÁÎ-

ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË

ÓÆÅÒÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÏÊ (ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ �(n−2)), ÏÄÎÁËÏ �ÌÏÝÁÄØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÏÌØ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, ÞØÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÒÂÉÔÁÍ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ.

4. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÒÂÉÔÁ ÕÊÔÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ?

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ �Ó ×ÙÓÏÔÙ �ÔÉÞØÅÇÏ �ÏÌÅÔÁ�, Ô. Å. ÚÁÄÁÄÉÍ-

ÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÍ: ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÒÂÉÔÙ ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ? åÓÌÉ

ÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚÄÁÌÅËÁ, ÔÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 
 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ, Á ×ÎÅÛ-

ÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T | �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. ü×ÏÌÀ�ÉÑ ÔÏÞ-

ËÉ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T

2

×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ

�ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-

ÒÑÅÔ ×ÔÏÒÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ëÅ�ÌÅÒÁ: ÓÅËÔÏÒÉÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ (Ô. Å. × ÒÁ×ÎÙÅ

×ÒÅÍÅÎÁ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÚÁÍÅÔÁÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ �ÌÏÝÁÄÉ; ÅÄÉÎÉ�Á ×ÒÅÍÅÎÉ | ÜÔÏ, ËÏ-

ÎÅÞÎÏ, ÏÄÎÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T

2

). îÁ ÒÉÓ. 11 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÎÅÛ-

ÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ 
 (×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ

òÉÓ. 11.
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v(t)

v(t)

2v(t)

B

A

C

òÉÓ. 12.

ËÒÉ×ÙÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ � (�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÕËÒÕÇÁ É ÉÚ Ä×ÕÈ

ÒÁ×ÎÙÈ ÄÕÇ �ÁÒÁÂÏÌ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ).

óÅÊÞÁÓ Ñ ÏÂßÑÓÎÀ ÜÔÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ

ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
 (ÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏ-

ÇÄÁ 
 | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ

×ÎÅÛÎÅÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
(t) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v(t) ×ÅËÔÏÒ, ËÏÎÅ� ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ | ÔÏÞËÁ 
(t), Á ÎÁÞÁÌÏ | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ Ï�ÏÒÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ë 
, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ

×ÅËÔÏÒÕ 


′
(t) (ÓÍ. ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÉÓ. 12).

äÌÑ ÔÏÞÅË, ÏÞÅÎØ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ, ÕÇÏÌ ABC ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ

ÞÁÓÔÉ ÒÉÓ. 12 �ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �(t) (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÄÏÂÉÑ) ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ËÁ-

ÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ v(t). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÉÔØ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

�

′
(t) ∼ v(t):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÅ-

ÔÉÉ | ×ÅÄØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ � ÚÁÄÁÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÅÅ ÔÏÞËÁÈ ×ÅËÔÏÒÏÍ v.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a×b| ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ

�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a É b. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a× b = 0 ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ a É b �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ:

�(t) =

v

′
(t)

v(t)× v

′
(t)

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ:

�

′
=

v

′′

v × v

′
− v

′
(v × v

′′
)

(v × v

′
)

2

;
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�ÏÜÔÏÍÕ

v × �

′
=

v × v

′′

v × v

′
− (v × v

′
)(v × v

′′
)

(v × v

′
)

2

= 0:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �

′
(t) ∼ v(t), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ �. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÚÁËÏÎ ëÅ�ÌÅ-

ÒÁ. ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ËÒÉ×ÏÊ �(t) �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 2v(t), Á ÓÅËÔÏÒÉÁÌØÎÁÑ

ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

2v(t)× �(t) = 2

v × v

′

v × v

′
= 2;

ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ (ÓÎÏ×Á �ÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÅ

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÏ �ÏÄÏÂÉÑ).

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÎÁÍÉËÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (Á ÔÏÞÎÅÅ,

ÅÇÏ ×ÔÏÒÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ) × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÈÏÒÏÛÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ

Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÙÈ, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÈ �. ÷ÁÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ |

×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ï�É-

ÓÁÎÎÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ 
 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ

(ÎÁÓËÏÌØËÏ Ñ ÚÎÁÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÅÓÔÉËÒÁÔÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔÉ). ÷ ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ ëáí (ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× { áÒÎÏÌØÄ { íÏÚÅÒ), ÍÏÖÎÏ ÄÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T




ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ (ÓÍ. [5, 6℄). �ÁËÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ

ÓÌÕÖÉÔ �ÏÇÒÁÄÏÊ�, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅÞØ ÏÒÂÉÔÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÉ ÏÄÎÁ ÏÒÂÉÔÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ T




ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÊÔÉ ×

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ×Ù�ÕËÌ-

ÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � | �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ

k-ÕÇÏÌØÎÉË (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ). ëÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ � ÏÔ×Å-

ÞÁÅÔ �×ÒÅÍÑ� t| ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ v, Ó ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÜÔÁ ÓËÏÒÏÓÔØ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ 
; ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ). îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ

�

t = (t

1

; : : : ; t

k

) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ÷ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ

�

t ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ (Á ÔÏÇÄÁ |

É �ÅÌÙÍÉ).

ðÒÉÍÅÒÏÍ Ë×ÁÚÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ

×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

�

t = (1; : : : ; 1).

÷ ÓÔÁÔØÅ [6℄ à.íÏÚÅÒ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÒÂÉÔÁ ×ÎÅÛ-

ÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÕÊÔÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ×Ù-

�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË? þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | Ë×ÁÚÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-

ÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÏÒÂÉÔÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÕÊÔÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ �ÔÑÖÅÌÏÊ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ� ÓÏ×ÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ. þÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ
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ÄÅÔÁÌÉ × ÓÔÁÔØÑÈ [4, 7, 3℄. ðÏÌÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ íÏÚÅÒÁ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÉÚ×Å-

ÓÔÅÎ (ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ ÄÁÀÔ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | �ÏÌÕËÒÕÇ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÕÈÏÄÑÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ).

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÅÓÌÉ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ

ÓÔÏÌ | ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ ×ÓÅ

ÏÒÂÉÔÙ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ×ÎÅÛ-

ÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁ, Á ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ É ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

îÁÓËÏÌØËÏ Ñ ÚÎÁÀ, ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÑ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ; ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

åÝÅ ÏÄÉÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ×Ï�ÒÏÓ, ÔÏÖÅ ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ×ÎÅÛÎÉÊ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÉÍÅÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ?

ïÔÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÞÔÏ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ×

ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, �ÒÉÞÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÅ.

éÚÕÞÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× | ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

5. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ

÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, × ÏÂÙÞÎÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. á ËÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ×ÎÅÛÎÉÍ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÏÍ?

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ × ÌÀÂÏÍ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (�ÌÏÓËÏÓÔØ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÁ!). ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏ-

ÓÔÉ 2n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. îÁÍ

�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ

√
−1, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J | ÜÔÏ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Cn

× ÓÅÂÑ. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ J | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ

�Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ �=2 × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, Á × Cn

Ï�ÅÒÁÔÏÒ J ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÊ �Ï×ÏÒÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

C ÎÁ �=2.

÷ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ÜÔÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Õ | ×Ù�ÕËÌÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈ-

ÎÏÓÔØ × C
n

, ÞÅÒÅÚ M . ÷ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔØ, ÅÓÌÉ ÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ

�ÒÑÍÁÑ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÖÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÜÔÁ

ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÔÁË.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ×ÎÅÛÎÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ë M (�ÒÅÄ�ÏÌÁ-

ÇÁÑ, ÞÔÏM | ÇÌÁÄËÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ). ÷ÅËÔÏÒ J(�) ËÁÓÁÅÔÓÑ

M É ÚÁÄÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M . íÏÖÎÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ A ×ÎÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ

Ä×Å ÔÁËÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÉÞÅÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, r, ÉÍÅÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ë M ,

Á ÄÒÕÇÁÑ, l, | ÏÔ M . �Å�ÅÒØ ÑÓÎÏ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ: ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ X ∈ M , ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÒÑÍÁÑ r �ÒÏÈÏÄÉÔ

ÞÅÒÅÚ A, É ÏÔÒÁÖÁÅÍ A × ÔÏÞËÅ X , ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÔÏÞËÕ B = T (A)

(ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ 1).
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þÔÏ ÄÁÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ�, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÞÅÔÎÏ-

ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ | ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. óÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. ïÂÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÞÅÒÅÚ ! É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

!(a; b) = J(a) · b;
ÇÄÅ a É b | ×ÅËÔÏÒÙ, Á ÔÏÞËÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ

ÏÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ! | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ:

!(a; b) = −!(b; a):
�ÁË ×ÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ, ×ÎÅÛÎÅÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ × [8, 9℄)

ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Õ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÂÉÌ-

ÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÓÅÈ �ÅÒÉÏÄÏ×, ÎÁÞÉ-

ÎÁÑ Ó 3.

�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ï ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ×ÎÅÛÎÅÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ.

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÒÂÉÔÁ ÕÈÏÄÉÔØ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ? ÷ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ

ÔÅÏÒÉÑ ëáí ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï-

×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. äÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ×ÎÅÛÎÉÊ ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÎÙÊ ÓÔÏÌ | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÓËÁÖÅÍ, ÔÅÔÒÁÜÄÒ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÔÏÖÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔËÒÙÔ.
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óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ Õ

ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ?

æ.ó.äÕÖÉÎ

éÚÕÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ) ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ×

ÒÑÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× Ó×Ñ-

ÚÁÎÙ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ìÁ�ÌÁÓÁ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ÚÁ ÞÁÓÔÏÔÙ Ú×ÕÞÁÎÉÑ ÍÅÍÂÒÁÎÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÅÍÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. ðÅÒ×ÙÍ, ËÔÏ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ Ï�ÅÎËÁÍÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×, ÂÙÌ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÖÏÒÄÖ âÉÒË-

ÇÏÆ. ïÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ ×Ù�ÕËÌÁÑ

ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. ÷ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÛÁÒ, ÏÔÒÁ-

ÖÁÑÓØ ÏÔ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Ù �Ï ÚÁËÏÎÕ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�. îÅËÏÔÏÒÙÅ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ: �ÏÓÌÅ p ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÎ

ÓÎÏ×Á �ÏÌÅÔÉÔ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ. ÷Ï�ÒÏÓ: ËÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï p{�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ?

äÖ.âÉÒËÇÏÆ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ p > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ

p− 1 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÏÞÎÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ

ÏÂÌÁÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï p-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×-

ÎÏ p− 1.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: Á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å? ðÕÓÔØ × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ �Ï

Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÛÁÒ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÎÔÅ-

ÒÅÓÕÅÍÓÑ ÔÏÌØËÏ 3-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 4. (óÔÒÏÇÏ ÇÏ×Ï-

ÒÑ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ

Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÍÏÇÕÔ ÓÌÉ×ÁÔØÓÑ.) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÍÅÔÏÄÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ íÏÒÓÁ.

ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÏÞÎÏÊ? óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 4 �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ �ÅÒÉÏÄÁ 3?

åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ËÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ? üÔÉ

×Ï�ÒÏÓÙ (É, ËÏÎÅÞÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(136{136)
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âÉÌÌÉÁÒÄÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �

ç.á.çÁÌØ�ÅÒÉÎ

÷×ÅÄÅÎÉÅ. éÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ �, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÁË

Ó ÄÒÅ×ÎÉÈ ×ÒÅÍÅÎ, ÔÁË É �ÏÑ×É×ÛÉÈÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ. üÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ

ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ÉÄÅÉ| ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (×�ÉÓÙ×ÁÎÉÅ É Ï�ÉÓÙ×ÁÎÉÅ ÍÎÏ-

ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ×ÏËÒÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ),ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÅ (ÔÅÏÒÉÑ �Å�ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

ÄÁÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ � ≈ 355=113 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÍÉÌÌÉÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÉ×ÁÔØÓÑ ÄÒÏÂÑÍÉ Ó ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÙÍÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ

(Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÑÄÏ×, ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ), ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ

(ËÏÔÏÒÙÍ × �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ), É ÉÈ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ.

ëÒÏÍÅ ÜÔÉÈ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ | ÍÅÔÏÄÏ×, Ó ÄÁ×ÎÉÈ �ÏÒ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÄÉÎ ÜËÓ-

�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ � | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÍÅÔÏÄ ÉÇÌÙ

âÀÆÆÏÎÁ�. ÷ ÎÅÍ ÎÁ ÒÁÚÌÉÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ ÉÇÌÁ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-

ÓÅÄÎÉÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ. (�ÁË ÞÔÏ ÉÇÌÁ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÙÅ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ

ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ �Å-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÉÇÌÙ Ó ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÉÅÊ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �

�ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. îÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ

ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ �ÒÉÌÉÞÎÕÀ ÔÏÞÎÏÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ �Ï-

ÌÕÞÅÎÎÏÊ ÄÒÏÂÉ Ë �, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÎÁÄÏ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÉÔØ,

ÞÔÏÂÙ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÉÇÌÙ ÂÙÌÏ �ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍ�: ÍÅÔÏÄ ÉÇÌÙ âÀÆÆÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÔÏÄÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÉÄÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ � | ÂÉÌÌÉÁÒÄ-

ÎÏÊ, �ÒÉÄÕÍÁÎÎÏÊ Á×ÔÏÒÏÍ �ÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÄÏËÌÁÄÁ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÁÍÅ-

ÒÉËÁÎÓËÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×. ëÏÇÄÁ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÂÙÌ ÏÂßÑ×ÌÅÎ ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ,

ÎÉËÔÏ ÅÍÕ �ÏÎÁÞÁÌÕ ÎÅ �Ï×ÅÒÉÌ, ÎÏ ÚÁÔÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÏÓÔÏÔÁ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÕÂÅÄÉÌÁ ×ÓÅÈ ÓÏÍÎÅ×ÁÀÝÉÈÓÑ. ðÏÚÖÅ Á×ÔÏÒ ×ÙÄÅÌÉÌ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ

× ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÔÅÍÕ É ÓÄÅÌÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÌÁÄÏ× × ÄÒÕÇÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ, Ó ÏÄÎÏÊ

É ÔÏÊ ÖÅ ÒÅÁË�ÉÅÊ ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ: ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÎÏÅ ÎÅÄÏ×ÅÒÉÅ, ÚÁÔÅÍ �ÏÌÎÁÑ ÏÞÅ×ÉÄ-

ÎÏÓÔØ.

âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ � Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ, Ô. Å. ÕÚÎÁÔØ ÅÇÏ ÌÀÂÕÀ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÉÆÒÕ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ | ÄÅÔÅÒÍÉ-

ÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ: ×ÓÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÜÔÏ �ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ É

�ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × ÎÅÊ.

ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ �ÏÌÕÏÓØ x > 0 Ä×Á ÂÉÌÌÉ-

ÁÒÄÎÙÈ ÛÁÒÉËÁ Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m É M > m, É ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÁÞÁÌÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = 0 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Õ�ÒÕÇÁÑ ÓÔÅÎËÁ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑ ÎÁÌÅÔÁ-

ÀÝÉÊ ÎÁ ÎÅÅ ÛÁÒÉË. ðÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔ ÓÔÅÎËÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÛÁÒÉËÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ

ÓÔÒÏÇÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ. òÁÚÍÅÒÙ ÛÁÒÉËÏ× ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, É ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÞÁÓÔÉ�ÁÍÉ.
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æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N . óÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï N �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ �:

(1) íÁÓÓÙ m É M �ÏÄÂÉÒÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏ M=m = 100

N

;

(2) ûÁÒ m ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÔÅÎËÏÊ x = 0 É ÛÁÒÏÍ M ;

(3) úÁ�ÕÓËÁÅÍ ÛÁÒ M × ÓÔÏÒÏÎÕ ÛÁÒÁ m Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ;

(4) ðÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ (Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×Å-

ÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ �ÌÀÓ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÛÁÒÁ m ÏÔ ÓÔÅÎËÉ);

(5) úÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÅÇÏ

ÞÅÒÅÚ �(N).

x = 0

m

M

~v

�ÅÏÒÅÍÁ. á) þÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× × Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÓÅÇÄÁ ËÏ-

ÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÛÁÒÉËÏ× É ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ

ÛÁÒÁ M .

â) þÉÓÌÏ �(N) ÕÄÁÒÏ× × ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁ×ÎÏ

�(N) = ⌊� · 10N⌋ = 3 14159265358979323 : : :︸ ︷︷ ︸
N ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× �

: (1)

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÎÁ ÑÓÎÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ �âÉÌÌÉÁÒÄÙ É Õ�ÒÕÇÉÅ

ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ� É ÛÁÒÏ×� (Ó. 65{99) É ÓÏÓÔÏÉÔ × Ó×ÅÄÅÎÉÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÄÉÎÁ-

ÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ × ÕÇÌÅ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ � = ar
tg(10

−N
). �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ

ÜÔÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÕÇÌÁ �, �ÏÜÔÏÍÕ ÞÉ-

ÓÌÏ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÕÇÌÁ ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁ×ÎÏ �(N) = ⌊�=�⌋ (ÅÓÌÉ

N > 1). üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÞÁÓÔØ á. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÒÑÄÏÍ �ÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ar
tgx É

�ÔÏÎËÏÊ ÓÔÕËÔÕÒÏÊ� ÞÉÓÌÁ � | ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ⌊�= ar
tg(10−N)⌋ = ⌊�=10−N⌋, �ÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÞÁÓÔØ â:

�(N) =

⌊
�

ar
tg(10

−N
)

⌋
=

⌊
�

10

−N

⌋
: (2)

ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÏÍÅÒÅ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÈÏÞÕ �ÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ Eastern Illi-

nois Universuty áÊÒÕ òÏÚÅÎÈÏÌØ�Á, × ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÇÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁÓÔÁÉ×Á×ÛÅÇÏ ÎÁ

�ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ. ñ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ É ÕÞÁÓÔÎÉ-

ËÁÍ ×ÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× É ËÏÌÌÏË×ÉÕÍÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ

ÍÎÅ ÄÏ×ÅÌÏÓØ ×ÙÓÔÕ�ÉÔØ Ó ÜÔÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ × 1996{2000ÇÇ.



ä×Å ÓÔÁÔØÉ Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ

ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ �Ï ÌÏÍÁÎÏÊ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÅÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ,

×ÎÅÛÎÅ ×ÅÓØÍÁ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ. üÔÏ ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÎÅ ÔÏÌØËÏ

ÞÉÓÔÏ ×ÎÅÛÎÅÅ; ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÅÓÎÏ �ÒÉÍÙËÁÅÔ Ë ÔÅÍÅ ÎÏÍÅÒÁ.

÷ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÉÎÎÙÅ É ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁ �ÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÏÌÅÅ �ÏÎÑÔÎÙÍÉ É ÄÏ-

ÓÔÕ�ÎÙÍÉ. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ �ÕÂÌÉËÕÅÍÙÈ ÎÉÖÅ ÓÔÁÔÅÊ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á äÁÒÂÕ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ

ÛÉÒÏËÏ, ËÁË ÏÎÏ ÔÏÇÏ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÁÔØÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ �Ï äÁÒÂÕ

÷.÷.ðÒÁÓÏÌÏ×

�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å ËÏÎÉËÉ �

1

É �

2

,

ÎÅ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ÷ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ A

1

∈ �

1

,

ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �

1

É �

2

, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ

Ë �

2

. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ A

1

A

2

: : : A

n

A

n+1

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Å£ ×ÅÒÛÉ-

ÎÙ A

i

ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ �

1

, Á �ÒÑÍÙÅ A

1

A

2

, A

2

A

3

, . . . , A

n

A

n+1

ËÁÓÁÌÉÓØ �

2

(�ÏÄÒÁÚÕÍÅ-

×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A

i+2

6= A

i

). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ A

1

ÔÏÞËÁ A

n+1

ÓÏ×�ÁÌÁ Ó A

1

, Ô. Å. �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ. �ÏÇÄÁ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

∈ �

1

ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ.

ïÄÎÏ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÎÑÔÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ äÁÒ-

ÂÕ [ä℄. ïÎ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÎÓÅÌÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ A ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÍÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ A. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÉË-

ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÎÉËÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÅËÔÉ×-

ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÀÂÕÀ (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ) ËÏÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀ-

ÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÉËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x : y : z)

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y

2

= xz. �ÏÞËÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1 : t : t

2

);

�ÒÉ t = ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ (0 : 0 : 1). ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ (x

0

: y

0

: z

0

) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2y

0

y = x

0

z + z

0

x, Ô. Å. t

2

x − 2ty + z = 0, ÇÄÅ t | �ÁÒÁÍÅÔÒ, ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ (x

0

: y

0

: z

0

). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ t

1

É t

2

, ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

t

2

i

x− 2t

i

y + z = 0; i = 1; 2:

òÅÛÁÑ Å£, �ÏÌÕÞÁÅÍ

2y = x(t

1

+ t

2

); z = xt

1

t

2

:

ðÒÉÍÅÒ 1. éÓÈÏÄÎÁÑ ËÏÎÉËÁ y

2

= xz × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (t

1

; t

2

) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ (t

1

+ t

2

)

2

= 4t

1

t

2

, Ô. Å. (t

1

− t

2

)

2

= 0.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ × ÔÏÞËÅ (1 : � : �

2

) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (t

1

− �)(t

2

− �) = 0.

îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, �ÒÏÈÏ-

ÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ n �ÒÑÍÙÈ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÁËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × n− 1 ÔÏÞËÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅ-

�ÅÎØ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ n− 1.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(140{144)
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ìÅÍÍÁ (äÁÒÂÕ). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n−1, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ
×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ p

1

= 0; : : : ,

p

n

= 0, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

p

1

· : : : · p
n

(
�

1

p

1

+ : : :+

�

n

p

n

)
= 0;

ÇÄÅ �

1

; : : : ; �

n

| ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ C =

= 0. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÑÍÕÀ l, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ �ÒÑÍÙÅ p

1

; : : : ; p

n

× n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ

x

1

; : : : ; x

n

, É ×ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ �

i

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÔÏÞËÁÈ x

i

×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

C − p

1

· : : : · p
n

(
�

1

p

1

+ : : :+

�

n

p

n

)
= 0: (1)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ

�

i

=

C(x

i

)

p

1

(x

i

) · : : : · p̂
i

(x

i

) · : : : · p
n

(x

i

)

:

�ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ p

i

. åÓÌÉ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ËÒÉ×ÕÀ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n− 1. îÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ p

i

, �ÏÜÔÏÍÕ

Å£ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ n. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, �ÏÜÔÏÍÕ C =

= p

1

· : : : · p
n

(
�

1

p

1

+ : : :+

�

n

p

n

)
= 0.

÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÑÍÙÈ p

1

; : : : ; p

n

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ËÏÎÉËÅ y

2

= xz × ÔÏÞËÁÈ

Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �

1

; : : : ; �

n

. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ äÁÒÂÕ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ n− 1, �ÒÏÈÏÄÑ-

ÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

n∑

i=1

�

i

(t

1

− �

i

)(t

2

− �

i

)

= 0:

�ÏÖÄÅÓÔ×Ï

�

i

t

1

− �

i

− �

i

t

2

− �

i

=

(t

2

− t

1

)�

i

(t

1

− �

i

)(t

2

− �

i

)

�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t

2

−t
1

ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

n∑

i=1

�

i

t

1

− �

i

=

n∑

i=1

�

i

t

2

− �

i

:

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ t

1

= t

2

, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ y

2

= xz.

ðÕÓÔØ

n∑

i=1

�

i

t− �

i

=

P

n−1

(t)

Q

n

(t)

= R(t);

ÇÄÅ Q

n

(t) = (t− �

1

) · : : : · (t− �

n

) É P

n−1

(t) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n− 1.
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òÁ×ÅÎÓÔ×Ï R(t

1

) = R(t

2

) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ R

�

(t

1

) = R

�

(t

2

), ÇÄÅ

R

�

(t) =

P

n−1

(t)

Q

n

(t) + �P

n−1

(t)

:

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ Ó �Á-

ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ �

1

(�); : : : ; �

n

(�), ÇÄÅ �

1

(�); : : : ; �

n

(�) | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q

n

(t) +

+ �P

n−1

(t), ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n − 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ R

�

(t) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

R

�

(t) =

n∑

i=1

�

i

(�)

t

1

− �

i

(�)

;

ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ �

1

(�); : : : ; �

n

(�) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

1)

äÌÑ n = 3 É n = 4 ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÎÓÅÌÅ ÔÅ�ÅÒØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. ðÒÉ n = 3 ÂÅÒ£Í

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×�ÉÓÁÎÎÙÊ × ËÏÎÉËÕ �

1

É Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÏËÒÕÇ ËÏÎÉËÉ �

2

. óÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÒÏÅË �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ �

2

É ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ �

1

. ðÒÉ n = 3 ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-

ÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

ÎÉËÁËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �

i

(�) ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ.

2)

äÌÑ n = 4 ÔÏÖÅ ÎÅÔ �ÒÏÂÌÅÍ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �

i

(�), �ÏÔÏÍÕ

ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÇÕÔ ÓÌÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ �

i

(�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÓÅÄ-

ÎÉÍ Ú×ÅÎØÑÍ ÌÏÍÁÎÏÊ, Á ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÎÉÅ ËÏÎÉË �

1

É �

2

. îÏ ÄÌÑ n = 4

ÕÖÅ ÎÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ

ÌÏÍÁÎÏÊ: ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÍÉÍÏ ×ÅÒÛÉÎ ÅÓÔØ ÅÝ£ É ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ. þÅÒÅÚ ÜÔÉ 6 ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ

É ÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ËÒÉ×ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, �ÒÉÞ£Í ËÒÉ×ÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑ-

ÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÏÊ �. �ÁËÁÑ

ËÒÉ×ÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÉËÉ � É �ÒÑÍÏÊ l, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï

ÞÅÔ×£ÒÏË �ÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÉ É ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ � É l. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÛÉÎÁ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙ �ÒÉ

Ä×ÉÖÅÎÉÉ ��ÅÒÅÅÈÁÔØ� Ó ËÏÎÉËÉ � ÎÁ �ÒÑÍÕÀ l. îÏ � É l ÎÅ ÉÍÅÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÔÏÞÅË ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ðÒÉ n > 5 �ÒÏÂÌÅÍÙ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÌÉÑÎÉÅÍ ÔÏÞÅË �

i

(�) É Ó �ÅÒÅÅÚÖÁÎÉÅÍ

×ÅÒÛÉÎ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÄÏÊÄ£Í Ë ÚÁÄÁÞÅ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏÍÁÎÕÀ A

1

A

2

A

3

: : : , ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ �

1

, Á

Ú×ÅÎØÑ ËÁÓÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÉ �

2

. íÙ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÁÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ËÏÎÉËÏÊ �

2

. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ A

i

ÉÍÅÅÔ

1)

óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ �

i

(�) É �

j

(�) �ÒÉ i 6= j ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �

×ÍÅÓÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ n-Ú×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ (n=k)-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ k

ÒÁÚ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ, ÎÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

2)

÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÉ �

1

É �

2

ÎÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ. éÚ ÓÌÉÑÎÉÑ

Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË �

i

(�), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÍ Ú×ÅÎØÑÍ ÌÏÍÁÎÏÊ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÁÓÁÎÉÅ ËÏÎÉË. á ×

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÓÅÄÎÑÑ.
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ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�

i−1

; �

i

). ëÏÎÉËÁ �

1

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f(t

1

; t

2

) = 0, ÇÄÅ

f(t

1

; t

2

) = at

2

1

t

2

2

+ bt

1

t

2

(t

1

+ t

2

) + 
(t

2

1

+ t

2

2

) + dt

1

t

2

+ e(t

1

+ t

2

) + f:

÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i−1

A

i

É A

i+1

A

i+2

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ �

i

ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

f(�

i−1

; �

i

) = 0 É f(�

i

; �

i+1

) = 0.

æÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

f(t

1

; t

2

) = �(t

1

)t

2

2

+ �(t

1

)t

2

+ 
(t

1

) =

= �(t

2

)t

2

1

+ �(t

2

)t

1

+ 
(t

2

):

þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ �

i

ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

�(�

i−1

)�

2

i

+ �(�

i−1

)�

i

+ 
(�

i−1

) = 0;

�(�

i+1

)�

2

i

+ �(�

i+1

)�

i

+ 
(�

i+1

) = 0;

ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ

∣∣∣∣∣∣∣∣

�(�

i−1

) �(�

i−1

) 
(�

i−1

) 0

0 �(�

i−1

) �(�

i−1

) 
(�

i−1

)

�(�

i+1

) �(�

i+1

) 
(�

i+1

) 0

0 �(�

i+1

) �(�

i+1

) 
(�

i+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= �(�

i−1

; �

i+1

):

�ÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i−1

A

i

É A

i+1

A

i+2

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ �(t

1

; t

2

) = 0. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �(t

1

; t

2

) =

= �(t

2

; t

1

) É � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ t

1

− t

2

, �ÏÜÔÏÍÕ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (t

1

− t

2

)

2

. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4 (�Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ),

�ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f

1

(�

i−1

; �

i+1

) = 0,

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ£Ô ËÏÎÉËÕ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i−1

A

i

É A

i+k−1

A

i+k

ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ

Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ (�Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

f(�

i−1

; �

i

) = 0; f

1

(�

i−1

; �

i+1

) = 0; : : : ; f

k−1

(�

i−1

; �

i+k−1

) = 0:

íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f

k

(�

i−1

; �

i+k

) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ

�

i+k−1

ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f

k−1

(�

i−1

; �

i+k−1

) = 0, f(�

i+k−1

; �

i+k

) = 0.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ �(�

i−1

; �

i+k

) = 0. æÕÎË�ÉÑ

f(�

i+k−1

; t) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ t = �

i+k

, ÎÏ É �ÒÉ t = �

i+k−2

.

ðÏÜÔÏÍÕ �(�

i−1

; �

i+k−2

) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

f

k−2

(x; y), Ô. Å. ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ �

i−1

É �

i+k−2

. ïÓÔÁ£ÔÓÑ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

k

= �=f

k−2

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.

þÔÏÂÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ �

i−1

É �

i+k

, ÂÙÌÁ ÏÞÅ-

×ÉÄÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÔØ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ. âÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

ÉÓËÌÀÞÁÔØ �

i

, �

i+1

, . . . , �

i+k−1

ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ f(�

i−1

; �

i

) = 0, f(�

i

; �

i+1

) = 0,

. . . , f(�

i+k−1

; �

i+k

) = 0, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÕÄÅÍ ÓÏËÒÁ-

ÝÁÔØ ÎÁ f

j

. åÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f , f

1

; : : : ; f

k−1

É ÏÂÒÁÔÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Ô. Å. ÉÓËÌÀÞÁÔØ �

i+k−1

; : : : ; �

i+1

; �

i

,

ÉÚ f(�

i+k−1

; �

i+k

) = 0; : : : ; f(�

i

; �

i+1

) = 0; f(�

i−1

; �

i

) = 0, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕ-

ÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

k

. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

k

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.
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�Å�ÅÒØ �ÒÉ n > 5 ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ

A

1

; : : : ; A

5

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ËÏÎÉËÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ

A

i

A

i+1

É A

i+n−1

A

i+n

= A

i+n−1

A

i

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÉËÅ.

åÓÌÉ n = 2m, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌ-

ÖÅÎÉÊ Ú×ÅÎØÅ× ×�ÉÓÁÎÎÏ{Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÎÅ ÉÚ m ËÏÎÉË,

Á ÉÚ m − 1 ËÏÎÉË É ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÎÁ n − 1.

ðÏÑÓÎÉÍ, �ÏÞÅÍÕ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÎÉË (É ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ) ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ f

k

(�

i−1

; x) = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ �

i±k . åÓÌÉ k = m, ÔÏ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÓÏ×�Á-

ÄÁÀÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

m

ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ.

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[ä℄ äÁÒÂÕ ç. ðÒÉÎ�É�Ù ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ì.{í.: çïî�é, 1938.
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çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ É ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ

á.á.ðÁÎÏ× ä. á. ðÁÎÏ×

�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÁÍÙÈ �ÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÙÈ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ × [1℄ É

�Ï×ÔÏÒÅÎÏ × [2℄, �×ÓÅ ÏÎÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙ É ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÙ�. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÔ

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÏÎÉËÉ C
0

É C
1

É �ÕÓÔØ A

1

A

2

: : :

: : : A

n+1

| ÌÏÍÁÎÁÑ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ C
0

, Á ÒÅÂÒÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ C
1

. �Ï-

ÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ A

1

ÜÔÁ n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ÏÎÁ

ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

ÎÁ ËÏÎÉËÅ C
0

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ, ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ É Ï�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ-

ÄÁÞÁÈ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ Ó×ÅÔÏ×ÏÇÏ ÌÕÞÁ × �ÌÏÓËÏÍ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÒÅÚÏ-

ÎÁÔÏÒÅ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÌÕÞÁ ÉÍÅÀÔ ÏÇÉÂÁÀÝÕÀ (ÎÁ Ï�ÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ |

ËÁÕÓÔÉËÕ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÕ, ÓÏÆÏËÕÓÎÕÀ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÍ ÜÌ-

ÌÉ�ÓÏÍ [3, 4℄.

íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÒÁ×-

ÎÏÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÌÉ�Ó ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÍÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÜÌÌÉ�Ó, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ, ÎÅ

�ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ, ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÒÁ×ÎÙÍÉ. çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ

ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ. úÁÒÑÄ (ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ ×

×ÉÄÕ ��ÌÏÓËÉÊ� ÚÁÒÑÄ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÕÌÏÎÏ×ÓËÁÑ ÓÉÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ), �ÏÍÅÝÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏ×ÏÄÑÝÉÊ ÜÌÌÉ�Ó, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÍ Ó ÇÏÍÅÏ-

ÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó �ÁÒÏÊ ËÏÎÉË

A

1

A

n+1

A

1

A

n+1

a) b)

òÉÓ. 1.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(145{157)
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C
0

É C
1

ËÁË Ó �ÁÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É Á�ÅÌÌÉÒÏ×ÁÔØ Ë ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ

ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ [2℄.

çÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÉËÁÈ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÜÔÏ

ÓÄÅÌÁÅÍ ÄÌÑ �ÁÒÙ �ÒÑÍÙÈ, Á �ÏÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ [5℄ É ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÎÉË. ÷ [5℄ ÄÁÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÉËÁÈ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁÑ

�ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏÎÉËÁÈ ÉÍÅÅÔ É ÄÒÕÇÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÏÑËÏ-ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×Ï-

ÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅ-

ÌÅ [6℄, [7℄.

�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Q
0

É Q
1

× CP

3

.

þÅÒÅÚ L

′Q
1

É L

′′Q
1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q
1

.

ðÕÓÔØ B

1

B

2

: : : B

2n+1

| ÌÏÍÁÎÁÑ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ T =

= Q
0

∩ Q
1

, Á ÒÅÂÒÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ (ÞÅÒÅÄÕÑÓØ) ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ

L

′Q
1

, L

′′Q
1

. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ B

1

ÜÔÁ 2n-Ú×ÅÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ B

1

ÎÁ T .
�ÅÏÒÅÍÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

ÂÙÌÁ ×ÉÄÎÁ ÅÅ Ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÏÎÓÅÌÅ. ðÏÓÌÅ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÙ �ÒÉ×Ï-

ÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÌÑ �ÕÞËÁ Ë×ÁÄÒÉË × CP

3

. ÷ ËÏÎ�Å

ÓÄÅÌÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÓÔØÀ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ-

ÓÔØÀ, Ï ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ Ó ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ É Ï ÄÒÕÇÉÈ

×Ï�ÒÏÓÁÈ.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | �ÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ:

. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ,

. ÜÌÌÉ�Ó ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ,

. ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁ×ÎÙ.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÎÅ×ÅÒÎÙ,

ÏÎÉ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ

üÔÏÔ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ�ÏÌÏ×ÉÎÕ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ

ÍÉÒÅ ÓÉÌÁ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ

ÍÁÓÓÁ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÚÄÁÅÔ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÅ ÎÕÌÅ-

×ÏÅ �ÏÌÅ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ. ÷Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÁÎÓ ÓÉÌ | Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-

ÎÙÅ ÄÕÇÉ, ×ÙÓÅËÁÅÍÙÅ ÈÏÒÄÁÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ

ÎÁ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÓÉÌÁÍÉ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕ-

ÅÔ ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

d'

1

l

1

=

d'

2

l

2

: (1)
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d'

1

d'

2

l

1

l

2

òÉÓ. 2. òÉÓ. 3.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÁËÏÎ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ É ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

�ÏÌÅ ÂÙÌÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ

ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3 ÔÏÖÅ �ÏÄÏÂÎÙ É ÄÌÑ ÎÉÈ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÅÎÉÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). óÏÈÒÁÎÉÍ ÄÌÑ ÓÉÌ ÚÁËÏÎ ÏÂÒÁÔÎÏÊ

�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÕÇÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. 2), �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÔ ÅÅ. îÏ, ÅÓÌÉ ÄÕÇÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÄÎÕ

ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. 3), ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÑÑ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ, Á

ÂÌÉÖÎÑÑ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÅÔ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÅÍ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ d'. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÒÉÓÕÎËÕ 2. ðÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÈÏÒÄÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÌÙÍ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×Ï-

ËÒÕÇ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ ÜÔÏÔ �Ï×ÏÒÏÔ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ-

�ÉÀ ÎÁ ÄÕÇÁÈ d'

1

É d'

2

. åÓÌÉ ÖÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3, ÓÅËÕÝÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ

�Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÉÚ ÓÅËÕÝÅÊ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÉÍÉ ÄÕÇ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | É ÜÌÌÉ�Ó ÔÏÖÅ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ

üÌÌÉ�Ó Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÍÁÓÓÁ ÏÂÒÁÚÁ

ÒÁ×ÎÁ ÍÁÓÓÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ� �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ [5℄. ðÏ-

ÓÌÅÄÎÀÀ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ d'. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÇÏÍÅÏÉÄ-

ÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1). ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÌÉ�Ó, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ, ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÎÅ

�ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ ÒÁ×ÎÙ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ d É ÚÁ�ÉÛÅÍ ÅÅ ×

×ÉÄÅ d = k( ) ds, ÇÄÅ ds ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔ-

ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ 1=k | ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÌÌÉ�Ó. ðÕÓÔØ l( 

1

) É l( 

2

) ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏ×ÅÄÅÎ-

ÎÙÈ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l( 

1

)k( 

1

) É l( 

2

)k( 

2

) ÒÁ×ÎÙ
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m

1

l

1

l

2

A

1

A

2

 

2

B

1

;  

1

d'

2

d'

1

òÉÓ. 4.

ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ËÁË ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |

l( 

1

)k( 

1

) = l( 

2

)k( 

2

): (2)

åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ l( )k( ) ÄÌÉÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, ÔÏ, ÎÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ.

÷ÓÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÓÔÕ�ÁÔØ Ë ÄÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ËÏÎÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÓÁÍÉ. îÁ ËÏÎÉËÅ C
0

××ÅÄÅÍ

ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d', ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÚÄÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÉÌÏ×ÏÅ �ÏÌÅ. �Ï ÅÓÔØ ÔÁËÕÀ

�ÌÏÔÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1). îÁ ËÏÎÉËÅ C
1

××ÅÄÅÍ ÇÏ-

ÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d = k( ) ds, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ

× ×ÉÄÅ (2).

ðÕÓÔØ A

1

A

2

| ÈÏÒÄÁ ËÏÎÉËÉ C
0

, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ËÏÎÉËÉ C
1

, �ÒÉÞÅÍ A

1

= A('

1

) É

A

2

= A('

2

) (ÒÉÓ. 4). þÅÒÅÚ l

1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ ÔÏÞËÉ A

1

ÄÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ

B

1

= B( 

1

). þÅÒÅÚ l

2

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ A

2

.

îÁËÏÎÅ�, ÞÅÒÅÚ m

1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÏÔ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ B

1

ÄÏ ÔÏÞËÉ A

2

É �ÏÌÏ-

ÖÉÍ k

1

= k( 

1

), k

2

= k( 

2

).

óÄ×ÉÎÕ× ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A

1

ÎÁ d' = d'

1

, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1) �ÏÌÕÞÁÅÍ

d'

1

l

1

=

d'

2

m

1

:

÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) �ÏÌÕÞÁÅÍ

m

1

k

1

= l

2

k

2

:

ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

d'

1

l

1

k

1

=

d'

2

l

2

k

2

:

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚ×ÅÒÎÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏ

d'

1

l

1

k

1

=

d'

2

l

2

k

2

= · · · = d'

n+1

l

n+1

k

n+1

:
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ðÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á ÓÏËÒÁÔÉÍ ÄÏ

d'

1

l

1

k

1

=

d'

n+1

l

n+1

k

n+1

:

åÓÌÉ ÌÏÍÁÎÁÑ A

1

A

2

: : : A

n+1

ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ l

n+1

= l

1

, É k

n+1

= k

1

. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ

d'

n+1

= d'

1

: (3)

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÌÉÛØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÄ×ÉÇÏ×, ÎÏ

�ÏËÁ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ �|ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ËÏÎÉËÏÊ C
1

, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ ÜÌÌÉ�ÓÁ C
0

(ÞÉÓÌÏ ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÎÉÊ). óÄÅÌÁÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÕÇ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ

d'

n+1

= (−1)�d'
1

:

ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÜÌÌÉ�ÓÏ× ÞÉÓÌÏ � ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÎÉÊ

ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÞÅÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3)

×ÅÒÎÏ É Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. �Ï ÅÓÔØ ËÕÄÁ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ A

1

, ÒÏ×ÎÏ ÔÕÄÁ ÖÅ

ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ A

n+1

É ÌÏÍÁÎÁÑ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ. �ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ �ÏÞÔÉ

ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë �ÁÒÅ ÜÌÌÉ�ÓÏ×

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÜÌÌÉ�ÓÏ×. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ, ÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÎÉËÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ËÏÎÉËÉ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ. åÓ-

ÌÉ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÕ ÉÚ

ËÏÎÉË C
0

, C
1

, ÔÏ ÏÔ�ÒÁ×É× ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÉÍ �ÁÒÕ

ÜÌÌÉ�ÓÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÎÉË

(ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, �ÏÄÏÂÎÏÍ ÒÉÓ. 1 b). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ

ðÏÎÓÅÌÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ | ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ [1, 2℄. ðÒÉ ÔÁËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ

ËÏÎÉËÉ ÌÉÛØ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÏÌÑÍÉ | ÏÂÒÁÚ ÌÏÍÁÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ×�ÉÓÁÎ × ÏÂÒÁÚ C
1

É

ÂÕÄÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÏÂÒÁÚÁ C
0

. îÏ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÞÔÏ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÅ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ

ÏÂÒÁÚÙ ËÏÎÉË, É ÚÎÁÞÉÔ Ï�ÑÔØ ÄÅÌÏ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë �ÁÒÅ ÜÌÌÉ�ÓÏ×.

çÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ É

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ

çÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ, ËÁË ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ

ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ, ÎÏ É ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÉËÁÈ. �ÁË ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ËÏÎÉË É ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ

ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÔ

ðÕÓÔØ ËÏÎÉËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ L

1

É L

2

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÔÏÞ-

ËÅ O (ÒÉÓ. 5). ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ P ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ×Ù�ÕÓÔÉÍ ÉÚ ÎÅÅ
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ds

1

ds

2

s

1

s

2

P

O

l

2

l

1

òÉÓ. 5.

ds

1

ds

2

s

1

s

2

P

O

l

2

l

1

òÉÓ. 6.

Ä×Å ÂÌÉÚËÉÅ �ÒÑÍÙÅ. ïÎÉ �ÅÒÅÓÅËÕÔ L

1

É L

2

�Ï ÏÔÒÅÚËÁÍ ds

1

É ds

2

. òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ

ÏÔ ÔÏÞËÉ P ÄÏ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l

1

É l

2

, Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ

O ÄÏ ÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ s

1

É s

2

. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ds

1

=s

1

l

1

=

ds

2

=s

2

l

2

; (4)

ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ d' = ds=s �ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÔ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ | Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÄÎÏÊ

ÍÅÄÁÌÉ

ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó ÜÌÌÉ�ÓÏÍ, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔ-

ÎÏÓÔØ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ (ÉÚ-ÚÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ ÓÏ

ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÄÕÇ) É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ

�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ××ÅÄÅÎÁ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d' = k(s) ds, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÁÑ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, (ÒÉÓ. 6) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÌÉÎÙ s

1

É s

2

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

k

1

s

1

= k

2

s

2

: (5)

ðÕÓÔØ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ä×Å ÂÌÉÚËÉÅ �ÒÑÍÙÅ, ×ÙÓÅËÁÀÝÉÅ ÎÁ

ËÒÉ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÌÉÎÙ ds

1

É ds

2

, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÏÔ P ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ

l

1

É l

2

(ÒÉÓ. 6). ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÏÔ ÎÉÈ

ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ s

1

É s

2

. �ÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4) É (5), ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ k

1

ds

1

=l

1

= k

2

ds

2

=l

2

, Ô. Å.

d'

1

l

1

=

d'

2

l

2

:

äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔ, ÔÁË ËÁË ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÂÁÌÁÎÓ

ÓÉÌ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ ÔÁËÖÅ

×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.
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áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ËÏÎÉËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0, ÇÄÅ

F (x; y) = [x y 1℄A




x

y

1




:

ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ (x

1

; y

1

) É (x

2

; y

2

) ÎÁ ËÏÎÉËÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ O. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ s

1

ÏÔ O ÄÏ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÉÍÅÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÁ

s

1

= 2








[x

1

y

1

1℄A




x

2

y

2

1








/∣∣∇F (x

1

; y

1

) ∧∇F (x
2

; y

2

)

∣∣



 ·
(∣∣∇F (x

1

; y

1

)

∣∣
)
:

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÚÄÅÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÅË

ËÁÓÁÎÉÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ

ËÏÎÉËÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ

d' =

ds

|∇F |
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ É ËÏÎÉËÁ �ÅÒÅÓÔÁÅÔ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÔØ ÉÚ-ÚÁ ÌÏËÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ | ÜÔÁ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁ.

ä×ÏÑËÏ-ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ |

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ C, ÌÅÖÁÝÅÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÚÁÄÁÎÁ �ÌÏÔÎÏÓÔØ d' = k ds,

ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. îÁ ËÒÉ×ÏÊ ××ÅÄÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, Á �ÌÏÓ-

ËÏÓÔØ ×ÌÏÖÉÍ × R

3

. ÷ R

3

�ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ ËÒÉ×ÏÊ C. éÍÅÎÎÏ, × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ P ∈ C �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏ-

ÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ � × ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë C É ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔ k(P ). ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Q ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ Ä×ÏÑËÏ-

ÌÉÎÅÊÞÁÔÏÊ, ÔÁË ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ Q ÌÅ-

ÖÁÔ É ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ −k(P ).

�

òÉÓ. 7.



152 á.á.ðÁÎÏ×, ä. á. ðÁÎÏ×

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ Ä×ÏÑËÏ-ÌÉÎÅÊÞÁÔÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÏÄ-

ÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÌÉÂÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. ïÔÓÀÄÁ, ËÓÔÁÔÉ,

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÉËÁ. é, ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ

�ÌÏÔÎÏÓÔØ Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÉÚ-ÚÁ ÌÏËÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÂÁÌÁÎÓÁ ÓÉÌ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÉËÁÈ.

ïÔ ËÏÎÉË Ë Ë×ÁÄÒÉËÁÍ | ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

éÔÁË, × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÉÄÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏ-

ÎÉËÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

ïÔ ËÏÎÉË Ë Ë×ÁÄÒÉËÁÍ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ

Ó Ä×ÕÍÑ ÜÌÌÉ�ÓÁÍÉ C
0

É C
1

, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy. îÁÄ ÜÌ-

ÌÉ�ÓÏÍ C
0

�ÏÓÔÒÏÉÍ �ÉÌÉÎÄÒ Q
0

Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ z. éÓ�ÏÌØÚÕÑ

ÇÏÍÅÏÉÄÎÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ C
1

, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁÄ ÎÉÍ ÏÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒ-

ÂÏÌÏÉÄ Q
1

. ÷ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ ËÏÎÉË C
0

,

C
1

É ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÉË Q
0

, Q
1

, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔ-

ÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Q
1

�ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ xy ×

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ C
1

, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q
0

⋂
Q

1

× ËÏÎÉËÕ C
0

.

ë×ÁÄÒÉËÉ É ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å CP

3

×ÓÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÙ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Ë ×ÉÄÕ x

1

x

2

= x

3

x

4

. �ÁËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ | �x

1

= �x

3

; �x

2

= �x

4

É �x

1

= �x

4

; �x

2

= �x

3

.

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ CP

1

(Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

�; �) É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÚ ËÁÖÄÏ-

ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × CP

3

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ CP

1 × CP

1

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ × CP

3

. ðÕÓÔØ T = Q
0

⋂
Q

1

|

ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. þÅÒÅÚ LQ
1

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q
1

. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ CP

1

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

S

2

. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × LQ
1

, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q
0

Á, ÚÎÁÞÉÔ, É T ÒÏ×ÎÏ ×

Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T = Q
0

⋂Q
1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×Õ-

ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ S

2

. õ ÜÔÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ

(ËÁË ÒÁÚ ÔÅ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ �ÒÑÍÙÅ ÉÚ LQ
1

ËÁÓÁÀÔÓÑ T ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T |

ÔÏÒ (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [8℄).

÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÉË, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Q
0

É Q
1

× CP

3

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �Ï

ÔÏÒÕ T = Q
0

⋂Q
1

. ðÕÓÔØ Ï�ÑÔØ LQ
1

ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ë×Á-

ÄÒÉËÉ Q
1

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ � ÔÏÒÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ p

′
É p

′′
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ÔÏÒÁ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ | p

′ ↔ p

′′
. ðÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÒÁÔ-

ÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÜÔÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.

õ ÔÏÒÁ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÔÉ�Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ. üÔÏ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ �ÏÌÕ�ÅÒÉÏÄ

É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÏËÁÚÙ-

×ÁÅÔ, ÞÔÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ.

îÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q
1

ÅÓÔØ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ L

′Q
1

, L

′′Q
1

. éÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �

′
É �

′′
. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÔÉÈ ÉÎ×Ï-

ÌÀ�ÉÊ �

′′
�

′
: : : �

′′
�

′
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÏÒÁ É ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÁÒÁÎ-

ÔÉÒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ Ë ËÏÎÉËÁÍ

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ ËÏ-

ÎÉË. ÷ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ �ÕÎËÔÁ ïÔ ËÏÎÉË Ë Ë×ÁÄÒÉËÁÍ. ðÕÓÔØ ÒÁÓ-

�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑA

1

A

2

: : : A

n+1

, A

1

= A

n+1

×�ÉÓÁÎÁ

× C
0

É Ï�ÉÓÁÎÁ ÏËÏÌÏ C
1

. ðÏÄÎÉÍÅÍ ÅÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q
1

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÌÏ-

ÍÁÎÁÑ B

1

B

2

: : : B

n+1

, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÒÅÚËÉ B

2i−1

B

2i

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÚ L

′Q
1

,

Á ÏÔÒÅÚËÉ B

2i

B

2i+1

| ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÚ L

′′Q
1

. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ: ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË

A

i

A

i+1

ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÏÎÉËÉ C
1

×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ C
0

), ÔÏ

ÔÏÞËÉ B

i

, B

i+1

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy, ÅÓÌÉ ÖÅ ËÁÓÁÎÉÅ

×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ, ÔÏ B

i

, B

i+1

ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊA

1

A

2

: : : A

n+1

ÞÉÓÌÏ ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁ-

ÎÉÊ � ÞÅÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ n ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ

ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ B

1

= B

n+1

. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÏÍÁÎÁÑB

1

B

2

: : : B

n+1

ÂÕÄÅÔ

ÚÁÍËÎÕÔÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ B

1

, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÌÏÍÁÎÁÑ

A

1

A

2

: : : A

n+1

�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

.

åÓÌÉ ÖÅ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ B

1

= �

z

B

n+1

, ÇÄÅ �

z

ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xy. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B

1

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ

ÔÏÞËÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ �

z

�

′
: : : �

′′
�

′
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ B

1

ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ B

1

= �

z

B

n+1

É, ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÉ

ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ A

1

Ï�ÑÔØ ÖÅ ÂÕÄÅÔ A

1

= A

n+1

.

åÝÅ ÏÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ

ëÁË ÂÙÌÏ ÏÂÅÝÁÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÕÞÏË Ë×ÁÄÒÉË Q
�

× CP

3

. ðÕÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

T =

⋂
�

Q
�

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÒÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2n Ë×ÁÄÒÉË Q
1

; : : : ;Q
2n

, �ÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÁÝÉÈ �ÕÞËÕ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÂÅÒÅÍ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ

LQ
i

. ðÕÓÔØ �

i

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÔÏÒÁ T . �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �

1

· · ·�
2n

ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÉË.
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äÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ

ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÏÎ-

ÓÅÌÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÍ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ. �ÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ×ÓÅ ×ÒÅ-

ÍÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÓÁ, ÓÏÆÏËÕÓÎÏÇÏ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. á ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÒÁÅË-

ÔÏÒÉÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÍÅÖÄÕ ÆÏËÕÓÁÍÉ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÓÏÆÏËÕÓÎÏÊ ÇÉ-

�ÅÒÂÏÌÅ. �ÁËÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÏÂÑÚÁÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ

ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ.

ðÕÓÔØ (x

n

; y

n

) | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ

ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1;

Á V

n

= (u

n

; v

n

), |V
n

| = 1 | ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÁÓÔÉ�Ù �ÅÒÅÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÏÕÄÁÒÅ-

ÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ

(x

n+1

+ x

n

)(x

n+1

− x

n

)

a

2

+

(y

n+1

+ y

n

)(y

n+1

− y

n

)

b

2

= 0

É ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÏÒÍÁÌÅÊ

∇
(
x

2

a

2

+

y

2

b

2

)
=

(
2x

a

2

;

2y

b

2

)

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÓÕÍÍÁ ÎÏÒÍÁÌÅÊ, ×ÚÑÔÙÈ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÄÙ

ÜÌÌÉ�ÓÁ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÅ. üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ �ÏÌÑ

ÎÏÒÍÁÌÅÊ ÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÉÄÁ

F (x

n

; y

n

; u

n

; v

n

) =

x

n

u

n

a

2

+

y

n

v

n

b

2

: (6)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÇÏÍÅÏÉÄÎÏÓÔØ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÍÅÈÁÎÉÚÍÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ-

ÅÍÏÓÔÉ, Ô. Å. ËÒÉ×ÕÀ Ó ÔÁËÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÅÍ N , ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ

ËÏÎ�ÁÈ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÄÙ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÅ. âÅÒÑ ÍÁÌÕÀ ÈÏÒÄÕ, ×ÉÄÉÍ,

ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÅ ÎÏÒÍÁÌÅÊ. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÒÄÙ ×ÅËÔÏÒÙ

ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ N

1

É N

2

, Á ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ ËÏÎ�Ï× ÈÏÒÄÙ ÄÏ ÉÈ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ l

1

É l

2

. �ÏÇÄÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÉÓÕÎÏË 8,

l

1

N

1

=

l

2

N

2

;

ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ó ×ÅÓÏÍ 1=|N | ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÌÏÔÎÏÓÔØ 1=|N | ÇÏÍÅÏ-
ÉÄÎÁÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÁÍÁ ËÒÉ×ÁÑ | ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÉËÁ.

æÁÚÏ×ÙÊ �ÏÒÔÒÅÔ

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ (6) É �ÏÌÏÖÉÍ × ÎÅÍ

x = a 
os t; y = b sin t

u = 
os'; v = sin':
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N

1

N

2

l

2

l

1

òÉÓ. 8.

�ÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

F (t; ') = (a+ b) 
os(t− ')− (a− b) 
os(t+ '): (7)

úÎÁÞÉÔ, × ÆÁÚÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t; ') ÔÏÞËÁ (t

n

; '

n

), ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (x

n

; y

n

) É ×ÅËÔÏÒÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÅÒÅÄ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅÍ

(u

n

; v

n

), Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ F (t; '). æÁÚÏ×ÙÊ �ÏÒÔÒÅÔ ÜÌÌÉ-

�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 9, �ÏÌÕÞÅÎ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ. éÚ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÚÁ�ÕÓËÁÌÉÓØ ÞÁÓÔÉ�Ù É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÔÅÞÅÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÁÌÉÓØ ÔÏÞËÉ (t

n

; '

n

).

t

'

�

�

−�

�

òÉÓ. 9.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ É ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ

îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ ÎÅ

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÉÓÕÎËÁ 9 É ËÁÒÔÉÎÙ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎË�ÉÉ (7) �ÏÄ-

Ô×ÅÒÖÄÁÅÔ ÜÔÏ. ïÄÎÁËÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É

ÂÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ.
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ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ï�ÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉ�ÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ�Á, ÏÄÉÎ ÒÁÚ

�ÒÏÛÅÄÛÁÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ, ÂÕÄÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓÙ É �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÇÏ ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÑ. úÁ�ÕÓÔÉÍ ÞÁÓÔÉ�Õ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÞÅÒÅÚ �ÒÁ-

×ÙÊ ÆÏËÕÓ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ, ÏÔÒÁÖÁÑÓØ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÈÏÄÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓÙ,

ÞÁÓÔÉ�Á ÂÕÄÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ Ë ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ìÅÇËÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ

ÜÔÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ 
 =

√
a

2 − b

2

| ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÄÏ

ÅÇÏ ÆÏËÕÓÁ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ

ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ × (a+ 
)=(a− 
) ÒÁÚ.

÷ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ

ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÔÏÍÕ Ó�ÅÎÁÒÉÀ. ïÄÎÁËÏ, �ÏÓÌÅ �ÒÉÖÁÔÉÑ

Ë ÏÓÉ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÎÅÅ ÞÁÓÔÉ�Á ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÂÏÌØÛÏÊ

ÏÓÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÅÅ ÓÎÏ×Á �ÒÉÖÉÍÁÅÔ Ë ÏÓÉ É ÓÎÏ×Á ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ É ÔÁË

ÄÁÌÅÅ | ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÂÉÅÎÉÑ. äÁÄÉÍ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÅÎÉÀ.

úÁ�ÕÓÔÉÍ × �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÞÁÓÔÉ�Õ ÞÅÒÅÚ ÆÏËÕÓ, �ÏÄÏÖÄÅÍ �Ï-

ËÁ ÏÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÖÍÅÔÓÑ Ë ÏÓÉ É ÏÂÒÁÔÉÍ ÅÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ. ïÂÒÁÝÅÎÎÁÑ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù, É �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÜÔÁ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ, ÎÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÅÅ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÂÌÉÚÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÏÓÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ:

ÏÄÎÁ �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÏÓÉ, ÄÒÕÇÁÑ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÅ. ÷ �ËÏÍ�ØÀÔÅÒ-

ÎÏÍ� ÂÉÌÌÉÁÒÄÅ ÚÁ ÓÞÅÔ ÏÛÉÂÏË ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ��ÅÒÅÓÁÄËÁ� Ó �ÒÉÔÑÇÉ-

×ÁÀÝÅÊÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÎÁ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÕÀÓÑ É ÞÁÓÔÉ�Á ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÕÄÁÌÑÔØÓÑ ÏÔ

ÏÓÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. üÔÉÍ É ÏÂßÑÓÎÑÀÔÓÑ ÂÉÅÎÉÑ. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ ÍÏÖ-

ÎÏ �ÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØ, �ÒÏ×ÏÄÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, | × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù ÏÔ ÏÓÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÓÌÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁ-

ÖÅÎÉÊ.

ðÁÒÁ ËÏÎÉË �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ

üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÉÍÅÅÔ �ÒÉ×ÙÞËÕ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅË-

ÓÔÙ ÚÁÄÏÍ ÎÁ�ÅÒÅÄ | ÏÔ ËÏÎ�Á Ë ÎÁÞÁÌÕ. úÄÅÓØ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, �ÏÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÅ

ÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ÓÔÁÔØÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÞÅÍÕ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ É ÎÅ �ÉÓÁÔØ. ÷ [2℄ ÉÍÅÅÔ-

ÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁÛÅ �ÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓËÒÏÅÎÏ �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ�Õ. ðÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ Ä×ÕÍÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ

Ä×ÕÈ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÜÌÌÉ�ÓÏ×. ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅ×ÒÁÔÉÍ

×ÎÅÛÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÅÀ ËÒÕÇ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ËÒÕÇ [2℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ H

1

ÓÄ×ÉÇÏ× ×ÄÏÌØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ËÒÕÇÁ. ä×ÉÖÅÎÉÑ

ÉÚ H

1

�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÈÏÒÄÙ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÄÉÁÍÅÔÒÕ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ ËÒÕ-

ÇÁ Ä×ÉÖÕÔÓÑ �Ï ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÁÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ �ÏÌÕÜÌÌÉ�ÓÁÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ

×ÎÅÛÎÅÊ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÁÍÅÔÒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á H

2

ÓÄ×ÉÇÏ× ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÁ-

ÍÅÔÒÁ. ðÕÓÔØ h

1

∈ H

1

É h

2

∈ H

2

. �ÏÇÄÁ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ h

1

h

2

ÔÏÞËÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÀÇ-ÓÅ×ÅÒ, Á �ÏÔÏÍ ×ÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ

ÚÁ�ÁÄ-×ÏÓÔÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÁÒÁ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ h

1

; h

2

, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ y = h

1

h

2

(x).
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ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÜÌÌÉ�Ó �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÜÌÌÉ�Ó, ÎÏ �ÒÉ

ÜÔÏÍ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÅÎÔÒ ÏÂÒÁÚÁ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÞÅ×ÉÄ-

ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ h

1

h

2

, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ

ÅÇÏ × ÜÌÌÉ�Ó, �ÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ËÒÕÇÁ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ ÓÄ×ÉÇÏ× ×ÄÏÌØ

ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÏÓØ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉ�ÓÁ. ðÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ

�ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù É ÂÏÌØÛÁÑ, É ÍÁÌÁÑ ÏÓÉ ÜÌÌÉ�ÓÁ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ Ó×ÏÉ ÒÁÚ-

ÍÅÒÙ. îÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÏÓØ ÄÅÌÁÅÔ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ É × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÜÌÌÉ�Ó

�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÁÒÁ ËÏÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ×ÅÄÅ-

ÎÁ Ë ×ÉÄÕ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, É ÔÅ�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÎÓÅÌÅ ÉÚ [2℄.
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îÁÛ ÓÅÍÉÎÁÒ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ÓÀÖÅÔÙ

ï ÓÕÍÍÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ

áËÁÄÅÍÉË òáî ä.÷.áÎÏÓÏ×

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÕÍ-

ÍÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

1. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ

ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ, �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I , ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (×ËÌÀÞÁÑ É ÓÌÕÞÁÊ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ R); ÉÎÙÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, I | Ó×ÑÚÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R.

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ

[a; b℄ ⊂ I ÇÒÁÆÉË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f

∣∣
[a;b℄

ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ

ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ËÏÎ�Ù (a; f(a)) É (b; f(b)) ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ É

ÔÏÞÎÅÅ ÜÔÏ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÙÍ Ñ ÂÕÄÕ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÄÁÌÅÅ, ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ [a; b℄ ÔÏÞËÁ (x; f(x)) ÇÒÁÆÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÅ ×ÙÛÅ ÔÏÞËÉ

ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ�ÉÓÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:

f((1− t)a+ tb) 6 (1− t)f(a) + tf(b) �ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1℄: (1)

æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØ-

ËÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É Å£ ÌÏÇÁÒÉÆÍ log f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.

(÷ÙÂÏÒ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ÚÄÅÓØ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ, ÉÂÏ log




1

f = log




1




2

log




2

f .

îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ > 1.) üÔÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÔÁË:

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ [a; b℄ ⊂ I

f((1− t)a+ tb) 6 f(a)

1−t
f(b)

t

�ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1℄: (2)

îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÖÅ ÑÚÙËÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË f

∣∣
[a;b℄

ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É f ,

× ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ. (ðÏÄ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÅÊÞÁÓ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØ-

ËÏ �ÞÉÓÔÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ� e

�x

, ÎÏ É ÔÁ ÖÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(158{163)
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ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ �e

�x

, ÇÄÅ � > 0.) çÒÁÆÉËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ×ÓÅ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÙÈ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ [a; b℄ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÕÇ E ×

�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ R×(0;∞). äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙ-

ÍÉ ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÄÕÇÁ ÉÚ E Ó ËÏÎ�ÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ìÏÇÁÒÉÆ-

ÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÔØ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÉËÉ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ [a; b℄ ⊂ I ÌÅÖÁÔ ÎÉÖÅ ÄÕÇ ÉÚ E Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÎ�ÁÍÉ. ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ

×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï L ×ÓÅÈ ÎÅ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ

ÏÔÒÅÚËÏ× (ÇÒÁÆÉËÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) × R2

(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï L ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×

R2

Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á E × R×(0;∞):

ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎ�ÁÍÉ ÒÏ×ÎÏ

ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÚ L).
ëÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÁ, Á ËÁÖÄÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-

ÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ ×Ù�ÕËÌÁ (ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ Õ�ÒÁÖÎÅ-

ÎÉÅ �Ï ÁÎÁÌÉÚÕ). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ (ÇÒÁÆÉË f

∣∣
[a;b℄

ÌÅÖÉÔ �ÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜËÓ-

�ÏÎÅÎÔÙ, Á ÔÏÔ | �ÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ). äÌÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ f = �e

�x

Ó

� 6= 0 ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ f

∣∣
[a;b℄

, ËÒÏÍÅ ÅÇÏ ËÏÎ�Ï×, ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ ÔÏÞËÉ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÒÏÍÅ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L ∩ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.

óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÕËÌÁ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ

×Ù�ÕËÌÏ. ïÔÎÀÄØ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ

�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ f; g ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙ, ÔÏ f + g ÔÏÖÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-

ÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁ×ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ÎÏ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÉÖÅ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×�ÏÌ-

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÏ×ÙÍ; ÄÏ×ÏÌØÎÏ Õ×ÅÒÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÎÁ

ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎÏ ÎÅ �ÕÂÌÉËÏ×ÁÌÏÓØ. äÏËÁÖÅÍ Ó�ÅÒ×Á ÄÒÕÇÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ f ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ R ÆÕÎË�ÉÉ e

�x

f(x) ×Ù�ÕËÌÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:

log (e

�x

f(x)) = �x + log f(x) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ log f(x) ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÁË

ÞÔÏ log (e

�x

f(x)) É log f(x) ×Ù�ÕËÌÙ ÉÌÉ ÎÅ ×Ù�ÕËÌÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. á ÅÓÌÉ ÆÕÎ-

Ë�ÉÑ e

�x

f(x) ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÕËÌÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ R ÆÕÎË�ÉÉ e

�x

f(x) ×Ù�ÕËÌÙ. ðÕÓÔØ

[a; b℄ ⊂ I . õÓÌÏ×ÉÅ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ e

�x

f(x) (×ÅÄØ e

�((1−t)a+tb)
= (e

�a

)

1−t
(e

�b

)

t

;

ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �, ÞÔÏ

e

�a

f(a) = e

�b

f(b) (ÉÍÅÎÎÏ,

� =

1

b− a

ln

f(a)

f(b)

; (3)

ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÅÍÅÊÓÔ×Á E , ×ÚÑÔØ ÄÕÇÕ, ÓÏ-
ÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ËÏÎ�Ù ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f

∣∣
[a;b℄

, É ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ

ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ). �ÁË ËÁË ËÏÎ�Ù ÄÕÇÉ y = e

�x

f(x); x ∈ [a; b℄ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ
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×ÙÓÏÔÅ, ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ÄÕÇÁ ÉÚ E | ÜÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. á ÒÁÚ ÆÕÎ-

Ë�ÉÑ e

�x

f(x) ×Ù�ÕËÌÁ, ÔÏ Å£ ÇÒÁÆÉË ÌÅÖÉÔ �ÏÄ ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ. úÄÅÓØ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ

×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ËÁË ÄÕÇÁ ÉÚ L, ÎÏ ÏÎ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÄÕÇÏÊ ÉÚ E , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ËÏÎ�Ù

ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ. ÷ÏÔ É ×ÙÈÏÄÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ e

�x

f(x) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2).

áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÔÏ ÖÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

e

�((1−t)a+tb)
f((1− t)a+ tb) 6 (1− t)e

�a

f(a) + te

�b

f(b) = e

�a

f(a) =

= (e

�a

f(a))

1−t (
e

�b

f(b)

)
t

;

ÇÄÅ Ó�ÅÒ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ e

�x

f(x), Á ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ e

�a

f(a) = e

�b

f(b).

�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÁ£Ô Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ

Ó �ÏÍÏÝØÀ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ. äÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅÏÂÈÏ-

ÄÉÍÁ Å£ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ). äÌÑ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÎÁÄÏ ËÁË ÂÙ �ÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØ f ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �ÔÅÓÔÏ×� | ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ (1) (ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ

a; b) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ, ÎÏ É �ÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

×ÉÄÎÏ, �ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÔÁË | �ÒÉ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÔÅÓÔÏ×� (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ (3)) ÕÓÌÏ×ÉÅ

(1) ÄÌÑ e

�x

f(x) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ

ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÑ e

�x

(f(x) + g(x)) ×Ù�ÕËÌÁ. îÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ

ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ e

�x

f(x), e

�x

g(x).

2. úÄÅÓØ Ñ ÏÓÔÁÎÏ×ÌÀÓØ ÎÁ ÉÍÅÀÝÅÍÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ 1.

ëÏÇÄÁ f Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Å£ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,

ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ f

′′ > 0, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ | × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ

f

′′
f − f

′2 > 0. äÌÑ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ f; g

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÀÄÕ (f + g)

′′
(f + g)− (f

′
+ g

′
)

2 > 0.

ïÎÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÁËÏÍÕ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ: ÅÓÌÉ 
; 
 > 0,

a
 > b

2

É �
 > �

2

, ÔÏ (a + �)(
 + 
) > (b + �)

2

. (íÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ 
 = f É 
 = g,

�ÏÜÔÏÍÕ 
; 
 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅ-

ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a
 > b

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ Ó > 0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ

ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ ax

2

+ 2bx + 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ x.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÍÙ �ÅÒÅÆÒÁÚÉÒÕÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �
 > �

2

É (a+�)(
+
) > (b+�)

2

, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒ£È-

ÞÌÅÎÏ× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. íÏÖÎÏ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁÍ, Á

ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË. åÓÌÉ a = 0 ÉÌÉ � = 0, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (�ÏÞÅÍÕ?).

åÓÌÉ ÖÅ a 6= 0 É � 6= 0, ÔÏ

(a+ �)(
+ 
)− (b+ �)

2

= a
+ �
+ a
 + �
 − b

2 − 2b� − �

2

>

> �
+ a
 − 2b� = a�

(



a

+




�

)
− 2b� > a�

((
b

a

)
2

+

(
�

�

)
2

)
− 2b� =

=

�

a

b

2

+

a

�

�

2 − 2b� =

(√
�

a

b

)
2

+

(√
a

�

�

)
2

− 2

(√
�

a

b

)(√
a

�

�

)
=

=

(√
�

a

b−
√

a

�

�

)
2

> 0:
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úÄÅÓØ Ó�ÅÒ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄÞ£ÒËÎÕÔÙÅ ÞÌÅÎÙ Ó �ÌÀÓÏÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÏÄ-

Þ£ÒËÎÕÔÙÈ ÞÌÅÎÏ× Ó ÍÉÎÕÓÏÍ, ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a
 > b

2

×ÌÅÞ£Ô �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ a (××ÉÄÕ a 6= 0, 
 > 0) É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ




a

>
b

2

a

2

, Á ÔÁËÖÅ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �; �; 
.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f; g > 0,

f

(
a+ b

2

)
2

6 f(a)f(b) (4)

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ g, ÔÏ É

(
f

(
a+ b

2

)
+ g

(
a+ b

2

))
2

6 (f(a) + g(a))(f(b) + g(b)): (5)

üÔÏ (ÍÅÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ) ÓÎÏ×Á Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

ÉÚ 
; 
 > 0; a
 > b

2

; �
 > �

2

ÓÌÅÄÕÅÔ (a+ �)(
+ 
) > (b+ �)

2

(ÔÏÌØËÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ a; b; 
; �; �,


 ÂÏÌØÛÅ 0). îÁÄÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÑÓÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (2) (Ó f + g ×ÍÅ-

ÓÔÏ f), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ t =

1

2

, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù-

�ÕËÌÏÓÔÉ f + g. ï�ÑÔØ ÍÅÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ

ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (1), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ t =

1

2

, Ô.Å. ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

2f

(
a+ b

2

)
6 f(a) + f(b) �ÒÉ [a; b℄ ⊂ I; (6)

ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ f?

éÚ (6) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f((1− t)a+ tb) 6 (1− t)f(a) + tf(b) �ÒÉ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ t ∈ [a; b℄:

ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÙÍ t ∈ [a; b℄ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. �ÏÞÎÅÅ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f ÂÙÌÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ I , Á × ËÏÎ�Å A

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I , ÅÓÌÉ A ∈ I , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ

lim

x→A

f(x) 6 f(A): (7)

îÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×ÎÕÔÒÉ I , Á

ÅÓÌÉ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ Ó×ÏÊ ËÏÎÅ� A, ÔÏ × Î£Í ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (7). úÎÁÞÉÔ, ÔÏ

ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

ÔÅÏÒÅÍÙ 1 f É g ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒÉ I É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ

ÕÓÌÏ×ÉÀ (7) × ËÏÎ�Å ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I , ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ËÏÎÅ� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × I . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ f + g. á ÔÏÇÄÁ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (5).

òÁÄÉ �ÏÌÎÏÔÙ Ñ �ÒÉ×ÅÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ×ÎÕÔÒÉ I É Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á (7) ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ f . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

Á). åÓÌÉ [a; b℄ ⊂ I , ÔÏ f(a) > lim

x→a;x∈[a;b℄
f(x) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ f(b).

Â). åÓÌÉ a | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ I , ÔÏ f(a) 6 lim

x→a

f(x).

ë Á). äÌÑ x ∈ [a; b℄ ÉÍÅÅÍ x = (1− t(x))a+ t(x)b, ÇÄÅ t =

x− a

b− a

→ 0 �ÒÉ x → a.
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á f(x) 6 (1 − t(x))f(a) + t(x)f(b). ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÉ x → a ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë f(a), Á

×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÌÅ×ÏÊ ÅÓÔØ lim

x→a;x∈[a;b℄
f(x).

ë Â). ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ h ÔÏÞËÉ a± h ∈ I . ðÒÉ ÜÔÏÍ 2f(a) 6 f(a− h) +

f(a+ h). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

2f(a) 6 lim

h→0

f(a− h) + lim

h→0

f(a+ h) 6 f(a) + lim

x→a

f(x)

(ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ Á) lim

h→0

f(a− h) 6 f(a)). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Â).

÷ÍÅÓÔÅ ×ÚÑÔÙÅ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �. 2 ÚÁÍÅÔÎÏ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ �. 1. ïÄÎÁËÏ × ÌÀÂÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ÎÁÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÉÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ,

ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÕ ÞÁÓÔØ �. 2 ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

ÔÅÏÒÅÍÙ 1. á ÔÏÇÄÁ ÄÁÎÎÏÅ × �. 2 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ

ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ × �. 1. îÏ ÏÎÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÅÅ: ËÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁ-

ÔÅÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ? á ÅÓÌÉ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ

ÎÉÈ, ÔÏ ×ÏÏÂÝÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÔÒÀË. íÙ ÎÅ ×ÉÄÉÍ �Ä×ÉÖÕ-

ÝÉÈ �ÒÕÖÉÎ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ÷ �. 1 ÖÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ

Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷Ó£ ÜÔÏ ÏÔÄÁ£Ô ÓÕÂßÅËÔÉ×ÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ

ÍÎÏÇÉÅ (ËÁË É Ñ) ÎÁÊÄÕÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �. 1 ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ × �. 2, ÉÍÅÅÔÓÑ × ËÎÉÖËÅ ü.áÒÔÉÎÁ Ï �-ÆÕÎË�ÉÉ

[1℄, Á ÔÁËÖÅ Õ é.é.ðÒÉ×ÁÌÏ×Á [2℄ É î.âÕÒÂÁËÉ [3℄. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÏÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ

(ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÞÔÏ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÅ �ÒÏÝÅ)

�ÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× �-ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÍ ÔÅËÓÔ áÒÔÉÎÁ. ÷ ÔÅÏÒÅ-

ÍÅ 1 ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÓÕÍÍÙ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ

×Ù�ÕËÌÏÓÔØ �-ÆÕÎË�ÉÉ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÉÚÕÞÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ,

ÎÁ ÞÔÏ ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÉÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ç.âÏÒ É ê.íÏÌÌÅÒÕ� × Ó×Ï£Í ÕÞÅÂÎÉËÅ ÁÎÁ-

ÌÉÚÁ [4℄ (��. 39, 41, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÒ 6 ÎÁ Ó. 161. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÜÔÏÔ ÕÞÅÂÎÉË

�ÅÒÅÉÚÄÁ×ÁÌÓÑ, ÎÏ × ÎÏ×ÙÈ ÉÚÄÁÎÉÑÈ | �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ×ÉÄÅÌ, |

Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ �-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, Á×ÔÏÒÙ ÓÏ-

ÞÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÈÏÄÁ ËÎÉÖËÉ áÒÔÉÎÁ �ÉÓÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅÚÁÞÅÍ). ÷ [4℄ ÎÅ ÂÙÌÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ, Á ÓÒÁÚÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÌÏ-

ÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÏÚÄÎÅÅ × [1℄

ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ÷ÙÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ËÁË ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÔÏÒÏÍÕ | ÜÔÏ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ

áÒÔÉÎÁ.

óÏÍÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ (ËÁË × ÏÂÝÅÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÔÁËÏ×ÙÈ,

ÔÁË É × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �-ÆÕÎË�ÉÉ) ÍÏÇ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ × XIX ×ÅËÅ, ÔÁË ÞÔÏ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Õ âÏÒÁ { íÏÌÌÅÒÕ�Á { áÒÔÉÎÁ, ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÉÍ É �ÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÁÔ.

é. é. ðÒÉ×ÁÌÏ× ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÚÎÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÏÔ

á.é.ðÌÅÓÎÅÒÁ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÔÏÇÏ ÜÍÉÇÒÉÒÏ×ÁÌ × óóóò ÉÚ çÅÒÍÁ-

ÎÉÉ, ÇÄÅ ÏÎ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÇ ÕÚÎÁÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ áÒÔÉÎÁ ÉÌÉ ÉÚ ÅÇÏ

ËÎÉÇÉ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ð.íÏÎÔÅÌÀ [5℄. åÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÁ-

ÛÅÇÏ. �Á ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔÓÑ × [2℄. ðÒÉ×ÁÌÏ× ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ [5℄, ÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÄÒÕ-

ÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞ£ÔÅ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ | ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × �. 1
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(�ÏÄÂÏÒ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ | ÔÁËÏÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) É (2)

ÄÌÑ e

�x

f(x) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÎÏ ÏÆÏÒÍÌÅÎÁ ÏÎÁ ÉÎÁÞÅ É, �Ï-ÍÏÅÍÕ,

ÍÅÎÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÏ.

ðÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÇÁÄËÁ: �ÏÞÅÍÕ, ÉÍÅÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ðÒÉ×ÁÌÏ× ÎÅ ×Ù×ÅÌ ÉÚ ÎÅ£

ÔÅÏÒÅÍÕ 1? íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ [2℄ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ

ÉÇÒÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÁË ÂÙ ÚÁÍÅÎÑÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ìÁ�ÌÁÓÁ (ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂ-

ÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ) É ËÏÔÏÒÙÊ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ðÒÉ×ÁÌÏ×Á�. á × ÇÌÁ×Å

Ï ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ðÒÉ×ÁÌÏ× × �ÏÒÑÄËÅ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ ÄÅÌÁÌ Õ�ÏÒ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (ÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ) ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ

Ó ÎÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÔÉ�Á �ÒÉÎ�É�Á ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÒÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÉÉ

ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù ÏÎ ÍÅÎÅÅ ÚÁÂÏÔÉÌÓÑ Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ (ÈÏÔÑ ×Ó£-ÔÁËÉ ÓÞ£Ì ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1,

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÂÅÚ ÅÇÏ �ÏÍÏÝÉ).
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ëÁË ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ

æ.âÁÈÁÒÅ× ë.ëÏÈÁÓØ æ.ðÅÔÒÏ×

íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, �ÏÈÏÖÕÀ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ äÅÚ-

ÁÒÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ.

1. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

1.1. �ÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ É ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ Ä×Å �ÌÏÓËÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÏÞÅË É

�ÒÑÍÙÈ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ

ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ O, ÔÏ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ,

ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Å ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O. �ÏÞËÁ O ×

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù. åÓÌÉ ÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁËÏ×Ï,

ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ `, ÔÏ

ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Å ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ `.

ðÒÑÍÁÑ ` × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓØÀ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù.

�ÅÏÒÅÍÁ (äÅÚÁÒÇ). åÓÌÉ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÔÁËÖÅ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

�ÒÑÍÏÊ.

÷ÅÒÎÁ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ (ÉÌÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ: ÅÓÌÉ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-

ËÁ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÏÎÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ äÅÚÁÒÇÁ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉ-

ÇÁÈ [1℄, [2℄, [4℄ ÉÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

éÔÁË, ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Õ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. á ÍÏÖÎÏ

ÌÉ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ �ÒÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÔÏ-

ÒÏÎ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 (ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ). ðÕÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A

1

A

2

A

3

É B

1

B

2

B

3

�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ S. ðÕÓÔØ (i; j; k) | �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ

ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P

ij

ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i

A

k

É B

j

B

k

.

�ÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i

A

j

É B

i

B

j

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S

k

. îÁËÏÎÅ�, �ÏÌÏÖÉÍ

C

k

= P

ik

P

ki

∩ P
jk

P

kj

(ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

�ÅÏÒÅÍÁ 1 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ). �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË C

1

C

2

C

3

�ÅÒ-

Ó�ÅËÔÉ×ÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ A

1

A

2

A

3

É B

1

B

2

B

3

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ S.

íÙ ÄÁÄÉÍ Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(164{177)
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P

21

P

12

P

31

P

13

P

32

P

23

S

S

1

S

2

S

3

A

1

A

2

A

3

B

1

B

2

B

3

C

1

C

2

C

3

òÉÓ. 1. �ÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ É ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 1. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �

1

= S

1

P

21

P

12

É �

2

=

= S

3

P

23

P

32

�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ S

2

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ

�ÒÑÍÙÅ P

21

P

23

, P

12

P

32

É S

1

S

3

�ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ S

2

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ

P

21

P

23

| ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÑÍÁÑ B

3

B

1

, Á �ÒÑÍÁÑ P

12

P

32

| ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ A

1

A

3

,

�ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ S

2

. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ S

1

,

S

2

, S

3

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ äÅÚÁÒÇÁ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ× A

1

A

2

A

3

É B

1

B

2

B

3

.

éÔÁË, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �

1

É �

2

�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ, ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ

A

2

= S

1

P

21

∩ S
3

P

23

;

B

2

= S

1

P

12

∩ S
3

P

32

;

C

2

= P

21

P

12

∩ P
23

P

32

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ C

1

∈ A

1

B

1

, C

3

∈ A

3

B

3

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ

ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 2. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ

ËÒÉ×ÙÈ (ÓÍ. [3, ÇÌ. 1, x 1, ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÌÑ n = 4℄):



166 æ.âÁÈÁÒÅ×, ë.ëÏÈÁÓØ, æ.ðÅÔÒÏ×

ðÕÓÔØ A

ij

| (�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ) ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ p

i

, q

j

, 1 6

6 i; j 6 4. åÓÌÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ

A

11

; A

12

; A

13

; A

14

;

A

21

; A

22

; A

23

; A

24

;

A

31

; A

32

; A

33

;

A

41

; A

42

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ | A

34

, A

43

,

A

44

| ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A

1

A

2

A

3

É B

1

B

2

B

3

, �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÔÏÞËÉ S, É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÉ P

ij

. îÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ C

i

ÎÅ ÔÁË,

ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÏÖÉÍ C

′
1

= P

12

P

21

∩A
1

B

1

,

C

′
2

= P

12

P

21

∩ P
23

P

32

, C

′
3

= P

23

P

32

∩ A
3

B

3

. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÑÍÙÅ ÉÚÂÙÔÏÞ-

ÎÏ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÉÈ ÔÏÞËÉ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

�ÒÑÍÙÅ

p

1

= P

23

A

1

A

2

P

13

; q

1

= P

31

A

2

A

3

P

21

; r

1

= P

31

P

13

;

p

2

= P

31

P

32

B

1

B

2

; q

2

= P

13

P

12

B

3

B

2

; r

2

= P

32

A

1

A

3

P

12

;

p

3

= C

′
3

SA

3

B

3

; q

3

= C

′
1

SA

1

B

1

; r

3

= P

23

B

1

B

3

P

21

;

p

4

= C

′
2

C

′
1

P

12

P

21

; q

4

= C

′
2

C

′
3

P

32

P

23

; r

4

= SA

2

B

2

:

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ p

i

É q

i

| ÜÔÏ 16 ÔÏÞÅË ÎÁÛÅÊ ËÏÎÆÉ-

ÇÕÒÁ�ÉÉ, É ×ÓÅ ÏÎÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, C

′
1

, C

′
2

, C

′
3

, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ

ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÞÅÔÙÒÅÈ �ÒÑÍÙÈ r

1

, r

2

, r

3

, r

4

. ÷ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑÈ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, C

′
1

= A

43

, C

′
2

= A

44

, C

′
3

= A

34

, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ

ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ �ÒÑÍÙÈ r

i

. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ r

i

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ 5 ÔÏÞÅË ÎÁÛÅÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, �Ï-

ÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ C

′
3

, C

′
1

ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ r

1

, Á ÔÏÞËÁ C

′
2

| ÎÁ �ÒÑÍÏÊ r

4

.

÷ ËÎÉÇÅ [2, x 22℄ Ï�ÉÓÁÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ òÅÊÅ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (12, 4, 16, 3).

÷ÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ òÅÊÅ | ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÕÂÁ, ÅÇÏ �ÅÎÔÒ É ÔÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÒÅÂÅÒ; �ÒÑÍÙÅ | ÜÔÏ ÒÅÂÒÁ

ËÕÂÁ É ÅÇÏ ÞÅÔÙÒÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ,

Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1, | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ òÅÊÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÈÏÖÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ-

×ÏÊ. ëÁÖÅÔÓÑ, ÚÁ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÎÅ ÓËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÏ×, Ó×Ñ-

ÚÁÎÎÙÈ Ó ËÒÉ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. îÅ ×ÉÄÎÏ ÄÁÖÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ

ÏÂÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.

1.2. �ÅÏÒÅÍÙ ðÁ��Á É ðÁÓËÁÌÑ

÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ ðÁÓËÁÌÑ É ðÁ��Á, ËÏÔÏ-

ÒÙÅ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÄÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ. ìÀÂÉÔÅÌÑÍ �ÏÌÑÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ ÔÒÕÄÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ × ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ É ÔÅ-

ÏÒÅÍÕ âÒÉÁÎÛÏÎÁ.

�ÅÏÒÅÍÁ (ðÁÓËÁÌØ). �ÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ×�É-

ÓÁÎÎÏÇÏ × ËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.
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�ÅÏÒÅÍÁ (ðÁ��). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ A

1

, A

2

, A

3

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, Á

ÔÏÞËÉ B

1

, B

2

, B

3

| ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒ �ÒÑÍÙÈ A

1

B

2

É A

2

B

1

, A

1

B

3

É A

3

B

1

, A

2

B

3

É A

3

B

2

ÔÁËÖÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [3℄, [1℄.

ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑ ÎÅ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, Á × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁ��Á | ÅÓÌÉ ÍÙ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ� �ÒÑÍÙÈ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A

1

, A

2

, A

3

, B

1

, B

2

, B

3

| ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÔÏÞËÉ (× ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁ��Á) ÉÌÉ

×ÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ (× ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÓËÁÌÑ; ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË

×ÅÒÛÉÎ | ÓÍ. ÒÉÓ. 2). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (i; j; k) ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ Q

ij

ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ A

i

B

k

É B

j

A

k

.

�ÅÏÒÅÍÁ 2 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). ðÕÓÔØ A

1

B

3

A

2

B

1

A

3

B

2

|

×�ÉÓÁÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ Q

12

Q

21

, Q

13

Q

31

É Q

23

Q

32

�ÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 3 (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁ��Á). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁ��Á

�ÒÑÍÙÅ Q

12

Q

21

, Q

13

Q

31

É Q

23

Q

32

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Q

12

Q

23

Q

31

É Q

21

Q

32

Q

13

. �ÏÞ-

ËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× | ÜÔÏ ÔÏÞËÉ, ÆÉ-

ÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÓËÁÌÑ (ÄÌÑ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ A

1

B

3

A

2

B

1

A

3

B

2

). óÔÁÌÏ

ÂÙÔØ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ, Á �ÏÔÏÍÕ É ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÁÓËÁÌÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ (ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ S

ik

= A

i

A

j

∩
∩B

j

B

k

. �ÏÇÄÁ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ l

i

= S

jk

S

kj

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ S = A

3

B

3

∩ A

2

B

2

. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÓËÁÌÑ (ÄÌÑ �ÅÒÅ-

ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË) ÔÏÞËÉ S, S

32

, S

23

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ l. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁ��Á,

�ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÔÒÏÊËÁÍ ÔÏÞÅË B

3

, S

13

, B

2

É A

2

, S

21

, B

3

, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l

ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ U = B

2

S

21

∩ A

3

S

13

. åÝÅ ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÁ��Á, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ Ë

Q

21

Q

12

Q

31

Q

13

Q

32

Q

23

A

1

A

2

A

3

B

1

B

2

B

3

òÉÓ. 2. ïÄÎÏ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ
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ÔÒÏÊËÁÍ ÔÏÞÅË B

2

, S

12

, S

13

É A

3

, S

31

, S

21

. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ

Z = S

12

S

21

∩ S

13

S

31

. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

1.3. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÂÏÒ ÔÏÞËÉ S É �ÒÑÍÙÈ `

1

, `

2

, `

3

Ó �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÅ

ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ: �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÔÕ ÔÒÏÊËÕ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ

ÔÒÏÊËÕ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ �ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×�, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ

ÅÇÏ ËÏ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, Ä×ÏÊ-

ÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 1:

�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A = A

1

A

2

A

3

É B = B

1

B

2

B

3

�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ s. äÌÑ i = 1, 2, 3 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ L

i

| ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ: L

i

= A

k

A

j

∩ B

k

B

j

. ðÏÌÏÖÉÍ C

k

= A

i

B

j

∩ A

j

B

i

.

�ÏÇÄÁ C = C

1

C

2

C

3

| ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ A

1

A

2

A

3

É

B

1

B

2

B

3

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ s (ÓÍ. ÒÉÓ. 3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ 4 (ÔÁË ËÁË �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (ÒÉÓ. 1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÎÔ-

ÒÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Á ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 (ÒÉÓ. 3) |

ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ.

÷ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÕ S É ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ

`

1

, `

2

, `

3

, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, × ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÑÍÕÀ s

L

1

L

2

L

3

A

1

A

2

A

3

B

1

B

2

B

3

C

1

C

2

C

3

òÉÓ. 3. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ
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É ÔÒÉ ÔÏÞËÉ L

1

, L

2

, L

3

, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË A

1

A

2

A

3

(ÇÄÅ A

i

∈ `

i

×

�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÌÉ A

i

A

j

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ L

k

× ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ) ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ

ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ A.

2. áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

îÁ�ÏÍÎÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.

óÎÁÞÁÌÁ ××ÏÄÑÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ� ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï Ä×ÕÍ

ÔÏÞËÁÍ A É B �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ËÒÉ×ÏÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ: C | ÜÔÏ

ÔÒÅÔØÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ AB Ó ÄÁÎÎÏÊ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ C = A ·B. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÁÍÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ E ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ É �ÏÌÁÇÁÅÍ A + B = E · (A · B). �ÏÞËÁ E �ÒÉ

ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (�ÎÕÌÑ�).

üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÔÁÌÅÊ,

É �Ï ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÕÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÎÁ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ, Á ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ C ÔÒÅÂÕÅÔ

Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË, ÅÓÌÉ A = B ÉÌÉ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÒÑÍÁÑ AB ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉ-

×ÏÊ, ÎÁËÏÎÅ�, ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞËÉ E ÂÅÒÕÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ,

ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ �ÚÁÇÁÄÏÞÎÏÍÕ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÕÍÍÙ | �ÏÓÔÒÏÉ×

ÔÏÞËÕ A · B, ÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ x. ÷ÅÒÛÉÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÒÉ×ÏÊ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ

ÔÏÒÏÍ.

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÒÓ�ÅË-

ÔÉ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ËÏÎ-

ÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �Ï Ä×ÕÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÅÔÉÊ.

úÄÅÓØ, �ÒÁ×ÄÁ, ÎÕÖÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ

ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. äÁÌÅÅ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÓÅ-

ÇÏ ÌÉÛØ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ Ó ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÚÁÒÁÎÅÅ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ïÄÎÁËÏ ××ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÄÏÂ-

ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁË ÒÁÚ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË�. òÏÌØ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌÎÑÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

2.1. óÕÍÍÁ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ S ÉÌÉ

�ÒÑÍÏÊ s) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A É B. ÷ ÓÉÌÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ äÅÚÁÒÇÁ ÜÔÉ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË | C, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ

�ÒÅÄÓÕÍÍÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A É B É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ C = A⊞B.

ïÔÍÅÔÉÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ.

ìÅÍÍÁ 1. ï�ÅÒÁ�ÉÑ ��ÒÅÄÓÕÍÍÁ� ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1 ) A⊞B = B ⊞A.

2 ) åÓÌÉ A⊞B = C, ÔÏ A⊞ C = B É B ⊞ C = A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ-

�ÉÉ ��ÒÅÄÓÕÍÍÁ�. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÇÌÑÄÙ×ÁÑ ÒÉÓ. 1, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ �ÏÊÍÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ
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ÎÅÕÄÁÞÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A É B ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C ÍÏÇÕÔ

ÓÏ×�ÁÓÔØ Ó ÔÏÞËÏÊ S. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ× ÎÁÛÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. (ïÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×) ï�ÒÅÄÅÌÉÍ

ÓÕÍÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A É B ÆÏÒÍÕÌÏÊ A+B = F ⊞ (A⊞B), × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÇÄÅ F | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1,

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ. éÚ ÁËÓÉÏÍ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ A+B = F ⊞ (A⊞B) ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ. �ÁË, ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁ��Á �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ

�Ï Ä×ÕÍ ÔÒÏÊËÁÍ ËÏÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË A É B �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÅÔØÀ ÔÒÏÊËÕ C = A⊞B.

îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÅÍÍÅ 1. îÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ

�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 5 �ÓÕÍÍÁ� ÎÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ.

äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓØ �ÅÒÓ�ÅË-

ÔÉ×Ù s ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÁ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ �ÅÌÑÈ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÂÕÄÅÔ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å F ×ÚÑÔØ, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (× ËÁËÏÍ | ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ �ÏÚÄÎÅÅ), �ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË�. ðÏÜÔÏÍÕ × ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ

ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÕÍÍÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ s ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A É B. ðÕÓÔØ C = A ⊞ B, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ C

0

|

�ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËD, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÕ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ C

0

, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A

É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ D = A+B.

îÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ (ÞÔÏ

Ï�ÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔ ÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ), Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ | ÜÔÏ ÎÁ

ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÕÍÍÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎ-

ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ� (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 4), ËÏÔÏÒÙÊ É ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ) ÄÌÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÂÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉ-

ÅÍ 5, ÔÁËÖÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, É �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÇÒÕ��Õ,

ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.

2.2. âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

éÔÁË, ÓÄÅÌÁ× �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ s × ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A, B, C = A ⊞ B �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4).

îÉÖÅ �ÏÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË E = E

1

E

2

E

3

. îÉÖÅ �ÏÄ ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E (ÓÍ. [5℄). ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ××ÅÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. (âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ×.) ëÁÖÄÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË D ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (d

1

; d

2

; d

3

)
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A

1

A

2

A

3

B

1

B

2

B

3

C

1

C

2

C

3

òÉÓ. 4. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ

(d

1

+ d

2

+ d

3

= 1) ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ d ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÏ-

ÍÏÔÅÔÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ D × E (�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÍ

ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1). úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× (Æ

1

; Æ

2

; Æ

3

), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

Æ

1

: Æ

2

: Æ

3

= d

1

: d

2

: d

3

; Æ

1

+ Æ

2

+ Æ

3

= d :

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ (Æ

1

; Æ

2

; Æ

3

) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ D.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (d

1

, d

2

, d

3

; d) Ë ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ

(Æ

1

; Æ

2

; Æ

3

) É ÏÂÒÁÔÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

Æ

i

= d · d
i

; d = Æ

1

+ Æ

2

+ Æ

3

; d

i

=

Æ

i

d

=

Æ

i

P

Æ

i

(i = 1; 2; 3):

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÒÁÚÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ D = D

1

D

2

D

3

Ó �ÅÎ-

ÔÒÏÍ D

0

ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Æ

1

, Æ

2

, Æ

3

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ

−−−→
D

0

D

3

ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ

−−−→
E

0

E

3

Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ

1

d

:

D

3

= D

0

+

1

d

(E

3

− E

0

) =

1

d

(Æ

1

; Æ

2

; Æ

3

) +

1

d

(
− 1

3

;−1

3

;

2

3

)
=

=

(
Æ

1

− 1=3

d

;

Æ

2

− 1=3

d

;

Æ

3

+ 2=3

d

)
:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÎÉËÁËÏÇÏ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏ-

ÇÏ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. äÏÂÁ×ÉÍ ËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ × ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �ÁÒÁÍÅ-

ÔÒÁÍÉ (Æ

1

; Æ

2

; Æ

3

), ÇÄÅ Æ

1

+ Æ

2

+ Æ

3

= 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ R3

, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÍÁÌÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÕÍÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÀÔ �ÂÏÌØ-

ÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒ�, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ-

�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ (ÓÍ.

ÒÁÚÄÅÌ 3.1).

2.3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

�ÅÏÒÅÍÁ 5. ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 6 Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �+� × ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å R3

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A É B | Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

(�

1

; �

2

; �

3

),

∑
�

i

= a 6= 0, É (�

1

; �

2

; �

3

),

∑
b

i

= b 6= 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É �ÕÓÔØ ÉÈ

�ÒÅÄÓÕÍÍÁ C = A⊞ B | ÔÏÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, Ô. Å.

∑



i

= 
 6= 0. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A

1

C

3

A

2

É B

2

C

3

B

1

(ÓÍ. ÒÉÓ. 4) �ÏÄÏÂÎÙ

Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ A

2

A

1

=B

2

B

1

=

1=a

1=b

. úÎÁÞÉÔ, a · A
1

C

3

= b · C
3

B

2

, É �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

ÒÙÞÁÇÁ ÔÏÞËÁ C

3

| �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (a;A

1

) É (b; B

2

). ïÔÓÀÄÁ

C

3

=

1

a+ b

(a · A
1

+ b ·B
2

) =

=

1

a+ b

(
(�

1

+ 2=3; �

2

− 1=3; �

3

− 1=3) + (�

1

− 1=3; �

2

+ 2=3; �

3

− 1=3)

)
=

=

(−(�
1

+ �

1

)− 1=3

−(a+ b)

;

−(�
2

+ �

2

)− 1=3

−(a+ b)

;

−(�
3

+ �

3

) + 2=3

−(a+ b)

)
: (1)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË C

2

É C

1

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

C

2

− C

1

=

1

−(a+ b)

(−1; 1; 0) = 1

−(a+ b)

(E

2

− E

1

) :

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C (ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÇÏÍÏ-

ÔÅÔÉÉ C → E) ÒÁ×ÎÁ −(a + b). �Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ C, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ

ÔÑÖÅÓÔÉ C

0

. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÅÎÔÒÁ ÔÏÞËÉ C

0

ÒÁ×ÎÙ

C

1

+ C

2

+ C

3

3

=

(
−(�

1

+ �

1

)

−(a+ b)

;

−(�
2

+ �

2

)

−(a+ b)

;

−(�
3

+ �

3

)

−(a+ b)

)
:

úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ó ÒÁ×ÎÙ

(−(�
1

+ �

1

);−(�
2

+ �

2

);−(�
3

+ �

3

)) : (2)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÕÍÍÙ A + B

ÒÁ×ÎÙ

(�

1

+ �

1

; �

2

+ �

2

; �

3

+ �

3

) : (3)

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 6 Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �+� �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÏ-

ÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×� ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÄ-

ÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å R3

.
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3. �ÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ

3.1. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

äÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ

ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. (âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ

�ÒÑÍÏÊ.) äÌÑ ÔÏÞËÉ X Ó ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x

1

; x

2

; x

3

),

∑
x

i

=

= 1, ÉÍÅÅÍ

−−→
OX =

∑
x

i

−−→
OE

i

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ

(y

1

; y

2

; y

3

) Ó ÓÕÍÍÏÊ 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ

∑
y

i

−−→
OE

i

. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ ÚÁ-

×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ O, É �ÏÔÏÍÕ ÔÒÏÊËÁ (y

1

; y

2

; y

3

) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ (É ÄÁÖÅ

×ÅËÔÏÒ; ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ �Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ). âÕÄÅÍ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ (y

1

; y

2

; y

3

) ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ (= ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. ðÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p

1

; p

2

; p

3

),

∑
p

i

=

= 0 | ÜÔÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

(p

1

+

2

3

; p

2

− 1

3

; p

3

− 1

3

); (p

1

− 1

3

; p

2

+

2

3

; p

3

− 1

3

); (p

1

− 1

3

; p

2

− 1

3

; p

3

+

2

3

) :

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÉÌÉ

ÓÁÍÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. æÏÒ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p

1

; p

2

; p

3

),∑
p

i

= 0, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ Ó �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ (p

1

; p

2

; p

3

).

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ A É C | Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. îÁÊÄÅÍ

ÉÈ �ÒÅÄÓÕÍÍÕ. ÷Ù�ÏÌÎÑÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ

×ÓÅÈ �ÁÒ i, j �ÒÑÍÙÅ A

i

C

j

É A

j

C

i

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5) É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

�ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË� A⊞C | ÜÔÏ ÔÒÏÊËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, Ô. Å. × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

�ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

ðÒÉÍÅÒ 3. ÷ÙÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0; 0). åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ | ÜÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ (

2

3

;− 1

3

;− 1

3

), (− 1

3

;

2

3

;− 1

3

),

(− 1

3

;− 1

3

;

2

3

). ÷ÙÂÉÒÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞËÉ O ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 9 �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ E, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÕÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÅ-

ÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E (ÉÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

îÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÂÅÚ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË

�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ �ÒÅÄÓÕÍÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÄÅÍ �ÒÅÄÓÕÍÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A É �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ B Ó

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0; 0). ÷ÅÒÛÉÎÙ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ B(0; 0; 0) | ÜÔÏ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 3). ÷Ù�ÏÌÎÑÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ

ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ �ÒÅÄÓÕÍÍÁ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5).

îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÒÁÚÎÙ-

ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ.



174 æ.âÁÈÁÒÅ×, ë.ëÏÈÁÓØ, æ.ðÅÔÒÏ×

A

1

A

2

A

3

B

1

B

2

B

3

B

1

B

2

B

3

C

1

C

2

C

3

òÉÓ. 5. óÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×

�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×: (− 2

3

;

1

3

;

1

3

), (

1

3

;− 2

3

;

1

3

) É (

1

3

;

1

3

;− 2

3

), �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ-

ÌÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ × ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 9 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÔÒÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. �ÒÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (− 2

3

;

1

3

;

1

3

), (

1

3

;− 2

3

;

1

3

) É (

1

3

;

1

3

;− 2

3

) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 8 ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ �ÓÅ×-

ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ É ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

3.2. ðÏ�ÒÁ×ËÉ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ

íÙ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÒÁÂÏÔÁÅÍ × ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÅÏ�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÏÓÔÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A É B ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÔÒÅÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ:

1) ÅÓÌÉ Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× A É B ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A

1

, A

2

, B

1

, B

2

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ �ÒÑÍÙÅ A

1

B

2

É

A

2

B

1

ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ×ÅÒÛÉÎÁ C

3

ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ);

2) ÅÓÌÉ A = B (ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ; ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ C);

3) ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A É B �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÉÈ (ÏÂÝÅÊ) ÓÔÏÒÏÎÙ (ÔÏÇÄÁ ÅÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, A

1

A

2

= B

2

B

1

, ÔÏ

�ÒÑÍÙÅ A

1

B

2

É A

2

B

1

ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ).

÷ �ÅÒ×ÏÍ É ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÕÍÍÙ | ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉË, × ÔÒÅÔØÅÍ | ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÕÖÎÏ

ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÅÄÓÕÍÍÕ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.

3.2.1. óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ

ðÕÓÔØ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï ÓÔÏÒÏÎÅ ÎÁÛÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,

ÓËÁÖÅÍ, A

1

= B

1

(ÎÏ A

2

6= B

2

É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ A É B | ÎÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÓÍ. ÒÉÓ. 6). �ÏÇÄÁ C

1

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �Ï ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Á �ÒÏ C

2

É C

3

ÍÙ
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A

1

A

2

A

3

B

1

B

2

B

3

C

1

C

2

C

3

òÉÓ. 6. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÅÄÓÌÏÖÅÎÉÑ

ÚÎÁÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ C

2

∈ A

1

B

3

= B

1

A

3

, Á C

3

∈ A

1

B

2

= A

2

B

1

. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ

C

2

É C

3

�ÒÏÓÔÙÍÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÍÉ (ÓËÁÖÅÍ, C

2

= A

1

B

3

∩C
1

S

3

, ÇÄÅ S

3

| ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ÒÑÍÏÊ A

1

A

2

). óÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ, ÓËÁÖÅÍ, A

2

= B

1

ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ

ÔÏÞËÉ A

1

, B

1

, A

2

, B

2

ÌÅÖÁÔ ×ÞÅÔ×ÅÒÏÍ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏ. �Ï, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÅÄÓÕÍÍÙ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2) | �ÏÎÑÔÎÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÄÅÌÁÅÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ).

3.2.2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ A⊞A

âÕÄÅÍ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A⊞ (A⊞A) = A.

÷ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A ⊞ A ÄÏÌÖÎÙ

�ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ X

i

= A

j

A

k

∩ SA

i

(ÓÍ. ÒÉÓ. 7). ðÕÓÔØ Y

j

| ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ

ÔÏÞËÉ S Ë �ÁÒÅ {A
j

; X

j

}. �ÏÇÄÁ ÔÒÉ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ×ÉÄÁ �

j

= {S; Y
j

}{A
j

; X

j

} | ÇÁÒ-

ÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ. ðÒÉ �ÒÏÅ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ A

i

ÞÅÔ×ÅÒËÉ �

j

ÎÁ �ÒÑÍÕÀ SA

k

�Ï-

ÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÓÎÏ×Á ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ) ÞÅÔ×ÅÒËÁ {S; Y ′
k

}{X
k

; A

k

}, ÇÄÅ Y ′
k

= A

i

Y

j

∩ SA
k

.

îÏ ÔÏÞËÁ Y

k

× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÔÏÞËÏÊ Y

′
k

, ÔÁË ËÁË ÏÂÅ ÏÎÉ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑÍÉ ÔÏÞËÉ S Ë �ÁÒÅ {A
k

; X

k

}. éÚ ÜÔÏÇÏ

A

1

A

2

A

3

X

1

X

2

X

3

Y

1

Y

2

Y

3

S

òÉÓ. 7. óÌÏÖÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÏÂÏÊ
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ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A

i

, Y

j

, Y

k

| ËÏÌÉÎÅÁÒÎÙ É �ÏÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Y

1

Y

2

Y

3

|

ÉÓËÏÍÙÊ.

ëÓÔÁÔÉ, X

1

X

2

X

3

= A=2, ÔÏ ÅÓÔØ X

1

X

2

X

3

⊞X

1

X

2

X

3

= A.

÷ ÏÓÅ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÓÔÏÒÏÎÙ A ⊞ A �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A� �ÒÅ-

×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÅ �×ÅÒÛÉÎÙ A ⊞ A ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ A�. ðÏÜÔÏÍÕ A ⊞ A |

ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÏÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 7 É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2).

3.2.3. óÕÍÍÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ

ÓÔÏÒÏÎÙ

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÌÉÛØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ.

ðÕÓÔØ A

1

= B

2

, A

2

= B

1

. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ä×Å (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-

ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ) ×ÅÒÛÉÎÙ, ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ (A

1

B

2

∩ A

2

B

1

) | ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. ÷ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �

1

+ �

2

+ �

3

= −(�
1

+ �

2

+ �

3

). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉÍÅÒÕ 1

ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

�

1

= −�
1

− 1

3

; �

2

= −�
2

− 1

3

; �

3

= −�
3

+

2

3

:

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÓÌÏÖÅÎÉÑ | ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (− 1

3

;− 1

3

;

2

3

).

ïÂÒÁÔÎÏ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (− 1

3

;− 1

3

;

2

3

) Ó

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍA| ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÙ A

1

A

2

.

üÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 É ÏÔÌÉÞÎÏ ×�ÉÓÙ×Á-

ÀÔÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ (2).

3.3. ðÒÅÄÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×

îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÅÄ-

ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (�

1

; �

2

,

�

3

) É (�

1

; �

2

; �

3

) (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 2) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

p

i

= −(�
i

+ �

i

), ÔÏ ÅÓÔØ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (2). �ÁË ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑ-

ÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÅÄÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

äÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÓÅ×ÄÏ- (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-) ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ×. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÓÅ×ÄÏ- É ÓÏ×ÓÅÍ-�ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ËÁË �ÒÅÄ-

ÓÕÍÍÙ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ E) Ó ÅÍÕ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÎÙÍÉ. üÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÙ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

ñÓÎÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÏÇÌÑÄËÏÊ ÎÁ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ), ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÊ ÅÇÏ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉË. ðÒÅÄÓÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÓÅ×ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÌÅÍÍÏÊ:

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ B É C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ E, Á �ÓÅ×-

ÄÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ X É Y Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË �ÒÅÄÓÕÍÍÙ E⊞B É E⊞C, ÔÏ X ⊞Y =

= E ⊞D, ÇÄÅ D

i

| ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ B

i

C

i

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.
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å.çÏÒÓËÉÊ ÷.çÕÒÏ×É� é.íÅÖÉÒÏ× å.ïÓØÍÏ×Á

üÔÁ ÓÔÁÔØÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ �Ï ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅÔÎÅÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏ-

ÄÏ× 2000 ÇÏÄÁ. îÁ ÜÔÉÈ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑÈ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÉËÌÏ× ÚÁÄÁÞ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. îÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏÎÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÉ ÓÁÍÙÍ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÍ ÏËÁÚÁÌÓÑ �ÉËÌ ÚÁÄÁÞ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ

×ÁÒÉÁÎÔÁÍ ÉÇÒÙ òÉÞÍÁÎÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÎÉÖÅ. úÁÄÁÞ × ÜÔÏÍ �ÉËÌÅ

ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ. úÄÅÓØ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔØ ÚÁÔÒÏÎÕÔÙÈ

ÎÁ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ×Ï�ÒÏÓÏ×. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ ÄÏ�ÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ÁÒÈÉ×Å ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ [1℄.

óÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÇÒ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Á ÛÉÒÏËÉÈ ËÌÁÓ-

ÓÁ. ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ (Ë ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÉÇÒÁÍ) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁÉ-

ÂÏÌÅÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÅ ÉÇÒÙ: ÛÁÛËÉ, ÛÁÈÍÁÔÙ, ÎÉÍ: : : ÷ ÜÔÉÈ ÉÇÒÁÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ

ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÚÉ�ÉÊ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÇÒÏË ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏ×. éÓÈÏÄ ÔÁËÏÊ ÉÇÒÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ, ×ÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ,

ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÏÄÎÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ É ÄÒÕÇÏÍÕ.

éÇÒÙ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÉÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ

ÉÇÒÙ) × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÍÅÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÒÅÁÌØÎÙÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÁÔÅÇÉÞÅÓËÉÍ)

�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ, Ï�ÅÒÉÒÕÀÝÉÍ ÎÅ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ, Á Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ

ÏÂßÅËÔÁÍÉ. ÷ ÎÉÈ ÈÏÄ ÉÇÒÏËÁ ÎÅ �ÒÅÄÏ�ÒÅÄÅÌÅÎ �ÏÚÉ�ÉÅÊ, Á × ÂÏÌØÛÏÊ ÍÅÒÅ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌÅÎ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ËÁÍÅÎØ-ÎÏÖÎÉ�Ù-ÂÕÍÁÇÁ�).

ïÄÎÁËÏ ÉÇÒÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ, ÓÌÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ

Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ×. ïÎÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÉÇÒÁ òÉÞÍÁÎÁ� × ÞÅÓÔØ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÅ ÉÚÏÂÒÅÌ.

1)

1. ðÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ

÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÉÇÒÏËÏ× Ä×ÏÅ: ÏÎÉ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ óÉ-

ÎÉÍ É ëÒÁÓÎÙÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÇÒÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ ÂÅÒÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÓÉÎÉÍ �×ÅÔÏÍ (ÄÁÌÅÅ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ b), Á ÄÒÕÇÁÑ | ËÒÁÓÎÙÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, r), �ÒÉÞÅÍ ÉÚ ÌÀÂÏÊ

×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÄÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÅÒÎÙÍÉ.

÷ ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÆÉÛËÁ, Á ÉÇÒÏËÉ ÉÍÅ-

ÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ËÁ�ÉÔÁÌÙ, ÒÁ×ÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, B É R ÕÓÌÏ×ÎÙÈ

ÅÄÉÎÉ� (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ B +R = 1). ëÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË ÄÅÌÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-

ÎÕÀ ÓÔÁ×ËÕ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ ÅÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ (ÓÔÁ×ËÉ ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É

1)

äÜ×ÉÄ òÏÓÓ òÉÞÍÁÎ (1956{1991) | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÊ ×

ÏÓÎÏ×ÎÏÍ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ: ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×, ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ. �ÒÁÇÉÞÅÓËÉ �ÏÇÉÂ × Á×ÉÁËÁ-

ÔÁÓÔÒÏÆÅ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(178{191)
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× ÔÁÊÎÅ ÏÔ ÓÏ�ÅÒÎÉËÁ: �ÚÁËÒÙÔÙÊ ÁÕË�ÉÏÎ�). óÄÅÌÁ×ÛÉÊ Â�ÏÌØÛÕÀ ÓÔÁ×ËÕ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÔ �ÒÁ×Ï ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÆÉÛËÕ �Ï ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÆÁ, ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. ÷ÚÁÍÅÎ ÏÎ

ÄÏÌÖÅÎ ÏÔÄÁÔØ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÕ ÓÕÍÍÕ, ÒÁ×ÎÕÀ Ó×ÏÅÊ ÓÔÁ×ËÅ. åÓÌÉ ÓÔÁ×ËÉ ÓÏ×�ÁÌÉ �Ï

×ÅÌÉÞÉÎÅ, ÔÏ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÖÒÅÂÉÅÍ, ÎÏ ÄÅÎØÇÉ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ �ÅÒÅÄÁÀÔÓÑ.

åÓÌÉ ÉÇÒÏË ÓÍÏÇ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÆÉÛËÕ × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó×ÏÅÇÏ �×ÅÔÁ, ÔÏ ÏÎ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ.

éÎÁÞÅ ÉÇÒÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, É ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁËÏÎÞÉÌÁÓØ ×ÎÉÞØÀ.

îÁÛÁ �ÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

ÉÇÒÏËÉ ÉÍÅÀÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÉÌÉ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ.

2. ðÒÉÍÅÒÙ

á�ÒÉÏÒÉ ÎÅ ÑÓÎÏ, �ÏÞÅÍÕ �ÒÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Õ ËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ

ÉÇÒÏËÏ× ×ÏÏÂÝÅ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎËÒÅÔ-

ÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×.

v

1

v

2

b r

òÉÓ. 1.

åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ | v

1

, Á ÄÅÎÅÇ Õ ÉÇÒÏËÏ× �ÏÒÏ×ÎÕ, ÔÏ ÏÂÁ ÓÔÁ×ÑÔ

�×Á-ÂÁÎË� (ÓÔÁ×ÑÔ ×ÅÓØ Ó×ÏÊ ËÁ�ÉÔÁÌ), É ÉÓÈÏÄ ÉÇÒÙ ÒÅÛÁÅÔ ÍÏÎÅÔËÁ, Ô. Å. ÂÅÓ-

�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÅÔ ÎÉ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ×. ÷ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÂÏÌØÛÉÍ ËÁ�ÉÔÁÌÏÍ, ÓÔÁ×ÉÔ ×ÅÓØ Ó×ÏÊ ËÁ�ÉÔÁÌ É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÉÇÒÕ.

éÔÁË, �ÒÉ B > 0;5 óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, �ÒÉ B < 0;5 ×ÙÉÇÒÙÛ-

ÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÍÅÅÔ ëÒÁÓÎÙÊ (ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ, �ÏÞÅÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ-

�ÉÓÙ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ).

ðÕÓÔØ ÆÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ × ×ÅÒÛÉÎÅ v

2

, Á ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ óÉÎÅÇÏ ÒÁ×ÎÏÍ 0;7

Õ. Å. �ÏÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÍÅÅÔ ëÒÁÓÎÙÊ ÉÇÒÏË: �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ

ÓÔÁ×ÉÔ 0;3. åÓÌÉ óÉÎÉÊ ÓÔÁ×ÉÔ ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ ÏÎ ÓÒÁÚÕ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÉÇÒÕ. åÓÌÉ

ÖÅ ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 0;3, ÔÏ ÏÎ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÁ×Ï ÈÏÄÁ, Ä×ÉÇÁÅÔ ÆÉÛËÕ ×

ÓÏÓÅÄÎÀÀ ÞÅÒÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÎÏ Õ ÎÅÇÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 0;4 Õ. Å., Á Õ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 0;6, É ëÒÁÓÎÙÊ, ÓÔÁ×Ñ ×Á-ÂÁÎË, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÁÕË�ÉÏÎ

É ×ÓÀ ÉÇÒÕ × �ÅÌÏÍ.

ðÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ËÁ�ÉÔÁÌÅ (É ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v

2

) óÉÎÉÊ ÉÇÒÏË, ÞÔÏÂÙ ×Ù-

ÉÇÒÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÁÕË�ÉÏÎ, ÄÏÌÖÅÎ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ R = 1−B, ÞÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÔ
ÅÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÄÏ 2B − 1. �ÏÇÄÁ 2B − 1 > 0;5 (ÔÁË ËÁË ÏÎ ÄÏÌ-

ÖÅÎ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ×ÅÒÛÉÎÅ v

1

), ÏÔËÕÄÁ B > 0;75. éÔÁË, �ÒÉ B > 0;75

×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÍÅÅÔ óÉÎÉÊ, �ÒÉ B < 0;75 | ëÒÁÓÎÙÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÇÒÁÆ (ÒÉÓ. 2).

v

1

v

2

b r

òÉÓ. 2.
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éÓÓÌÅÄÕÅÍ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v

1

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁ-

ÞÁÌØÎÏÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ óÉÎÅÇÏ ÉÇÒÏËÁB. îÁÉÌÕÞÛÁÑ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÁ×ËÁ óÉÎÅÇÏ |B (ÔÁË

ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÌÉÂÏ ÓÒÁÚÕ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÌÉÂÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔ

�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÓÕÍÍÕ). åÓÌÉ ëÒÁÓÎÙÊ �ÏÓÔÁ×ÉÔ ÍÅÎØÛÅ,

ÔÏ óÉÎÉÊ ÓÒÁÚÕ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ×ÓÀ ÉÇÒÕ. éÎÁÞÅ óÉÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÔ ÏÔ ÎÅÇÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ

ÍÅÒÅ B, Ô. Å. ËÁ�ÉÔÁÌ Õ ÎÅÇÏ ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2B, É ÆÉÛËÁ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ × ×ÅÒ-

ÛÉÎÕ v

2

. ÷Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ �ÒÏÉÇÒÙÛÁ óÉÎÉÊ ÏÂÑÚÁÎ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌØÛÅ ÔÅËÕÝÅÇÏ

ËÁ�ÉÔÁÌÁ ëÒÁÓÎÏÇÏ, Ô. Å. 1 − 2B + ", ÇÄÅ " > 0. æÉÛËÁ ×ÅÒÎÅÔÓÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ

�ÏÚÉ�ÉÀ, Á Õ óÉÎÅÇÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ 2B−1+2B− " = 4B−1− " Õ. Å. éÔÁË, ÚÁ
ÏÄÉÎ �ÉËÌ B �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × 4B− 1− ". åÓÌÉ B <

1

3

, ÔÏ ÉÚÍÅ-

ÎÅÎÉÅ ËÁ�ÉÔÁÌÁ, ÒÁ×ÎÏÅ 3B− 1− ", ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ B.

óÄÅÌÁ× ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ �ÉËÌÏ×, ëÒÁÓÎÙÊ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ËÁ�ÉÔÁÌ óÉÎÅÇÏ ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ÓÉÌØÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ × ÔÏÞËÅ v

2

ÔÏÔ ÉÍÅÌ ËÁ�ÉÔÁÌ, ÍÅÎØÛÉÊ 0;5, Ô. Å. ëÒÁÓÎÙÊ ÓÍÏÇ ÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

ÅÓÌÉ B >

1

3

, ÔÏ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ " ËÁ�ÉÔÁÌ óÉÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ, ÞÔÏ

�ÏÚ×ÏÌÉÔ ÅÍÕ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌØÛÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ËÏÇÄÁ ÆÉÛËÁ

ÏËÁÖÅÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ v

1

, Ô. Å. ×ÙÉÇÒÁÔØ �ÁÒÔÉÀ. éÔÁË, �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ �ÒÉ

B >

1

3

×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ óÉÎÉÊ, �ÒÉ B <

1

3

| ëÒÁÓÎÙÊ.

éÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v

ÇÒÁÆÁ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ R(v)), ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ

ËÁ�ÉÔÁÌÅ óÉÎÅÇÏ B > R(v) ÏÎ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, Á �ÒÉ B < R(v)

×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÍÅÅÔ ëÒÁÓÎÙÊ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ

É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ.

3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ

ðÕÓÔØ U(v) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v (Ô. Å. ÔÅÈ ×ÅÒÛÉÎ,

ËÕÄÁ ×ÅÄÅÔ ÒÅÂÒÏ ÉÚ v). îÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ R(v) ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÆÕÎË�ÉÅÊ

òÉÞÍÁÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

R(r) = 1; R(b) = 0; R(v) =

min

w∈U(v)

R(w) + max

w∈U(v)

R(w)

2

ÄÌÑ v 6= b; r:

íÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ×ÎÏ×Ø ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ R(v). ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ-

ÔÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ËÁË ÒÁÚ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÌÑ R(v), Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ R(v)| ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, B > R(v

0

). �ÏÇÄÁ

óÉÎÉÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÉÇÒÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÙ v

0

, ÉÍÅÅÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ óÉÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏ-

ÍÅÎÔ ÅÇÏ ÔÅËÕÝÉÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÂÕÄÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ×

ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ðÕÓÔØ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÆÉÛËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ v, Á

óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ËÁ�ÉÔÁÌ B > R(v). �ÏÇÄÁ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁ×ËÕ

s =

max

w∈U(v)

R(w)− min

w∈U(v)

R(w)

2

:
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éÓÈÏÄÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

R(v) + s = max

w∈U(v)

R(w)

É

R(v)− s = min

w∈U(v)

R(w):

åÓÌÉ ÁÕË�ÉÏÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ óÉÎÉÊ, ÔÏ, �ÅÒÅÄ×ÉÎÕ× ÆÉÛËÕ × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÓÒÅÄÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v, ÏÎ ÏÂÅÓ�Å-

ÞÉÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ B > R(v), ÔÁË ËÁË B − s > min

w∈U(v)

R(w). åÓÌÉ ÖÅ ÁÕË-

�ÉÏÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ëÒÁÓÎÙÊ, ÔÏ, ËÕÄÁ ÂÙ ÏÎ ÎÉ �ÅÒÅÄ×ÉÎÕÌ ÆÉÛËÕ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎ-

Ë�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ × ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÅ �ÒÅ×ÚÏÊÄÅÔ max

w∈U(v)

R(w) (ÔÁË ËÁË B + s >

max limits

w∈U(v)

R(w)), �ÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ B > R(v) ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

éÔÁË, Õ óÉÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

B > R(v). îÏ ÔÁË ËÁË R(r) = 1, Á B 6 1, ÔÏ ÆÉÛËÁ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ × ËÒÁÓÎÕÀ

×ÅÒÛÉÎÕ, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ óÉÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ×

ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÈ, ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ. ìÅÍ-

ÍÁ 1 ×ÅÒÎÁ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ

ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ óÉÎÉÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÔÁËÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÂÌÉÖÅ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ b (ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÍÅÎØÛÅ).

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÄÁÌÁ ÂÙ ÎÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÉÇÒÕ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ

ÍÏÇÌÉ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ

ÇÒÁÆÁ.

ðÕÓÔØM

b

(v) ÉM

r

(v) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÈB, ÞÔÏ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ

�ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v É ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÁ�ÉÔÁÌÅ óÉÎÅÇÏB ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

óÉÎÉÊ É ëÒÁÓÎÙÊ. ðÕÓÔØ I(v) = infM

b

(v), S(v) = supM

r

(v).

ìÅÍÍÁ 2. I(v) É S(v) | ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. ðÕÓÔØ

× ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÆÉÛËÁ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ × ×ÅÒÛÉÎÅ v, Á ËÁ�ÉÔÁÌ óÉÎÅÇÏ ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ

B. ðÕÓÔØ ÓÔÁ×ËÁ óÉÎÅÇÏ ÒÁ×ÎÁ s. åÓÌÉ óÉÎÉÊ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ÁÕË�ÉÏÎ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÏ×ÙÊ

ËÁ�ÉÔÁÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ I :

B− s > min

w∈U(v)

I(w);

s 6 B− min

w∈U(v)

I(w): (1)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Õ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÅÎÅÇ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅËÕ�ÉÔØ ÓÔÁ×-

ËÕ, ÔÏ R < s, ÏÔËÕÄÁ

s > 1−B; (2)

Á ÉÎÁÞÅ ÏÎ ÓÍÏÖÅÔ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÆÉÛËÕ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ

I(v):

B+ s > max

w∈U(v)

I(w);
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Ô. Å.

s > max

w∈U(v)

I(w) −B: (3)

éÔÁË, Õ óÉÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ s, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (1) É ÌÉÂÏ (2), ÌÉÂÏ (3). �ÁË ËÁË (3) ÓÌÅÄÕÅÔ

ÉÚ (2) (ÔÁË ËÁË I(v) 6 1), ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

B− min

w∈U(v)

I(w) > max

w∈U(v)

I(w) −B;

ÏÔËÕÄÁ

B >

min

w∈U(v)

I(w) + max

w∈U(v)

I(w)

2

:

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÅ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ I(v) = infM

b

(v) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Õ

I(v) =

min

w∈U(v)

I(w) + max

w∈U(v)

I(w)

2

:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ R(b) = 0 (ÕÖÅ ÎÁÈÏÄÑÓØ × b, óÉÎÉÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ), R(r) = 1 (ÎÁÈÏÄÑÓØ × r,

ÏÎ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ), Ô. Å. I(v) | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É S(v) | ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ, Ô. Å. ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÅÓÌÉ B >

> S(v), ÔÏ óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

S(v) > I(v).

ìÅÍÍÁ 1 ÎÅ ÄÁÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ:

ÏÎÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ, Á ÌÉÛØ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ

ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÒÅÛÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ R(v) | ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒ-

ÛÉÎÁ | v

0

, B > R(v

0

). �ÏÇÄÁ óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ d | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ × b, " =

B−R(v

0

)

2

d+1

: óÉÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏ-

ÇÌÁÓÎÏ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, ÎÏ �ÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë Ó×ÏÉÍ ÓÔÁ×ËÁÍ

Ó ËÁÖÄÙÍ ÒÁÚÏÍ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÉÊ ÄÏÂÁ×ÏË: ", 2", 4", : : : , ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÅÇÏ ÎÅ

�ÅÒÅËÕ�ÉÔ ëÒÁÓÎÙÊ. ðÏËÁ ÁÕË�ÉÏÎ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ óÉÎÉÊ, �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÈÏ-

ÄÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÉÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ b. �ÁË

ÞÔÏ óÉÎÉÊ ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ �ÕÔÉ × b, �ÏÜÔÏ-

ÍÕ ëÒÁÓÎÙÊ ÏÂÑÚÁÎ ÂÕÄÅÔ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒÅËÕ�ÉÔØ ÅÇÏ ÓÔÁ×ËÕ. ðÕÓÔØ ×

ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÉÂÁ×ÏË ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ 2

k

". �ÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ëÒÁÓÎÙÊ �ÏÌÕÞÉÌ ÏÔ óÉÎÅÇÏ

"× (1+ 2+4+8+ : : :+2

k−1

) = (2

k − 1)", Ô. Å. × ÉÔÏÇÅ óÉÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÔ �ÒÉÂÙÌØ ".

éÔÁË, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, óÉÎÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅËÕ�ËÅ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÂÕÄÅÔ

�ÏÌÕÞÁÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ �ÒÉÂÙÌØ, Ô. Å. ËÁ�ÉÔÁÌ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ

�ÁÄÁÔØ. �ÁË ËÁË ÜÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ × ËÁËÏÊ-ÔÏ

ÍÏÍÅÎÔ ëÒÁÓÎÙÊ ÕÖÅ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ �ÅÒÅËÕ�ÉÔØ ÓÔÁ×ËÕ, Ô. Å. óÉÎÉÊ ÓÍÏÖÅÔ ÄÏ×ÅÓÔÉ

ÆÉÛËÕ ÄÏ b É ×ÙÉÇÒÁÔØ. éÔÁË, Õ óÉÎÅÇÏ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.

�ÁË ËÁË I(v) | ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ, ÔÏ �ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÁ�ÉÔÁÌÅ óÉÎÅÇÏ, ÂÏÌØ-

ÛÅÍ I(v), ëÒÁÓÎÙÊ ÉÇÒÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, Ô. Å.

S(v) 6 I(v), É, ÚÎÁÞÉÔ, S(v) = I(v). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ËÁËÁÑ{ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ
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òÉÞÍÁÎÁ R(v) ÎÁ ÇÒÁÆÅ, ÔÏ 1 − R(v) | �ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÄÌÑ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÉÇÒÏ-

ËÁ�, Ô. Å. ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 3, �ÒÉ R > 1− R(v) (Ô. Å. B < R(v)) ëÒÁÓÎÙÊ ÉÍÅÅÔ

×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, Á �ÒÉ B > R(v) óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ,

Ô. Å. R(v) = I(v) = S(v).

ïÓÔÁÌÓÑ ÎÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÊB = R(v). îÏ × ÎÅÍ ÄÉÎÁÍÉËÁ ÉÇÒÙ �ÏÎÑÔÎÁ,

ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ: ÉÇÒÏËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁ×ÉÔØ ÒÏ×ÎÏ ÔÕ ÓÕÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÉÍ �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ. åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× �ÏÓÔÁ×ÉÔ

ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË �ÒÅ×ÙÓÉÔ Ó×ÏÀ ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ, Ô. Å.

ÓÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓÈÏÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÕË�ÉÏÎÁ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÂÒÏÓËÏÍ

ÍÏÎÅÔÙ, Ô. Å. ÎÉ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.

éÔÁË, �ÏÌÕÞÅÎ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ òÉÞÍÁÎÁ: ÆÕÎË�ÉÑ

òÉÞÍÁÎÁ R(v) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ; �ÒÉ B > R(v) óÉÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×Ù-

ÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, �ÒÉ B < R(v) ÅÅ ÉÍÅÅÔ ëÒÁÓÎÙÊ, �ÒÉ B = R(v) ÎÉ ÏÄÉÎ

ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÁÖÅ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÉÇÒÁ òÉÞÍÁÎÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ: ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ

ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï �ÒÏÔÉ×ÎÉËÅ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÇÒÏË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÎÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏ-

ÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ), ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÇÒÏËÁ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

4. éÇÒÁ òÉÞÍÁÎÁ Ó ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ óÉÎÉÊ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ÎÏ ÚÎÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉË, ÞÔÏ

B

B+R

> R(v) (Ô. Å.

ÏÎ ÂÙ ÓÍÏÇ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ÚÎÁÑ ÓÔÁ×ËÕ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. óÉÎÉÊ ÉÇÒÏË ÄÏÌÖÅÎ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁ�ÉÔÁÌ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ R

0

=

B

R(v)

−B (Ô. Å. ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ). éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, óÉÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ Ó×ÏÀ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ,

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1. �ÁË ËÁË ËÁ�ÉÔÁÌ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÝÅ

ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ �ÏÍÅÛÁÔØ óÉÎÅÍÕ, Ô. Å. ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÅÓ-

�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

åÓÌÉ ÉÇÒÏ×ÏÅ �ÏÌÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÉËÌÏ×, ÔÏ ÉÇÒÁ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ �ÒÏ-

ÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, É, ÔÁË ËÁË óÉÎÉÊ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÇÒÁÔØ, ÔÏ ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ óÉÎÉÊ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÄÁÀÝÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×Ù-

ÉÇÒÙÛÁ óÉÎÅÇÏ, ÒÁ×ÎÕÀ 1. ðÕÓÔØ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÅÊ ÂÅÓ�ÒÏ-

ÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÔÅÍ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÁ×ËÉ ÄÅÌÁÅÔ ëÒÁÓÎÙÊ. åÓÌÉ

ÓÔÁ×ËÁ ëÒÁÓÎÏÇÏ × ËÁËÏÊ{ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÊ ÓÔÁ×ËÅ óÉÎÅÇÏ É

ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ", ÔÏ óÉÎÉÊ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ Ô×ÅÒÄÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ

ÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ R(v) �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ

"

B+R

0

= �,

ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÅÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3. åÓÌÉ ÖÅ

ëÒÁÓÎÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÓÔÁ×ËÕ óÉÎÅÇÏ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÁÕË�ÉÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚ-

ÒÅÛÁÔØÓÑ ÂÒÏÓÁÎÉÅÍ ÍÏÎÅÔËÉ. �ÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÓÔØ ÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÓÌÕ-

ÞÁÊÎÏ. ðÕÓÔØ N | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ

× b. óÉÎÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ N ÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÍÏÎÅÔËÕ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ ×ÓÀ

ÉÇÒÕ (ÔÁË ËÁË ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÇÒÁÔØ). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÓÅ-

ÒÉÉ ÉÚ N ÂÒÏÓËÏ× ÒÁ×ÎÁ

1

2

N

, Ô. Å. ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÏÉÇÒÙÛÁ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÒÁ×ÎÁ
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1− 1

2

N

, Á ÎÁ k ÓÅÒÉÑÈ | (1− 1

2

N

)

k

, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÏÉÇÒÙÛÁ ×ÏÏÂÝÅ ÒÁ×ÎÁ

lim

k→∞
(1− 1

2

N

)

k

= 0, Ô. Å. óÉÎÉÊ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. éÔÁË, ÉÇÒÁ Ó ÎÅ�ÏÌÎÏÊ

ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÕÓÔÒÏÅÎÁ �ÏÞÔÉ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÉÇÒÁ òÉÞÍÁÎÁ.

5. ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ

ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÇÒÙ òÉÞÍÁÎÁ

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ òÉÞÍÁÎÁ � ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁ-

ÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ M ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ �(M) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÊ ÞÅÒÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �(M)(v) = (M

+

(v) +M−(v))=2, ÇÄÅ M+

(v) É

M−(v) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊM × �ÏÔÏÍËÁÈ v (ÚÄÅÓØ É

ÄÁÌÅÅ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÉÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÔÏÉÔ 0, Á ÎÁ ËÒÁÓÎÏÊ | 1).

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ | ÜÔÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ òÉÞ-

ÍÁÎÁ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ R, ÞÔÏ �(R) = R.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ R ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, � | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. îÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ × ÓÅÂÑ, Á ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕ-

ÜÒÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ | ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀ-

ÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÊÔÉ × ÓÉÎÀÀ, �ÅÒÅÈÏÄÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÔÏÌØËÏ

× ÔÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ u, ÞÔÏ R(u) = R−(v). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ R × ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÉÄÔÉ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÕÔÉ × ÓÉÎÀÀ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÔÒÅÔÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ

ÂÕÄÅÔ ×ÙÊÔÉ × ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ R. äÁÌÅÅ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ

ÎÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ òÉÞÍÁÎÁ | R

1

É R

2

. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D = R

1 − R

2

ÎÅ-

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. ðÕÓÔØ D �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÅ v. �ÏÇÄÁ

ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R

i

(u) = R

i

−(v) É u | �ÏÔÏÍÏË v, ÔÏ D(u) = D(v).

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÊÔÉ ÄÏ ÓÉÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D(b) = D(v), ÏÔ-

ËÕÄÁ D(v) = 0 É ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ D ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,

ÞÔÏ D ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔËÕÄÁ D = 0 É R

1

= R

2

.

6. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÉÇÒÙ òÉÞÍÁÎÁ

îÁÒÑÄÕ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, �ÄÅÎÅÖÎÏÊ� ÉÇÒÏÊ òÉÞÍÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÁÑ

ÉÇÒÁ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÁÑ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÉ.

ëÁË É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÉÇÒÅ, �ÏÌÅ ÉÇÒÙ | ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó Ä×ÕÍÑ

×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, �ÅÌØ óÉÎÅÇÏ É ëÒÁÓÎÏÇÏ| �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÆÉÛËÕ × ×ÅÒÛÉÎÕ

Ó×ÏÅÇÏ �×ÅÔÁ. ïÄÎÁËÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÓÔØ ÈÏÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÎÅÔÙ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ R(v) | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ

ëÒÁÓÎÏÇÏ ��ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ�, Ô. Å. Õ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ

ÉÇÒÙ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÅ óÉÎÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ëÒÁÓÎÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

R(v). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Õ óÉÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−R(v).
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÈÏÄ ÉÇÒÙ ÏÔ �ÒÅÄÙÓÔÏÒÉÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÕËÁ-

ÚÙ×ÁÔØ, ËÕÄÁ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÈÏÄ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ô.Å. ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ R : V → V ,

ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÅÅ �ÏÔÏÍËÏ×

2)

.

ðÕÓÔØ R(v) | ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉ-

ÎÁÍÉ b É r. �ÏÇÄÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ëÒÁÓÎÏÇÏ R∗
ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ

ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ × ×ÅÒÛÉÎÕ w, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ R(·)
ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÏÔÏÍËÏ× v (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ óÉÎÅÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ×

×ÙÂÏÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ R(v)). äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØ-

ÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ óÉÎÅÇÏ, ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ëÒÁÓÎÏÇÏ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ × k

ÈÏÄÏ×, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 �ÒÉ k → ∞. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ d ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ëÒÁÓÎÙÊ, ÓÄÅÌÁ× d ÈÏÄÏ× �ÏÄÒÑÄ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. îÏ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×Ù�ÁÄÁÎÉÑ ÓÅÒÉÉ ÉÚ d ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÏÓÌÅ k �ÏÄÂÒÁÓÙ-

×ÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ k Ë 1.

ðÕÓÔØ óÉÎÉÊ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ B. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-
ÛÉÎÙ v Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ p

R∗
;B
(v) ×ÙÉÇÒÙÛÁ ëÒÁÓÎÏÇÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

�(v) = p

R∗
;B
(v) − R(v) > 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

�(v) >
�(R∗

(v)) + �(B(v))
2

;

Á �(b) = �(r) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(v) > 0. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ: ×ÏÚØÍÅÍ

ÍÉÎÉÍÕÍ �(·), ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ r ÆÕÎË�ÉÑ � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ óÉÎÉÊ �ÒÉÄÅÒÖÉ-

×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÈÏÄ óÉÎÅÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ

×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÏ É ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÈÏÄÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÉÇÒÙ òÉÞÍÁÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÔÒÁ-

ÔÅÇÉÉ ÉÇÒÏËÁ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÏ Ä×ÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ | ËÕÄÁ �ÏÊÔÉ É

ÓËÏÌØËÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ | ÉÇÒÏË �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ.

7. áÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÄÌÑ

ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÂÙÓÔÒÏ (ÚÁ ×ÒÅÍÑ, �ÏÌÉÎÏ-

ÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÇÒÁÆÁ) ÎÁÈÏÄÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ ÄÌÑ ÎÅÏÒÉ-

ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (Ô. Å. ÇÒÁÆÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÅÂÒÁÈ ÓÔÒÅÌËÉ Ä×ÕÓÔÏ-

ÒÏÎÎÉÅ).

äÁÄÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÅÇÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÏ-

ÄÅÌØ ÇÒÁÆÁ, ÓÄÅÌÁÎÎÁÑ ÉÚ ÔÑÖÅÌÙÈ ÛÁÒÉËÏ× É ÎÉÔÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ. òÁÚÍÅ-

ÓÔÉÍ ÜÔÕ ÍÏÄÅÌØ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁÖÄÙÊ ÛÁÒÉË ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ

2)

÷ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ É ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ËÏÇÄÁ ÉÇÒÏË �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ ÍÏÎÅÔ-

ËÕ ÄÌÑ �ÒÉÎÑÔÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÅ ÎÕÖÎÙ | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ

ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏÊ.
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�Ï×ÉÓÎÕÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ ÍÅÖÄÕ ÓÁÍÙÍ ÌÅ×ÙÍ É ÓÁÍÙÍ �ÒÁ×ÙÍ Ó×ÏÉÍ

ÓÏÓÅÄÏÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÛÁÒÉËÏ× �ÒÉÍÅÒÎÏ ÄÁÀÔ

ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ

ÛÁÒÉËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÉÎÅÊ É ËÒÁÓÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÏÔÔÑÎÕÔØ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ, ÔÏ ÎÁÔÑÎÕÔÓÑ ÎÉÔËÉ �Ï ÓÁÍÏÍÕ ËÏÒÏÔËÏÍÕ �ÕÔÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ

ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ËÏÒÏÔËÏÍ �ÕÔÉ ÍÅÖÄÕ ÓÉÎÅÊ É ËÒÁÓÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÆÕÎË-

�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. åÓÌÉ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÕÄÌÉÎÑÔØ

ÎÉÔËÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ (ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÈ ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ), ÔÏ ÅÝÅ ÏÄÉÎ

�ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÔÑÎÅÔÓÑ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÕÄÌÉÎÅÎÉÅ ÎÉÔÏË, ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ

òÉÞÍÁÎÁ ÎÁ ×ÓÅÍ ÇÒÁÆÅ.

�Å�ÅÒØ Ï�ÉÛÅÍ ÄÅÔÁÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁËÔÁÍÉ, �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÔÁËÔÏÍ × ÞÁÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÔÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÊ-

ÄÅÎÎÙÍÉ). ðÅÒÅÄ �ÅÒ×ÙÍ ÔÁËÔÏÍ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÓÉÎÑÑ

É ËÒÁÓÎÁÑ. úÁ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ë �ÒÏÊÄÅÎÎÙÍ ÏÄÎÕ

ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ËÏÎ�Å ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ

ÂÕÄÕÔ �ÒÏÊÄÅÎÙ.

ï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÕÔÉ

ÏÔ �ÒÏÊÄÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÄÒÕÇÏÊ �ÒÏÊÄÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �ÒÏÍÅ-

ÖÕÔÏÞÎÙÈ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �ÕÔÉ Ë ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ × �ÕÔÉ. äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁËÌÏÎ �ÕÔÉ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, �ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ�

ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎ�Ù Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÄÉÔ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÕÔÅÊ �Ï

ÎÅ�ÒÏÊÄÅÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ Ä×Å �ÒÏÊÄÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÕÔØ Ó ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ �ÕÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅ

ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ �ÕÔÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ �Õ-

ÔÉ ÎÁËÌÏÎ ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. îÁÊÄÑ �ÕÔØ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÁËÌÏÎÏÍ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ

ÄÅÌÁÅÔ ÅÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ

× ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �ÕÔÉ.

äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. îÁ 0-Í ÛÁÇÅ ÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, 0 É 1, ÎÁÊÄÅÎÙ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÁ×ÉÌØÎÏ. ðÕÓÔØ �ÅÒÅÄ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÔÁË-

ÔÏÍ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÎÁÊÄÅÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ;

ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÔÁËÔÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ �ÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙ.

ðÕÓÔØ v

1

− v

2

| ÒÅÂÒÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞ-

ÍÁÎÁ × v

1

É v

2

ÓÒÅÄÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ × ÎÅ�ÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ

v

1

É v

2

. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ × v

2

ÂÏÌØÛÅ. �ÏÇÄÁ v

2

| �ÏÔÏÍÏË v

1

Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ

ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÏÔÏÍËÏ×. ðÕÓÔØ v

0

| �ÏÔÏÍÏË v

1

Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË-

�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ. R(v

1

) =

1

2

(R(v

0

) + R(v

2

)), ÏÔËÕÄÁ R(v

1

) − R(v

0

) = R(v

2

) − R(v

1

).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÕÓÔØ v

k+1

| ÓÏÓÅÄ v

k

Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ R, v

k−1

| ÓÏÓÅÄ

v

k


 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÄÅÔ × �ÒÏÊ-

ÄÅÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ É Ó�ÒÁ×Á, É ÓÌÅ×Á, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÎÁÞÅ ÂÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

: : : , R(v−1

), R(v

0

), R(v

1

), : : : ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÕ

ÓÔÏÒÏÎÕ) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ R.
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âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÁ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ R(v

k

) =

1

2

(R(v

k−1

) + R(v

k+1

)), ÏÔËÕ-

ÄÁ R(v

k

) − R(v

k−1

) = R(v

k+1

) − R(v

k

). úÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ R(v

i

) Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ËÏÎ�ÁÍÉ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v

i

| �ÕÔØ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ

ÎÁËÌÏÎÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÎÁËÌÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÄÌÉÎÅ ÒÅÂÒÁ Ó ÓÁÍÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ R ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ, Á ÎÉ ÏÄÉÎ �ÕÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÉÊ ÎÁËÌÏÎ. �ÏÇÄÁ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍ ×ÙÂÅÒÅÔ �ÕÔØ Ó ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÎÁËÌÏÎÏÍ; ÎÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ R ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÆÕÎ-

Ë�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÑ ÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ (Á

ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÆÕÎË�ÉÑ òÉÞÍÁÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ!). äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÂÒÏÛÅÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ (ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁ-

ËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔ-

ËÉ ÎÅÓÌÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ Ó�ÏÓÏÂ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ

ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ �ÒÏÊÄÅÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁ-

ÆÁ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÉÚÍÅÎÉÔØ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÏÛÉÂÓÑ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ R ÎÁ

×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÉÍ �ÕÔÉ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. �ÏÇÄÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ �ÕÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏ v

1

− v

2

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(v

2

) − R(v

1

) ÂÏÌØÛÅ

ÎÁËÌÏÎÁ �ÕÔÉ, ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. íÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

v

k

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ R(v

k

) �ÒÉ k > 1 |

ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ R(v

k+1

) É ÞÅÇÏ-ÔÏ ÅÝÅ, ÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÇÏ R(v

k−1

),

ÏÔËÕÄÁ R(v

k+1

)−R(v
k

) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ R(v

k

)−R(v
k−1

). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÉ

k < 2 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ R(v

k

)− R(v

k−1

) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ R(v

k+1

)− R(v

k

). úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ

×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ k R(v

k+1

)−R(v
k

) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ R(v

2

)−R(v
1

). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁËÌÏÎ �ÕÔÉ

v

i

ÂÏÌØÛÅ ÎÁËÌÏÎÁ �ÕÔÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÉÓÁÎÉÀ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

8. ïÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ,

�ÒÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ

ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ×ÒÅÍÑ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ | ÜÔÏ �ÅÒÅÂÏÒ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n ÞÉÓÅÌ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ n | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÉÓ-

ËÌÀÞÁÑ ÓÉÎÀÀ É ËÒÁÓÎÕÀ). ëÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (a

i

) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄ�Ï-

ÌÏÖÅÎÉÀ R(v

a

1

) 6 R(v

a

2

) 6 : : : 6 R(v

a

n

), ÇÄÅ v

i

| ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ. þÔÏÂÙ ×

ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÊÔÉ R, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ

ÅÅ �ÏÔÏÍÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÕÖÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÓÑ. �ÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉ-
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ÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ = ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

òÅÛÉ× ÅÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ-

×ÅÒÉÔØ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÖÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÎÅÔ,

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÂÒÁËÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ.

üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n!). ïÄÎÁËÏ, ÉÚ-

×ÅÓÔÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ ÚÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, Ô. Å. ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ

ÂÙÓÔÒÅÅ. ï�ÉÛÅÍ ÉÄÅÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, M , ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÕÌÉ

(ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, × ËÒÁÓÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ 1). ðÒÉÍÅÍ M ÚÁ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÒÉÂÌÉ-

ÖÅÎÉÅ Ë ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ

ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ N Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÀ �(N).

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅËÕÝÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ×ÅÒÛÉ-

ÎÁÈ, ÞÔÏ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÞÍÁÎÁ. ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÜÔÏ

�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÒÅÛÉ× ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ òÉÞÍÁÎÁ, ÔÏ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁËÏÎÞÅÎÁ, ÉÎÁÞÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ

ÛÁÇÕ.

îÅÌØÚÑ ÎÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÏÄÎÕ ÔÏÎËÏÓÔØ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

ðÏ ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ N , �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ, ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÒÑÄÏË ×ÅÒÛÉÎ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ

× ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ × ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ É ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÒÁÎØÛÅ

× ÉÓËÏÍÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ïÄÎÁËÏ, ÍÏÖÅÔ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. ëÁË × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ �ÏÒÑÄÏË?

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÒÁ×ÉÌÅ Õ�Ï-

ÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ N . ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ �ÒÁ×ÉÌÁ, ËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. äÌÑ ÇÒÕ��Ù ×ÅÒÛÉÎ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ

ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ N �ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁ ÉÚ ÎÉÈ �ÍÅÎØÛÅ�, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ Ë

×ÅÒÛÉÎÁÍ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ N ËÏÒÏÞÅ, ÅÓÌÉ ÖÅ ÄÌÉÎÁ ÜÔÉÈ �ÕÔÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Á,

ÔÏ ËÔÏ ÍÅÎØÛÅ | ÎÅ×ÁÖÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ÇÏÄÉÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ: ÎÅ-

ÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ �ÕÔØ × ÓÉÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÎÁ

ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÕÂÙ×ÁÀÔ.

õ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÉÄÅÉ ÅÓÔØ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÉÓ-

�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ËÁÖÄÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ ÓËÏÒÏÓÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÍÁËÓÉ-

ÍÕÍÁ × �ÏÔÏÍËÁÈ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÄÏÖÄÁÔØ ÄÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÂÇÏÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÒÕÇÉÍ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÉÇÒÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÅ ÓÁ-

ÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ, ×ÒÏÄÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ óÉÎÅÍÕ ÄÏ �ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔËÉ

×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÁÂÏÒ ÒÅÂÅÒ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÔÅËÕÝÅÊ

×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÌÉ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅÂÒÁÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÆÉÛ-

ËÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÄÒÕÇÕÀ (ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÉÞØÅÊ

ÂÙÌÁ 0). úÁÔÅÍ × ÈÏÄÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ

ÉÓÞÅÚÁÀÔ, É ÉÇÒÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÙÞÎÕÀ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, �ÒÏ ×ÓÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÙ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÁÌÏ, ÉÎÏÇÄÁ ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÉÈ

ÒÁÂÏÔÙ.
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9. éÇÒÁ òÉÞÍÁÎÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÉÇÒÏËÏ×

äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÇÒÏËÁ ×ÎÏÓÉÔ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÉÇÒÕ òÉÞÍÁ-

ÎÁ, ÄÅÌÁÑ ÅÅ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÊ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÉÇÒÅ.

üÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÏÓØ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ

×ÁÒÉÁÎÔÙ �ÒÁ×ÉÌ ÉÇÒÙ ÄÌÑ ÔÒÏÉÈ ÉÇÒÏËÏ×. �ÒÅÔÉÊ ÉÇÒÏË (ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-

×ÁÔØ ÅÇÏ úÅÌÅÎÙÍ) �ÏÌÕÞÁÅÔ Ó×ÏÀ �ËÏÎÅÞÎÕÀ� ×ÅÒÛÉÎÕ (g) É ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ

G. (ëÁË É × ÉÇÒÅ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ× �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ

ÅÓÔØ �ÕÔØ, ×ÅÄÕÝÉÊ × ×ÅÒÛÉÎÙ r; g; b.) ðÏ ÓÕÔÉ × ÉÇÒÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

�ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÕË�ÉÏÎÁ. ðÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÓÉÊ ÉÇÒÏË, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÁ×ËÕ,

ÏÔÄÁÅÔ ÅÅ ÔÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ, ÓÔÁ×ËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÔÏÒÁÑ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ; �Ï ÄÒÕÇÏÊ | ÅÇÏ

ÓÔÁ×ËÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÈ ÓÔÁ×ËÁÍ.

úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÕÀ ×ÅÒÓÉÀ �ÒÁ×ÉÌ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á ÆÉÎÁÎÓÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÇÒÏËÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ B;R É G. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÇÒÏËÏ× ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ × ÎÅÍ ÔÏÞËÏÊ, ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁ×ÎÙ ËÁ�ÉÔÁÌÁÍ ÉÇÒÏËÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ

×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÜÔÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÇÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ

ÇÒÁÆÁ É ÔÏÞËÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ×,

ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÅÌÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ Õ

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. îÉÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÁËÏÊ

�ÒÉÍÅÒ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÏÂÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ.

íÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÌÉÛØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ ÉÌÉ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ

ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ×, ÓËÁÖÅÍ, óÉÎÅÇÏ. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ëÒÁÓÎÙÊ É

úÅÌÅÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ × ËÏÁÌÉ�ÉÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÎÕÀ ÉÇÒÕ, ÍÏÖÎÏ ËÏ-

ÎÅÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ r É g ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ÂÕÄÅÍ r). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ

ÔÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÂÙ×ÁÔØ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÁ×ËÉ É ëÒÁÓÎÏÇÏ, É úÅÌÅÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓÔÁ×ËÉ óÉÎÅÇÏ, ÔÏ

ëÒÁÓÎÙÊ �ÅÒÅÄÁÅÔ Ó×ÏÀ ÓÔÁ×ËÕ úÅÌÅÎÏÍÕ (ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

ïÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ ËÏÁÌÉ�ÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÅÒÏ× ÄÅÌÁÅÔ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÁ×ËÉ. �ÏÇÄÁ ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÇÒÅ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ òÉÞÍÁÎÁ × ÜÔÏÊ

ÉÇÒÅ ÞÅÒÅÚ R(v). éÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ òÉÞÍÁÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

B

B+R

<

< R(v) (

B

B+G

< R(v)), ÔÏ óÉÎÉÊ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. åÓÔØ É Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÊ ÄÌÑ ÉÇÒÙ

ÔÒÅÈ ÉÇÒÏËÏ× ÓÌÕÞÁÊ: ÅÓÌÉ R > 2B É G > B, ÔÏ Õ ËÏÁÌÉ�ÉÉ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ

ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. ëÒÁÓÎÙÊ É úÅÌÅÎÙÊ ÓÔÁ×ÑÔ �Ï B, óÉÎÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÈ �ÅÒÅËÕ�ÉÔØ.

óÔÁ×ËÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ Ë úÅÌÅÎÏÍÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁÎÅÔ B + G > 2B, Á Õ ëÒÁÓÎÏÇÏ

R − B > B. õÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, É ËÏÁÌÉ�ÉÑ ÂÅÓ�ÌÁÔÎÏ ÓÄÅÌÁÌÁ ÈÏÄ. äÅÊÓÔ×ÕÑ

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÅÒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÅÚ �ÏÔÅÒØ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ �ÒÉÊÔÉ

× r É ×ÙÉÇÒÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÇÒÕ ÔÒÅÈ ÉÇÒÏËÏ× ÎÁ ÇÒÁÆÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎ-

ËÅ 3a) (ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁ). ïÂÌÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÈ

(ËÁË ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ, ÄÁÖÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÈ) ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏ-

ËÏ× ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÉÓÕÎËÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ (×Ù�ÕËÌÙÊ �ÑÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉË) × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÎÅÔ ÂÅÓ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.
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2
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a) b) 
)

òÉÓ. 3.

ðÏÓÌÅ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÍÅÎ (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÅ-

ÒÏ×) ÉÚ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÇÒÁÆÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 3b) É 3
). ðÒÉ×ÏÄÑ ÉÈ Ë ÓÌÕÞÁÀ

ÉÇÒÙ óÉÎÅÇÏ �ÒÏÔÉ× ËÏÁÌÉ�ÉÉ ëÒÁÓÎÏÇÏ É úÅÌÅÎÏÇÏ, ËÁË Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÁ-

ÅÍ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÎÕÀ ÉÇÒÕ ÎÁ ÇÒÁÆÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 2,

ÎÏ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÕ ÉÇÒÕ (óÉÎÉÊ �ÒÏÔÉ× ËÏÁÌÉ�ÉÉ ëÒÁÓÎÏÇÏ É úÅÌÅÎÏÇÏ ÎÁ ÇÒÁÆÅ

ÒÉÓÕÎËÁ 2). ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ | v

1

. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

R > 2B (G > 2B), ÔÏ ËÏÁÌÉ�ÉÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ (ÔÁË ËÁË R(v

1

) = 1=3). äÁÌÅÅ,

ÅÓÌÉ R > B É G > B, ÔÏ ËÏÁÌÉ�ÉÑ ÔÏÖÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ: ÓÎÁÞÁÌÁ ëÒÁÓÎÙÊ B, Á

úÅÌÅÎÙÊ | ÎÉÞÅÇÏ. �ÏÇÄÁ Õ óÉÎÅÇÏ ÓÔÁÎÅÔ 2B, Õ úÅÌÅÎÏÇÏ | G > B É ÆÉÛËÁ

�ÅÒÅÄ×ÉÎÅÔÓÑ, É, ÔÁË ËÁË R(v

2

) = 2=3, ÔÏ óÉÎÉÊ �ÒÏÉÇÒÁÅÔ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕËÁ-

ÚÁÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ô. Å. Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓ-

ÌÏ×ÉÑ: R < 2B, G < 2B, É R < B ÉÌÉ G < B (ÎÅ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÒÉ-

ÓÕÎËÅ 4). �ÏÇÄÁ Õ óÉÎÅÇÏ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ óÉÎÉÊ

ÓÔÁ×ÉÔ ÎÁ ÁÕË�ÉÏÎ ×ÅÓØ Ó×ÏÊ ËÁ�ÉÔÁÌ. åÓÌÉ ÅÇÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ �ÅÒÅËÕ�ÉÔ, ÔÏ ÏÎ ×Ù-

ÉÇÒÁÅÔ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÅÒÅËÕ�ÉÔ ëÒÁÓÎÙÊ. �ÏÇÄÁ

R > B, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ G < B. ðÏÓÌÅ ÓÄ×ÉÇÁ ÆÉÛËÉ ËÁ�ÉÔÁÌÙ É ëÒÁÓÎÏÇÏ,

É úÅÌÅÎÏÇÏ ÓÔÁÌÉ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ B. �Å�ÅÒØ óÉÎÉÊ �ÏÄÂÉÒÁÅÔ " > 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

s = max(R

1

;G

1

) + " < B, ÇÄÅ R

1

É G

1

| ÎÏ×ÙÅ ËÁ�ÉÔÁÌÙ ëÒÁÓÎÏÇÏ É óÉÎÅÇÏ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÁ×ËÕ s. ïÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ÁÕË�ÉÏÎ, ÓÄ×ÉÎÅÔ ÆÉÛËÕ É ÏÔ-

ÄÁÓÔ Ó×ÏÀ ÓÔÁ×ËÕ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÏÁÌÉ�ÉÏÎÅÒÏ×. �ÁË ËÁË s < B, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ

ÂÏÌØÛÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌÁ. äÁÌÅÅ ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ 2B− s. ðÅÒÅËÕ�ÉÔØ ÅÇÏ ÓÍÏ-

ÖÅÔ ÌÉÛØ ÔÏÔ, ËÏÍÕ ÏÎ ÏÔÄÁÌ ÄÅÎØÇÉ, Á, ÚÎÁÞÉÔ �ÏÓÌÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ ÆÉÛËÉ

Õ óÉÎÅÇÏ ÓÔÁÎÅÔ 4B − 2s, Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏ× ËÁ�ÉÔÁÌ �ÏÎÉÚÉÔÓÑ, Á Õ

ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. éÔÏÇÏ, ËÁ�ÉÔÁÌ óÉÎÅÇÏ �Ï×ÙÓÉÔÓÑ ÎÁ 2B − 2s.

�ÁË ËÁË ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÉËÌÅ ÓÔÁ×ËÁ óÉÎÅÇÏ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ, ÔÏ ÅÇÏ ËÁ�ÉÔÁÌ ÂÕ-

B

R G

B

R G

òÉÓ. 4.
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ÄÅÔ ×ÓÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÒÁÓÔÉ, É × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎ ÓÍÏÖÅÔ, ÎÁÈÏÄÑÓØ × ×ÅÒÛÉÎÅ v

1

,

�ÅÒÅËÕ�ÉÔØ ÏÂÏÉÈ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏ×.

äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v

2

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ×ÙÉÇÒÙÛÁ óÉÎÅÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ B > 2R É B > 2G. äÌÑ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3a) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÔÍÅÞÅÎ-

ÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4 ÂÕË×ÁÍÉ R É G.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ

á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ í.î.÷ÑÌÏÍÕ ÚÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÓÔÁÔØÀ ÄÌÑ

�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�; á.æÒÏÌÅÎËÏ×Õ ÚÁ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ; á.áËÏ�ÑÎÕ ÚÁ

ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É �ÏÌÅÚÎÙÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. á×ÔÏÒÙ ÔÁËÖÅ ÈÏÔÑÔ �Ï-

ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ î.î.ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×Á ÚÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÄÅÀ ÌÅÔÎÉÈ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÊ

�ÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏ×.

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[1℄ íÁÔÅÒÉÁÌÙ XII ìÅÔÎÅÊ ëÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏ× (ÜÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ×ÅÒ-

ÓÉÑ: www.m

me.ru/olympiads/lktg).

[2℄ A. J. Lazarus, D. E. Loeb, J. G. Propp, D. Ullman Ri
hman games. Cambridge

University Press, 1995.
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íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÎÉ õÉÌØÑÍÁ

ìÏÕÜÌÌÁ ðÕÔÎÁÍÁ

å.í.âÒÏÎÛÔÅÊÎ

íÉÓÔÅÒ õÉÌØÑÍ ìÏÕÜÌÌ ðÕÔÎÁÍ × 1882 ÇÏÄÕ �ÏÌÕÞÉÌ × çÁÒ×ÁÒÄÅ ÓÔÅ�ÅÎØ ÂÁ-

ËÁÌÁ×ÒÁ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É × ÔÅÞÅÎÉÅ ÒÑÄÁ ÌÅÔ ×ÏÚÇÌÁ×ÌÑÌ ÇÏÓÔÅ×ÏÊ ÄÅ�ÁÒÔÁÍÅÎÔ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ çÁÒ×ÁÒÄÁ. ïÎ ÂÙÌ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÏÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ,

�ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÕÔÎÁÍÏ×ÓËÉÈ. îÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×

ÎÉÈ ÏÎ Õ×ÅËÏ×ÅÞÉÌ Ó×ÏÅ ÉÍÑ.

ðÕÔÎÁÍÏ×ÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÉÎÔÅÌ-

ÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ËÏÎËÕÒÓÏ×. éÄÅÉ, �ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÏÓÎÏ×Õ ÉÈ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ, ðÕÔÎÁÍ ÉÚÌÏ-

ÖÉÌ × ÓÔÁÔØÅ, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × 1921 ÇÏÄÕ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ | ËÏÍÁÎÄÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ,

�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÚÁÝÉÝÁÀÔ �×ÅÔÁ Ó×ÏÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ËÏÌÌÅÄÖÅÊ. ÷Ï

ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÝÁÎÉÑ ÓÕ�ÒÕÇÁ, ÍÁÄÁÍ ðÕÔÎÁÍ × 1927 ÇÏÄÕ ÕÞÒÅÄÉÌÁ ÆÏÎÄ ÄÌÑ

�ÏÄÄÅÒÖËÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ. ãÅÎÔÒÏÍ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÓÔÁÌ çÁÒ×ÁÒÄ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ çÁÒ×ÁÒÄÁ ÂÙÌ ì.ìÏÕÜÌÌ, ÂÒÁÔ ÍÁÄÁÍ ðÕÔ-

ÎÁÍ. îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÅÞØ ÎÅ ÛÌÁ Ï �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÌÉÛØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏ-

ÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍÕ ÑÚÙ-

ËÕ, ÎÏ, ×ÉÄÉÍÏ, �ÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÏÔ�Á É ÓÙÎÁ âÉÒÇÏÆÏ×,

ðÏÊÁ, òÁÄÏ É ÄÒÕÇÉÈ ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ-

×ÁÎÉÑ. äÖÏÒÄÖ äÜ×ÉÄ âÉÒÇÏÆ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï×

ÉÈ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ×ÓÑ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ:

1. óÏÓÔÑÚÁÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÞÎÏ-ËÏÍÁÎÄÎÙÍÉ. ëÏÍÁÎÄÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-

ÔÅÔÁ (ËÏÌÌÅÄÖÁ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÎÏ ÕÞÁÓÔÉÅ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ

É ÄÒÕÇÉÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ (ËÏÌÌÅÄÖÁ) óûá É ëÁÎÁÄÙ. ðÒÉ

ÜÔÏÍ �ÏÄ×ÏÄÑÔÓÑ ËÁË ËÏÍÁÎÄÎÙÅ, ÔÁË É ÌÉÞÎÙÅ ÉÔÏÇÉ.

2. ïÂÝÅÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÁÓÓÏ�É-

Á�ÉÑ áÍÅÒÉËÉ | �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ËÉ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉ�Ï×.

ðÅÞÁÔÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÅÚÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ä.áÌØÂÅÒÁ (íáá).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(192{204)
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3. ðÒÉÚÁÍÉ É �ÏÏÝÒÅÎÉÑÍÉ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. ÷Ù-

ÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÁÑ �ÑÔÅÒËÁ, �ÅÒ×ÁÑ ÄÅÓÑÔËÁ É Ô. Ä.

4. ïÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÑÔÉ ÌÕÞÛÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÄÏÌ-

ÖÉÔØ ÏÂÕÞÅÎÉÅ (ÎÁ ÍÁÇÉÓÔÅÒÓËÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ) × çÁÒ×ÁÒÄÅ.

ðÅÒ×ÏÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÌÏÓØ × 1938 ÇÏÄÕ, É Ó ÔÅÈ �ÏÒ ÏÎÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ

ÅÖÅÇÏÄÎÏ (ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ×ÏÅÎÎÙÅ 1943{ 1945 ÇÏÄÙ). 4 ÄÅËÁÂÒÑ

1999 ÇÏÄÁ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ × ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÊ ÒÁÚ.

îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï ËÏÎËÕÒÓÏÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ðÕÔÎÁÍÏ×ÓËÉÊ ËÏ-

ÍÉÔÅÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ × ÓÏÓÔÁ× ËÏÍÉÔÅÔÁ ×ÈÏÄÉ-

ÌÉ ÔÁËÉÅ ×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÁË òÁÄÏ, ðÏÊÁ, ëÁ�, ëÁ�ÌÁÎÓËÉÊ (�ÏÂÅÄÉ-

ÔÅÌØ �ÅÒ×ÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ), ëÅÌÌÉ, íÏÚÅÒ, âÅÌÌÍÁÎ, òÏÔÁ, ëÏËÓÅÔÅÒ. ëÏÍÉÔÅÔ

ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ ÚÁÄÁÎÉÑ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÒÁÂÏÔÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, �ÕÂÌÉËÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

óÁÍÏ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ (× �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ | ×

�ÅÒ×ÏÅ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÅ ÄÅËÁÂÒÑ). ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÍ É ËÏÌÌÅÄÖÁÍ

ÒÁÓÓÙÌÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÑ×ËÁÍÉ. ÷ ÄÅÎØ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÕÞÁÓÔÎÉ-

ËÉ ÓÏÂÉÒÁÀÔÓÑ × Ó×ÏÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÑÈ, ÉÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ 6 ÚÁÄÁÞ (á1{á6)

ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÁ Ó ÕÔÒÁ É 6 ÚÁÄÁÞ (÷1{÷6) ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÁ �ÏÓÌÅ ÏÂÅÄÁ. îÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ-

�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ �ÏÒÑÄÏË É ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÙ × ËÏÍÉÔÅÔ. ë ÕÞÁ-

ÓÔÉÀ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ ÓÔÕÄÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ (ÂÁËÁÌÁ×ÒÓËÏÊ) ÓÔÕ�ÅÎÉ, ÓÔÕÄÅÎÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ × ÉÔÏÇÉ (ÏÎÉ

�ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ × ÖÕÒÎÁÌÁÈíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁ�ÉÉ áÍÅÒÉËÉ) ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÄÅÒÁÍÉ × ×ÉÄÅ 11-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ: �ÅÒ×ÁÑ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ | ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÉ×ÛÉÈ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÌÎÏÓÔØÀ, ÄÁÌÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÄ×ÉÎÕ×ÛÉÈÓÑ

ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÄÏÌÀ, ÄÅÓÑÔÁÑ | ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×É×ÛÉÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ×ÅÒ-

ÎÙÅ �Ï�ÙÔËÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÄÉÎÎÁÄ�ÁÔÁÑ | ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×É×ÛÉÈ

ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÏÏÂÝÅ. óÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÏÞÅÎØ �Ï�ÕÌÑÒÎÙ, ÅÖÅÇÏÄÎÏ × ÎÉÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ

ÕÞÁÓÔÉÅ ÏËÏÌÏ 300 ËÏÍÁÎÄ É Ó×ÙÛÅ 2000 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. ÷ ÒÑÄÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× ×

ÕÞÅÂÎÙÊ �ÌÁÎ ×ËÌÀÞÅÎÙ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÓÅÍÉÎÁÒÙ �Ï �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ Ë ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉ-

ÑÍ. õÓ�ÅÈÉ ËÏÍÁÎÄ É ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× | �ÒÅÄÍÅÔ ÇÏÒÄÏÓÔÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×

É ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ×.

�ÅÍÁÔÉËÁ ÚÁÄÁÞ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÕÒÓÁÍÉ (ÁÎÁ-

ÌÉÚ, ÁÌÇÅÂÒÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

É ÄÒ.). íÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ ×ÅÓØÍÁ ÓÉÌØÎÏ ×ÁÒØÉÒÕÅÔÓÑ. îÁÒÑÄÕ Ó ÕÔÅÛÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÌÅÇ-

ËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÄÏÓÔÕ�ÎÙÍÉ �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Õ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÅÓÔØ ÏÞÅÎØ

ÔÒÕÄÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÄÁÀÔÓÑ ÕÓÉÌÉÑÍ ×ÓÅÇÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÒÁÚÎÙÈ ÌÅÔ.

á5 (1985). äÌÑ ËÁËÉÈ �ÅÌÙÈ 1 6 m 6 10 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

I

m

=

2�∫

0


os(x) 
os(2x) · : : : · 
os(mx) dx = 0?

A6 (1985). ðÕÓÔØ �(p(x)) = a

2

0

+ a

2

1

+ : : : + a

2

n

| ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ p(x) =

= a

0

+a

1

x+ : : :+a

n

x

n

. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÉÎÏÍ g(x) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(0) = 1, �(g(x)

n

) = �((3x

2

+ 7x+ 2)

n

) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.
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÷3 (1985). ðÕÓÔØ

a

1;1

a

1;2

a

1;3

: : :

a

2;1

a

2;2

a

2;3

: : :

a

3;1

a

3;2

a

3;3

: : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Ä×ÁÖÄÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 8 ÒÁÚ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×

(m;n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a

m;n

> mn.

÷6 (1985). çÒÕ��Á �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ {M
i

} ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �Ï-
ÒÑÄËÁ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ r ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

r∑
i=1

tr(M

i

) = 0, ÇÄÅ

tr | ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á

r∑
i=1

M

i

| ÎÕÌÅ×ÁÑ.

á3 (1986). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

∞∑
n=0

ar

tg(n

2 − n+ 1).

÷4 (1986). ðÕÓÔØ G(r) = min

m;n∈Z

∣∣∣r −
√
m

2

+ 2n

2

∣∣∣. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ lim

n→+∞
G(r) = 0.

÷6 (1986). ðÕÓÔØ A, B, C, D | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ �ÏÌÑ F, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù AB

′
, CD

′
| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É AD

′ − BC

′
= I .

úÄÅÓØ B

′
| ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ B, I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. äÏËÁÖÉÔÅ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A

′
D − ó

′
B = I .

á1 (1987). îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

A =

{
(x; y) : x

2 − y

2

=

x

x

2

+ y

2

}
; B =

{
(x; y) : 2xy +

y

x

2

+ y

2

= 3

}
;

C =

{
(x; y) : x

3 − 3xy

2

+ 3y = 1

}
; D =

{
(x; y) : 3yx

2 − 3x− y

3

= 0

}
:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ∩B = C ∩D.

á5 (1987). äÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ G(x; y) =

(
− y

x

2

+ 4y

2

;

x

x

2

+ 4y

2

; 0

)
. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ: F (x; y; z) = (M(x; y; z),

N(x; y; z); P (x; y; z)) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ

(1) ÆÕÎË�ÉÉ M;N;P ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÒÉ (x; y; z) 6=
6= (0; 0; 0);

(2) rotF = 0 �ÒÉ (x; y; z) 6= (0; 0; 0);

(3) F (x; y; 0) = G(x; y).

÷4 (1987). ðÕÓÔØ x(1) = 0;8, y(1) = 0;6 É �ÒÉ n = 1; 2; 3; : : :

x(n+ 1) = x(n) 
os(y(n))− y(n) sin(y(n));

y(n+ 1) = x(n) sin(y(n)) + y(n) 
os(y(n)):

÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ lim

n→∞
x(n), lim

n→∞
y(n) ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ.



íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÎÉ õÉÌØÑÍÁ ìÏÕÜÌÌÁ ðÕÔÎÁÍÁ 195

÷6 (1987). ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Ó p

2

ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÇÄÅ p| ÎÅÞÅÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ (p

2 − 1)=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ F × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a;−a ×ÈÏÄÉÔ × S. ðÕÓÔØN ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ

S Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {2a : a ∈ S}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÞÅÔÎÏÅ.

á6 (1988). ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A × n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÉÍÅÅÔ (n+ 1) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÀÂÙÅ n ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ A = aI , ÇÄÅ I | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, a | ÓËÁÌÑÒ?

÷4 (1988). ðÕÓÔØ ÒÑÄ

∞∑
n=1

a

n

(a

n

> 0) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

∞∑
n=1

(a

n

)

n=(n+1)

.

á3 (1989). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 11z

10

+ 10iz

9

+ 10iz − 11 = 0, ÔÏ |z| = 1.

á6 (1989). ðÕÓÔØ a

n

= 1, ÅÓÌÉ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË

ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÎÕÌÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÉÆÒ É 0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

îÁ�ÒÉÍÅÒ, a

36

= 1, �ÏÓËÏÌØËÕ 36 = 100100

2

, Á a

20

= 0, �ÏÓËÏÌØËÕ 20 = 10100

2

.

ðÕÓÔØ � = 1 + a

1

x + a

2

x

2

+ : : : | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �

3

+ x�+ 1 = 0 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.

÷6 (1989). ðÕÓÔØ (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) | ÔÏÞËÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍÁÑ ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÊ

ÏÂÌÁÓÔÉ 0 < x

1

< x

2

< : : : < x

n

< 1 × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅÍ, É f(x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ [0; 1℄, Õ ËÏÔÏÒÏÊ f(1) = 0. ðÏÌÏ-

ÖÉÍ x

0

= 0; x

n+1

= 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ òÉÍÁÎÁ

n∑
i=0

(x

i+1

− x

i

)f(x

i+1

) ÒÁ×ÎÏ

1∫

0

P (x)f(x) dx, ÇÄÅ P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÎÅ

ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 0 < P (x) < 1 �ÒÉ 0 < x < 1.

A3 (1990). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÉÍÅÀÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ

�ÒÑÍÏÊ, ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ, ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ 5=2.

A5 (1990). åÓÌÉ á É ÷ | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÄÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï á÷á÷ = 0, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÷á÷á = 0?

÷4 (1990). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ n, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Á

É b. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÌÉ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g

1

; g

2

; : : : ; g

2n

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(1) ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 2 ÒÁÚÁ;

(2) g

i+1

= g

i

a ÉÌÉ g

i+1

= g

i

b �ÒÉ i = 1; 2; : : : ; 2n. (óÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g

n+1

= g

1

.)

á3 (1991). îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 2, ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ r

1

<

< r

2

< : : : < r

n

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(1) p(r

i

) = 0 �ÒÉ i = 1; 2; : : : ; n,

(2) p

′
((r

i

+ r

i+1

)=2) = 0 �ÒÉ i = 1; 2; : : : ; n− 1.

á5 (1991). îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

y∫

0

√
x

4

+ y

2

(1− y)

2

dx

�ÒÉ y ∈ [0; 1℄.
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÷3 (1991). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏL ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉm É n �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Â�ÏÌØÛÉÅL,

ÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏ×m×n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ×
4× 6 É 5× 7?

÷4 (1991). ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

p∑

j=0

(
p

j

)(
p+ j

j

)
= (2

p

+ 1) (mod p

2

):

á3 (1992). äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n; x; y), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ m, n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (x

2

+ y

2

)

m

= (xy)

n

.

á5 (1992). ðÕÓÔØ a

n

= 0(1), ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÔÎÏÅ (ÎÅÞÅÔÎÏÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ-

×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a

k+j

= a

k+m+j

= a

k+m+2j

�ÒÉ 0 6 j 6 m−1.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

á5 (1985). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ 
os' =

e

i'

+ e

−i'

2

, �ÏÌÕÞÉÍ

I

m

=

2�∫

0


os(x) 
os(2x) · : : : · 
os(mx) dx =

=

1

2

m

2�∫

0

(e

ix

+ e

−ix
) · : : : · (eimx

+ e

−imx

) dx =

=

1

2

m

2�∫

0

∑
e

ix(±1±2:::±m)

dx:

ðÏÓËÏÌØËÕ

2�∫

0

e

ikx

dx = 0 �ÒÉ �ÅÌÏÍ k 6= 0 É

2�∫

0

dx = 2�, ÔÏ I

m

6= 0, ÅÓÌÉ �ÒÉ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÎÁËÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (±1± 2± : : :±m) = 0.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m ≡ 0 (mod 4) ÉÌÉ

m ≡ 3 (mod 4). þÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ±1±2 : : :±m ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÈ

ÚÎÁËÏ×, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ±1± 2 : : :±m = 0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ

ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ 1 + 2 + : : : +m = m(m + 1)=2. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 4

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m, m + 1. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÞÉÓÌÏ k = m(m + 1)=4 �ÅÌÏÅ É s =

= min{t : t + (t + 1) + : : : : +m 6 k}. åÓÌÉ s + (s + 1) + : : : +m = k, ÔÏ 1 + : : :

: : : + (s − 1) − s − (s + 1) − : : : − m = 0. åÓÌÉ s + (s + 1) + : : : + m < k, ÔÏ

ÞÉÓÌÏ p = k − (s + (s + 1) + ::: +m) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < p < s − 1.

åÓÌÉ �ÌÀÓÙ ×ÚÑÔØ Õ ÞÉÓÅÌ p; s; (s+1); : : : ;m É ÍÉÎÕÓÙ Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ

ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 10 ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ

ÞÉÓÌÁ 3,4,7,8. úÎÁÞÉÔ, ÏÔ×ÅÔ ÚÁÄÁÞÉ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {1; 2; 5; 6; 9; 10}.
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A6 (1985). ðÕÓÔØ p(x) = a

0

+ a

1

x + : : : + a

n

x

n

(a

n

6= 0). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

p

T

(x) = x

n

p(1=x) = a

0

x

n

+ a

1

x

n−1

+ : : :+ a

n

. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ (p

k

(x))

�

= (p

�

(x))

k

.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p(x) = a

0

+a

1

x+ : : :+a

n

x

n

, q(x) = b

0

+

+b

1

x+: : :+b

n

x

n

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(p(x)q(x)) = �(p

�

(x)q(x)). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p(x); q(x), �ÏÌÕÞÉÍ

�((p(x)q(x)) =

∑
a

2

i

b

2

j

+ 2

∑

i6=j
i+n−s=j+n−t

a

i

a

j

b

i

b

j

:

�Ï ÖÅ �ÏÌÕÞÉÍ É ÄÌÑ

�(p

�

(x)q(x)) =

∑
a

2

i

b

2

j

+ 2

∑

i6=j
i+n−s=j+n−t

a

i

a

j

b

i

b

j

:

ðÏÌÏÖÉÍ p(x) = x+2, q(x) = 3x+1. �ÏÇÄÁ p(x)q(x) = 3x

2

+7x+2, p

�

(x)q(x) =

= 6x

2

+ 5x + 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅ �(p(x)q(x))

n

= �(p

�

(x)q(x))

n

.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÈÞÌÅÎ 6x

2

+ 5x+ 1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

÷3 (1985). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, �ÒÉ ×ÓÅÈ (m;n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a

m;n

6

6 mn. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T

k

= {(m;n) : a
m;n

6 k}. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ |T
k

| = 8k. ó

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ S

k

= {(m;n) : mn 6 k} ⊂ T

k

. îÏ

|S
k

| = k +

⌊
k

2

⌋
+

⌊
k

3

⌋
+ : : :+ 1 >

k

2

(
1 +

1

2

+ : : :+

1

k

)

�ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÄÏÌÖÎÏ ×Ù-

�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

k

2

(
1 +

1

2

+ : : :+

1

k

)
6 8k, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏ-

ÓÔÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ.

÷6 (1985). ðÕÓÔØ S =

r∑
i=1

M

i

. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ tr(S) = 0. éÍÅÅÍ SM

j

=

r∑
i=1

M

i

M

j

=

= S, �ÏÓËÏÌØËÕ {M
i

} | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ. äÁÌÅÅ, S

2

=

r∑
j=1

SM

j

=

=

r∑
j=1

S = rS. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÍÏÇÕÔ ÒÁ×ÎÑÔØ-

ÓÑ ÔÏÌØËÏ 0 É r. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á tr(S) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù S ÒÁ×ÎÏ 0, �ÏÓËÏÌØËÕ tr(S) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÍÁÔÒÉ�Ù S. á ÔÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á S − rI ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,

Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á S

2 − rS = S(S − rI) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

S = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á3 (1986). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
tg(� − �) =

1 + 
tg� 
tg �


tg � − 
tg�

, �ÏÌÕÞÁÅÍ


tg(ar

tgn− ar

tg(n+ 1)) = n

2

+ n+ 1. ïÔÓÀÄÁ

ar

tgn− ar

tg(n+ 1) = ar

tg(n

2

+ n+ 1):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

k∑
n=0

ar

tg(n

2

+ n+ 1) = ar

tg 0− ar

tg k, ÞÔÏ ÄÁÅÔ

∞∑

n=0

ar

tg(n

2

+ n+ 1) = �=2:
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÷4 (1986). äÏËÁÖÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ k Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ k −
−⌊

√
k⌋2 6 3

√
k. ðÕÓÔØ p = ⌊

√
k⌋. �ÏÇÄÁ k = p

2

+ s, ÇÄÅ s < 2p+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

k − ⌊
√
k⌋2 = s < 2p+ 1 6 3

√
k, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ðÕÓÔØ r > 0, m = ⌊r⌋. �ÏÇÄÁ r = m + d (0 6 d < 1). ðÏÌÏÖÉÍ n = ⌊
√
md⌋.

ï�ÅÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r

2 −m

2 − 2n

2

. ðÏÌÕÞÁÅÍ

(m+ d)

2 −m

2 − 2n

2

= 2md+ d

2 − 2⌊
√
md⌋2 =

= 2(md− ⌊
√
md⌋2) + d

2 6 6

√
md+ d

2 6 6

√
r + 1:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

G(r) 6 r −
√
m

2

+ 2n

2

=

r

2 −m

2 − 2n

2

r +

√
m

2

+ 2n

2

6
6

√
r
+ 1

r

:

ðÏÓËÏÌØËÕ lim

r→∞

6

√
r

r

= 0, ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

÷6 (1986). óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù AB

′
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (AB

′
)

′
= BA

′
= AB

′
,

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù CD

′
| ÞÔÏ (CD

′
)

′
= DC

′
= CD

′
. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á AD

′−
−BC ′

= I ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (AD

′−BC ′
)

′
= I

′
, Ô. Å.DA

′−CB′
= I . òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�

(
A B

C D

)
,

(
D

′ −B′

−C ′
A

′

)
, �ÏÌÕÞÁÅÍ

(
AD

′ −BC

′ −AB′
+BA

′

CD

′ −DC

′ −CB′
+DA

′

)
=

(
I 0

0 I

)
:

îÏ ÔÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(
D

′ −B′

−C ′
A

′

)
×
(
A B

C D

)
=

(
D

′
A−B

′
C D

′
B − B

′
D

−C ′
A+A

′
C −C ′

B +A

′
D

)
=

(
I 0

0 I

)
:

ïÔÓÀÄÁ, A

′
D − C

′
B = I , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.

á1 (1987). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(z) = z

2−1=z−3i ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ
z = x+ iy. éÍÅÅÍ

Re f(z) = x

2 − y

2 − x

x

2

+ y

2

; Im f(z) = 2xy +

y

x

2

+ y

2

− 3:

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A ∩ B × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(z) = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C ∩ D ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

g(z) = z

3 − 3iz − 1 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ z = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ É ÂÅÚ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÎÏ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÉÚÑÝÎÅÅ.

á5 (1987). �ÁËÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ ÓÕÝÅÓ-

Ô×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÇÏ �ÉÒËÕÌÑ�ÉÑ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ËÒÁÅÍ

ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁ

x

2

4

+ y

2

+ z

2

= 1, z > 0. åÇÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÌÏÓËÉÊ ÜÌÌÉ�Ó C, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

x

2

4

+ y

2

= 1, z = 0. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÉÎ-
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ÔÅÇÒÁÌ

∮
C

G

x

dx + G

y

dy, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ x = 2 
os', y = sin'.

÷4 (1987). ðÏÓËÏÌØËÕ x

2

(1) + y

2

(1) = 1 É x

2

(n + 1) + y

2

(n+ 1) = x

2

(n) + y

2

(n)

�ÒÉ n = 1; 2; 3; : : : , ÔÏ x

2

(n) + y

2

(n) = 1 �ÒÉ ÔÅÈ ÖÅ n. ïÔÓÀÄÁ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÇÏÌ �(n) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 
os �(n) = x(n), sin �(n) = y(n). éÚ ÄÁÎÎÙÈ

ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÑÔØ �(n + 1) = �(n) + y(n) = �(n) + sin �(n),

�ÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �(1) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ

y = x + sinx. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, �ÒÉÞÅÍ y(x) < � �ÒÉ x < �. ïÔÓÀÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {�(n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Å �(n+1) = �(n) + sin �(n), �ÏÌÕÞÉÍ: sin lim

n→∞
�(n) = 0, Ô. Å. lim

n→∞
�(n) = �k. éÚ

�ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim

n→∞
�(n) = �. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ lim

n→∞
x(n) = −1,

lim

n→∞
y(n) = 0.

÷6 (1987). ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ p ÞÉÓÌÏ (p

2− 1)=2 ÞÅÔÎÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P

1

�ÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S, É ÞÅÒÅÚ P

2

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ 2a

(a ∈ S). ïÔÓÀÄÁ P

2

= 2

|S|
P

1

. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ 2a ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅ-

ÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ S, Ô. Å. ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ F

ÌÉÂÏ b, ÌÉÂÏ −b ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2a, (a ∈ S). ïÔÓÀÄÁ, P

2

= (−1)|S|−NP
1

= (−1)NP
1

×

ÓÉÌÕ ÞÅÔÎÏÓÔÉ |S|. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2|S| = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ

�ÏÌÑ F ÒÁ×ÎÁ p É 2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ �ÏÄ�ÏÌÀ F, ÔÏ �Ï ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ

æÅÒÍÁ 2

p−1

= 1. �ÏÇÄÁ 2

|S|
= 2

(p−1)(p+1)=2

= 1

(p+1)=2

= 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á6 (1988). ïÔ×ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. ðÕÓÔØ x

1

; : : : ; x

n+1

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A; �

1

; : : : ; �

n+1

| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ËÏÒÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÏ×�Á-

ÄÁÀÝÉÅ | �ÕÓÔØ �

n

= �

n+1

. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ

L

2

×ÅËÔÏÒÏ× x

n

; x

n+1

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅÍ �

n

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L

n−1

(n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ×

x

1

; : : : ; x

n−1

. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim(L

n−1

∩L
2

) = 1. ðÕÓÔØ

y | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ÷ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

n−1

; y ÌÉÎÅÊÎÏ

ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ. ðÕÓÔØ �

1

x

1

+ : : : + �

n−1

x

n−1

+ �

n

y = 0, ÇÄÅ ÓÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×

ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ A,

�ÏÌÕÞÁÅÍ: �

1

�

1

x

1

+ : : : + �

n−1

�

n−1

x

n−1

+ �

n

�

n

y = 0. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ, ÔÏ ×ÙÞÔÑ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ �

n

, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

n−1

|

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.

÷4 (1988). òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ:

N

1

=

{
n : (a

n

)

1=(n+1) 6 1=2

}
; N

2

=

{
n : (a

n

)

1=(n+1)

> 1=2

}
:

äÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (a

n

)

n=(n+1) 6 (1=2)

n

, ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ | (a

n

)

n=(n+1)

< 2a

n

.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÏÂÁ ÒÑÄÁ

∑
n∈N

1

(a

n

)

n=(n+1)

(×ÓÅÇÄÁ) É

∑
n∈N

2

(a

n

)

n=(n+1)

(×ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞∑
n=1

a

n

). ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ

∞∑
n=1

(a

n

)

n=(n+1)

�ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÅ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ.
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á3 (1989). ðÏÓËÏÌØËÕ 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-

ÄÅÌÉÔØ ÎÁ z

5

. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 11(z

5

+ z

−5

) + 10i(z

4

+ z

−4

) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ z = e

i'

. ðÏÄÓÔÁ-

×ÌÑÑ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

11 
os 5'+ 10 sin 4' = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F (') = 11 
os 5'+ 10 sin4'. éÍÅ-

ÅÍ F (0) > 0, F (�=5) < 0, F (2�=5) > 0, : : : , F (9�=5) < 0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 10 ËÏÒÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ 10 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

á6 (1989). ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ 4n �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ n ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ a

4n

=

= a

n

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ a

2n+1

= a

n

. ðÒÉ ÜÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ 4n + 2 �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ

n ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ �ÉÆÒ 10, ÉÍÅÅÍ a

4n+2

= 0. òÁÚÏÂØÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ �(x) =

= 1 + a

1

x + a

2

x

2

+ : : : ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: �

1

(x) = 1 + a

4

x

4

+ a

8

x

8

+ : : : = 1 + a

1

x

4

+

+a

2

x

8

+: : : = �(x

4

); �

2

(x) = a

1

x+a

3

x

3

+a

5

x

5

+: : : = x+a

1

x

3

+a

2

x

5

+: : : = x�(x

2

).

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a; b ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ a

k

= a, (a + b)

2

= a

2

+

+ b

2

�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÜÔÏÍÕ �(x

4

) = (�(x))

4

, �(x

2

) = (�(x))

2

. ïÔÓÀÄÁ, �(x) =

= �(x

4

) + x�(x

2

) = (�(x))

4

+ x(�(x))

2

. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �(x)(�

3

(x) + x�(x) − 1) = 0.

ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ � = 1 + a

1

x + a

2

x + : : : Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ 1, ÔÏ

�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ (�

3

(x) + x�(x) − 1) = 0. îÏ (�

3

(x) + x�(x) − 1) =

= (�

3

(x) + x�(x) + 1) �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.

÷6 (1989). ðÕÓÔØ M | Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ n-ÍÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. EÅ n-

ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ

∫

M

dX =

1∫

0

dx

n

x

n∫

0

dx

n−1

: : :

x

2∫

0

dx

1

=

1

n!

:

úÄÅÓØ dX | ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(f; x

1

; : : : ; x

n

)

ÒÉÍÁÎÏ×Õ ÓÕÍÍÕ

n∑
i=1

(x

i

− x

i−1

). éÍÅÅÍ

A(f) = å[U(f; x

1

; ; : : : ; x

n

)℄ = n!

∫

M

U(f; x

1

; : : : ; x

n

) dX:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ (x

i

− x

i−1

)f(x

i

). ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �Ï×ÔÏÒÎÏÍÕ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï x

i

Ñ×ÌÑÌÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ. éÍÅÅÍ

1∫

0

f(x

i

) dx

i

x

i∫

0

(x

i

− x

i−1

) dx

i−1

x

i−1∫

0

dx

1

x

i−1∫

x

1

dx

2

: : :

x

i−1∫

x

i−3

dx

i−2

1∫

x

i

dx

i+1

: : :

1∫

x

n−1

dx

n

:

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ

1∫

0

f(x)P

(i)

n

dx, ÇÄÅ P

(i)

n

=

(1− x)

n−i

(n− i)!

· x
i

i!

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

P

n

(x) = n!

n∑

i=1

P

(i)

n

(x) =

n∑

i=1

(
n

i

)
(1− x)

n−i
x

i

= 1− (1− x)

n

:

úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ((1−È)+È)n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ P

n

(x) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.
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á3 (1990). äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó

�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2. ï�ÉÛÅÍ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. �ÏÇÄÁ �ÌÏ-

ÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ

ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É �ÌÏÝÁÄÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-

ÎÙÍÉ ËÁÔÅÔÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÌÏÝÁÄØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÌÁÑ É �ÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÏ× �ÏÌÕ�ÅÌÙÅ, ÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÌÕ�ÅÌÁÑ É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ

ÍÅÎØÛÅ 1=2.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ. óÒÅÄÉ �ÑÔÉ ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-

ÍÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÏ ÔÏÇÄÁ

ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

åÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉ×Á-

ÅÔÓÑ ÎÁ �ÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÌÏÝÁÄØ

�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5=2. åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å, ÔÏ �ÌÏÝÁÄØ

�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2.

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ v

1

; : : : ; v

5

| ×ÅÒ-

ÛÉÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ, v

0

| ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [v

4

; v

5

℄

Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. éÓÈÏÄÎÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v

3

v

4

v

0

É �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË v

1

v

2

v

3

v

0

v

5

. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ �ÌÏ-

ÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2, �ÌÏÝÁÄØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2. �ÅÍ

ÓÁÍÙÍ, �ÌÏÝÁÄØ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5=2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á5 (1990). ðÕÓÔØ ABAB = 0. �ÏÇÄÁ (÷á)

3

= ÷(á÷á÷)á = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×

ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ n = 2 (n| �ÏÒÑÄÏË ÍÁÔÒÉ�Ù) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (÷á)

2

=

= 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÁÔÒÉ�Õ ÷á. S | ÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁË ÖÅ. åÓÌÉ ÏÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S Ä×ÕÍÅÒÅÎ, ÔÏ S |

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É �ÏÜÔÏÍÕ S

3 6= 0. åÓÌÉ ÏÂÒÁÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S ÎÕÌØÍÅÒÅÎ,

ÔÏ S

2

= S

3

= 0. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÒÁÚ L Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ. åÓÌÉ S

2 6= 0,

ÔÏ SL = L, Á ÔÏÇÄÁ É S

3

L = L, Ô. Å. S

3 6= 0. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ,

ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ

Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

éÎÁÞÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ �ÒÉ n > 2. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� �ÒÉ n = 3:

á =




0 0 1

0 0 0

0 1 0




; ÷ =




0 0 1

1 0 0

0 0 0




:

÷4 (1990). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù; ÒÅÂÒÏ (p; q) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ q = pa ÉÌÉ q = pb. üÔÏÔ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) ÉÚ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÑÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á pa = pb

ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = b;

(2) ×Ï ×ÓÑËÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÈÏÄÑÔ Ä×Á ÒÅÂÒÁ. ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÏ ÖÅ;

(3) ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ

�ÕÔØ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÏÂÒÁÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ��Á �ÏÒÏÖÄÅÎÁ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÍÉ a; b.
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éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ-

×ÕÅÔ �ÉËÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ÷Ù�ÉÓÙ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ

× �ÏÒÑÄËÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒ-

ÛÉÎ.

á3 (1991). ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ p(x) = Ó(x − r

1

)(x − r

2

) · : : : · (x − r

n

).

ïÔÓÀÄÁ

p

′
(x) = Ó[(x − r

2

)(x − r

3

) · : : : · (x− r

n

)+

+(x − r

1

)(x − r

3

) · : : : · (x− r

n

) + : : :

: : :+(x − r

1

)(x − r

2

) · : : : · (x− r

n−1

)℄:

�ÏÇÄÁ

p

′
(

r

1

+ r

2

2

) = Ó[(

r

1

+ r

2

2

− r

2

)(

r

1

+ r

2

2

− r

3

) · : : : · (r1 + r

2

2

− r

n

)+

+(

r

1

+ r

2

2

− r

1

)(

r

1

+ r

2

2

− r

3

) · : : : · (r1 + r

2

2

− r

n

) + : : :

: : :+(

r

1

+ r

2

2

− r

1

)(

r

1

+ r

2

2

− r

2

) · : : : · (r1 + r

2

2

− r

n−1

)℄:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á �ÒÉ n > 2 ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

p

′
((r

1

+ r

2

)=2) = 0 ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÉ

Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

A5 (1991). ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

√
x

4

+ y

2

(1− y)

2 6 x

2

+ y(1− y);

�ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ

y∫

0

√
x

4

+ y

2

(1− y)

2

dx 6

y∫

0

(x

2

+ y(1− y)) dx = y

2 − 2y

3

=3:

íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ y

2 − 2y

3

=3 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÒÁ×ÎÏ 1=3. �ÅÍ ÓÁ-

ÍÙÍ, ÄÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=3. îÏ �ÒÉ y = 1 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

1∫

0

x

2

dx = 1=3. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔ×ÅÔ: 1=3.

÷3 (1991). ïÔ×ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ.

äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á

1

; Á

2

; : : : ; Á

k

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ. ìÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Â�ÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ kÁ

1

Á

2

· : : : · Á
k

, ÍÏÖÎÏ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ t

1

Á

1

+t

2

Á

2

+: : :+t

k

Á

k

, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ t

1

; t

2

; : : : ; t

k

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ Á

1

; Á

2

; : : : ; Á

k

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÌÀÂÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÞÉÓÅÌ Á

1

; Á

2

; : : : ; Á

k

.

ðÕÓÔØ m > kÁ

1

Á

2

· : : : · Á
k

É m = t

1

Á

1

+ t

2

Á

2

+ : : : + t

k

Á

k

, �ÒÉÞÅÍ ÓÒÅÄÉ ÞÉ-

ÓÅÌ t

1

; t

2

; : : : ; t

n

ÅÓÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ (�ÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ t

k

< 0). óÒÅÄÉ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÅÓÔØ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ Á

1

Á

2

· : : : · Á
k

, �ÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÏÓÔÉ t

1

Á

1

> Á

1

Á

2

· : : : · Á
k

. �ÏÇÄÁ t

1

> Á

2

· : : : · Á
k

. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

t

′
1

= t

1

− Á

k

> 0, t

′
k

= t

k

+ a

1

> t

k

. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t

i

ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ.
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�ÏÇÄÁ

t

′
1

Á

1

+ t

2

Á

2

+ : : :+ t

′
k

Á

k

= t

1

Á

1

+ t

2

Á

2

+ : : :+ t

k

Á

k

= m:

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÁÒÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÂÌÏËÏ×,

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.

1. 20× 6 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4× 6 É 20× 7 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 5× 7;

2. 35× 7 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 5× 7 É 35× 5 | ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×

(�ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ);

3. 42× 4 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 5× 7 É 42× 4 | ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4× 6.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ: �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÉÚ

ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× 20×n, 35×n,
42× n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ 20, 35, 42 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ m ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ

ÓÌÏÖÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏ× m× n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

÷4 (1991). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÉÎÏÍ (1+(1+x))

p

(1+x)

p

= (2+È)

p

(1+x)

p

. îÁÊÄÅÍ ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ �ÒÉ x

p

Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

ìÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

p∑
j=0

(
p

j

)
(1+ x)

p+j

. ïÔÓÀÄÁ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

�ÒÉ x

p

ÒÁ×ÅÎ

p∑

j=0

(
p

j

)(
p+ j

p

)
=

p∑

j=0

(
p

j

)(
p+ j

j

)
:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

p

ÒÁ×ÅÎ

p∑

j=0

2

j

(
p

p− j

)(
p

j

)
=

p∑

j=0

2

j

(
p

j

)
2

:

ðÒÉ 0 < j < p ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

(
p

j

)
=

p(p− 1) · : : : · (p− j + 1)

j!

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ Ò ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó

Ò. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

p∑
j=0

2

j

(
p

j

)
2 ≡ (2

p

+ 1) (mod p

2

), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

á3 (1992). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x

2

+ y

2 > 2xy, �ÏÌÕÞÁÅÍ (xy)

n > (2xy)

m

,

ÏÔËÕÄÁ n > m.

ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, a É b ×ÙÓÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ò, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ x É

y, �ÒÉÞÅÍ a < b. �ÏÇÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p

2am

, Á �ÒÁ×ÁÑ

ÎÁ p

(a+b)n

É ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ p. îÏ ÔÏÇÄÁ 2am = (a + b)n >

> 2an, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ n > m. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a = b É �ÏÔÏÍÕ

x = y. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x = y, �ÏÌÕÞÁÅÍ 2

m

x

2m

= x

2n

, Ô. Å.

2

m

= x

2(n−m)

. ïÔÓÀÄÁ, x = 2

t

. éÍÅÅÍ m = 2t(n −m). ïÔÓÀÄÁ, ÞÉÓÌÏ m ÞÅÔÎÏÅ.

ðÕÓÔØ m = 2s. éÍÅÅÍ s = t(n− 2s). åÓÌÉ n− 2s > 1, ÔÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ

n− 2s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ n É s, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ n
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É m. ïÔÓÀÄÁ, n = 2s+ 1 = m+ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ t = s, x = 2

s

= 2

m=2

. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ,

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m ÞÅÔÎÏÍ, n = m+ 1, x = Õ = 2

m=2

.

A5 (1992). ïÞÅ×ÉÄÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

2n

= a

n

; a

2n+1

+ a

2n

= a

2n+1

+ a

n

= 1.

ðÕÓÔØ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ k;m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ �ÁÒ

Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ m.

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ m > 1 ÎÅÞÅÔÎÏÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a

k

= a

k+m

= a

k+2m

= 0,

�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ

k; k +m ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ a

k+1

= a

k+m+1

= a

k+2m+1

= 1. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ, �ÏÌÕÞÉÍ a

k+2

=

= a

k+m+2

= a

k+2m+2

= 0, É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ m − 1 ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ a

k+m−1

=

= a

k+2m−1

= a

k+3m−1

= 0. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k +m− 1; k + 2m− 1 ÞÅÔÎÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ

a

k+m

= 1 ÉÌÉ a

k+2m

= 1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ.

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ m ÞÅÔÎÏÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

k+j

= a

k+m+j

= a

k+m+2j

ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× k + j. ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ a

(k+j)=2

= a

(k+m+j)=2

=

= a

(k+m+2j)=2

. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

[k=2℄+i

= a

[k=2℄+m=2+i

=

= a

[k=2℄+m=2+2i

�ÒÉ 0 6 i 6 (m=2) − 1. (÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ �ÒÉ k ÞÅÔ-

ÎÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉÎÑÔØ j = 2i, �ÒÉ k ÎÅÞÅÔÎÏÍ | j = 2i− 1).îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ m.

îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ m = 1 ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a

k

= a

k+1

= a

k+2

. îÏ

ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k; k + 1 ÞÅÔÎÏÅ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
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á×ÔÏÒÕ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÓÔÁÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÏÔ ×ÅÎÇÅÒÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ

Ï�ÅÎËÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ Ë �ÌÏÝÁÄÉ ÄÌÑ ÆÉÇÕÒ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. üÔÏÔ ÓÀÖÅÔ ÂÙÌ �ÏÌÏÖÅÎ × ÏÓÎÏ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ,

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ 10 { 11 ËÌÁÓÓÏ× ÎÁ ÏÓÅÎÎÅÍ ÔÕÒÅ 22 �ÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏÄÏ×,

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÑÌÓÑ 29 ÏËÔÑÂÒÑ 2000 ÇÏÄÁ:

Á) îÅÓËÏÌØËÏ Þ�ÅÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÓÍ �ÒÉÂÉÔÙ Ë ÂÅÌÏÊ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ ÏÄÎÉÍ Ç×ÏÚÄ�ÅÍ ÔÏÌÝÉÎÙ 0;1 ÓÍ. ïÂÒÁÚÏ×ÁÌÁÓØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÁÑ Þ�ÅÒÎÁÑ ÆÉ-

ÇÕÒÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1 ËÍ? (ç×ÏÚÄØ ÎÅ

ÚÁÄÅ×ÁÅÔ ÇÒÁÎÉ� Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.)

Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ Ç×ÏÚÄØ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌÝÉÎÕ 0 (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ).

×) îÅÓËÏÌØËÏ Þ�ÅÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÂÅÌÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÏÂÒÁÚÕÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÕÀ Þ�ÅÒÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ËÕÓËÏ× É ÉÍÅÀÝÕÀ ÄÙÒËÉ). íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ Ë Å�Å

�ÌÏÝÁÄÉ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 100 000?

ïÔ×ÅÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ. ëÏÎÅÞÎÏ, �ÕÎËÔÙ Á) É Â) ÓÌÅÄÕÀÔ

ÉÚ �ÕÎËÔÁ ×), ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÌÅÇÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ×ÅÓØÍÁ

ÔÒÕÄÎÏÇÏ, �ÕÎËÔÁ.

ðÕÎËÔ Á) ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌ ÒÅÛ�ÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ, ÒÅÛÅÎÉÅ �ÕÎË-

ÔÁ ×) �ÏËÁ ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÌÏÓØ (�ÒÏ×ÅÒËÁ ÅÝÅ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÅÎÁ, ÔÁË ËÁË �ÏÌÕÞÅÎÙ ÅÝ�Å ÎÅ

×ÓÅ ÒÁÂÏÔÙ).

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ É ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÕÞÛÉÅ, ÞÅÍ 100 000, Ï�ÅÎËÉ ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÑ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ É �ÌÏÝÁÄÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÆÉÇÕÒ, ÎÏ ÔÏÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ

ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Å�Å ÕÄÁÓÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÎÁÛÉÈ

ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ?

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ. ðÕÎËÔ Á). ç×ÏÚÄØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ,

Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÂÉÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, �Ï ËÒÕÇÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ ÞÅÒÅÚ O, Á ÒÁÄÉ-

ÕÓ | ÞÅÒÅÚ r. ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÞÅÒÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÅÇÏ A

1

A

2

: : : A

n

. óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ O Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. �Ï-

ÇÄÁ ÎÁÛÁ ÆÉÇÕÒÁ ÒÁÚÏÂØÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉOA

1

A

2

; OA

2

A

3

,

: : : ; OA

n

A

1

(ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÓÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ �

1

; : : : ; �

n

ÕÇÌÙ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÒÉ ×ÅÒ-

ÛÉÎÅ O.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓËÁÖÅÍ OA

1

A

2

, É Ï�ÅÎÉÍ ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ A

1

A

2

.

ïÔÒÅÚÏË A

1

A

2

ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. �ÁË ËÁË �Ï

ÕÓÌÏ×ÉÀ Ç×ÏÚÄØ ÌÅÖÉÔ �ÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ O

ÄÏ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ A

1

A

2

, ÂÏÌØÛÅ r. ðÏÜÔÏÍÕ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OA

1

A

2

ÂÏÌØÛÅ

1

2

· r ·A
1

A

2

. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ

1

2

·OA
1

·OA
2

· sin�
1

, É

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(205{206)
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�ÏÓËÏÌØËÕ OA

1

É OA

2

ÍÅÎØÛÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ

√
2), �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ OA

1

A

2

ÍÅÎØÛÅ sin�

1

. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

1

2

· r ·A
1

A

2

< sin�

1

; ÏÔËÕÄÁ A

1

A

2

<

2

r

· sin�
1

:

úÁ�ÉÓÁ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÆÉÇÕÒÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á×

ÉÈ, �ÏÌÕÞÉÍ:

A

1

A

2

+ : : :+A

n

A

1

<

2

r

· (sin�
1

+ : : :+ sin�

n

) <

2

r

· (�
1

+ : : :+ �

n

) =

4�

r

:

�ÁË ËÁË r = 1=20 ÓÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 80� ÓÍ,

ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ 80 · 3;15 = 252 ÓÍ É �ÏÄÁ×ÎÏ ÍÅÎØÛÅ 1 ËÍ.

ðÕÎËÔ ×). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÎÁÌÏÖÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ Ó ÛÁÇÏÍ 1=2, × ÕÚÌÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÂØ�ÅÍ

Ç×ÏÚÄÉËÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=20 (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÚÌÁ ÓÅÔËÉ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ

1=20 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ).

ìÅÍÍÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ç×ÏÚÄÉË ÓÅÔËÉ, �Å-

ÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷�ÉÛÅÍ × ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ

ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ

Ç×ÏÚÄÉË ÓÅÔËÉ, �ÅÌÉËÏÍ × ÎÅÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ. ðÕÓÔØ ! | ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÅÊ, M | Å�Å �ÅÎÔÒ. �ÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÓÅÔËÉ,

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ M ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×É-

ÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2

√
2. �ÏÇÄÁ Ç×ÏÚÄÉË Ó �ÅÎÔÒÏÍ

× ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !, ÔÁË ËÁË ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ

ÒÁ×ÅÎ 1=2, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ 1=2

√
2 + 1=20. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

òÁÚÏÂØÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÓÈÏÄÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÁ ÇÒÕ��Ù �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: × ÏÄÎÕ ÇÒÕ��Õ

×ÈÏÄÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ Ç×ÏÚÄÉË ÓÅÔËÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ,

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �Ï�ÁÄÕÔ ÓÒÁÚÕ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÒÕ��).

ðÒÉÍÅÎÉ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ �ÕÎËÔÁ Á), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒÉ-

ÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 80�.

ðÕÓÔØ ×ÓÅÇÏ ÇÒÕ�� N . �ÏÇÄÁ �ÅÒÉÍÅÔÒ ×ÓÅÊ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 80�N .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË �ÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ Ç×ÏÚÄÉËÁ ÒÁ×ÎÁ �=400, É Ç×ÏÚÄÉËÉ

ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ, ÏÂÝÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �N=400. ðÏÜÔÏÍÕ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ Ë ÅÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 32 000, ÞÔÏ

ÍÅÎØÛÅ 100000.
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îÁ 63-Ê íÏÓËÏ×ÓËÏÊ çÏÒÏÄÓËÏÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ (2000 Ç.) ÂÙÌÁ

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

í ÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ × ÓÌÏÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Ï ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ

ÓÄ×ÉÎÕÔØ, ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, × ÓÌÏÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ, ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ

ÆÉÇÕÒ ÎÅÔ (ÜÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ). á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔ×ÅÔ { ÄÁ!

(ÓÍ. ÒÉÓ.).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× ÎÅÌØÚÑ ×ÙÄ×ÉÎÕÔØ. úÁÍÅÎÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ

×�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÎÅÇÏ ÛÁÒÏÍ S É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÛÁÒ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÄ×ÉÎÕÔØ. ÷ÒÁÝÁÔØ

ÛÁÒ ÂÅÓ�ÏÌÅÚÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ � ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ S. íÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÄ×ÉÇÁ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ �, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÉÄÕ-

ÝÉÈ ÉÚ � × ÓÔÏÒÏÎÕ S. �ÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ,

Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ (�Ï-

ÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×), ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÎÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× ÕËÌÁÄËÉ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ S.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ �ÕÓÔÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÛÁÒ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÔÅÔÒÁÜÄÒ, × ËÏÔÏÒÙÊ

ÏÎ ×�ÉÓÁÎ, ÎÅ ×ÙÎÉÍÁÅÔÓÑ.

ñ ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÔÁË. ÷ Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÅÎÑ ÎÅ ×ÚÑÌÉ × ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÕ

íçðé ÉÍ. ÷.é. ìÅÎÉÎÁ (�ÏÍÉÍÏ ÏÂÙÞÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ ÂÙÌÁ É ÔÁËÁÑ | ÔÏÇÄÁÛÎÉÊ

�ÒÏÒÅËÔÏÒ ÷.íÁÎÓÕÒÏ× ÚÁÑ×ÉÌ, ÞÔÏ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÙ �Ï ÉÓÔÏÒÉÉ ëðóó �ÒÏÔÉ×) É Ñ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(207{208)
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�ÏÓÔÕ�ÉÌ × ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÕ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÒÎÏÇÏ éÎÓÔÉÔÕÔÁ. �ÁÍ Ñ ÚÁÎÑÌÓÑ ÉÚÕÞÅ-

ÎÉÅÍ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÓËÁÌØÎÙÈ �ÏÒÏÄ, ÉÚÕÞÉÌ ËÎÉÇÕ R.Googman

and Shi-gen-Hua \Introdu
tion to Ro
k Me
hani
s". ÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÂÙÌÁ ÉÚÌÏÖÅÎÁ

ËÏÎ�Å��ÉÑ �ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÌÀÞÅ×ÏÇÏ ÂÌÏËÁ. äÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ×Ù-

ÒÁÂÏÔËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ËÒÅ�ÌÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÂÌÏËÏ×. �ÁÍ ÖÅ

ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ

ÇÒÁÎÑÍÉ. ÷Ï�ÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÂÌÏËÏ× ÔÁÍ

ÄÁÖÅ ÎÅ �ÏÄÎÉÍÁÌÁÓØ.

ðÏÓÌÅ ÚÁÝÉÔÙ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ Ñ Ë ÇÏÒÎÏÍÕ ÄÅÌÕ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÌÓÑ. ïÄÎÁËÏ, ÕÚÎÁ×,

ÞÔÏ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ

ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ×ÙÄ×ÉÎÕÔØ, �ÒÉÄÕÍÁÌ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ.

éÓÔÏÒÉÑ ÉÍÅÌÁ ÚÁÎÑÔÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. ëÏÇÄÁ Ñ ÂÙÌ × éÚÒÁÉÌÅ × ÍÁÅ 2000

ÇÏÄÁ É ÉÍÅÌ ÔÒÕÄÎÏÅ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ, Ñ ×Ó�ÏÍÎÉÌ, ÞÔÏ ÚÁ ÄÏËÌÁÄÙ �ÌÁÔÑÔ

(50$) É ÎÁÛÅÌ ÂÙ×ÛÅÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ �Ï ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÅ. îÁ ËÁËÕÀ ÔÅÍÕ

ÓÄÅÌÁÔØ ÄÏËÌÁÄ?

ðÒÉÛÌÁ ÉÄÅÑ. ÷ ÍÁÌÏÍ ÚÅÒÎÅ ÎÅ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÝÉÎÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ÚÅÒÎÁ ÍÏÇÕÔ ËÌÉÎÉÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÓÄÅÌÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, × ÆÏÒÍÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ

ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× É ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÊ

ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ËÏÍ�ÏÚÉÔÙ, ×ÙÄÅÒÖÉ-

×ÁÀÝÉÅ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇÉÍÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

äÁÎÎÁÑ ÉÄÅÑ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÁ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×. �ÁË ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎ ÎÏ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ

ÕËÌÁÄËÉ ËÉÒ�ÉÞÅÊ (ËÁË ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ËÒÁÓÉ×ÙÊ).

âÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÅÒÅÎ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×Ï�ÒÏÓÙ, Ó×Ñ-

ÚÁÎÎÙÅ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÒÁÓ�ÏÌÏ-

ÖÅÎÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉÔÏ× (× �ÌÁÎÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ)

× ÄÏÌÖÎÏÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÅ ÓÁÍÏÚÁËÌÉÎÉ×ÁÎÉÑ

ÚÅÒÅÎ. ÷ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÅÄÅÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×ÅÄÁÍÉ É Ó�Å�ÉÁÌÉ-

ÓÔÁÍÉ �Ï ÍÅÈÁÎÉËÅ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ñ ×ÙÓÔÕ�ÉÌ × ÒÏÌÉ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ �ËÕÌØÔÕÒÎÏÇÏ ÁÇÅÎÔÁ� (×ÅÄØ

ÎÉÞÅÇÏ �Ï ÓÕÔÉ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÏ ÍÎÏÀ ÎÅ ÂÙÌÏ). üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÄÒÕÇÏÊ, ÞÕÔØ

ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, ÞÅÍ �ÒÏÓÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.



îÁÍ �ÉÛÕÔ: : :

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ ÌÅË�ÉÊ ÎÁ Ä×ÕÈÇÏÄÉÞÎÏÍ �ÏÔÏËÅ

æíû ÉÍ.í.á.ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á, óõîã îçõ

÷.÷.÷ÏÊÔÉÛÅË

÷Á�ÌÁ× ÷Á�ÌÁ×Ï×ÉÞ ÷ÏÊÔÉÛÅË, ÄÏ�ÅÎÔ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óõîã îíõ,

�ÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÒÁ×ÎÉÔØ �ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÎÉÖÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ �íÁÔÛËÏÌØ-

ÎÉË�, Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × �2 ÔÒÅÔØÅÊ ÓÅÒÉÉ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�.

äÅÓÑÔÙÊ ËÌÁÓÓ. ðÅÒ×ÏÅ �ÏÌÕÇÏÄÉÅ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ Á��ÁÒÁÔ ÎÁÕËÉ

1. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. æÏÒÍÙ ÚÁ�ÉÓÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ

ÓÍÙÓÌ (×ËÌÀÞÁÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ É ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ). æÏÒÍÕÌÁ íÕÁ-

×ÒÁ. ëÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.

2. éÎÔÅÇÒÁÌ. æÏÒÍÕÌÙ ÂÒÕÓÁ, ÔÒÁ�Å�ÉÉ, �ÁÒÁÂÏÌÙ. íÅÔÏÄ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ. îÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ: �ÌÏÝÁÄØ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ 0 6 xy 6 1 �ÒÉ x > 1. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �.

3. ðÅÒ×ÁÑ, ×ÔÏÒÁÑ, n-Ñ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. æÏÒÍÕÌÁ �ÜÊÌÏÒÁ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅ-

ÎÁ É ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ðÒÁ×ÉÌÏ ÄÏÖÄÑ�. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁËÅÔÅ. æÏÒÍÕÌÁ îØÀ-

ÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉ�Á. ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

4. üÔÁ�Ù ÁÎÁÌÉÚÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x). ó�ÉÓÏË ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ

× R3

(85 ÎÁÚ×ÁÎÉÊ). íÅÔÏÄ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ.

5. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ w = f(z). ðÏÎÑÔÉÅ Ï ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

(15 �ÒÉÍÅÒÏ×).

6. íÁÔÒÉ�Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (×ÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔÉÊ �Ï-

ÒÑÄÏË). ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. õÇÌÙ üÊÌÅÒÁ. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.

7. üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÎÁÌÉÚÁ × R3

. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ËÒÉ×ÙÈ É �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

çÒÁÄÉÅÎÔ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÑËÏÂÉÁÎ.

8. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. üÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ

ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(209{214)
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9. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �Ï×ÏÒÏÔ É ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ìÏÒÅÎ�Á (�Ï ËÎÉÇÅ

ì.é. çÏÌÏ×ÉÎÏÊ �ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, ÉÚÄ.í.: îÁ-

ÕËÁ, 1985).

10. òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ. ïÒÂÉÔÙ. æÏÒÍÕÌÁ

÷ÁÒÉÎÇÁ.

äÅÓÑÔÙÊ ËÌÁÓÓ. ÷ÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÇÏÄÉÅ

çÏÄ Ó�ÏËÏÊÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

11. ó�ÏÓÏÂÙ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÒÕÇÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ðÏÌÉÎÏÍÙ É ÒÑÄÙ �ÜÊ-

ÌÏÒÁ É æÕÒØÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅ×Á, ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÏÔËÌÏÎÑÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ.

12. éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÑ. æÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ É îØÀÔÏÎÁ. ó�ÌÁÊÎÙ.

13. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ. óÌÏÖÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉË. óÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅ-

ÎÉÅ.

14. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. îïä, îïë, ÓÈÅÍÁ çÏÒÎÅÒÁ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ü×ËÌÉÄÁ,

�Å�ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. úÏÌÏÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏ×.

15. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ Z. îÕÌÉ �ÅÌÙÅ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ. çÒÁÎÉ�Ù ÎÕÌÅÊ. íÅÔÏÄ ËÁÓÁ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÄÌÑ ÉÈ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ. óÖÉÍÁÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. îÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

16. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ Z (R;C). íÅÔÏÄ ìÏÂÁ-

ÞÅ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

17. ëÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. ûÁÒÙ äÁÎÄÅÌÅÎÁ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Á

ËÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ë×ÁÄÒÁÔÕÒÁ. ÷Ù�ÕËÌÙÅ ÞÁÓÔÉ. âÉ�ÏÌÑÒÎÙÅ É ÜÌÌÉ�ÔÉ-

ÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

18. õÇÌÕÂÌÅÎÎÏÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÔÁ�Ï× ÁÎÁÌÉÚÁ ÆÕÎË�ÉÉ. þÅÔÎÏÓÔØ. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ.

íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ. ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. ÷Ù�ÕËÌÏÓÔØ.

19. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ËÒÁÀ Dom(y) | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÚÒÙ×Ï×, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÙ.

20. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. æÁÚÏ×ÙÅ �ÏÒÔÒÅÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ

x(t).

÷Ù�ÕÓËÎÏÊ ËÌÁÓÓ. ðÅÒ×ÏÅ �ÏÌÕÇÏÄÉÅ

21. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ üÊÌÅÒÁ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍ-

ÍÙ.

22. áÚÂÕËÁ �ÒÅÄÅÌÏ× (x

n

) É lim f(x). �ÅÏÒÅÍÙ ûÔÏÌØ�Á. õÓÌÏ×ÉÅ ìÉ�ÛÉ�Á. óÖÁ-

ÔÉÅ.

23. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù.

24. æÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ { óÔÉÒÌÉÎÇÁ ÄÌÑ n!

25. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ÷ÙÂÏÒËÉ. óÈÅÍÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ñ.âÅÒÎÕÌÌÉ. áËÓÉÏÍÙ á.î.ëÏÌ-

ÍÏÇÏÒÏ×Á. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ, ÄÉÓ�ÅÒÓÉÑ, ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. îÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ð.ì.þÅÂÙÛ�Ï×Á. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ?

26. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. íÅÒÁ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï êÅÎÓÅÎÁ.

27. âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. óÒÅÄÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Á.
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28. þÉÓÌÏ × �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÒÙ ÕÇÌÏ×, ÄÌÉÎ, �ÌÏ-

ÝÁÄÅÊ).

29. þÉÓÌÏ × ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÂßÅÍ, �ÌÏÝÁÄØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ, �ÒÑÍÙÍÉ, �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ.

30. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. óÞÅÔÎÏÓÔØ. ëÏÎÔÉÎÕÕÍ. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

îÁÞÁÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ. æÉÇÕÒÙ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ.

31. ðÒÏÆÅÓÓÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ (�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ �ÅÎÔÒÙ òÏÓÓÉÉ, ÚÁ-

ÒÕÂÅÖØÑ.

32. éÎÓÔÉÔÕÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óï òáî.

÷Ù�ÕÓËÎÏÊ ËÌÁÓÓ. ÷ÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÇÏÄÉÅ

áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ ÷.÷.÷ÏÊÔÉÛÅËÁ

33. òÁÚ×ÉÔÉÅ ÉÄÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (Ó îØÀÔÏÎÏÍ 357 ÌÅÔ, ÂÅÚ çÉÌØÂÅÒÔÁ | 57). (ÑÎ×.)

34. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÏÄÅÌØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÅÏÒÅÍÙ

ðÁ��Á, äÅÚÁÒÇÁ, ðÁÓËÁÌÑ, âÒÉÁÎÛÏÎÁ. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

(�Ï á.é.ûÉÒÛÏ×Õ). (ÆÅ×Ò.)

35. ðÏÄÈÏÄ Ë ÍÏÄÅÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ î.é.ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ü.âÅÌØÔÒÁÍÉ, æ.ëÌÅÊÎ,

á.ðÕÁÎËÁÒÅ). (ÍÁÒÔ) �Ï�ÏÌÏÇÉÉ 105 ÌÅÔ.

36. üË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ, ÏÒÉ�ÉËÌÙ, ÇÉ�ÅÒ�ÉËÌÙ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÕÇÏÌ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍÁ ìÏ-

ÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (�Ï ËÎÉÇÅ â.÷.ûÁÂÁÔÁ �÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ�, ÞÁÓÔØ I,

ÉÚÄ. 3. í.: îÁÕËÁ, 1985).

37. �ÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ðÅÎÔÁÇÒÁÍÍÁ îÅ�ÅÒÁ. (ÍÁÒÔ-

Á�Ò.)

38. ëÁË ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ: ÚÁÄÁÞÉ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÑÂÌÏËÏ ëÅ�ÌÅÒÁ, �ÉËÁ �ÏÒÉÞÅÌÌÉ,

�ÏÄÈÏÄ ìÅÊÂÎÉ�Á, ëÏÛÉ, òÉÍÁÎÁ, ìÅÂÅÇÁ. (Á�Ò.-ÍÁÊ)

äÒÕÇÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ ËÕÒÓÙ

39. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ. çÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉ-

ÒÏ×ÁÎÉÅ, ÉÚÏËÌÉÎÙ, ÍÅÔÏÄ ÌÏÍÁÎÙÈ. æÁÚÏ×ÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

40. íÅÔÏÄ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. úÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÇÒÕ�-

�Ï×ÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �Ï ì.÷.ï×ÓÑÎÎÉËÏ×Õ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ �Ï ËÕÒÓÕ ÷.÷.÷ÏÊÔÉÛÅËÁ

[÷éóëõ℄ óÍÉÒÎÏ× ÷.é. ëÕÒÓ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. �ÏÍ 1, ÔÏÍ 2.

[ëÌ℄ ëÌÅÊÎæ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÙÓÛÅÊ. �ÏÍ 1,

ÔÏÍ 2. í.: îÁÕËÁ, 1987.

[æÁîÉóÏ℄ æÁÄÄÅ× ä.ë., îÉËÕÌÉÎí.ó., óÏËÏÌÏ×ÓËÉÊé.æ. üÌÅÍÅÎÔÙ ×ÙÓÛÅÊ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. í.: îÁÕËÁ, 1987.

[ëÉò℄ ëÕÒÁÎÔò., òÏÂÉÎÓç. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ? í.: ðÒÏÓ×., 1967.

[ðÏçÅ÷Õ℄ ðÏÇÏÒÅÌÏ×á. ÷. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÄÌÑ ×ÕÚÏ×. í.: îÁÕËÁ, 1984.

[âÏÌÔ℄ âÏÌÔÑÎÓËÉÊ÷. ç. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: ðÒÏÓ×., 1985.
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[û℄ ûÁÛËÉÎà.á. îÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. í.: îÁÕËÁ, 1989. (ÓÅÒ. �ðÏ�ÕÌÑÒ-

ÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�, ×Ù�. 60)

[ÂÉÂë℄ âÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ �ë×ÁÎÔ� | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ù�ÕÓËÉ 17, 21, 22, 23, 56,

61, 64, 77, 83.

[ë℄ öÕÒÎÁÌ �ë×ÁÎÔ� (òáî, òáï) | ÇÏÄÏ×ÁÑ �ÏÄ�ÉÓËÁ.

[ü℄ üÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÉ | âóü, äü, íü, íüó, üüí, üóëí.

[ìÁûÁ℄ ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×í.á., ûÁÂÁÔâ.÷. íÅÔÏÄÙ �æëð. éÚÄ. 5. í.: îÁÕËÁ,

1987.

[âÅç℄ âÅÒÖÅí. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. �ÏÍ 1, 2. í.: íÉÒ, 1984.

[á÷òÙ℄ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×á.ä., ÷ÅÒÎÅÒá.ð., òÙÖÉË÷.é. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: ðÒÏÓ×.,

1988.

[÷ç℄ ÷ÅÊÌØç. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ. í.: îÁÕËÁ, 1989.

[âÉó℄ âÒÏÎÛÔÅÊÎé.î., óÅÍÅÎÄÑÅ×ë.á. ó�ÒÁ×ÏÞÎÉË �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. í.: îÁ-

ÕËÁ, 1985.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ (�Ï ËÕÒÓÕ

÷.÷.÷ÏÊÔÉÛÅËÁ)

1. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ | ÓÅÎÔÑÂÒØ, ÏËÔÑÂÒØ.

áÌÇÅÂÒÁ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (> 1) ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ [âáîá, ÇÌ. 6℄; [äðò℄; [ñËðÅ-3, ÇÌ. 1, 3, 7, 8℄. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ

ÓÍÙÓÌ ÓÉÓÔÅÍ É ÒÅÛÅÎÉÊ × R, R2

, R3

.

ðÌÁÎÉÍÅÔÒÉÑ | ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ (12 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×) [ëÉó℄, [áç℄,

[ðÒ, ÞÁÓÔØ 1℄; ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÚÁÄÁÞÁ á�ÏÌÌÏÎÉÑ [ðÒ, ÞÁÓÔØ 1, ÇÌ. 9℄; ÚÁÄÁÞÉ

ÎÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ [ðÏçÅ÷Õ, ÇÌ. 22℄; �ÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ.

2. �ÅËÕÝÉÅ ÚÁÎÑÔÉÑ | ÏËÔÑÂÒØ { ÍÁÊ.

áÎÁÌÉÚ | ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÏÒÑÄËÁ n > 2 É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ×

ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [ëÕ, ÔÏÍ 1℄, [÷ÉÎ, ÇÌ. 1℄, [âáîá℄. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-

ÎÙÈ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÆÉÚÉËÉ, ÜËÏÎÏÍÉËÉ. [ëÕ, ÔÏÍ 2, ÇÌ. 1, 2℄. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÜÊÌÏÒÁ [ëÕ, ÔÏÍ 1, x19℄. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÉÊ (É ÎÅÑ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ, �ÏÌÑÒÎÏÊ, �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ×ËÌÀÞÁÑ É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ([ëÕ, ÔÏÍ 1,

7.1{7.283;24.1{24.70℄, [÷ÉÎ, ÇÌ. 1℄) É �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ [ðÏçÅ÷Õ℄.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉÎ�É� ëÁ×ÁÌØÅÒÉ [ëÕ, ÔÏÍ 2, 8.63{

8.70℄.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÑ | ÚÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �Ï ÞÅÒÞÅÎÉÀ, �ÏÓÔÒÏ-

ÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÊ [ñËðÅ-3, ÇÌ. 16, 17℄; �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÓÔØ �ÒÑ-

ÍÙÈ É �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ [ëÉó℄, [áç℄, [ñËðÅ-3℄; ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÒÅÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ,

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÉ �ÒÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×Á-

ÎÉÉ [ðÏçÅ÷Õ℄.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ | �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÑ | ÉÎ×ÅÒÓÉÑ É ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ [ë,

�7, 86℄, [ðÏçÅ÷Õ℄, [÷éóëõ, ÔÏÍ 2℄, [ëÌ, ÔÏÍ 1℄, [ëÉò℄, [ìÁûÁ℄, [ðÒ, ÞÁÓÔØ 2,

ÇÌ. 28℄.

áÌÇÅÂÒÁ | ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÕÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [âáîá℄, [äðò℄, [ñËðÅ-3℄.

ïÂÒÁÔÎÙÅ ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ [äðò℄, [ëÕ, ÔÏÍ 1℄. äÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ

ÞÉÓÌÁÍÉ [ëÕ, ÔÏÍ 1℄, [æÉó℄. ëÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.
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äÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

[æÉó℄.

éÔÏÇ

îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÒÅÛÁÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:

1. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ (�ÒÑÍÁÑ) ÏÂßÅÍ (�ÌÏÝÁÄØ) �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÅÒÅÄÉ-

ÎÕ ÒÅÂÒÁ É �ÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ?

2. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ z-�ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÔÅÈ z ∈
∈ C, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÏÔ ÞÉÓÌÁ 1+ 2i. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÄÒÏÂÎÏ-

ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ M × ÓÅÂÑ.

3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ([ëÕ, ÔÏÍ 2, 8.70.4℄) ÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ, ÅÓÌÉ by = x(a− z), by = x(z − a),

x = b, z = 0 | ÇÒÁÎÉ�Á ÔÅÌÁ.

îÏ×ÙÅ ÔÅÍÙ

(ÇÏÄ Ó�ÏËÏÊÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ), (ÑÎ×.)

1. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ [æÉó℄.

2. òÑÄÙ æÕÒØÅ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ [ëÕ, ÔÏÍ 2℄.

3. ëÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ (�ÏÓÏÂÉÅ ÷.÷.÷ÏÊÔÉÛÅËÁ �÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ�,

îçõ, 1978).

4. üÔÁ�Ù ÁÎÁÌÉÚÁ ÆÕÎË�ÉÉ (ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÔÎÏÓÔØ, �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ, ÍÏ-

ÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ) [ëÕ, ÔÏÍ 1℄.

÷ ×Ù�ÕÓËÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ

5. üÔÁ�Ù ÁÎÁÌÉÚÁ (ÏËÏÎÞÁÎÉÅ): ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÙ, ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÒÔÒÅÔÙ [ëÕ,

ÔÏÍ 1℄.

6. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, �ÏÄÓÞÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ [ëÕ, ÔÏÍ 1℄.

7. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÕÍÍ [ëÕ, ÔÏÍ 2℄, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,

ÆÕÎË�ÉÊ [ëÕ, ÔÏÍ 1℄.

8. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ (×ËÌÀÞÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ) ÄÌÑ ÎÁÈÏ-

ÖÄÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å [âÉó℄.

9. çÒÁÄÉÅÎÔ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÑËÏÂÉÁÎ.

10. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÇÏÄÁ × îçõ, íçõ,

íæ�é, íéæé, íç�õ, ðçõ, �Ï ÖÕÒÎÁÌÕ �ë×ÁÎÔ� É ÚÁÄÁÞÎÉËÕ ÷.ó.âÅÌÏÎÏ-

ÓÏ×Á É í.÷.æÏËÉÎÁ, ÉÚÄ. 5, óï òáî, îçõ, 2000.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÅÍÙ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÓÍ. [âáîá℄, [áç℄)

ÕÞÁÝÉÅÓÑ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔ, ÚÁÔÅÍ ÉÚÕÞÁÀÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[ëÉó℄ ëÉÓÅÌÅ×á. ð. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ëÎÉÇÁ ÄÌÑ ÕÞÉÔÅÌÅÊ. í.: ðÒÏ-

Ó×., 1980.
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[âáîá℄ âÁÛÍÁËÏ×í.é. áÌÇÅÂÒÁ É ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÚÁ 10{11. éÚÄ. 2. í.: ðÒÏÓ×.,

1992.

[ëÕ℄ ëÕÄÒÑ×�Å×ì.ä. É ÄÒ. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. í.:

îÁÕËÁ. �ÏÍ 1, 1984. �ÏÍ 2, 1986.

[áç℄ áÔÁÎÁÓÑÎì.ó. É ÄÒ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ 10{11. í.: ðÒÏÓ×, 1992.

[ðÒ℄ ðÒÁÓÏÌÏ×÷.÷. úÁÄÁÞÉ �Ï �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ. éÚÄ. 2, ÞÁÓÔØ 1, ÞÁÓÔØ 2. í.:

îÁÕËÁ, 1989.

[ðÒÁû℄ ðÒÁÓÏÌÏ×÷.÷., ûÁÒÙÇÉÎé.æ. úÁÄÁÞÉ �Ï ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ. í.: îÁÕËÁ,

1989.

[äðò℄ äÏÒÏÆÅÅ× ç.÷., ðÏÔÁ�Ï×í.ë., òÏÚÏ×î.è. ðÏÓÏÂÉÅ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ

�ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÈ × ×ÕÚÙ. éÚÄ. 5. í.: îÁÕËÁ, 1976.

[ñËðÅ-3℄ ðÏÓÏÂÉÅ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÈ × ×ÕÚÙ �ÏÄ ÒÅÄ. ñËÏ×ÌÅ-

×Áç.î. éÚÄ. 3. í.: îÁÕËÁ, 1988.

[æÉó℄ æÁÄÄÅÅ×ä.ë., óÏÍÉÎÓËÉÊé. ó. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ �Ï ×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

éÚÄ. 11. í.: îÁÕËÁ, 1977.

[÷ÉÎ℄ ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Áé.á., ïÌÅÈÎÉËó.î., óÁÄÏ×ÎÉÞÉÊ÷.á. úÁÄÁÞÉ É Õ�ÒÁÖÎÅ-

ÎÉÑ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. í.: íçõ, 1988.

õÔÏÞÎÅÎÉÑ

÷ �ÒÏÛÌÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ ó.âÅÒÌÏ×Á ÓÏ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ïÌÉÍ�É-

ÁÄÙ 1999 ÇÏÄÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ é.íÅÖÉÒÏ×ÙÍ

ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ. á.ûÅÎØ (ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÍÅÓÔÉÌ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÏÂ ÜÔÏÊ

ÚÁÄÁÞÅ × The Mathemati
al Intelligen
er) �ÏÌÕÞÉÌ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ Ó×ÏÀ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÀ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ.

ñ.ëÁÒÏ (ya_
aro�kvgeva.org.il) �ÉÛÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌ

ë.óÕÔÎÅÒ (SutnerK. Linear Cellular Automata and the Garden of Eden // The

Mathemati
al Intelligen
er, 1989. Vol. 11. No. 2 P. 49{53.).

âÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÓÒÅÄÉ �ÒÏÞÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

× CaroY. Simple proofs to three parity theorems // Ars Combinatoria, 1996. Vol. 42.

P. 175-180.

�ÏÄ æÅÊÌ (feil�denison.edu) ÓÏÏÂÝÉÌ Ï Ó×ÏÅÊ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ Ó í.áÎÄÅÒÓÏÎÏÍ

ÓÔÁÔØÅ × Amer. Math Monthly (vo. 71, No. 4, O
t 1998, pp. 300-303), ÇÄÅ ÏÎÉ �ÒÉ-

×ÏÄÑÔ, ÎÁÒÑÄÕ Ó �ÒÏÞÉÍÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ É ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑÍÉ �Ï �Ï×ÏÄÕ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ,

ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ.
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éÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÔØÅ ä.òÅ�Ï×ÛÁ É á.óËÏ�ÅÎËÏ×Á

á×ÔÏÒÙ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ × �ÒÏÛÌÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÓÔÁÔØÉ (�ÅÏÒÉÑ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ

ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 2000. óÅÒ. 3, �4. ó. 154{180) �ÒÉ-

ÓÌÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ:

1) ÷ÔÏÒÏÊ ÁÂÚÁ� ÎÁ ÓÔÒ. 157 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:

úÁÄÁÞÁ Ï ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÏÄ-

ÎÁ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ Ï

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S

n → S

n

(Ô. Å. �ÍÎÏ-

ÇÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅÔÒÏ×�) ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ èÁÊÎ�ÅÍ èÏ�ÆÏÍ × 1926Ç. Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉ-

ÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÓÔÅ�ÅÎØ�, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ìÅÊÔÚÅÎÏÍ üÇÂÅÒÔÏÍ ñÎÏÍ âÒÁÕÜÒÏÍ ×

1911Ç. ÷ 1932Ç. èÏ�Æ ÏÂÏÂÝÉÌ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

n-�ÏÌÉÜÄÒÁ × S

n

(��Ï ÚÁËÁÚÕ� ðÁ×ÌÁ óÅÒÇÅÅ×ÉÞÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á). ðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ

ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ èÏ�ÆÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ èÁÓÓÌÅÒÕ

õÉÔÎÉ (1937). äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÔÅÏÒÅÍÁ èÏ�ÆÁ { õÉÔÎÉ �ÏÌÕÞÉÌÁ × ÒÁÂÏÔÁÈ

óÜÍÀÜÌÑ üÊÌÅÎÂÅÒÇÁ É CÏÎÄÅÒÓÁ íÁËÌÅÊÎÁ (1940), ìØ×Á óÅÍÅÎÏ×ÉÞÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ

(1941), îÏÒÍÁÎÁ óÔÉÎÒÏÄÁ (1947), äÖÏÎÁ çÅÎÒÉ ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÁ õÁÊÔÈÅÄÁ (1949) É

íÉÈÁÉÌÁ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ ðÏÓÔÎÉËÏ×Á (1950).

2) ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÁÂÚÁ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ èÏ�ÆÁ ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ

�� ∈ ZE

� ÎÁ �� ∈ ZV

�.

3) ÷ ÚÁÄÁÞÅ 5.b ÉÚ x1, 3-Ê ÓÔÒÏËÅ ÓÎÉÚÕ, ÎÁÄÏ ÕÂÒÁÔØ ÓÌÏ×Ï `ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ'.

4) ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ ÚÁÄÁÞÉ 9 ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

9. (�ÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ) îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ [S

3

; S

2

℄

∼
=

Z (èÏ�Æ{ðÏÎÔÒÑÇÉÎ{æÒÅÊÄÅÎÔÁÌØ,

1931{1938).

a) äÌÑ 3-�ÏÌÉÜÄÒÁ K É ËÌÁÓÓÁ 
 ∈ H

2

(K;Z) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∪ : H

1

(K;Z) ×

H

2

(K;Z) → H

3

(K;Z) É �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ deg

−1


 →
H

3

(K;Z)

H

1

(K;Z) ∪ 2


.

5) ÷ ÚÁÄÁÞÅ 9.b ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �f : K

(3) → S

2

ÎÁ ×ÓÅ K� ÎÁ �f |
K

(2)

:

K

(2) → S

2

ÎÁ ×ÓÅ K�.

6) ÷ ÚÁÄÁÞÅ 10.a ÉÚ x1 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �f : K

(n+1) → S

n

ÎÁ ×ÓÅ K� ÎÁ �f |
K

(n)

:

K

(n) → S

n

ÎÁ ×ÓÅ K�.

7) ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÁ Ó. 163 ÇÒÁÆ � É �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ v(') ∈ H

0

(�) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ

ÄÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ', Ô. Å. ÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË ×

ÔÏÞËÕ.

8) ÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.b É 4.
 ÉÚ x2 ÎÅ×ÅÒÎÙ. ÷ÅÒÎÕÀ ÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÍ. × [3, x4℄.

á×ÔÏÒÙ �ÒÉÎÏÓÑÔ ÉÚ×ÉÎÅÎÉÑ ÚÁ ÄÏ�ÕÝÅÎÎÙÅ ÎÅÂÒÅÖÎÏÓÔÉ.



úÁÄÁÞÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅ�Å-

ÎÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÒÕÄÎÙÈ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÙÅ

ÓÌÏÖÎÙÅ!) ÔÒÅÂÕÀÔ ÚÎÁÎÉÑ �ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ� ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ| ÁÎÁÌÉÚÁ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

É Ô. �.

óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍ ÜÔÏÊ �ÏÄÂÏÒËÉ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁÖÕÔÓÑ

ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ËÁË ÄÌÑ ÓÉÌØÎÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÔÁË É ÄÌÑ

ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.

íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ó �ÒÏÓØÂÏÊ ËÏ ×ÓÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ Ó×ÏÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÂÏÒ-

ËÉ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÓÙÌÁÔØ ÉÈ × ÒÅÄÁË�ÉÀ. é, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ Ó ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅÍ ÂÕÄÅÍ

�ÕÂÌÉËÏ×ÁÔØ Ó×ÅÖÉÅ Á×ÔÏÒÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. öÄÅÍ ×ÁÛÉÈ �ÉÓÅÍ (ËÁË Ó ×ÎÏ×Ø �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÍÉ

ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÔÁË É Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ).

÷ ÓËÏÂËÁÈ �ÏÓÌÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁÍÉÌÉÑ Á×ÔÏÒÁ (ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÉ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÓÑ). åÓÌÉ Á×ÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÔÏ × ÓËÏÂËÁÈ

ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÏÌØËÌÏÒ�.

1. ÷ ÔÅÌÅÓÅÒÉÁÌÅ ��ÁÊÎÁ óÁÎÔÙ-âÁÒÂÁÒÙ� 15 ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÉ�. óÅÒÉÑ ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.

ìÉÂÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÚÎÁÅÔ ÔÁÊÎÕ, ÌÉÂÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÚÎÁÅÔ ÔÁÊÎÕ,

ÌÉÂÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÔÁÊÎÕ. ëÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÅÒÉÊ? (ÔÁÊÎÁ ÏÄÎÁ É �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÅÅ ÎÅ

ÚÎÁÅÔ ÎÉËÔÏ).

(ó. ÷.ëÏÎÑÇÉÎ)

2. AÌÉ-âÁÂÁ ÄÅÌÉÔ Ó ÒÁÚÂÏÊÎÉËÏÍ 10 ËÕÞ ÚÏÌÏÔÏÇÏ �ÅÓËÕ. AÌÉ-âÁÂÁ ÍÏÖÅÔ ×

ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ ËÕÞÉ É ÕÊÔÉ, ÌÉÂÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ 4 ÌÀÂÙÅ ËÕÞÉ

É ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÕÞ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ. òÁÚÂÏÊÎÉË ÏÂÒÁÚÕÅÔ

ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ 4 ÎÏ×ÙÅ ËÕÞÉ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ËÁÖÄÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ÌÅ×ÙÈ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ AÌÉ-âÁÂÁ ÕÎÅÓÔÉ Ó ÓÏÂÏÊ Ó×ÙÛÅ 49 ËÇ ÚÏÌÏÔÏÇÏ �ÅÓËÕ,

ÅÓÌÉ ×ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ 50 ËÇ?

(á.ñ.âÅÌÏ×)

3. A

1

; : : : ; A

n

| ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á B ÔÁ-

ËÁÑ, ÞÔÏ

BA

1

BA

2

: : : BA

n

B 6= 0:

(á.ñ.âÅÌÏ×)

4. ïÔÒÅÚÏË SP ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ P ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å É ÆÏËÕÓ S ÜÌÌÉ�ÓÁ. �ÏÞËÁ R

ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ × ÔÏÞËÅ P (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë P × ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÆÏËÕÓÕ S). ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ SP �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ

ÞÅÒÅÚ R, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÌÌÉ�Ó �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ × ÔÏÞËÅ Q. �ÏÞËÁ T | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ
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�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, Ï�ÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ R ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË SP . îÁÊÄÉÔÅ

lim

Q→P

QT

2

RQ

:

äÌÉÎÙ �ÏÌÕÏÓÅÊ a; b ÜÌÌÉ�ÓÁ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

(á.óÅÎÄÅÒÉÞÉÎ)

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ 10 �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ×�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÏÄÅËÁ-

ÜÄÒ (×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ), ÅÓÔØ ÉËÏÓÁÜÄÒ.

(á.ñ.âÅÌÏ×)

6. Á) ÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) �ÅÌÙÅ É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÅÞÅÔÎÙÅ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x), ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÎÅÞÅÔÎÙÈ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ É ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ P (x).

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x; y) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ P (x; y), ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÎÅ-

ÞÅÔÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×?

(á.ñ.âÅÌÏ×)

7. G | ÇÒÕ��Á ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Ô. Å. ÎÅÔ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �Ï-

ÒÑÄËÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (ab)

n

= a

n

b

n

. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ÁÂÅÌÅ×Á, Ô. Å. ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ a; b ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ab = ba.

(ç.á.ëÁÒÁÓÅ×)

8. òÁÚÂÅÊÔÅ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

(Cosa monstra)

9. Á) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÌÅÎÔÙ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÅÈ ÓÏ-

ÓÅÄÅÊ ÓÌÅ×Á É ÔÒÅÈ Ó�ÒÁ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.

Â) îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ËÌÅÔËÁÈ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ 4 Ó×ÏÉÈ

ÓÏÓÅÄÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.

×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ?

(é.æ.ûÁÒÙÇÉÎ)

10. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X , Y , Z ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÏÔ-

ÒÅÚËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (XY )

Z

ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.

(í.ëÅÌØÂÅÒÔ)
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òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ×

1.2. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ N ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 2

N

ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ N .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

2

36

ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 36: (i)

ðÕÓÔØ

2

36

= 10

4

N + 10

3

K + 36: (ii)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 2

10

3

K+36

ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 10

3

K + 36. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ

×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ

2

4·53 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5

4

; (iii)

ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ: (15 + 1)

5

3 − 1 = 5

3 · 15 ·N = 5

4 ·N
1

. éÍÅÅÍ:

2

10

3

K+36 − (10

3

K + 36)

(ii)

= 2

10

3

K

(10

4

N + 10

3

K + 36)− (10

3

K + 36) =

= 2

10

3

K · 104N + (10

3

K + 36)(2

10

3

K − 1)

Id

= 10

4

N

1

+N

2

(((
2

4

)
5

3

)
2K

− 1

)
:

÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5

4

× ÓÉÌÕ (iii). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ (i) 10

3

K+36

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2

4

, ÚÎÁÞÉÔ 2

10

3

K+36 − (10

3

K +36) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10

4

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

íÙ ÓÏ×ÅÒÛÉÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ïÂÝÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ

a

m+1

= 2

a

m

, b

m

| ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ m �ÉÆÒÁÍÉ ÞÉÓÌÁ a

m

, m >

> 2. �ÏÇÄÁ 2

b

m − b

m

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10

m

. ðÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÏ×ÅÓÔÉ m-Ê ÛÁÇ

ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

(÷.í.�ÉÈÏÍÉÒÏ×)

1.4. õÓÌÏ×ÉÅ. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. K | ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÎÅÇÏ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÔÏÒÏÎÙ BC. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÏÊ

BC, ÌÕÞÁ AK É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ △ABC (ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ

�ÕÎËÔÉÒÏÍ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ ÒÁ×ÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E | �ÅÎÔÒ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ BC É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC, ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ r

a

,

Á 
 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÏ× AK, BK É ÔÁËÖÅ ËÁÓÁ-

ÀÝÁÑÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ìÅÍÍÁ 1. òÁÄÉÕÓ 
 ÒÁ×ÅÎ r

a

.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 5, 2001(218{229)
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B C

A

K

òÉÓ. 1.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÂÅ �ÕÎËÔÉÒÎÙÅ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÎÏ É ÒÁ×ÎÙ ×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 1 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K

′
| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ

ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC, 


′
| ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÏ× AK

′

É BK

′
(ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ M É L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) É ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ

Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ K

′ ∈ BC �ÒÑÍÁÑ ML �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÄÌÑ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ é.æ.ûÁÒÙÇÉÎÁ �úÁÄÁÞÉ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (�ÌÁÎÉÍÅ-

ÔÒÉÑ)�, ÂÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ �ë×ÁÎÔ�, �7, 1986 É × ËÎÉÇÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ óÏÒÏÓÏ×-

ÓËÏÊ ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ (10 ËÌÁÓÓ).

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ï�ÕÓÔÉÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ EV ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ BC É

�ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÚÁ ÔÏÞËÕ E ÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË V W , �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ-

ÎÙÊ BC É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V W = 2V E = 2r

a

. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÉÚ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÅÊ), ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË BW �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ K. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2 ÄÌÑ K

′
= K, ÚÁ-

ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ E;M;L ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ H ÎÁ ÓÔÏÒÏ-

ÎÅ BC ÔÁË, ÞÔÏÂÙWH ‖ML. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ O ÓÅÒÅÄÉÎÕWH . �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËMKL|

ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË WKH ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ. ðÏÜÔÏ-

ÍÕ KO| ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁWKH . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÒÅÚÏË EL Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉ-

ÎÉÅÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ WVH . ðÏÜÔÏÍÕ WELO | �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ OL = r

a

, OL ⊥ BC. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, O | �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ 
 (ËÁË ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ LO Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ WKH).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÄÉÕÓ 
 ÒÁ×ÅÎ r

a

, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

(÷.ðÒÏÔÁÓÏ×)
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áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ

× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁ×ÎÙ ÒÁÄÉÕÓÕ r

a

×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C

a

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ABC, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC. ðÕÓÔØ l | ×ÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë C

a

, �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÁÑ BC. �ÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ l É C

a

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ K

′
. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ AK.

÷×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ

Ó l, Á ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ A. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A ÒÁ×ÎÙ (0; L), ÁÂÓ�ÉÓÓÙ ÔÏ-

ÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ AK, AB, AC Ó ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ κ; �
1

; �

2

ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÄÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÁÓÁÎÉÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C

a

É �ÒÑÍÏÊ AB (AC) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(x − κ)
2

+ (y − r

a

)

2

= r

2

a

;

ÇÄÅ y = L − L

�

i

x, | ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Ô. Å. ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎ 0.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ y, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ

(
2κ +

2L(L − r

a

)

�

i

)
2

− 4

(
1 +

L

2

�

2

i

)
(κ

2

+ L(L− 2r

a

)) = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �

1

; �

2

| ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �)

(L− 2r

a

)�

2 − 2(L− r

a

)κ� + Lκ
2 − Lr

2

a

= 0: (1)

áÂÓ�ÉÓÓÙ �

1

; �

2

ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ (É �ÅÎÔÒÏ×) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ BC,

l, AK, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (1) Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ �)

(L− 2r

a

)κ
2 − 2(L− r

a

)κ� + L�

2 − Lr

2

a

= 0: (2)

�Å�ÅÒØ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ

△ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÕÎËÔÉÒÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ

Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ B É C ÒÁ×ÎÙ (

�

1

L

(L− 2r

a

); 2r

a

) É (

�

2

L

(L− 2r

a

); 2r

a

) ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (1) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÂÓ�ÉÓÓÁ �ÅÎÔÒÁ O Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ

△ABC ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ

~� =

1

2

(
�

1

L

(L− 2r

a

) +

�

2

L

(L− 2r

a

)

)
=

L− 2r

a

2L

(�

1

+ �

2

) =

L− r

a

L

κ =

�

1

+ �

2

2

; (3)

ÏÒÄÉÎÁÔÕ O ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ h, Á ÒÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | R. �ÏÇÄÁ ÁÂÓ�ÉÓÓÙ

B É C Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(x− ~�)

2

+ (2r

a

− h)

2

= R

2

;

ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

x

2 − L − 2r

a

L

(�

1

+ �

2

)x +

(
L − 2r

a

L

)
2

�

1

�

2

= 0:
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ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (1), �ÏÌÕÞÁÅÍ

~�

2

+ (2r

a

− h)

2 −R

2

=

(
L − 2r

a

L

)
2

L(κ
2 − r

2

a

)

L− 2r

a

= (κ
2 − r

2

a

)

L− 2r

a

L

: (4)

�Å�ÅÒØ Õ�ÒÏÓÔÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (4), ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ~�

2

+ (h− L)

2

= R

2

(×ÅÒ-

ÛÉÎÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). úÁÍÅÎÑÑ ~�

2 −R

2

ÎÁ −(h− L)

2

É ÒÁÓ-

ËÌÁÄÙ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ h

2h = L+ 2r

a

+

κ
2 − r

2

a

L

(5)

É ÄÌÑ R

2

R

2

= ~�

2

+

1

4

(
2r

a

− L+

κ
2 − r

2

a

L

)
2

: (6)

ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ (�

i

; r

a

) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r

a

ËÁÓÁ-

ÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ (~�; h) É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R, Ô. Å.

(~� − �

i

)

2

+ (h− r

a

)

2

= (R+ r

a

)

2

: (7)

üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (1), (2), (3) É (6) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

(
�

1

− �

2

2

)
2

+

1

4

(
L+

κ
2 − r

2

a

L

)
2

= r

2

a

+ ~�

2

+

1

4

(
2r

a

− L+

κ
2 − r

2

a

L

)
2

+ 2r

a

R;

ÏÔËÕÄÁ �ÏÓÌÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ R:

R =

L(L− 2r

a

) + κ
2

+ r

2

a

2L

: (8)

îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (8)

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6).

(í.î.÷ÑÌÙÊ)

1.6. õÓÌÏ×ÉÅ. Á) äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (X). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X > 0: P (X) > 0. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÔÏ P = Q=T , ÇÄÅ Q É T | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÁÍÉ.

Â)* ðÕÓÔØ P | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ, � | ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ.

�ÏÇÄÁ ÓÔÅ�ÅÎØ Q ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �=�.

òÅÛÅÎÉÅ. Á) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ-

ÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒÅÈÞÌÅÎÏ× ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É �ÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ x + 
 ÇÄÅ 
 > 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ. äÁÌÅÅ, ÄÅÌÁÑ

ÚÁÍÅÎÕ x → � · x É ÕÍÎÏÖÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ �′, ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-
×ÅÓÔÉ ÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ P (x) = x

2 − Æx+ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ Æ < 2 É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Æ > 0. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÞÁÓÔÅÊ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . �Å�ÅÒØ �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ.
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äÏÍÎÏÖÉ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = x

2 − Æx + 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

�

P (x) = x

2

+ Æx + 1

�ÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ P

1

(y) = y

2

+ (2− Æ

2

)y + 1, ÇÄÅ y = x

2

. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ

ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P

1

, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÂÕÄÕÔ × Ä×Á ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ P .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ P

1

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

2

É Ô. Ä. éÚ-

ÎÁÞÁÌØÎÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÚÁËÌÀÞÅÎ ÍÅÖÄÕ 0 É �=2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÒÇÕ-

ÍÅÎÔÙ ËÏÒÎÅÊ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÂÕÄÕÔ ÕÄ×ÁÉ×ÁÔØÓÑ, ÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

k

, ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ �=2 É �. ÷ÓÅ

ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

�

P

i

ÉÍÅÀÔ ÎÅÏ-

ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q =

∏
k−1

i=1

�

P

i

(x

2

i−1

) É T = P

k

(x

2

k−1

)

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Æ

i

= 2− Æ

2

i−1

É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Ñ×ÎÏ × ÎÁÌÉÞÉÉ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Â) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÂÌÉÚËÁ Ë

Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ P (x) = x

2 − Æx+1,

�ÒÉÞÅÍ Æ > 0. �ÏÇÄÁ Æ = 2 
os' É ×ÅÌÉÞÉÎÁ ' (0 < ' < �=2) ÅÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÄÎÏ-

ÇÏ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ P . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ Æ ÍÏÎÏÔÏÎÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÒÎÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× PT É

T ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ P

1

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÏ× P , ÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ P

1

T ÔÏÖÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ' =

�

2

1

k

, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Q ÒÁ×ÎÁ k É ÂÏÌØÛÅ k, ÅÓÌÉ

' <

�

2

1

k

. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q = PT ÂÕ-

ÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× t

k

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T . âÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÙ t

k

Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ, Ô. Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×

t

′
k

= t

k

+ v

k

� (� | �×ÒÅÍÑ�). ïÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q

ÉÌÉ T ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ.

ðÕÓÔØ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t

i

, Á ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ v

i

ÎÁÌÏÖÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-

ÎÉÅ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. �ÏÇÄÁ ÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ

É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÎÕÌÅ-

×ÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ:

∑
�

i

v

i

= 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ, Á

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ v

i

= 0.

âÕÄÅÍ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÉÔØ × ÎÕÌØ ËÁË ÍÏÖÎÏ

Â�ÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× T É R. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ

ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q = RT .

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ T (x) = 1 + t

1

x + : : : + t

k

x

k

+ · · ·+ t

r

x

r

; t

r

> 0. �ÏÇÄÁ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ T

1

(x) = 1+ t

1

x+ : : :+ t

k−1

x

k−1

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (Ô. Å. ×ÓÅ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Q

1

= PT

1

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ) É ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ deg(T ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T , Á

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Q, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÏ deg(Q) −
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− 1 = deg(T ) + 1 (Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ). íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:

ìÅÍÍÁ 2. ìÀÂÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔ k > n ÎÅÉÚ-

×ÅÓÔÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÈ ÎÕÌÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ | ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÞÉÓÌÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.

÷ ÓÉÌÕ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ deg(T ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÕÌØ. îÕÌÅÍ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÓÔÁÒÛÉÊ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÒÏÍÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÅÝÅ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÉÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ.

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÂÙÌ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÉÍ

(Ô. Å. �ÒÉ x

deg(Q)−1

).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k-Ê ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (�ÒÉ x

k

) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÞÅÒÅÚ q

k

. �ÏÇÄÁ q

k

= t

k

+

+ t

k−2

− 2 
os' · t
k−1

. ðÕÓÔØ t

k

> 0 ÄÌÑ k 6 deg(Q) − 2 É t

k

= 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ

k 6= 1; deg(Q). ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T

′
, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

ÚÁÄÁÞÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒ×ÙÅ k ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× | ÎÕÌÉ.

ðÏÌÏÖÉÍ t

′
i

= t

i

�ÒÉ i 6 k É t

′
i

= �t

i

ÅÓÌÉ i > k. ðÒÉ ÜÔÏÍ 0 6 � 6 1. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÎÉÉ Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× q

s

ÄÌÑ s 6 k − 1 ÉÌÉ s > k + 2

ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ�.

ðÏÓËÏÌØËÕ q

′
k+1

=� = q

k+1

− (1=� − 1)t

k+1

, ÔÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t

k+1

ÔÁËÖÅ

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÁ q

k

, ÔÏ ÏÎ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ É × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÁ-

ÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ

�ÅÒ×ÙÅ k ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ) ÎÕÌÅ×ÙÅ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ t

k

ÂÕÄÕÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-

ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: t

0

= 1; t

1

= 
os'; t

s

= 2 
os' · t
s−1

− t

s−2

; s = 2; : : : ; deg(T ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ �ÅÒ×ÙÍÉ k ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎË-

�ÉÉ

1

1− 2 
os'x+ x

2

=

1

(z − �z)

·
(

1

(x− z)

− 1

(x− �z)

)
;

ÇÄÅ z = 
os'+ i sin'.

ïÔËÕÄÁ t

k

=

1

2i sin'

(z

k − �z

k

) = sin(k')=sin(').

åÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ t

k

, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ, �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÔÏ ÒÑÄ

∑
t

n

x

n

, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó (k+1)-ÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÒ×ÁÔØ. ìÅÇËÏ

×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ sin(k') = 0

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ k = �= arg(').

(á.ñ.âÅÌÏ×)

1.9. õÓÌÏ×ÉÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ A, B ÒÑÄ

∑
1

|Ax
n

+By

n

| ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÑÚÁÎ ÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÒÑÄ
∑

1

|x
n

|+ |y
n

|? A ÞÔÏ ÅÓÌÉ

A É B ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ, ËÁË ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÏ× Ó

Ax

n

+By

n

= 0. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÑÄÁÈ

L(A;B) =

∑

n:Ax

n

+By

n

6=0

1

|Ax
n

+By

n

|
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É

S =

∑

|x
n

|+|y
n

|6=0

1

|x
n

|+ |y
n

| =
∑

f(n) 6=0

1

f(n)

; f(n)

def

= |x
n

|+ |y
n

|:

äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÉÚ ÓÕÍÍ ÉÓËÌÀÞÁ-

ÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0.

ïÔ×ÅÔ: �ÎÅÔ� × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É �ÄÁ� × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ.

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ S ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É

ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÑÄÏ× L(q;−1). ðÏÓËÏÌØËÕ
∑

n:x

n

=0

1

|y
n

| 6
∑

1

f(n)

= S;

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ L(q;−1) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÞÌÅÎÏ× Ó x

n

= 0. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÒÑÄ Ó ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x

n

= 0, ÞÅÒÅÚ

~

L(q), ××ÅÄ£Í

ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �

n

= −y
n

=x

n

. �ÏÇÄÁ

~

L(q) =

∑
1 + |�

n

|
f(n)|q − �

n

| : (1)

ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ q ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÒÕ

�(X) =

P

�

n

∈X;x
n

6=0

f(n)

−1

P

x

n

6=0

f(n)

−1

:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ l

0

= 1, m = 30. òÁÚÏÂß£Í Ë×ÁÄÒÁÔ Q

0

= {z : |Re z| 6 l

0

=2; | Im z| 6

6 l

0

=2} �ÒÑÍÙÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÑÍ, ÎÁ m

2

Ë×Á-

ÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ l

1

= l

0

=m (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ).

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ (m− 2)

2

×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Q Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ� Q

+

ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É 8 ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÉÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ Ë×Á-

ÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 25 �ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ�, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Q

1

ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(Q

+

1

) 6 25�(Q

0

)=(m− 2)

2

. ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÕ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ

Ë Q

1

, �ÏÌÕÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ Q

2

É Ô. Ä. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Q

i

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ

ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ q.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ (1) ÄÌÑ q ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ N

0

= {n : �

n

=∈ Q

+

1

}, N
1

=

= {n : �
n

=∈ Q

+

2

} \N
0

É Ô. Ä. éÚ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ Ï�ÅÎËÉ

∑

n∈N
k

1

f(n)

6
25

k

(m− 2)

2k

S; (n ∈ N

k

) =⇒ |q − �

n

| >
1

m

k

: (2)

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÁËÏÅ R, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ |z| > R ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ (1 + |z|)=|q − z| < 2.

ï�ÅÎÉ×ÁÑ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÌÅÎÙ Ó �

n

> R É �

n

6 R, �ÏÌÕÞÁÅÍ

∑

n∈N
k

1 + |�
n

|
f(n)|q − �

n

| 6 (2 + (R + 1)m

k

)

∑

n∈N
k

1

f(n)

6 (R+ 2)

(
25m

(m− 2)

2

)
k

S;

ÏÔËÕÄÁ �ÒÉ 25m=(m− 2)

2

< 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

~

L(q).
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äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ ××ÅÄ£ÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÌÁÇÁ-

ÅÍ f(n) = n ln

2

n (ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ S). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

�

n

�ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÄÅÌÉÍ Å£ ÎÁ Ä×Å �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

�

n

= �

(t)

s

, ÇÄÅ n = t + 2s, t ∈ {0; 1}. úÁÄÁÄÉÍ �

(1)

n

= n. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �

(0)

n

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ (u; v), v > 0, × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ max{|u|; v} (× ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n-À �ÁÒÕ (u

n

; v

n

), ÔÏÇÄÁ �

(0)

n

= u

n

=v

n

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

�ÁÒÁ (u; v) ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÅ �ÏÚÖÅ, ÞÅÍ ÎÁ (max{|u|; v}2)-Í ÍÅÓÔÅ.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏ× L(A;B) �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �

n

.

ðÕÓÔØ B = 0. ÷ÏÚØÍ£Í �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n

k

= 1 + 2k. äÌÑ ÎÅ£

∑

k

1

|Ax
n

k

| =
1

|A|
∑

k

1 + |�
n

k

|
f(n

k

)

=

1

|A|
∑

k

1 + k

(1 + 2k) ln

2

(1 + 2k)

;

ÔÁË ÞÔÏ ÒÑÄ L(A; 0) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÉ B 6= 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a = A=B. ï�ÅÎÉÍ ×ËÌÁÄ L

v

, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁ£Ô × ÒÑÄ �ÏÄ-

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n

k

= 2s

k

, ÇÄÅ s

k

ÎÕÍÅÒÕÀÔ ÔÅ �ÁÒÙ (u; v), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

|a− u

v

| < 1:

äÌÑ ÔÁËÉÈ �ÁÒ max{|u|; v} 6 vmax{1; |a|+ 1} = Cv, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ

L

v

=

∑

k

1

|Ax
n

k

+By

n

k

| =
1

|B|
∑

k

1 + |u
k

=v

k

|
f(n

k

)|a− u

k

=v

k

| >

>
1

4C

2|B|

v=2∑

k=1

v

kv

2

ln

2

(4C

2

v

2

)

>
ln v=2

4C

2|B|v ln2(4C2

v

2

)

= 
(

1

v ln v

):

�ÁË ËÁË L(A;B) >
∑

v

L

v

, ÒÑÄ L(A;B) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

(í.÷ÑÌÙÊ)

1.10. õÓÌÏ×ÉÅ. æÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ (ÎÏÍÅÒ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ |

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

òÅÛÅÎÉÅ 1

1)

. ðÕÓÔØ F

n

= {x | f (n)(x) = 0}, G
n

= R \ F
n

. äÏËÁÖÉÔÅ ×Ó�Ï-

ÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (á): åÓÌÉ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ

ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ �, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÎÅ-

�ÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G

n

∩�, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

éÚ (á) ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ÎÅ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ÎÁ R, �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �

n

= (a

n

; b

n

) ⊂
⊂ G

n

, [a

n+1

; b

n+1

℄ ⊂ �

n

, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (á) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, Ô. Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n É � ÆÕÎË�ÉÑ

f | ÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ �, ÎÏ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ

1)

éÚ ËÎÉÇÉ â.í.íÁËÁÒÏ×, í.ç.çÏÌÕÚÉÎÁ, á.á.ìÏÄËÉÎ, á.î.ðÏÄËÏÒÙÔÏ× �éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁ-

ÞÉ �Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ�. í.: îÁÕËÁ, 1992. ó. 294{295.
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G

n

∩ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �(x) (x ∈ �)

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: x ∈ �(x) ⊂ �, f

∣∣
�(x)

|

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ Ä×Á �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ �ÒÏÍÅ-

ÖÕÔËÁ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ a | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ �(x), ÔÏ: 1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

k

∈ F

n

,

x

k

6= a, x

k

→ a; 2) f

(m)

(a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ m > n; 3) f

(n)

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ �(x).

�ÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f

(n)

(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ G

n

∩�, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

(ä.à.âÕÒÁÇÏ)

òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ F

n

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f

(n)

. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× F

n

�ÏËÒÙ×ÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ, Á ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÄÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: F

n

6= R �ÒÉ ×ÓÅÈ

n.

ðÕÓÔØ E

n

= F

′
n

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F

n

. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (E

n

) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÍ E

n

, Á ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÎ�Ï× a; b �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E

n

, ÔÏ (a; b) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ-

ÓÑ × E

m

ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ m > n.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ (G

n

) | ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n < m ËÁÖÄÙÊ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) × G

n

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó G

m

, �ÒÉÞÅÍ a = inf(a; b) ∩ G
m

,

ÅÓÌÉ a ËÏÎÅÞÎÏ, É b = sup(a; b) ∩ G

m

, ÅÓÌÉ b ËÏÎÅÞÎÏ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
G

n

ÎÅÓÞÅÔÎÏ.

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÌÅÍÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ. ðÏÌÏÖÉÍ G

n

= R \ E
n

. CÏÇÌÁÓ-

ÎÏ ÌÅÍÍÁÍ 1 É 2, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (G

n

) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 3. ðÏ

ÌÅÍÍÅ 3 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A :=

⋂
G

n

= R \ ⋃E
n

ÎÅÓÞÅÔÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË

ËÁË

⋃
F

n

= R, ÔÏ A ⊂
⋃
(F

n

\ E
n

). íÎÏÖÅÓÔ×Ï F

n

\ E
n

| ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏ-

ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F

n

. õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÞÅÔÎÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ Ó ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÄÁÎÎÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.) éÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ A ⊂ ⋃
(F

n

\ E
n

) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ A

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÞÅÔÎÙÍ, É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ×ÓÑËÉÊ ÎÅÉÚÏ-

ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ

ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ: ÍÅÖÄÕ ×ÓÑËÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÎÕÌÑÍÉ

ÆÕÎË�ÉÉ ÌÅÖÉÔ ÎÕÌØ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ (a; b) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó E

n

, a ∈ E

n

É (a; b) ⊂ E

m

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m > n. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÇÄÅ n 6 k < m. ïÔÓÀÄÁ f

(k)

(a) 6= 0. ïÄÎÁËÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 1

a ∈ E

n

⊂ E

k

, ÔÁË ÞÔÏ f

(k)

(a) = 0. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 3. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
G

n

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÔÏ ÏÎÏ

ÎÅÓÞÅÔÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

⋂
G

n

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. åÓÌÉ (a; b) | ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × G

n

, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×) ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á (a; b) ∩ G
m

ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ m, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ m
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ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ × (a; b)∩G
m

Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ

ÚÁÍÙËÁÎÉÑÍÉ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ×ÅÔ×ÑÝÕ-

ÀÓÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I

k

s

, 1 6 s 6 2

k

, É ÞÉÓÌÁ n

1

< n

2

< : : : , ÔÁËÉÅ,

ÞÔÏ: (1) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I

k

s

ÉÍÅÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ

ÚÁÍÙËÁÎÉÑ; (2) ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I

k

s

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G

n

k

; (3)

I

k+1

2s−1

∪ Ik+1

2s

⊂ I

k

s

. ðÕÓÔØ B

k

| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I

k

s

, 1 6 s 6 2

k

, Á C

k

|

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
C

k

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÚÁÉÍ-

ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ,

⋂
C

k

ÎÅÓÞÅÔÎÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
B

k

ÔÁËÖÅ ÎÅÓÞÅÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ⋂
C

k

\
⋂
B

k

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÞÅÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

⋃
(C

k

\B
k

) ËÏÎ�Ï× ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×

I

k

s

. �ÁË ËÁË

⋂
B

k

⊂ ⋂G
n

k

=

⋂
G

n

, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

⋂
G

n

ÎÅÓÞÅÔÎÏ.

(÷. ÷. õÓ�ÅÎÓËÉÊ)

2.2. õÓÌÏ×ÉÅ. ðÕÓÔØ P (x) É Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÉÞÅÍ Q(0) = 0. äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (Q(x)) | Þ£ÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ Q(x) | Þ£ÔÎÁÑ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ

ÆÁËÔÏ× �ÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ Q { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ

∣∣|Q(x)| − |Q(−x)|
∣∣
ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÁ, ÌÉÂÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ x→ ∞.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ P 6= 
onst { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É

∣∣|x
n

|−|y
n

|
∣∣→ ∞. �ÏÇÄÁ

∣∣|P (x
n

)|−
− |P (y

n

)|
∣∣→ ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÏ É Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ. (á.ñ.âÅÌÏ×)

3.3. õÓÌÏ×ÉÅ. (Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÞÔÏ

f(f(f(x))) = e

−x
?

(Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.

(×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á.

òÅÛÅÎÉÅ.

ïÔ×ÅÔ: Á) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ×) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(Á) îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÕÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÀ f(f(f(x))) = e

−x
. �ÁË ËÁË e

−x
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÔÏ É f(x) ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ. âÕÄÕÞÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÏÎÁ ÔÏÇÄÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ e

−x

ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ É f(x) ÕÂÙ×ÁÅÔ. åÓÌÉ ÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ×ÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ

�ÒÑÍÁÑ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ f(f(f(x))), ÔÏÇÄÁ ËÁË e

−x
×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÚÎÁ-

ÞÉÔ f(x) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ. åÓÌÉ f(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏÍ 
,

ÔÏ f(f(x)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ, Á Ó×ÅÒÈÕ | ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f(
). ðÒÏ-

ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. åÓÌÉ f(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÔÏ f(f(x)) ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó ÏÂÅÉÈ

ÓÔÏÒÏÎ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ f(f(f(x))). ïÄÎÁËÏ e

−x
ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ

Ó×ÅÒÈÕ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(Â) �ÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÕÞ (−∞; 0℄ �ÏÄ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÅÍ e

−x
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÕÞ (+∞; 1℄. �ÏÔ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ

ÎÁ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1=e℄, É Ô. Ä. ðÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ

ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [A;B℄,

�ÒÉÞÅÍ 0 < A 6 B < 1, e

−A
= B, e

−B
= A. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
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ÆÕÎË�ÉÉ g(x) = e

−e−x − x ÒÁ×ÎÁ e

−e−x−x − 1 É �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x ÚÁ×ÅÄÏÍÏ

ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ (ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÈ x). �ÁË ËÁË g(A) = g(B) = 0, ÔÏ A = B. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, e

−A
= A.

òÁÚÏÂßÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ. åÓÌÉ x

1

; x

2

; x

3

| ÏÄ-

ÎÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ f(x

1

) = x

2

; f(x

2

) = x

3

, Á �ÒÉ n > 3 x

n

=

= e

−x
n−3

= f(x

n−1

). þÉÓÌÁ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØ-

ËÕ ÆÕÎË�ÉÑ e

−x
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉ-

ÎÅ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÔÒÏÅË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ

f(A) = A. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞÅÍ f(f(f(x))) = e

−x
.

(×) �ÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÕÓÔØ f(f(f(x))) = e

−x
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ x. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ A | (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ e

−x
= x. åÓÌÉ

C | ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÌÑ f(x), ÔÏ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á É ÄÌÑ e

−f(x)
. îÏ

e

−f(x)
= f(f(f(f(x) = f(e

−x
), �ÏÜÔÏÍÕ e

−x
| ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÌÑ f(x). áÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏ, ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ e

−e−x
, É Ô. Ä. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ �ÕÎËÔÁ (Â),

�ÒÉ C 6= A ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ. úÎÁÞÉÔ,

ÅÓÌÉ f(x) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÙ× �ÒÉ x 6= A, ÔÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÒÙ×Ï× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f(x) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÁÚÒÙ× �ÒÉ x = A. ðÏÓËÏÌØËÕ f(A) =

= f(e

−A
) = f(f(f(f(x)))) = e

−f(A)
, ÔÏ f(A) = A. óÌÅ×Á ÏÔ A ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÁ; ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÂÏÌØÛÅ, É ÍÅÎØÛÅ A, ÔÏ ÔÁÍ

×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ A. îÏ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ

f(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ e

−x
. åÓÌÉ f(x) < A = f(A) �ÒÉ

x < A, ÔÏ ÜÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÄÌÑ f(f(x)) É e

−x
, ÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. úÎÁÞÉÔ,

f(x) > A �ÒÉ x < A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ f(x) < A �ÒÉ x > A.

ìÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÞÅÍ A, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ e

−x
= f(f(f(x))).

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÞÅÍ A, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(f(x))

(Ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ f(x)). ÷ÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

f(x), É Ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(A) = A ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ

�ÒÑÍÕÀ ÎÁ ÓÅÂÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É f(f(f(x))), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ

ËÁË e

−x
×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(á.ëÁÎÅÌØ, ÉÚÌÏÖÅÎÏ â.æÒÅÎËÉÎÙÍ)

4.8. õÓÌÏ×ÉÅ. òÅÛÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ:

F (x+ y) = A(x) +B(x)C(y):

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ Ó×ÅÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÏ-

ÌÏÖÉÍ

F

1

(x) = F (x) − F (0); C

1

(y) = C(y)− C(0);

A

1

(x) = A(x) − F (0) +B(x)C(0): (1)

�ÏÇÄÁ F

1

(0) = C

1

(0) = 0,

F

1

(x+ y) = A

1

(x) +B(x)C

1

(y): (2)
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ðÏÌÏÖÉÍ × (2) y = 0:

F

1

(x) = A

1

(x): (3)

åÓÌÉ F

1

(x) ≡ 0, ÔÏ ÉÌÉ B(x), ÉÌÉ C

1

(y) ××ÉÄÕ (2) { (3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÎÕÌÅÍ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (1) (F (0) É C(0) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ), �ÏÌÕÞÁÅÍ

ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ËÏÎ�Å ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÄ ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 É 2.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F

1

(x) 6≡ 0. ðÏÌÏÖÉÍ × (2) x = 0. ó ÕÞÅÔÏÍ (3) F

1

(y) = B(0)C

1

(y):

ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, B(0) 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ B

1

(x) = B(x)=B(0): �ÏÇÄÁ

F

1

(x+ y) = F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y): (4)

éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

F

1

(x + y + z) = F

1

(x+ y) +B

1

(x + y)F

1

(z) =

= F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y) +B

1

(x+ y)F

1

(z);

F

1

(x + y + z) = F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y + z) =

= F

1

(x) +B

1

(x)F

1

(y) +B

1

(x)B

1

(y)F

1

(z):

ïÔÓÀÄÁ (B

1

(x+ y)−B

1

(x)B

1

(y))F

1

(z) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ F

1

(z) 6≡ 0, ÔÏ B

1

(x+ y) =

= B

1

(x)B

1

(y). �ÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÒÅÄÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ

ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ. îÏ B(0) 6= 0, É (4) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ F

1

(x+y) =

= F

1

(x) + e

ax

F

1

(y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a. åÓÌÉ a = 0, ÔÏ F

1

(x + y) = F

1

(x) + F

1

(y).

óÒÅÄÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ

ÌÉÎÅÊÎÙÅ (y = kx), ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÊ 3. åÓÌÉ ÖÅ a 6= 0, ÔÏ ××ÉÄÕ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ F

1

(x) + e

ax

F (y) = F

1

(x + y) = F

1

(y) + e

ay

F

1

(x).

ïÔÓÀÄÁ �ÒÉ x; y 6= 0

F

1

(x)

e

ax − 1

=

F

1

(y)

e

ay − 1

= 
 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 
, É F

1

(x) = 
(e

ax− 1).

üÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É �ÒÉ x = 0 (�ÏÓËÏÌØËÕ F

1

(0) = 0). ïÔÓÀÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÌÁÓÓ

ÆÕÎË�ÉÊ 4.

÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ:

1) F (x) ≡ A(x) ≡ K (K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ); B(x) ≡ 0; C(y) |

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.

2) F (x) ≡ K

1

; B(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ; C(y) ≡ K

2

; A(x) =

= K

1

−B(x)K

2

(K

1

, K

2

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).

3) F (x) = K

1

x +K

2

; A(x) = K

1

x+K

2

−K

3

K

4

; B(x) = K

3

; C(y) =

K

1

K

3

y +K

4

(K

1

, K

2

, K

3

, K

4

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, K

3

6= 0).

4) F (x) = K

1

(e

ax− 1)+K

2

; A(x) = e

ax

(K

1

−K

3

K

4

) +K

2

−K

1

; B(x) = K

3

e

ax

;

C(y) =

K

1

(e

ax − 1)

K

3

+K

4

(a, K

1

, K

2

, K

3

, K

4

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, a 6= 0,

K

3

6= 0).

(á.ëÁÎÅÌØ, â.æÒÅÎËÉÎ)
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ëÎÉÇÉ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Á íãîíï, ×Ù�ÕÝÅÎÎÙÅ × 1999{2000 Ç.

1. âÏÌÉÂÒÕÈá.á. æÕËÓÏ×Ù ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. | 2000. | 120 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

÷ ÌÅË�ÉÑÈ ÎÁÞÁÌÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ-

ÌÁÇÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏ-

×ÏÊ ÓÆÅÒÅ. üÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÅÓÓÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ

ÔÁËÉÈ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÓÔÁÒÙÈ ÚÁÄÁÞ, ËÁË �ÒÏÂÌÅÍÁ òÉÍÁÎÁ-çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÚÁÄÁÞÁ Ï

âÉÒËÇÏÆÏ×ÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ËÏÔÏÒÙÈ É �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÎÉÇÁ.

ìÅË�ÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÏÓÎÏ× ÔÅÏÒÉÉ É ÔÒÅÂÕÀÝÉÅ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á

ÌÉÛØ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ËÕÒÓÁÍÉ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ×Ù×ÏÄÑÔ ÅÇÏ ÎÁ �ÅÒÅÄÎÉÊ ËÒÁÊ ÜÔÏÊ ÂÕÒÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÅÊÓÑ

× �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÁÖÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ.

2. î.ë.÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ, á.ûÅÎØ. ìÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌ-

ÇÏÒÉÔÍÏ×. þÁÓÔØ 2. ñÚÙËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. | 2000. | 288 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

ëÎÉÇÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ �Ï ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅË�ÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÏ×, �ÒÏ×ÏÄÉ×ÛÉÈÓÑ Á×ÔÏ-

ÒÁÍÉ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ× ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ

ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ (ÌÏÇÉËÁ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÑÚÙËÉ �ÅÒ-

×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ, ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÅ-

ÏÒÅÍÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ, ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ). éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁ ÕÞÅÎÉËÏ×

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ, ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ. ëÎÉÇÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÓÅÂÑ ÏËÏÌÏ 200 ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.

3. ÷. ÷.ðÒÁÓÏÌÏ×. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. | 1999. | 336 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

÷ ËÎÉÇÅ ÉÚÌÏÖÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ×, ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ, ÔÁË É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ. âÏÌØÛÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÅÎÏ 17-Ê �ÒÏ-

ÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÕÍÍÁÍÉ Ë×Á-

ÄÒÁÔÏ× ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ. �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ �ÒÅ-

ÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Á ÎÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ×, ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× | ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ×.

4. ó.í.ìØ×Ï×ÓËÉÊ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ �ÕÞËÏ×. | 2000. | 128 Ó. |

�ÉÒÁÖ 300 ÜËÚ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ | ÚÁ�ÉÓËÉ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÌÅË�ÉÊ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÒÏÍ

× îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ × ÏÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 1997 ÇÏÄÁ. ëÕÒÓ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �ÕÞËÏ×, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ

�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
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ëÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÁ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀ-

ÝÉÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

5. ÷.é. áÒÎÏÌØÄ. öÅÓÔËÉÅ É ÍÑÇËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ. | 2000. | 32

Ó. | �ÉÒÁÖ 3000 ÜËÚ.

üÔÁ ÂÒÏÛÀÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÅËÓÔ ÄÏËÌÁÄÁ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÁËÁÄÅÍÉËÏÍ

÷.é.áÒÎÏÌØÄÏÍ × 1997 ÇÏÄÕ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ �ÒÉ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÓËÏÍ ÓÏ×ÅÔÅ òæ. ÷ ÄÏ-

ËÌÁÄÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Ï �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÔÁËÉÈ

ÎÁÕËÁÈ, ËÁË ÜËÏÌÏÇÉÑ, ÜËÏÎÏÍÉËÁ É ÓÏ�ÉÏÌÏÇÉÑ.

6. äÖ.îÅÓÔÒÕÅ×. çÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÅ. | 2000. | 300 Ó. |

�ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÅÄÅÎÉÅÍ × ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁ-

ÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ). ðÕÔØ Ë ÜÔÏÍÕ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ �ÒÏÌÅÇÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ É ××ÅÄÅÎÉÅÍ × ÔÅÏÒÉÀ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, Á ÎÅ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÔÓÑ ÚÁ-

ÄÁÞÁÍÉ É �ÒÉÍÅÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÎÉÇÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÂ-

ÎÉËÁ.

áÄÒÅÓÏ×ÁÎÁ ËÎÉÇÁ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ É ÆÉÚÉËÁÍ,

ÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÍ, Á É ×ÓÅÍ, ËÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-

ÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ

ÓÔÒÕËÔÕÒ. äÌÑ ÅÅ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×-

ËÁ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÈ ËÕÒÓÏ× ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ É ÏÂÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ×ÙË ËÁÔÅÇÏÒÎÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ.

7. òÁÓÓËÁÚÙ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÈ. óÏÓÔ. ó.í.ìØ×Ï×ÓËÉÊ. | 2000. |

128 Ó. | �ÉÒÁÖ 2000 ÜËÚ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÄÂÏÒËÕ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÓÔÁÔÅÊ �Ï ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÉ, �ÕÂÌÉËÏ×Á×ÛÉÈÓÑ × ÒÁÚÎÏÅ ×ÒÅÍÑ × ÖÕÒÎÁÌÅ �ë×ÁÎÔ�. ÷ ÓÔÁÔØÑÈ ÒÁÓ-

ÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (Ó ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ) É Ï ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÈ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÇÅÒÏÅÍ.

8. �.ëÏÒÍÅÎ, þ.ìÅÊÚÅÒÓÏÎ, ò. òÉ×ÅÓÔ. áìçïòé�íù. | 2000. | 960 Ó. |

äÏ�. ÔÉÒÁÖ 3000 ÜËÚ.

ëÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÒÅ×ÏÄ ÕÞÅÂÎÉËÁ �Ï ËÕÒÓÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ É ÁÎÁÌÉÚÁ

ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÏÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎ-

ÓÔÉÔÕÔÅ; × ÎÅÊ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÂÙÓÔÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É �ÒÉÅÍÙ

ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.

éÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÏÅ. ëÎÉÇÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ

× ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÉËÁ É Ó�ÒÁ×ÏÞÎÉËÁ; ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÁ ËÁË ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ÔÁË É

�ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÁÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
omputer s
ien
e É �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.

9. óÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÞÔÅÎÉÑ îíõ. ÷Ù�ÕÓË 1. | 2000. | 224 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000

ÜËÚ.

÷ ËÎÉÇÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÌÅË�ÉÉ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÅ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ-

×ÅÒÓÉÔÅÔÅ × 1997{98 ÇÇ., �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÊ ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ. éÈ �ÅÌØ |

ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É Ï�ÉÓÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÉÄÅÉ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ-

ÓÔÅÊ.
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10. î.â.÷ÁÓÉÌØÅ×, ÷.ì. çÕÔÅÎÍÁÈÅÒ. ðÒÑÍÙÅ É ËÒÉ×ÙÅ. | 2000. | 128 Ó. |

�ÉÒÁÖ 3000 ÜËÚ.

îÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ËÎÉÇÁ, ÓÔÁ×ÛÁÑ ËÌÁÓÓÉËÏÊ ÌÉÔÅ-

ÒÁÔÕÒÙ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ. äÁÎÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÒÅÉÚÄÁÎÉÅ ÂÒÏÛÀÒÙ ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ�, ÄÁ×ÎÏ ÓÔÁ×ÛÅÊ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÄËÏÓÔØÀ.

11. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ �ÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ. ÷Ù�ÕÓË 4. | 2000. | 232

Ó. | �ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

�ÅÍÏÊ ÎÏÍÅÒÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÓÂÏÒÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ� ×ÙÂÒÁÎÁ

ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÂÌÉËÕÅÍÙÅ ÚÄÅÓØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÄÁÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-

ÎÉÅ ËÁË Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÁË É Ï ÎÏ×ÙÈ, ÎÅÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÈ

(×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �Ï ì.âÌÀÍ, ó.óÍÅÊÌÕ É í.ûÕÂÕ × �Ï�ÕÌÑÒÎÏÍ ÉÚ-

ÌÏÖÅÎÉÉ ó.óÍÅÊÌÁ).

òÁÚÄÅÌ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ �ÁÍÑÔÉ

á.â. èÏÄÕÌÅ×Á (1953{1999), ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÜËÓ�ÅÒÔÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ

�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. �ÁÍ ÖÅ, × �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×,

�ÏÍÅÝÅÎ ÏÞÅÒË Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á Ä×ÕÈ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÓÏ×ÅÔÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× á.ï. çÅÌØ-

ÆÏÎÄÁ É ì. ç.ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÁ.

ðÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ, ÓÂÏÒÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÑÄ ÓÔÁÔÅÊ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÓÀÖÅÔÁÍ: ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ, �ÒÏ-

ÓÔÏÔÅ ÞÉÓÌÁ 2

127−1, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ, ÄÉÓËÒÅÔ-
ÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ æÕÒØÅ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ �ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ� ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ

ÉÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ 1999Ç.

÷ ÚÁÄÁÞÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÒÏÍÅ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, �ÏÍÅÝÅÎÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ

ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×Ù�ÕÓËÏ×.

12. é.í. çÅÌØÆÁÎÄ, ó.í.ìØ×Ï×ÓËÉÊ, á.ì.�ÏÏÍ. �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. | 2000. |

196 Ó. | �ÉÒÁÖ 7000 ÜËÚ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÇÒÕ��ÏÊ Á×ÔÏÒÏ× �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÒÕ�-

ÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× XX ×ÅËÁ ÁËÁÄÅÍÉËÁ é.í.çÅÌØÆÁÎÄÁ, �ÒÉÚ×ÁÎÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇ-

ÎÕÔØ ÒÁÓÈÏÖÅÅ ÍÎÅÎÉÅ Ï ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ËÁË ÓËÕÞÎÏÍ É ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ

ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. þÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ÚÎÁËÏÍÙÊ

�ÒÅÄÍÅÔ �Ï-ÎÏ×ÏÍÕ. éÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÀÝÅÅÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÚÁÄÁÞ,

ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÕÌÑ É ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÚÁ ÒÁÍ-

ËÉ ÛËÏÌØÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ; ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔÓÑ �ÒÉ-

ÍÅÒÁÍÉ ÉÚ ÆÉÚÉËÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ïÔÄÅÌØÎÁÑ ÇÌÁ×Á �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÔÉ�ÉÞÎÙÍ �ÒÉÅÍÁÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ × ×ÙÓÛÉÅ ÕÞÅÂÎÙÅ ÚÁ×Å-

ÄÅÎÉÑ.

ëÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÚÁÍÅÎÉÍÙÍ �ÏÍÏÝÎÉËÏÍ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×,

�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ, ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ É ×ÓÅÈ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ.

13. ò.ë. çÏÒÄÉÎ. üÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÔÛËÏÌØÎÉË.| 2000. | 64 Ó. |

�ÉÒÁÖ 2000 ÜËÚ.

÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ × ÆÏÒÍÅ ÓÅÒÉÉ ÚÁÄÁÞ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ëÎÉÇÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: �ÅÒ×ÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÁÚÏ×ÙÍ ËÕÒ-

ÓÏÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ É ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ;

×Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÍÁÌÏÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ, ÎÏ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÆÁËÔÙ. âÌÉÚËÉÅ �Ï ÔÅÍÁÔÉËÅ
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ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÒÑÄÏÍ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÉÈ ÒÅÛÁÔØ. ëÎÉÇÁ, ÂÅÚ-

ÕÓÌÏ×ÎÏ, ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÁ ËÁË ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× (ÍÁÔÛËÏÌØÎÉ-

ËÁÍ), ÔÁË É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÄÏÓÔÁ×ÉÔ ÎÅÍÁÌÏ �ÒÉÑÔÎÙÈ ÍÉÎÕÔ

×ÓÅÍ ÌÀÂÉÔÅÌÑÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

14. î. ë.÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ, á.ûÅÎØ. ìÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. þÁÓÔØ 1. îÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. | 1999. | 128 Ó. | �ÉÒÁÖ 3000

ÜËÚ.

ëÎÉÇÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ �Ï ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅË�ÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÏ×, �ÒÏ×ÏÄÉ×ÛÉÈÓÑ Á×ÔÏÒÁ-

ÍÉ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ× ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏÓÎÏ×-

ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÑÈ "ÎÁÉ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×" (ÍÏÝÎÏÓÔÉ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á, ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ, ÏÒÄÉÎÁÌÙ). éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁ ÕÞÅÎÉËÏ×

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ, ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÍÉ

ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ëÎÉÇÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÓÅÂÑ ÏËÏÌÏ ÓÏÔÎÉ ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.

15. î. ë.÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ, á.ûÅÎØ. ìÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. þÁÓÔØ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. | 1999. | 176 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000

ÜËÚ.

ëÎÉÇÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ �Ï ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅË�ÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÏ×, �ÒÏ×ÏÄÉ×ÛÉÈÓÑ Á×ÔÏ-

ÒÁÍÉ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ× ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. ÷ ÎÅÊ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ

ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÑÈ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÒÁÚÒÅ-

ÛÉÍÏÓÔØ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á,m-

�ÏÌÎÏÔÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÅÒÁÒÈÉÑ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ) É Ï ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ

(ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ, ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ). éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁ ÕÞÅÎÉËÏ×

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ, ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÍÉ

ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ëÎÉÇÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÓÅÂÑ ÏËÏÌÏ 90 ÚÁÄÁÞ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.

16. ÷.á.÷ÁÓÉÌØÅ×.ìÁÇÒÁÎÖÅ×Ù É ÌÅÖÁÎÄÒÏ×Ù ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ.|

2000. | 312 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

÷ ËÎÉÇÅ ÒÁÚ×ÉÔÁ ÔÅÈÎÉËÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, Ä×ÏÊÓÔ-

×ÅÎÎÙÈ Ë ÏÓÏÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. äÏËÁÚÁÎÙ ÍÎÏ-

ÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÍÕÌØÔÉÏÓÏÂÅÎ-

ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ É ËÏÎÔÁËÔÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ É ×

ÔÅÏÒÉÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

÷ äÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÍ í.ü.ëÁÚÁÒÑÎÏÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ËÎÉÇÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉ-

ÒÏ×ÁÎÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É �ÒÉÍÅÎÅÎÙ Ë ÜÔÏÊ ÔÅ-

ÏÒÉÉ. äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×.

17. ÷.á.÷ÁÓÉÌØÅ×. ÷ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. | 2000. | 432 Ó. | �ÉÒÁÖ 1000

ÜËÚ.

íÏÎÏÇÒÁÆÉÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÉ: ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÉ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. ïÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

××ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ðÉËÁÒÁ-ìÅÆÛÅ�Á É ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ

Õ�ÒÁ×ÌÑÀÔ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ. ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë �ÒÏÂÌÅÍÁÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-

ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ,

ÔÅÏÒÉÉ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.
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÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂßÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ îØÀÔÏÎÁ Ï ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ Ï×ÁÌÏ×; ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ áÔÉÉ-âÏÔÔÁ-çÏÒÄÉÎÇÁ ÏÂ ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÅÚËÏÓÔÉ ×ÏÌÎÏ×ÙÈ ÆÒÏÎÔÏ× É ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ; × ÔÅÏÒÉÉ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ ÇÉ�ÅÒ-

ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d × Rn

�ÒÉ d = 2 ÉÌÉ n = 2 É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ

ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÄÒÕÇÉÈ d, n; ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-

�ÉÊ çÅÌØÆÁÎÄÁ-áÏÍÏÔÏ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×, Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ×

ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ,ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.

18. C.óÉÎÇÈ. ÷ÅÌÉËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. | 2000. | 288 Ó. | �ÉÒÁÖ 5000 ÜËÚ.

÷ ËÎÉÇÅ óÁÊÍÁÎÁ óÉÎÇÈÁ | ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÆÉÚÉËÁ, ÖÕÒÎÁÌÉÓÔÁ âÉ-âÉ-óÉ, ×

�Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÉÓÔÏÒÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÌÉËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ.

÷ ËÎÉÇÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÉÚ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. äÌÑ

ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ÉÓ-

ÔÏÒÉÅÊ ÎÁÕËÉ.

19. á.ëÉÔÁÅ×, á.ûÅÎØ, í.÷ÑÌÙÊ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.|

1999. | 192 Ó. | �ÉÒÁÖ 1500 ÜËÚ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ÎÏ×ÏÊ ÂÙÓÔÒÏ

ÒÁÚ×É×ÁÀÝÅÊÓÑ É �Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ | ÔÅÏÒÉÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÊ. ÷ÎÁÞÁÌÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÁÔËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏÖ-

ÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÁÔÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÊ, ×ËÌÀÞÁÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÜÆÆÅË-

ÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ (ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÇÏÄÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ), ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ×, ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×: ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ×.

20. úÁÄÁÞÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. | ðÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ á.ûÅÎÑ. | 2000. | 272 Ó. |

�ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.

ëÎÉÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÞÅÂÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑ×ÛÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÌÁÓÓÅ 57 ÛËÏÌÙ (×Ù�ÕÓË 2000 ÇÏÄÁ,

ËÌÁÓÓ ÷). ÷ ÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ ×ÅÞÅÒÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ É ÓÏÂÅÓÅ-

ÄÏ×ÁÎÉÊ, ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÌÅÔ ÏÂÕÞÅÎÉÑ (×ËÌÀÞÁÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ É

ÜËÚÁÍÅÎÙ), Á ÔÁËÖÅ Ó�ÉÓÏË ÔÅÍ ÌÅË�ÉÊ, ÞÉÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ.

21. ÷. ÷.�ËÁÞÕË.íÁÔÅÍÁÔÉËÁ { ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÕ.| 1999. | 864 Ó. | �ÉÒÁÖ 10000

ÜËÚ. 2000. | 892 Ó. | �ÉÒÁÖ 6000 ÜËÚ.

ëÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÏÌÎÙÊ ÒÅ�ÅÔÉÔÏÒÓËÉÊ ËÕÒÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÌÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ Ë ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÍ ÜËÚÁÍÅÎÁÍ ÌÀÂÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ

ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. éÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÓÁÍÏ�ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ, ÕÓ�ÅÛÎÏ Á�ÒÏ-

ÂÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ × ÛÉÒÏËÏÍ ÄÉÁ�ÁÚÏÎÅ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ×ÅÄÕÝÉÈ ×ÕÚÏ× ÓÔÒÁÎÙ.

äÁÀÔÓÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÉ �Ï �ÓÉÈÏÌÏÇÉÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÜËÚÁÍÅ-

ÎÏ× É ÓÏ×ÅÔÙ �Ï ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÀ Á�ÅÌÌÑ�ÉÉ. ïÔÄÅÌØÎÁÑ ÇÌÁ×Á �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍ

×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏ× ÎÁ ×ÓÅ ÆÁËÕÌØÔÅÔÙ íçõ ÉÍ. í.÷.ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á ÚÁ �Ï-

ÓÌÅÄÎÉÅ 28 ÌÅÔ (1970{1997) Ó �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× Ï�ÅÎÏË.

ðÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÂÉÌÅÔÏ× ÕÓÔÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ Ó ÏÔ×ÅÔÁÍÉ. úÎÁÞÉ-
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ÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁÄ ËÎÉÇÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ × ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÇÌÁ×Å ÓÉÓÔÅÍÁÔÉ-

ÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÅÒÅÞÅÎØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ É ÆÁËÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

ä×ÕÈÔÏÍÎÉË �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄÅÌØÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ É × ÓÖÁÔÙÅ

ÓÒÏËÉ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÛËÏÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïÓÏÂÕÀ �ÅÎÎÏÓÔØ ËÎÉÇÁ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÅÔ ÄÌÑ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ× ÉÚ ÏÔÄÁÌÅÎÎÙÈ ÒÅÇÉÏÎÏ× ÓÔÒÁÎÙ. ðÏÌÅÚÎÁ ÔÁËÖÅ ÒÅ�Å-

ÔÉÔÏÒÁÍ, ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ ËÒÕÖËÏ× É ÆÁËÕÌØÔÁÔÉ×Ï×, �ÒÅ-

�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÕÒÓÏ×.

ðÏ ×Ï�ÒÏÓÁÍ �ÒÉÏÂÒÅÔÅÎÉÑ ÜÔÉÈ É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÎÉÇ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÂÒÁ-

ÝÁÊÔÅÓØ × íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÂÌÉÏËÌÕÂ.

áÄÒÅÓ: 121002, íÏÓË×Á, â. ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒ., 11.

�ÅÌ.: (095)-241-7285 FAX: (095)-291-6501

E-mail: mb
�m

me.ru InterNet: http://mb
.m

me.ru

çÏÔÏ×ÑÔÓÑ Ë ÉÚÄÁÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÎÉÇÉ:

. ó.ç. çÉÎÄÉËÉÎ. òÁÓÓËÁÚÙ Ï ÆÉÚÉËÁÈ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÈ.

÷ Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉ ÇÌÁ×ÁÈ ËÎÉÇÉ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Ï ÖÉÚÎÉ É Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉ

ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× É ÆÉÚÉËÏ× (ÏÔ XVI ÄÏ XX ×ÅËÁ), ÒÁÂÏÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ×

ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÉ�Ï ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÉ.

üÔÏ | ËÎÉÇÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ, ÏÔ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÏ× ÄÏ ×ÚÒÏÓÌÙÈ: Õ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏ ÉÚ-

ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÂÉÏÇÒÁÆÉÉ ×ÅÌÉËÉÈ ÕÞÅÎÙÈ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÓÁÍÙÅ ÛÉÒÏËÉÅ ËÒÕÇÉ ÞÉ-

ÔÁÔÅÌÅÊ, Á ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, �ÏÌÕÞÁÔ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ É

�ÏÌØÚÕ É ÏÔ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÎÁÕÞÎÙÍÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÍÉ ÇÅÒÏÅ× ËÎÉÇÉ.

îÁÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ËÎÉÇÉ ó. ç. çÉÎÄÉËÉÎÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÏ �Ï

ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, ×ÙÛÅÄÛÉÍ × 1985 ÇÏÄÕ É ÕÓ�Å×ÛÉÍ ÓÔÁÔØ ÂÉÂÌÉÏ-

ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÄËÏÓÔØÀ.

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ: �÷ÅÌÉËÏÅ éÓËÕÓÓÔ×Ï� (äÖÅÒÏÌÁÍÏ ëÁÒÄÁÎÏ). ä×Á ÒÁÓÓËÁÚÁ Ï çÁ-

ÌÉÌÅÅ. ï èÒÉÓÔÉÁÎÅ çÀÊÇÅÎÓÅ É ÞÁÓÁÈ Ó ÍÁÑÔÎÉËÏÍ. �ÁÊÎÙ �ÉËÌÏÉÄÙ. âÌÅÚ ðÁ-

ÓËÁÌØ. ÷ÙÓÏËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÞÁÌÁ (ç. ÷.ìÅÊÂÎÉ�). ìÅÏÎÁÒÄ üÊÌÅÒ. öÏÚÅÆ ìÕÉ

ìÁÇÒÁÎÖ. ðØÅÒ-óÉÍÏÎ ìÁ�ÌÁÓ. ëÏÒÏÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× (ë.æ. çÁÕÓÓ). æÅÌÉËÓ

ëÌÅÊÎ. ÷ÏÌÛÅÂÎÙÊ ÍÉÒ áÎÒÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. úÁÇÁÄËÁ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ:

Ï �ÏÌØÚÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÉÓËÕÓÓÔ×Å Ó�Å�ÌÑÔØ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÙ; ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÍÉÒ òÏ-

ÄÖÅÒÁ ðÅÎÒÏÕÚÁ.

. ÷.÷.ïÓÔÒÉË, í.á.ãÆÁÓÍÁÎ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ:

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ.

÷ ÂÒÏÛÀÒÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÏÂÏÊ ×ÏÓØÍÏÊ ×Ù�ÕÓË ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ

"

íÁ-

ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ\� × ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÆÏÒÍÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ ÏÂ ÏÄ-

ÎÏÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÁËÔÕÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÔÁË ÎÁÚÙ×Á-

ÅÍÏÊ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÄÅÉ �ÒÉÌÁÇÁÀÔÓÑ Ë

ÚÁÄÁÞÁÍ Ï �ÅÌÙÈ É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

. í.âÌÁÎË. õÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ É ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ × ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ.

üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ | ÏÂÌÁÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÎÔÅÎ-

ÓÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÁÑÓÑ × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ É ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÉ-

ÌÏÖÅÎÉÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÆÉÚÉËÉ, ÔÅÈÎÉËÉ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÕË. ÷ ÍÏ-

ÎÏÇÒÁÆÉÉ ÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÈÁ-

ÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ðÅÒÒÏÎÁ-æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÄÉÎÁÍÉËÕ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÍÅÒ �ÏÄ
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ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÄÎÉÍ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÚÄÅÓØ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (Ë×ÁÚÉÓÌÕÞÁÊÎÙÈ)

×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÄÉÎÁÍÉËÉ. ðÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÉÔÕ-

Á�ÉÅÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ËÒÁÊÎÅÊ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

Ñ×ÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÅÒ É ËÏÎ-

ÞÁÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ

ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÄÉÎÁÍÉËÉ

�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �Å�ÅÊ �Ï ÍÅÔÏÄÕ õÌÁÍÁ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ.

. íÉÛÅÌØ äÅÚÁ, íÏÎÉË ìÏÒÁÎ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÒÁÚÒÅÚÏ× É ÍÅÔÒÉË (Geometry of

Cuts and Metri
s) | ðÅÒ. Ó ÁÎÇÌ.

. õ.�£ÒÓÔÅÎ. �Ò£ÈÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

. ÷.ðÒÁÓÏÌÏ×. úÁÄÁÞÉ �Ï �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ. (ÉÓ�Ò. É ÄÏ�.)

. óÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÞÔÅÎÉÑ îíõ. ÷Ù�. 2.

. âÅÌÁ×ÉÎá.á. �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ.
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ï ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ

"

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ\�

÷ 1934 ÇÏÄÕ ÂÙÌ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎ �ÅÒ×ÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÒÕÖÏË ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉ-

ËÏ×, ÓÔÁÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÞÉÔÁÔØÓÑ ÌÅË�ÉÉ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, É ÎÁÞÁÌÉ

×ÙÈÏÄÉÔØ ÂÒÏÛÀÒËÉ ÓÅÒÉÉ �ðÏ�ÕÌÑÒÎÁÑ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�. ÷ 1935 ÇÏ-

ÄÕ ÓÏÓÔÏÑÌÁÓØ �ÅÒ×ÁÑ íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ. ÷Ó£ ÜÔÏ ×ÎÅÓÌÏ

ÎÅÏ�ÅÎÉÍÙÊ ×ËÌÁÄ × ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ.

÷ ÞÔÅÎÉÉ ÌÅË�ÉÊ É ÎÁ�ÉÓÁÎÉÉ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÂÒÏÛÀÒ �ÒÉÎÑÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ ËÒÕ�-

ÎÅÊÛÉÅ ÕÞ£ÎÙÅ, ÔÁËÉÅ ËÁË ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×, é. í. çÅÌØÆÁÎÄ, â. î. äÅÌÏÎÅ,

á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×, ì. á. ìÀÓÔÅÒÎÉË, ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎ, ó. ì. óÏÂÏÌÅ×, ì. ç. ûÎÉ-

ÒÅÌØÍÁÎ É ÄÒÕÇÉÅ.

ðÏÓÌÅ ×ÏÊÎÙ ÌÅË�ÉÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÞÉÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÒÕ�ÎÙÍÉ ÕÞ£ÎÙÍÉ É �ÅÄÁ-

ÇÏÇÁÍÉ, ×ÏÚÏÂÎÏ×ÉÌÉÓØ, Á × 1950 ÇÏÄÕ ÓÔÁÌÁ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÓÅÒÉÑ �ðÏ�ÕÌÑÒÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ

�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�. üÔÉ ÌÅË�ÉÉ ÉÚÄÁ×ÁÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÙ |

ÓÎÁÞÁÌÁ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÈÎÉËÏ-ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, Á ÚÁ-

ÔÅÍ | ÓÍÅÎÉ×ÛÁÑ ÅÇÏ çÌÁ×ÎÁÑ ÒÅÄÁË�ÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÉÚ-

ÄÁÔÅÌØÓÔ×Á �îÁÕËÁ�. ðÅÒ×ÁÑ ËÎÉÖËÁ ÓÅÒÉÉ | �÷ÏÚ×ÒÁÔÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�

á. é. íÁÒËÕÛÅ×ÉÞÁ| ÂÙÌÁ ÉÚÄÁÎÁ ÔÉÒÁÖÏÍ 10 ÔÙÓ. ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ×. îÏ ÓÅÒÉÑ �ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÌÁÓØ ×Ó£ Â�ÏÌØÛÉÍ É Â�ÏÌØÛÉÍ Ó�ÒÏÓÏÍ, É ËÎÉÖËÉ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ ÓÔÁÌÉ �ÅÞÁÔÁÔØ

ÔÉÒÁÖÏÍ 100, 150, 250 ÔÙÓ. ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ×.

÷ ÎÁÞÁÌÅ ÄÅ×ÑÎÏÓÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï �îÁÕËÁ� ÓÔÁÌÏ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÉÅ

ÆÉÎÁÎÓÏ×ÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, É ÉÚÄÁÎÉÅ �ðÏ�ÕÌÑÒÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ� �ÒÅËÒÁ-

ÔÉÌÏ Ó×Ï£ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. é ÓÁÍÉ ÌÅË�ÉÉ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× × íçõ ÎÅ ÞÉÔÁÌÉÓØ

ÕÖÅ Ó ÄÁ×ÎÉÈ ×ÒÅÍ£Î.

ïÓÅÎØÀ 1999 ÇÏÄÁ �Ï ÉÎÉ�ÉÁÔÉ×Å íÁÌÏÇÏ ÍÅÈÍÁÔÁ ÂÙÌÉ ×ÏÚÏÂÎÏ×ÌÅÎÙ ÌÅË�ÉÉ

ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÔÁÀÔÓÑ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁÍÉ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍÉ íÏÓËÏ×-

ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÕÞ£ÎÙÍÉ É �ÅÄÁÇÏÇÁÍÉ íÏÓË×Ù. ìÅË�ÉÉ �ÒÏ-

ÈÏÄÑÔ �Ï ÓÕÂÂÏÔÁÍ Ó 16 ÄÏ 18 ÞÁÓÏ× × ÁÕÄÉÔÏÒÉÉ 16{10 ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÚÄÁÎÉÑ íçõ.

ïÎÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ É ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ �ÒÏÛÌÏÇÏ, ÎÏ ×ÓÑËÉÊ

ÒÁÚ | ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÍ, ËÒÁÓÉ×ÙÍ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÀÖÅÔÁÍ.

éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÚÄÁÔØ × ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ

"

íÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ\�.

èÏÞÕ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÇÌÕÂÏËÕÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÒÅËÔÏÒÕ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ é. ÷. ñÝÅÎËÏ ÚÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÀ ÉÚ-

ÄÁÎÉÑ ÎÏ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ É ÷. çÕÒÏ×É�Õ, á. åÒÍÁÞÅÎËÏ, í. å×ÄÏËÉÍÏ×Õ, ò. ëÕÚÎÅ�Õ,

å. ïÓØÍÏ×ÏÊ, í. ðÁÎÏ×Õ ÚÁ ÔÝÁÔÅÌØÎÕÀ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÕ ÒÕËÏ�ÉÓÅÊ ÓÅÒÉÉ Ë �ÅÞÁÔÉ.

îÁ ÄÏÌÀ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÅÒÉÊ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ËÎÉÖÅË �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ×Ù�ÁÌÁ

ÓÞÁÓÔÌÉ×ÁÑ ÓÕÄØÂÁ: ÏÎÉ ÕËÒÁÛÁÀÔ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ ÍÎÏÇÉÈ É ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×

ÒÁÚÎÙÈ �ÏËÏÌÅÎÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÙ×ÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 30{50-È ÇÏÄÏ×. üÔÉ ËÎÉÇÉ

ÎÅ ÕÔÒÁÔÉÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÁ É ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÁÍÉÈ É ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ Õ ÉÈ ÄÅÔÅÊ É ×ÎÕËÏ×.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ �ÏÖÅÌÁÔØ ÎÏ×ÏÊ ÓÅÒÉÉ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÏÊ ÓÕÄØÂÙ.

÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×;

ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ ÓÅÒÉÉ
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÷Ù�ÕÓËÉ ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅËÁ

"

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ\�

÷Ù�. 1. ÷. í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×. ÷ÅÌÉËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ �ÒÏÛÌÏÇÏ É ÉÈ ×ÅÌÉËÉÅ ÔÅÏ-

ÒÅÍÙ.

÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÌÉËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× �ÒÏ-

+

=

ÛÌÏÇÏ | áÒÈÉÍÅÄÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂß£ÍÅ ÛÁÒÁ), æÅÒÍÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ

�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), üÊÌÅÒÁ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï e

�i

= −1),
ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ) É çÁÕÓÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉ-

RR

AA

QQ

ZZ

NN

ÎÅÊËÏÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÎÁÄ�ÁÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ).

÷Ù�. 2. á. á. âÏÌÉÂÒÕÈ. ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ (100 ÌÅÔ Ó�Õ-

ÓÔÑ).

úÎÁÍÅÎÉÔÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ äÁ×ÉÄÏÍ çÉÌØ-

ÂÅÒÔÏÍ ÎÁ ðÁÒÉÖÓËÏÍ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎ-

ÇÒÅÓÓÅ 1900-ÇÏ ÇÏÄÁ, ÏËÁÚÁÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ. ïÄÎÁ ÉÚ �ÅÌÅÊ ÜÔÏÊ ÂÒÏÛÀÒÙ | �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ

ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×�ÏÌÎÅ

ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÓÔÁÒÛÅË-

ÌÁÓÓÎÉË ÍÏÖÅÔ �ÏÎÑÔØ �ÒÉÞÉÎÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ

�ÒÏÂÌÅÍ É ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.

÷Ù�. 3. ä. ÷. áÎÏÓÏ×. ÷ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ

É ÎÅÞÔÏ ÉÚ ÎÅ£.

÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Ï ÚÁÒÏÖÄÅÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉËÉ É Å£ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅ-

ÎÙ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ É ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ

×ÓÅÈ �ÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÅË.

÷Ù�. 4. ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×. �ÏÞËÉ âÒÏËÁÒÁ É ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ

ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ.

éÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

A

1

A

2

A

3

ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ X ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ Y , ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ

Y A

i

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ �ÒÑÍÏÊ XA

i

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ

ÕÇÌÁ A

i

(i = 1, 2, 3). üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÉÍÉ

ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ

�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ Ä×Å ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ

ÔÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÔÏÞËÉ âÒÏËÁÒÁ.

÷Ù�. 5. î. ð. äÏÌÂÉÌÉÎ. öÅÍÞÕÖÉÎÙ ÔÅ-

ÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.

÷ ÂÒÏÛÀÒÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÏÂ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. üÔÏ | ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ Ï ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ áÌÅË-

ÓÁÎÄÒÏ×Á Ï ÔÏÍ, ÉÚ ËÁËÉÈ ÒÁÚ×£ÒÔÏË ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.
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÷Ù�. 6. á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ. íÙÌØÎÙÅ �Ì£ÎËÉ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ.

÷ÚÁÉÍÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É Å£ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ �ÒÏÉÌ-

ÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÙÌØÎÏÊ �Ì£ÎËÅ, ÚÁ-

ÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ �ÒÏ×ÏÌÏÞÎÙÊ ËÏÎÔÕÒ. ðÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ, ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÎÉËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎ Ó Å£ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ,

Á ÉÍÅÎÎÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÌÕÖÄÁÎÉÊ.

÷Ù�. 7. é. í. ðÁÒÁÍÏÎÏ×Á. óÉÍÍÅ-

ÔÒÉÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

÷ ÂÒÏÛÀÒÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÏÄ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ËÁË ÉÄÅÉ, Ó×ÑÚÁÎ-

ÎÙÅ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ, �ÏÍÏÇÁÀÔ ÒÅÛÁÔØ ÓÁÍÙÅ ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ,

ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÊ É Å£ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ.

÷Ù�. 8. ÷. ÷. ïÓÔÒÉË, í. á. ãÆÁÓÍÁÎ. áÌ-

ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ: ÒÁ�É-

ÏÎÁÌØÎÙÅ É ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ.

íÎÏÇÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ

ÞÉÓÅÌ ËÒÁÓÉ×Ï ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅ-

ÔÏÄÁÍÉ, ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÚÕ-

ÞÁÀÝÅÊ ËÒÉ×ÙÅ, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É Ô. Ä., ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ ËÎÉÖËÅ ÜÔÏ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ �ÒÉÍÅ-

ÒÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ,

Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ðÉÆÁÇÏÒÁ.

÷Ù�. 9. â. ð. çÅÊÄÍÁÎ. ðÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

âÒÏÛÀÒÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ �ÌÏÝÁ-

ÄÅÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÁÒÁÌÌÅÌÏ-

ÇÒÁÍÍÁ, ÔÒÁ�Å�ÉÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÅÛÅÎÉÑ 20 ÚÁÄÁÞ, ÓÇÒÕ��ÉÒÏ-

×ÁÎÎÙÈ ×ÏËÒÕÇ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×: ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÏÓÔØ É ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×; ÍÅÄÉÁÎÁ ÄÅÌÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Á ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ; ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É

×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ.

ðÒÉ×ÅÄÅÎÙ 16 ÚÁÄÁÞ (Ó ÏÔ×ÅÔÁÍÉ É ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ) ÄÌÑ ÓÁ-

ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

÷Ù�. 10. á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ. õÚÌÙ É ËÏÓÙ.

ëÒÁÓÉ×ÙÅ É ÎÁÇÌÑÄÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÕÚÌÁ É ËÏÓÙ ÓÅÊÞÁÓ × �ÅÎ-

ÔÒÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ. ÷ ÂÒÏÛÀ-

ÒÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÉÈ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÉÈ

ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ.
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