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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книrа представляет собой курс лекций по ВЫСlllей алrебре
и аналитической rеометрии, неоднократно читаВlllИХСЯ автором

для студентов первоrо курса Факультета наук о материалах Mry.

в настоящее время курс рассчитан на два семестра. В данное

издание включен материал первоrо семестра, который содержит

следующие разделы:

решение систем линейных уравнений;
операции над матрицами;

теория определителей;
комплексные числа;

мноrочлены и их корни;

рациональные дроби;
векторные пространства;

paHr матрицы;

плоскости и способы их задания;

билинейные и полуторалинейные функции;
евклидовы и эрмитовы пространства;

линейные операторы;

симметрические и ортоrональные операторы;

классификация поверхностей BToporo порядка.
В проrрамму BToporo семестра входят основы теории rрупп

и их представлений. Этот материал достаточно подробно изложен

в учебном пособии [2]. При рассмотрении rеометрических вопро 
сов изложение ведется, как правило, для пространств произволь 
ной размерности. Это позволяет студенту естественнее восприни 
мать материал и проще с методической точки зрения. В ряде слу 
чаев рассмотрение ведется только для пространств размерности 2
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или 3. При этом ясно, как исследовать общий случай. Таким

образом, отобранный материал составляет основу фундаменталь 
Horo cOBpeMeHHoro математическоrо образования. Он необходим

специалистам, работающим в различных областях cOBpeMeHHoro

естествознания, в первую очередь химикам и физикам.
Содержащийся в лекциях материал приведен с полными дo 

казательствами и снабжен примерами. Изложение ясное и дo 

ступное студентам нематематических специальностей, на KOTO 

рых и рассчитано данное издание. Следует отметить, что преды 

дущее издание [1] курса лекций значительно переработано с учё 
том опыта преподавания и в связи с изменением учебноrо плана.

Читателям, интересующимся дополнительными вопросами
линейной алrебры, можно порекомендовать учебники, указанные
в списке литературы.

Издание подrотовлено при поддержке Факультета наук о Ma 

териалах Mry и [рантов РФФИ 06 01 00037,поддержки науч 
ных школ НШ 5666.2006.1. Автор выражает блаrодарность дeKa 
ну ФНМ академику РАН Ю. Д. Третьякову, коллективу факуль 
тета, а также профессорам Е. В. Майкову и А. А. Михалёву за

полезные обсуждения и критические замечания, способствовав 

шие улучшению текста.



rЛАВА 1

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МАТРИЦЫ

Одной из важных задач алrебры является нахождение всех pe 
шений систем линейных уравнений. В этой rлаве мы рассмотрим

метод [аусса решения систем уравнений, называемый часто Me 

тодом исключения неизвестных. Он был предложен немецким

математиком XIX века rayccoM.

1. Метод Саусса

Рассмотрим прямоуrольную систему линейных уравнений

{ . 1.1.  . . . . '. .... . . .. . 1.   .. . . . . . 1.
ат1Хl + ... + атnхn == Ьт

(1.1)

коэффициенты которой Щj, bj заданы. Наша цель найти все pe 
шения и указать алrоритм для нахождения всех решений.

Определение 1.1. Решенuем системы (1.1) называется такой Ha 

бор чисел (аl"", аn), что для всех i == 1,..., выполнены pa 

венства ailal + ... + щnаn == bi .

Мы будем различать следующие виды систем (1.1). Система

несовместна, если она не имеет решения;

совместна, если она имеет решение;



10 rлава 1. Линейные уравнения и матрицы

неопределенна, если она имеет более одноrо решения;

определенна, если она имеет единственное решение.

Скажем, что две системы линейных уравнений вида (1.1) эквu 

валентны, если они имеют одинаковые множества решений.
Мы будем совершать ряд простейших преобразований систе 

мы (1.1), сохраняющих множества решений. Заметим, что все

информация о системе (1.1) содержится в её таблице её коэффи 
циентов.

Матрицей системы (1.1) называется прямоуrольная таблица

(. 1.1.. ....... . . 1 .)атl . . . атn

(1.2)

коэффициентов при неизвестных в системе.

Расшuреннойматрuцей системы (1.1) называется прямоуrоль 
ная таблица

(. 1.1.. ....... . .   . . . 1.)атl . .. атn Ьт

(1.3)

коэффициентов при неизвестных и свободных членов.

Иноrда расширенную матрицу системы (1.1) обозначают через

( атl

аln . 1. ) .

Ьтатn

Следующие преобразования системы (1.1) (и её (расширенной)
матрицы) называются элементарнымu:

<> к одному уравнению (к одной строке) прибавить друrое

уравнение (друrую строку), умноженное (умноженную) на

произвольное число;

умножить одно уравнение (одну строку) на ненулевое чис 

ло.



1. Метод raycca II

Упражнение. Доказать, что любые две строки матрицы можно

поменять местами, совершив 4 элементарных преобразования.

Теорема 1.2. Элементарные nреобразованuя переводят cиcтe 

му (1.1) в эквuвалентную систему.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что мы совершаем преобра 
зование типа <>, именно, к i OMYуравнению прибавляем j oe,
умноженное на а. Пусть (!31,..', !3n) решение исходной систе 

мы (1.1). Все уравнения новой системы, кроме i ro,не измени 

лись. Если мы подставим набор (!31" . . ,!3n) в i oeуравнение HO 

вой системы, то получим

(ai1 + aajl)!31 + . . . + (ain + aajn)!3n ==

== (ai1!31 + . . . + ain!3n) + а(ajl!31 + . . . + ajn!3n) == bi + abj.

Таким образом, (!31"", !3n) является решением новой системы.

Поскольку исходная системы (1.1) получается из новой системы

элементарным преобразованием прибавлением к i OMYуравнению
j ro,умноженноrо на  a,то, аналоrично, каждое решение новой

системы является решением исходной системы. О

Будем приводить матрицу системы к наиболее простому

ступенчатому виду.

Матрица (1.3) называется ступенчатой, если

1) ниже нулевой строки находятся нулевые строки;

2) первый ненулевой элемент каждой строки равен 1;

3) если первый ненулевой элемент i ойстроки расположен в

ki OMстолбце, то

а) ki+l > ki ;

б) все остальные элементы ki roстолбца равны нулю.

Теорема 1.3. Каждая матрица конечным чuслом элементар 

ных nреобразованuй строк nрuводuтся к ступенчатому виду.



12 rлава 1. Линейные уравнения и матрицы

Доказательство. Пусть матрица А имеет вид (1.3). Если

А == О, то она уже имеет ступенчатый вид.

Пусть А =1= О. Будем вести доказательство индукцией по числу

строк т. Без оrраничения общности можно считать, что в первом

столбце есть ненулевой элемент ai1. Если i > 1 и ан == О, ТО К

первой строке можно прибавить i уюи добиться, чтобы ан =1= О.

Далее умножив l уюстроку на аз} можно считать, что ан == 1.

Отсюда следует утверждение теоремы при m == 1.

Пусть > 1, и для 1 теорема доказана. Для каждоrо

i > 1 вычтем из i ойстроки первую строку, умноженную на ai1.

В новой матрице все коэффициенты ai1 == О, i > 1.

Рассмотрим подматрицу В в А, получающуюся отбрасывани 
ем первой строки. По индукции можно считать, что матрица В

имеет ступенчатый вид. Пусть в матрице В первые ненулевые
элементы расположены в столбцах с номерами 1 < k2 < kз < . . .

Вычтем из первой строки 2 юстроку, умноженную на a1,k2' 3 ю

строку, умноженную на а1,kз , и т. д. В результате получается CTY 

пенчатая матрица. О

Пусть матрица системы (1.1) имеет ступенчатый вид. Назовем

неизвестную Xi zлавной, если в некотором уравнении все коэф 
фициенты при Х1,..., Xi 1 равны нуля, а коэффициент при Xi

отличен от нуля (и потому равен 1). Все остальные неизвестные

назовем свободнымu.

Применим теоремы 1.2, 1.3 к исследованию системы (1.1).
В силу указанных теорем можно считать, что расширенная MaT 

рица система (1.1) имеет ступенчатый вид.

Пусть её последняя ненулевая строка имеет вид

(О, ..., О, 1). (1.4)

Это означает, что системы (1.1) содержит несовместное уравнение

ОХ1 + . . . + ОХn == 1. Поэтому в этом случае исходная система

несовместна.

Пусть в А нет строки (1.4). Предположим для простоты, что

переменные Х1,'", ХТ rлавные, а Хl'+1,..., Хn свободные. Тоrда
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система имеет вид

Хl + аl,т+lХт+l

+ а2,т+1Хт+1Х2

+ . . . + аlnХn == ы1
+ . . . + а2nХn == Ь2

ХТ + ar.r+lXr+1 +... + атnхn == ЬТ

Перенося свободные переменные в правую часть, получаем BЫ 

ражение rлавных неизвестных через свободные

Хl ы1 аl,т+1Хт+1 . . . аlnХn

Х2 Ь2 а2,т+lХт+l ... а2nХn

Хт
== ЬТ ат,т+lХт+l ... атnхn

Таким образом, придавая свободным неизвестным произвольные

значения, мы однозначно находим значения rлавных неизвест 

ных. Итак, система совместна, и, если есть свободные неизвест 

ные, то система неопределенна. Если все неизвестные rлавные,

то система определенна.

Разберём следующий пример. Пусть задана система ypaBHe 

ний

{
2Хl 2Х2 + 3Хз == 3

 Xl+ Х2 Хз == 1

Составим расширенную матрицу системы

( !1
 23 3

)1  11
.

и приведём её с ступенчатому виду. Для этоrо к первой строке

прибавим вторую и получим

( !1
 1

1

2

 1: ).
Далее ко второй строке прибавим первую

( 
 1

О

1 4

)1 5
.
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Затем из первой строки вычтем вторую

(
1  1О  1

)О О 1 5
.

Таким образом, исходная система эквивалентная ступенчатой си 
стеме

{
Xl Х2 == 1

Хз == 5

fлавными являются неизвестные Xl, Хз. Неизвестная Х2 свобод 
ная. Поэтому система совместна и неопределённа, а её ответ за 

писывается в виде

{
Xl == 1 + Х2

Хз == 5

Определение. Система (1.1) однородна, если все её свободные

члены нулевые, т. е. b1 == ... == Ьт == О.

Предложение 1.4. Еслu в однородной системе чuсло неuзвест 

ных n больше чuсла уравненuй  Jто система неоnределенна.

д о к а з а т е л ь с т в о. Приведем систему уравнений к ступенча 

тому виду. При этом мы получим снова однородную систему,
в которой число rлавных неизвестных не превосходит числа HeHY 
левых уравнений исходной системы. Поэтому не все неизвестные

rлавные, и им можно придать ненулевые значения. Тем самым

получается ненулевое решение системы. О

2. Матрицы и операции над ними

При решении систем уравнений методом raycca возникла необ 

ходимость работы с матрицами. В этом разделе мы рассмотрим
основным операции над матрицами. Введем следующие обозначе 

ния. Через  аЧn х  )будем обозначать множество всех матриц
с n строками и столбцами. Если А Е  at(nх  ),то мы будем
также писать А == Аnхт. Если Аnхт == (aij), Вnхт == (bij), то

через сумму А+в обозначим матрицу Toro же размера, в которой
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на месте (i, j) стоит сумма aij + bij соответствующих элементов

слаrаемых. Кроме Toro, лАnхm == (лаij).

Предложение 1.5. Пусть А, В, С Е  at(n х  )U Л, v чuсла.

Tozaa сnраведлuвы следующuе 8 аксиом BeKmopHOZO npocтpaH 
ства:

1) А + в == В + А;

2) А + (В + С) == (А + В) + С;

3) еслu О нулевая матрица (все её коэффuцuентbt равни HY 
лю)J то А + о == А для любой матрицы А;

4) для любой матрицы А существует такая матрица A
J

что А + ( A)== о;

5) л(А+В) == лА+лВ;

6) (л + v)A == лА + vA;

7) (лv)А == л(vА);

8) 1А == А.

д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим первое утверждение. Если

А == (aij), В == (bij),

то

А + В == (aij + bij) == (bij + aij) == В + А.

Остальные утверждения доказываются аналоrично. о

Определение 1.6. Пусть заданы две матрицы

Аnхт == (aij), Cmxk == (Cst).

Тоrда их произведение D == АС Е  at(nх k) определяется как

матрица, в которой на месте (i, j) стоит элемент

dis == aildls + . . . + aimdms (1.5)

для всех i == 1, . . . ,n, s ::= 1, . . . , k.
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Например,

(
1  10

)(
2 О

) (
3 О

) 21 1  1
==

 52
.

с помощью матричноrо умножения удобно в компактной форме
записывать системы линейных уравнений. Именно, система (1.1)
имеет вид АХ == Ь, [де А матрица (1.2) системы (1.1),

Хl Ь1

Х== Ь==

Хn

столбцы, составленные из неизвестных и из свободных членов,

соответственно.

Предложение 1.7. Умноженuе матриц ассоцuатuвНОJ т. е.

(АС)Р == А(СР)

для любых матриц

А Е  at(nх т), С Е  at( х k), F Е  at(kх 1).

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

А == Аnхт == (aij), С == Cmxk == (cst), F == Fkxl == (ftq).

Если D матрица из определения 1.6, то по (1.5) на месте (i, q)
в матрице пР == (АС)Р стоит элемент

k k n

L di,afa,q == LL ai,{3C{3,ala,q.
a l a 1{3 1

(1.6)

с друrой стороны, если

СР == и == (U{3,q) Е  at( х 1),
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то на месте (i, q) в матрице АU == А(СР) стоит элемент

n n k

L аi,{ЗU{З,q == LL аi,{Зс{З,йjй,q.
{З l {З lй 1

(1.7)

Из (1.6), (1.7) вытекает утверждение. о

Предложение 1.8. Сnраведлuвы равенства:

1) л(АВ) == (лА)В == А(лВ).

2) А(В+С)==АВ+АС, (A+U)V==AV+UV.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, например, второе утверждение.

Пусть А == (aij), В == (bij ), С == (Cij). Тоrда на месте (i,j) в MaT 

рице А(В + С) строит элемент

L aik (bkj + Ckj) == L aikbkj + LaikCkj ,

который равен элементу, стоящему на то же месте в матрице

АВ + АС. Так как размеры матриц А(В + С) и АВ + АС совпа 

дают, то они равны. Аналоrично проверяются остальные YTBep 

ждения. О

Следом tr(A) матрицы А == (aij) Е  аЧn)называется сумма

ан +... + аnn её элементов, стоящих на rлавной диаrонали.

Предложение. Пусть А,В Е  at(n).Tozaa

tr(AB) == tr(BA).

Доказательство. Пусть А == (aij),B == (bij). Тоrда на месте

(i, i) в матрице АВ стоит L,j 1 aijbji, откуда

n

tr(AB) == L aijbji.
i,j l

Аналоrично,
n n

tr(BA) == L bstats == L atsbst == tr(AB). О

s,t l s,t l

2 4224
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Сuмвол Кронекера дij равен 1, если i == j, и О, если i =1- j.
Едuнuчная матрица Е == Еn Е  at(n) это матрица, в которой
на месте (i, j) стоит символ Кронекера дij.

Предложение 1.9. Пусть А Е  at(nх  ).Tozaa

ЕnА == А == АЕт'

Доказательство. Пусть А == (aij). Тоrда на месте (i,j) в

матрице ЕnА стоит L 1 дikаkj == дiiаij == aij, т. е. ЕnА == А. О

Трансnонuрованной матрицей tA == А*
Е  at( х n) для

матрицы А Е  at(n х )называется матрица, в которой на месте

(i, j) стоит элемент aji матрицы А.

Предложение 1.10. Сnраведлuвы следующuе равенства:

t(A + В) == tA + tB, t(лА) == лtА, t(AC) == tctA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, например, последнее утвержде 

ние. В матрице 'АС) на месте (i,j) стоит

L ajkCki == L Ckiajk ,

k k

т. е. элемент, стоящей на том же месте в матрице f(7tA.

Аналоrично доказываются остальные утверждения. О

Матрuчной единицей Eij Е  at(n х  )называется матри 

ца Eij, в которых на месте (s, t) стоит элемент дsiдtj. Друrими
словами в Eij на месте (i, j) стоит 1, и все остальные элементы

равны О.

Упражнение. Доказать, что tEij == Eji И если А == (aij), то

А == LaijEij.
i,j

Предложение 1.11. EijErs == дjrЕis .
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Доказательство. На месте (и,v) в EijErs стоит элемент

L(диiдрj) (дpiдvs ) == {
1,

р
О,

. .

и == 1, == Р == З, v == s;

в противном случае.

Отсюда вытекает утверждение. о

Следствие 1.12. Пусть А == (атв ) Е  at(nх  ).Tozaa

EijA == aj1Ei1 +... + ajmEim,

AEij == aliElj +... + anjEni .

Теорема 1.13. Чтобы в матрице А Е  at(n х  )к i ouстроке

nрuбавuть j УЮJумноженную на aJ нужно рассмотреть Maт 

рицу (Еn + aEij)А.

Доказательство. В силу предложениий 1.8, 1.11, а также

упражнения 1.9, и следствия 1.12 получаем

(Еn + aEij)A == ЕnА + aEijA == А + a(ajlEi1 +... + ajmEim) ==

== LarsErs + (aaj1)Ei1 +... + (aajm)Eim ==

тв

== L атвЕтв + L(aiS + aajs)Eis.
r1=i,s i,s

о

Следствие. Чтобы в матрице А Е  at(nX )к i OMYстолбцу
nрuбавuть j ЫЙJумноженный на а нужно рассмотреть Maт 

рицу А(Ет + aEji).
Обозначим через Di(а) == Еn + (а 1)Eii Е  at(n) диаrо 

нальную матрицу, в которой i ыйдиаrональный элемента равен

а, а остальные диаrональные элементы равны 1.

Теорема 1.14. Пусть задана матрица А Е  at(n х  ).To 
zaa матрица Di(a)A получается uз А умноженuем i oucтpo 
ки на а. Матрица ADi(a) получается из А умноженuем i zo

столбца на а.

2*
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Доказательство. Пусть А == (aij). В матрице Di(a) на месте

(s,t) стоит 8st+(a 1)8is8it.Поэтому в матрице Di(a)A на месте

(р, q) стоит

L(8рт + (а 1)8ip8ir)arq == L 8prarq + (а 1)L 8ip8irarq ==

r r r

== apq + (а 1)8ipaiq == {
a
pq ,

aaiq,

i =1= q;

р == Z.

о

Элементарнымu матрицами называются квадратные матри 

цы вида Еn + aEij при i =1= j и вида Di({З) при {З =1= О. Таким

образом, в теоремах 1.13 и 1.14 доказано, что каждое элемен 

тарное преобразование строк или столбцов матрицы эквивалент 

но умножению этой матрицы на соответствующую элементарную

матрицу слева или справа.



rЛАВА 2

ПЕРЕСТАНОВКИ И ИХ ЗНАКИ

в ряде важных случаев решение систем линейных уравнений
можно вычислять с помощью определителей. Для изучения опре 

делителей над потребуется ряд утвер1Кдений о знаках переста 
новок.

Перестановкой стеnени n называется упорядоченный набор

а == (i1,...,in) (2.1)

чисел (1,2,..., n). Через Sn обозначается множество всех пере 
становок степени n.

Предложение. Чuсло всех nерестановок равно n!.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пересчитаем все перестановки вида (2.1).
Число i1 принимает произвольные n значений. Если il фиксиро 
вано, то i2 принимает любое значение, отличное от i1. Поэтому
i2 принимает (n 1) значение и т. д. О

Инверсuей в перестановке (2.1) называется такая пара is , it ,

что s < t и is > it. Знаком ( 1)0перестановки а называется

число ( l)M,rде М число инверсий в а из (2.1). Подстановка
четна (нечетна), если её знак +1( 1).Трансnозuцuей называ..

ется перестановка двух элементов перестановки.

Теорема 2.1. Трансnозuцuя меняет знак nерестановки.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть задана перестановка

а == (il,...,ik,...,ir,...,in ) Е Sn.

Сравним число инверсий этой перестановки и перестановки

7 == (i1 ,..., ik l,ir , ik+1" .., ir l,ik, ir+l" ..

,
in ).

Предположим сначала, что k == r 1. В этом случае взаимное

расположение любой пары (id,im), отличной от пары (ik,ir ) в а

и 7 одинаково и потому они дают одинаковый вклад в подсчет об 

щеrо числа инверсий. Из пар (ik, ir ), (ir , ik) одна дает инверсию,
а друrая нет. Отсюда вытекает утверждение.

Пусть k < r 1. Тоrда переставляя ik последовательно с эле 

ментами ik+1, . . .
, ir 1, ir мы будем менять знак r k раз. Затем

элемент ir будем последовательно переставлять с ir 1, . . .
, ik+1.

При этом получим перестановку 7 изменив знак ещё r k 1

раз. Таким образом, при переходе от а к 7 мы меняли знак

(т k) + (т k 1) == 2(т k) 1 раз. О

.

Следствие. Чuсло всех четных nерестановок стеnени n 2

n!
равно чuслу нечетных U равно "2'

д о к а з а т е л ь с т в о. Поменяем местами во всех перестановках

(2.1) первые два индекса i1 , i2. По теореме каждая четная пере 

становка становится четной и наоборот, причем разные переста 
новки переходят в разные. Поэтому число четных перестановок
не больше числа четных и наоборот. Следовательно, число тех

n!
и друrих совпадает и равно 2"'

о

Следствие 2.2. Рассмотрим две матрицы

(
1 ... N

). .,

Zl . . . Zn (jl
... jn) ,

1 ... n

строки которых являются nерестановками стеnени n. Пред 
nОЛОЖUМJ чтОJ nереставляя столБЦЫJ первую матрицу можно

nеревести во вторую. Tozaa знакu nерестановок (i1 ,..., in ) U

иl, . . . ,jn) совпадают.
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д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 2.1 при любой перестановке

столбцов произведение знаков перестановок верхней и НИ1Кней

строк не меняется. При этом чётны В начальной перестановке

первая строка, в последней нижняя строка. Следовательно,

указанное постоянное произведение равно, с одной стороны, зна 

ку (iI,..., in), а, с друrой стороны, знаку (jI,... ,jn). О



rЛАВА 3

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ, ОБРАТНАЯ МАТРИЦА

в этой rлаве мы рассматриваем теорию определителей и её при 

ложения для вычисления обратных матриц и нахождения реше 
ния систем линейных уравнений.

1. Определители

Оnределuтелем detA == IAI квадратной матрицы

А == (   ....   )аnl . .. аnn

(3.1)

называется число

det А == '"" ( l ) (il,...,in)al .
... а

.

.

, 1 n, n

(il,...,in)ESn

(3.2)

Теорема 3.1. Пусть А == (aij) верхнетреуzольная матрuцаJ

т. е. aij == О nри i > j. Tozaa

det А == ан
. . . аnn .

д о к а з а т е л ь с т в о. В матрице А элемент aij == О, если i >

> j. Таким образом, если в определителе det А произведение

al,il
. . .

an,in отлично от нуля, то 1 il, 2 i2" .., n in . Учи 

тывая, что индексы il,"" in различны, получаем n == in , in l==

== n 1, . . . ,il == 1. О
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Теорема 3.2 (Простейшие свойства определителя). Если одна из

строк матрицы А является лuнейно комбuнацuей двух CmpOKJ

то det А является лuнейной комбuнацuей оnределuтелей co 

ответствующuх матриц.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s аястрока является указанной ли 
u u

б
u ,

+fЗ
" .

1неинои ком инациеи, т. е. ав; == aa
sj

a
sj для всех J ==

,...,
n.

Тоrда
.'

det А ==

""( l) (il,...,in). . (
,
+ fЗ

"

) . .

L..J al, l. . . aB I' 8 1aasj ав; aB+l' 8+1'" an, n

'" "'( l) (il,...,in)al '
... а 1

.

а
,
а +1

.
. . . а

. +LI.
, 1 B , 8 1sj S , 8+," n, n

+ f-l "'( l) (il,...,in)al '
'" а 1

. а" а +1
.

. . . а
.

fJ , 1 B , 8 1в; S , 8+1 n, n,

rде суммы берутся по всем перестановкам (il,..., in) Е Sn. О

Следствие 3.3. Элементарные nреобразованuя строк тиnа

uз zлавы 1 nрuводят к умножению оnределuтеля матрицы на

указанное чuсло.

Теорема 3.4. Еслu в А две строки paBHblJ
то det А == О.

Доказательство. Пусть в А k аяи j,ая строки равны, Т.е.

aks ==

ajs для всех s, rде k < j. в (3.2) входит произведение

а1
'

... ak
'

'" а" ... а
.

, 1 , k з, ; n, n (3.3)

со знаком ( l)(il,...,ik,...,ij,...,in).Заметим, что в (3.2) входит также

произведение

аl
'

... ak
' '" а" ... п  .

, 1 , ; J, k ""'n, n (3.4)

со знаком ( l)(il,...,ij,...,ik,...,in) ==  ( 1)(i1 ,...,ik ,...,ij,...,in ) В силу Teo 

ремы 2.1. По условию произведения (3.3), (3.4) равны. О

Теорема 3.5. Прu элементарных nреобразованuях <> uз zлавы 1

оnределuтель не меняется.
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Доказательство. Выделим в матрице А строки Ai И Aj с HO 

мерами i < j,

Ai

А==

А.
J

После преобразования <> из rлавы 1 получаем матрицу

Ai + лАj

А.J

Ее определитель по теореме 3.2 и теореме 3.4 равен

Ai + лАj , Ai Aj
+ л == detA.

AjА.
J А.J

о

Следствие. Прu nерестановке строк матрицы её оnределu 
тель меняет знак.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим вспомоrательную матрицу В,

в которой i аяи j аястроки равны сумме Ai + Aj i ойи j ой
строк исходной матрицы А,

Ai+Aj
В==

Ai+Aj
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Тоrда по теореме 3.2

Ai+Aj Ai А.J
det В == +

Ai+Aj А. + А.
J Ai+Aj

Ai Ai А.
J

А.
J

+

А.J

Ai А.J
+ + +

Ai А.J Ai А.J Ai

Отсюда вытекает утверждение. о

Теорема. Оnределuтель матрицы не меняется nри тpaHCnO 

нировании.

д о к а з а т е л ь с т в о. В (3.2) входит произведение (3.3) со зна 

ком ( l)<il,...,in).Это же произведение входит в det(tА) со знаком

( l)(jl,...,jn).Остается воспользоваться следствием 2.2. О

Следствие. Все свойства строк в det А сnраведлuвы и для

столбцов.

Теорема 3.6. Пусть А Е Mat(n) элементарнымu nреобразо 
ванuямu строк nрuводuтся к ступенчатой матрице 8. Tozaa

оnределuтелu А U 8 отлuчаются на ненулевой множuтель.

В частностUJ еслu 'АI == OJ то последняя строка в 8 является

нулевой; если IAI =1= OJ то 8 == Еn единичная матрица.

д о к а з а т е л ь с т в о. При приведении к ступенчатому виду 8

некоторые строки умножались на ненулевые числа. Следователь 

но, в результате IAI умножился на ненулевое число. Заметим, что

ступенчатая матрица 8 является треуrольной. Если 'АI == О, то и

181 == о. Отсюда по теореме 3.1 в 8 последняя строка нулевая.
Если же 'АI =1= О, то и 181 =1= О, т. е. 8 == Еn в силу определения

ступенчатой матрицы. О
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Следствие 3.7. Пусть А Е Mat(n). Следующuе условuя эквuва 

лентны:

1) матрица А элементарнымu nреобразованuямu строк npи 

водuтся к едuнuчной матрице Еn;

2) IAI -1 о.

Теорема 3.8. Оnределuтель nроuзведенuя квадратных Maт 

риц oaUHaKoBozo размера равен nроuзведенuю оnределuтелей
сомножителей.

д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью элементарных преобразований
строк приведём матрицу А к ступенчатой матрице 8. По Teo 

реме 3.6 'АI == a181, rде а -1 О. в силу теорем 1.13 и 1.14

В == С1
... CkA для некоторых элементарных матриц С1 ,..., Ck .

Из ассоциативности умножениями матриц следует. что

ВС == (С1
. . . CkA)C == (С1

.. . Ck)(AC),

т. е. ВС получается из АС теми же элементарными преобразова 
ниями строк. Поэтому IACI == aIBCI.

Если IAI == о, то в В последняя строка нулевая. Но тоrда

и в 8С последняя строка нулевая. Следовательно, 18CI == о.

Таким образом, IACI == alBCI == о == IAIICI.
Пусть IAI -1 о. По теореме 3.6 В == Е и IAI == alBI == а. Кроме

Toro, 'АСI == alBCI == alECI == alCI == IAIICI. о

Теорема 3.9 (Определитель с уrлом нулей). Если заданы Maт 

рицы А Е  at(n),С Е Mat(n х  ),В Е  at(m),то

==(detA)(detB). (3.5)

д о к а з а т е л ь с т в о. Приведем матрицы А и В к ступенчатому

виду.
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ан а12

О а22

A О

al,n 1 аln

a2,n 1 а2,n

. ...... ........ ...........

о о о аnn

ЬН Ь12

О Ь22

О

bl,т 1
b2,т 1

Ь1т

Ь2,т
B 

о о о Ьтт

По теоремам 3.5, 3.1 и следствию 3.3 получаем, что

det А == ла11
. . . ann , det В == рЬн . . . Ьтт ,

rде л, р возникают из заприменения преобразований типа  .Те

же преобразования, примененные к матрице (3.5), приводят её к

верхнетреуrольному виду с элементами

all,...,ann,bll,...,brnrn

по rлавной диаrонали. При этом определитель матрицы (3.5) pa 
вен лран . . . аnnЬн . . . Ьтт == (det А) (det В) . О

Сп:едствие. Определитель ВандеР'м'онда

1 1 1

Хl

х21

Х2

х22

ХN

х2
n п (Х; Xi).

l i<j n
n 1 n 1 n 1

Х1 Х2 . .. Х
n

Доказательство. Случай n == 2 очевиден. Пусть для n 1

утверждение верно. Вычтем из каждой строки, начиная снизу,
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предыдущую, умноженную на Хl. Получаем

1

О

О

1 1

Х2 Хl
2

Х2 Х2Хl

ХN Хl

2
Х
N

ХnХl

о X2 1 X2 2Xl
Х2 Хl
2

Х2 Х2Хl

xn 1 xn 2x
n n 1

ХN Хl
2Х
N

ХnХl

X
n 1

X
n 2

x2 2 1
n 1 n 2

. .. Х
N

ХN Х1

1 1 1

Х2
== (Х2 Хl) . . . (Хn Хl) X 

ХЗ

х23

ХN

х2
n

n 2 n 2 n 2
Х2 Х

З ХN

== (Х2 Хl)'" (Хn Хl) П (Xj Xi) == П (Х; Xi).
2 i<j n l i<j n

о

Минором Mij ,
1 i, j n, матрицы (3.1) называется опре 

делитель матрицы размера n 1, получающейся вычёркиванием
i ойстроки и j roстолбца. Алzебраuческuм доnолненuем Aij
называется число

а -- ( l)i+jМ--

 ]  ].

Теорема 3.10 (Разложение определителя по строке и столбцу).
ПредnОЛОЖUМJ

что задана матрица А uз (3.1). Tozaa любоzо

i == 1, . . . ,n имеем

det А == ai1Ai1 + ... + ainAin.
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Доказа тельство. Имеем

n

(ai1,...,ain) == E(O,...,O,aij,O,...,o).
j==1

По теореме 3.2 можно считать, что i аястрока имеет вид

(О, . . . ,О, aij, О, . .. , о).

Поместив эту строку на первое место, переставляя ее со всеми

предыдущими, мы умножим определитель матрицы на ( 1)i 1.
Затем, переставляя столбцы, мы умножим определитель матри 

цы на ( l)j 1и поместим j йстолбец на первое место. Итак,

определитель матрицы умножится на ( 1)i+j И по теореме 3.9

он станет равным aijMij . О

Следствие 3.11 (Фальшивое разложение). Еслu i =1= jJ то

ai1Aj1 + ... + ainAjn == О.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользоваться теоремой 3.4 для вспомо 

rательной матрицы, получающейся из А заменой j ойстроки на

i ую. О

Пусть задана квадратная матрица А
== (aij) Е  at(n).Через

А Е  at(n)обозначим матрицу, в которой на месте (i,j) стоит

алrебраическое дополнение Aji .

Теорема 3.12. Еслu А Е  at(n)Jто

АА == АА == IAIEn.

Доказательство. На месте (i,j) в АА стоит

ai1Ajl + ... + ainAjn == О.

Остается воспользоваться теоремой 3.10 и следствием 3.11. О
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2. Обратная матрица. Матричные уравнения

Определение 3.13. Матрица A lЕ  at(n)называется обрат 
ной к матрице А Е  at(n),если AA l== A lA== Еn.

Из предложения 1.11 вытекает

Предложение 3.14. Еслu i =1= jJ fЗ =1= OJ то

(Е + aEij) l== Е aEij, Di(fЗ) l== Di(fЗ l).

Предложение. Еслu А 1
существуетJ

то она единственна.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы две матрицы Б, С, обратные
к матрице А. Тоrда АС == Е == БА, откуда Б == Б(АС)
== (БА)С == С. о

Теорема 3.15. Пусть А Е  at(n).Обратная матрица A lcy 
ществует mozaa U только mozaaJ Kozaa det А =1= о.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть матрица А
1
существует. Из опре 

деления 3.13 и теоремы 3.8 следует, что 1 == det А det(A 1)И по 

этому det А =1= О.

Обратно, пусть det А =1= О. Рассмотрим матрицу

1 ,... AjiБ ==

IAI
A == (bij ), [де bij

==

detA
.

По теореме 3.12 БА == АБ == Е, т. е. Б == A l.

(3.6)

о

Теорема 3.16 (Теорема Крамера). Квадратная система лuней 

ных уравненuй АХ == Ь определенна mozaa u только тozaa
J

Kozaa det А =1= О. Еслu det А =1= OJ то решенuе

detA 
Xi ==

det А
'

zae матрица A получается uз матрицы А заменой i zoстолб 

ца на Ь.

з 4224
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д о к а з а т е л ь с т в о. Система АХ == Ь определенна тоrда и толь 

ко тоrда, коrда все её неизвестные rлавные. Это эквивалентно TO 

му, что ступенчатый вид А является единичной матрицей. В силу

теореме 3.7 это эквивалентно тому, что detA =1= О.

Пусть det А =1= о. По теореме 3.15 существует A l.YMHO 

жим уравнение на A lи получим Х == A lb.Подставляя (3.6)
и пользуясь разложением A по i MYстолбцу, завершаем доказа 

тельство. О

Формула (3.6) позволяет вычислять элементы A l.Её удобно

применять для квадратных матриц размера 2. Именно, если

А== (
а Ь

)с d
'

то

А
 1

== ( d gcad bc

ad bc)а
.

ad bc

Укажем друrой способ вычисления А 1. Для этоrо нужно pe 

шить матричное уравнение АХ == Еn. Рассмотрим общий случай
решения матричноrо уравнения АХ == В, [де А Е  at(n),причем
detA =1= О, и Х,В Е  at(nх  ).

Теорема 3.17. Расшuренную матрицу (А 1 В) элементарны 
ми nреобразованuямu строк nриведем к ступенчатому виду
(Е 1 С). Tozaa С == Х.

д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теорем 1.13, 1.14 умножим ypaBHe 

ние АХ == В на некоторые элементарные обратимые матрицы

(см. предложение 3.14) Zl'" Zk И получим уравнение

Zl . . . ZkAX == Zl . . . ZkB,

rде по условию Zl ... ZkA == Е. Отсюда Х == Zl ... ZkB == С. о

Заметим, что в условии теоремы 3.17 решение уравнения
АХ == В единственно, так как оно имеет вид Х == А 1В.
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Рассмотрим пример решения матричноrо уравнения

(
2 1

) Х == (
О 1 О

)1  1 1  13 ,

rде Х матрица размера 2 х 3. Заметим, что матрица А HeBЫ 

рожденна. Составим расширенную матрицу

(
2  1О  1О

)1  11  13

и приведем её к ступенчатому виду. Для этоrо из первой строки
вычтем вторую и получим

(
1 О 1 О  3

)1  1 1  13 .

Далее из второй строки вычтем первую и получим

(
1 О  1 О

О  1 2  1

 3

)6 .

Затем вторую строку умножаем на 1

(
1 О 1 О  3

)О 1  21  6 .

Получаем ответ

Х == (
1 О  3

)2 1  6.

Эти сообра}Кения позволяют вычислять обратные матрицы.

Найдем, например, A lдля матрицы

(
1 1

)А ==

 1 2
.

Для этоrо решаем матричной уравнение АХ == Е, [де Х квад

ратная матрица размера 2, а Е единичная матрица размера 2.

Составляем вспомоrательную матрицу

(  1
 1

2

1 О

)О 1 .

3*
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Б построенной матрице ко второй строке прибавим первую. По 

лучаем

(
1  11 О

)О 1 1 1 .

Далее к первой строке прибавим вторую. Получаем

СО
2

) .о 1 1

Итак,

A l (  ).



rЛАВА 4

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

Комплексные числа являются одним из основных объектов в co 

временной математике и её приложениях в физике, особенно в

квантовой механике, в электррдинамике, rидродинамике и т. д.

В этой rлаве приводятся основы теории комплексных чисел: опе 

рации над ними, rеометрическая интерпретация, триrонометри 
ческая форма, возведение в степень и извлечение корней. Пред 
лаrаемый способ введения комплексных чисел важен тем, что

аналоrичным способом можно задать кватернионы и октанионы,

которые иrрают важную роль в квантовой механике.

1. Действия с комплексными числами

Комnлекснымu чuсламu называются пары вещественных чисел

z == (а, Ь) с операциями сложения и умножения

(а, Ь) + (aI, Ь1 ) == (а + aI, Ь + bI ),

(а, b)(aI, bI ) == (ааI bbI , аыI + a1b).
(4.1)

Через С обозначается множество всех комплексных чисел. Отож 

дествим вещественное число а с парой (а, о). Из (4.1) видно, что

при этом отождествлении сумма переходит в сумму, а произведе 
ние в произведение. Таким образом, JR с С. в дальнейшем мы

будем отождествлять комплексное число (а, О) с вещественным

числом а.



38 rлава 4. Комплексные числа

Положим i == (0,1). Из (4.1) следует, что i2 == ( 1,0)==  1.

Кроме Toro, (а, Ь) == а + bi. Такое представление комплексноrо

числа называется алzебраuческой формой комnлексноzо чuсла.

Модулем числа z == а + Ы называется неотрицательное Be 

щественное число Izl == уа2 + Ь2 . Комплексное число z == а Ы

называется комплексно сопряженным к z.

Упражнение. Доказать, что zz == Izl2 для любоrо комплексноrо

числа z.

Сопоставим комплескному числу z == (а, Ь) вещественную

матрицу

(
а  b

)Ф(z) ==

Ь а
' а, Ь Е JR. (4.2)

Несложно проверяется, что если а Е JR, то Ф(а) == аЕ, rде Е

единичная матрица размера 2.

Используя определение (4.1) леrко проверяется

Предложение 4.1. ,Отображенuе Ф бuектuвно отображает С
на множество всех вещественных матриц вида (4.2)J nрuчем

Ф(z + Zl) == Ф(z) + Ф(Zl), Ф(ZZl) == Ф(Z)Ф(Zl),
Ф(z) ==tФ(z), Izl == vdet (Ф(z)).

в частностUJ для комплексных чuсел сnраведлuвы следующuе
равенства 1) 8)uз nредложенuя 1.5

J свойства 1) 2)uз npeд 
ложенuя 1.8 u свойства ассоциативности умноженuя uз npeд 
ложенuя 1.7. Прu этом IZZll == Izllzll. Кроме mozoJ умноженuе
комплексных чuсел коммутативно u для любоzо ненулевОZ9
комnлексноzо чuсла z существует обратное чuсло z 

1
== Izj2 Z

maKoeJ что zz l== 1.

Отметим, что из предложениий 1.10 и 4.1 следует, что

ZlZ2 == Z1 Z2 , Zl + Z2 == Z1 + Z2 .
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2. Триrонометрическая форма комплексноrо числа

Представим комплексное число z == а+Ы в виде вектора на плос 

кости JR2 С координатами а, Ь. Тоrда Izl это длина этоrо BeKTO 

ра Z. При этом сумме двух комплексных чисел соответствует

сумма векторов, сопоставляемых слаrаемым.

Упражнение. Доказать, что IZll IZ21 IZl + z21 IZ11 + IZ21,
дЛЯ любых Zl, Z2 Е С.

ApZYMeHmOM ненулевоrо комплексноrо числа z называется

уrол <р между z и положительным направлением оси ОХ. Ap 
rYMeHT ненулевоrо комплексноrо числа определен с точностью

до слаrаемоrо 27rn, n Е Z. Если z == а + Ы =1 о, то

х
. у

cos<p == ' sln<p ==

 .
Получаем трuzонометрuческую форму комnлексноzо чuсла

z == Izl(cos<p + isin<p). (4.3)

Предложение 4.2. ApzYMeHm nроuзведенuя комплексных чuсел

равен сумме apZYMeHmOB множителей.

Доказательство. Пусть z из (4.3) и Zl == IZ1I(cos1./1+isin1./1).
По формулам приведения

ZZl == IzllZ11 (сов(<р + 1./1) + isin(<p + 1./1)). о

Например,

. .

(
1.VЗ

) (
1

.
1

)(1 +zV3)(l +z) == 2
2 +z2

. J2
J2

+z
J2

==

tn

(
7r .7r

) (
7r .7r

)
tn

(
77r .77r

)== 2у 2. cos
3
+ z

3
сов

4
+ z

4
== 2у 2. cos

12
+ z

12
.

Предложение 4.2 позволяет ввести следующее обозначение. Если

а Е JR, то ехр(ia) == cos а + i sin а, и поэтому триrонометрическая

форма числа z имеет вид

z == Izl exp(i<p). (4.4)
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Следствие 4.3 (Формула Моавра). Пусть z uз (4.4) u n Е Z.

Tozaa

zn == Izln exp(ni<p).

Рассмотрим вопрос об извлечении комплексных корней. Если

n натуральное число, то корнем n ойстепени из комплексноrо

числа z называется такое комплексное число t, что tn == z.

Найдем все корни степени n из z. Пусть z из (4.4), и t ==

== Itlехр(i-ф). Тоrда z == tn == Itlnехр(ni-ф). Отсюда Izl == Itl
n

,

T e.ltl == \IfZТ. Кроме Toro, n-ф = <р (mod 27rm), m Е Z. Следо 

вательно,

"f. ==
<р + 27rm

,'f/ m == О, 1, ..., n 1.
n

Итак,

n!l:l (
<р + 27rm

.. <р + 27rm

)t == V Izl cos

n
+ Z Slll

n
'
О m n 1.

Поэтому, если z =1 о, то имеется n различных корней степени n

из 1. В частности, если z == 1, то m ыйкорень из 1 имеет. вид

27rm
..

27rm
Ст == COS + ZSlll .

n n

Все эти корни расположены в вершинах правильноrо n уrольни 

ка, вписанноrо в единичную окружность с центром в О. Напри 
мер, все корни степени 3 из 1 имеют вид

27r
..

27r 1. .J3
со == 1, Сl == cos + Z Slll == + Z ,

3 3 2 2

47r
..

47r 1..J3
С2 ==СОS

З
+ZSШ

З
==

2 z2'
Все корни степени 4 из 1 имеют вид

1
27r

..
27r

.

СО ==
, Сl == cos

4
+ Z Slll

4
== Z,

47r
..

47r 67r
..

67r
.

С2 == cos
4

+ ZSlll

4
==  1, СЗ == cos

4
+ ZSlll

4
==  z.
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мноrОЧЛЕНЫ ОТ ОДНОЙ
ПЕРЕМЕННОЙ

Эта rлава посвящена рассмотрению свойств комплексных MHO 

rочленов: деление мноrочленов, нахождение корней, разложение

рациональных дробей.

1. Мноrочпены ОТ ОДНОЙ переменной

Комплексным мноzочленом называется множество всех формаль 
ных конечных сумм

I == ао + аlХ + . . . + аnХ
n

, (5.1)

rде ai комплексные числа. Если все коэффициенты aj являют 

ся вещественными числами, то мноrочлен I называется веще 

ственным Множество всех комплексных мНоrочленов обознача 

ется через С[Х] ,
а множество всех вещественных мноrочленов

через JR[X].
Суммой мноzочленов I из (5.1) и

9 == Ьо + Ь1Х + . . . (5.2)

называется мноrочлен

1+ 9 == (ао + Ьо) + (аl + Ь1)Х +...,
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nроuзведенuем мноzочленов I из (5.1) и 9 из (5.2) называется

мноrочлен Ig == со + СIХ + ..., rде для любоrо k О

k

Ck == Еaibk i.
i==O

Непосредственные вычисления доказывают

Предложение. Сложенuе u умноженuе мноzочленов accoциa 
тивно u KOMMymamuBHOJ т. е.

1+ 9 == 9 + f, Ig == gl,

1+ (g + h) == (1 + у) + h, I(gh) == (Ig)h

для всех /, g, h Е С[Х]. Кроме mOZOJ выполнен закон дuстрuбу 
тивности I(g + h) == I9 + Ih. Прu этом сумма u nроuзведенuе
вещественных мноzочленов снова вещественны.

Пусть I из (5.1), причем аn =1= О. Степенью degl называется

число n. Коэффициент аn называется старшuм коэффuцuентом
мноrочлена 1, коэффициент ао называется свободным коэффu 
циентом мноrочлена 1. Мноrочлены нулевой степени и нулевой
мноrочлен называются константами.

Предложение. Старшuй (свободный) коэффuцuент nроuзве 

денuя мноzочленов равен nроuзведенuю старшuх (свободных)
коэффuцuентов сомножuтелей.

Доказательство непосредственно вытекает из определения

умножения в С[Х].

Следствие 5.1. Еслu I,g Е С[Х] \ OJ то deg(fg) == degl +degg.
Еслu I,g, I + 9 =1= OJ то

deg(1 + g) max(deg/,degg).



2. Деление мноrочленов 43

2. Деление мноrочпенов

Теорема 5.2 (Деление с остатком). Пусть I,g Е C[X]J npи 

чем 9 =1 о. Tozaa существуют u nритом единственные такие

q, т Е C[X]J что

1) I == qg + т;

2) т == О uлu degT < degg.

Еслu 1, 9 Е JR[X]J то u q, т Е JR[X].

Д о к а з а т е л ь с т в о.

С у щ е с т в о в а н и е. Если I == о или deg I < deg g, то по 

лаrаем q == о, т == g. Пусть deg I == n, и для меньших степеней

теорема доказана. Предположим, что аn, Ьт старшие коэффи 
аn

циенты 1, g. Тоrда степень h I
Ьт
xn mgменьше n. По

индукции h == q'9 + т', откуда

а а

1== h +  xn mg== (q' +  xn m)g+ т'.
Ьт Ьт

Е д и н с т в е н н о с т ь. Пусть

I == qg + т == q'9 + т' ,

rде degT, degT' < degg, если они ненулевые. Тоrда g(q q') ==

== т' т. Если q q' =1 о, то т т' =1 о. Отсюда по следствию 5.1

degg > deg(T т') == deg(g(q q')) == degg + deg(q q') degg.

О

Мноrочлен q из условия теоремы 5.2 называется частным,

а мноrочлен т остатком I при делении на g. Мноrочлен 9

делuт 1, если т == о; в этом случае пишут 9 I 1.

Наuбольшuм общuм делuтелем мноrочленов 11"'" 1т, не

все из которых равны нулю, называется такой мноrочлен d, что

1) d I li, i == 1, .. .
, т;

2) если d' Е С[Х], и d' I li, i == 1, . . . ,т, то d' I d.
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Наибольший общий делитель мноrочленов 11"'" 1т, обознача 

ется либо (/1,..., 1т).

Предложение 5.3. Наuбольшuй общuй делuтель мноzочленов

(/l,...,lm) определен однознаЧНОJ с точностью до множuтеля

нулевой стеnени (ненулевой константы). Кроме mozoJ

(/1,... ,1т) == (/l,(/2,...,lm))'

Изложим алzорuтм Евклuда нахождения наибольшеrо обще 
ro делителя двух мноrочленов I,g, 9 =1= О. Будем последовательно

делить с остатком:

1== qlg + Т1,

9 == q2Tl + Т2,

Тl == qЗТ2 + тз,

deg Тl < deg g;

degT2 < degTl;

dеgтз < degT2;
(5.3)

Tk l== qk+1Tk + Tk+l, degTk+l < degTk;

Tk == qk+2Tk+l'

Отметим, что в (5.3) число k существует, поскольку степени

остатков Тl, Т2, ... убывают.

Теорема 5.4. (/, g) == Tk+l .

д о к а з а т е л ь с т в о. Из последнеrо равенства в (5.3) BЫTeKa 

ет, что Tk+l 1 Tk И Т. д. Поднимаясь вверх получаем, что Tk+1 I g,
Tk+l 1 1.

Обратно, если d' 1 1, d' I g, то из nepBoro равенства в (5.3)
получаем, что d' I Тl, а из BToporo, что d' 1 Т2. Продвиrаясь вниз,

получаем, что d' I Tk+1. О

Следствие. Еслu 1, 9 вещественные мноzочлеНЫJ то U их

наuбольшuй общuй делuтель со старшuм коэффuцuентом 1

является вещественным мноzочленом.

Пусть d == (/1,"" 1т). Тоzда существуют такие MHOZO 

члены иl,..., UmJ что d == иl11 + ... + umfm.
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д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 5.3 можно считать,

что m == 2, и 11 == 1, 12 == g. Остается воспользоваться алrорит 
мом (5.3), rде d == rk+2. О

Мноrочлены 11"'" 1т взаuмно просты, если их наиболь 

ший общий делитель равен 1.

Следующее предложение вытекает из предыдущеrо следствия.

Предложение 5.5. Мноzочлены /1"'" 1т взаuмно просты тo 

zaa u только mozaaJ Kozaa существуют такие мноzочленbt

и1,.." UmJ что 1 == ulfl + ... + Umlm .

3. Корни мноrочпенов

Пусть с комплексное число и I мноrочлен из (5.1). Положим

I(с) == ао + аlс + . . . + аnс
n

. Элемент с является корнем 1, если

I(c) ==0.

Теорема 5.6 (Теорема Безу). Пусть с комплексное чuсло u

I Е С[Х]. Tozaa остаток от деленuя I на х с равен I(c).
в частностUJ с является корнем I тоzда u только тоzдаJ

Kozaa (Х с) 1/.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Деля / с остатком на Х с получаем, что

1== g(X C)+T,rде r комплексное число. Отсюда I(x) == т. О

Отметим, что если с комплексное число, то деля любой

мноrочлен f последовательно с остатком на Х с, получаем для

I разложение Тейлора

1== Ьо + Ь1 (Х с) +... + Ьn(Х с)n. (5.4)

Изложим схему ropHepa для быстроrо вычисления коэффициен 
тов bi в (5.4) по коэффициентам мноrочлена 1. Для этоrо необ 

ходимо совершить один шаr деления на Х с. Пусть I из (5.1) и

I == g(X с) + т, r Е С, (5.5)
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rде 9 == So + SlX +... + Sn lxn 1.Подставляя в (5.5) получаем

ао + аlХ +... + аnХ
n

== (Х c)(so + SlX +... + Sn 1xn 1)+ т.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях Х, полу 
чаем

аn == Sn l

an 1== Sn 2 CSn l

а1 == So CSl

ао == r CSo

Отсюда

Sn l== аn

Sn 2
== an 1+ CSn 1

(5.6)

So == аl + CS1

r == ао + CSo

Формулы (5.6) позволяют быстро за n умножений вычислить

r == I(c). Результаты этих вычислений обычно записываются в

виде таблицы

@ ао   n 1I::=  .

(5.7)

Деля далее g с остатком на Х с получаем, получаем формулу
Тейлора. Результаты этих вычислений запишем в таблицу

аn an 1 . . . аl ао

с аn
== Sn l Sn 2 . . . Sl т==Ьо

с аn
== tn 2 tn з . . . to == Ь1

. . . .

. . . .

. . . .

с аn == и1 ио == bn 1
с аn

== Ьn

rде bi из (5.4).
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Например, напишем разложение мноrочлена I == х3 зх + 2

по степеням х + 2. Заполняем первую строку таблицы коэффи 
циентами мноrочлена 1. Получаем

1 О  32

 2

Затем заполняем вторую строку в соответствии с формулами
(5.6). Получаем

1 О  32

 21  21 О

Далее заполняем остальные строки,

1 О  32

 21  21 О

 21  49

 21  6

 21

Получаем формулу Тейлора I == (Х + 2)3 6(Х + 2)2 + 9(Х + 2).
Кратностью корня с мноrочлена I называется кратность

неприводимоrо множителя Х с в 1. Друrими словами, KpaT 

ность равна k, если (Х c)k I 1. но (Х c)k+l f 1.
Это определение соrласовано с теоремой Безу 5.6.

Теорема 5.7. Пусть I комплексный мноzочлен ненулевой
стеnени. Еслu k кратность корня с в IJ то кратность с в l'
равна k 1.



48 rлава 5. Мноrочлены ОТ ОДНОЙ переменной

Доказательство. Имеем 1== (Х c)kg, rде g(c) 1= О. Тоrда

l' == k(X c)k lg+ (Х c)kg' ==

== (Х c)k l(kg+ (Х c)g').
(5.8)

Следовательно, (Х c)k l1 1'. Если (Х c)k 1 1', то

(Х с) I (kg + (Х с)g') ,

в силу (5.8), и поэтому (Х с) 1 kg, что невозможно. О

Следствие 5.8. Пусть задан ненулевой мноzочлен 1. Tozaa KOp 
нямu d == (/,1') являются только кратные корни 1. Их Kpaт 

ности в d на 1 меньшеJ чем в 1.

Упражнение. Следующие условия эквивалентны:

1) кратность корня с мноrочлена I равна k;

2) в формуле Тейлора

1== bk(X c)k + bk+l(X c)k+l +... + Ьn(Х с)n, bk 1= О.

Если Cl,. . .,cтn различные корни мноrочлена I с кратностя 
ми k1 ,

. . .
,
km , то

I == (Х Cl)k1
... (Х Cтn)kmg,

rде мноrочлен 9 не имеет корней. Поэтому справедливо

Предложение 5.9. Сумма чuсла корней (с кратностямu) не

превосходит степени мноzочлена.

Упражнение 5.10. Элемент с является кратным корнем (корнем
кратности 2) тоrда и только тоrда, коrда с общий корень MHO 

rочлена и ero производной.
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4. Интерполяция

Пусть заданы различные комплексные числа ао, аl, . . . ,аn ,
и

числа Ьо , ы1...,, ЬN . Рассмотрим uнтерnоляцuонный мноzочлен

Лаzранжа

L == t bi( ао) . . .

( =a  1)(
= a +I)

. . .

( =
аn)

.

i==o (а?, ао) . . . (а?, a1, 1)(a1, а1,+I) . . . (а?, аn)

Теорема. deg L n U L(aj) == bj для всех j == О,..., n.

д о к а з а т е л ь с т в о.

L(aj) == t bi
(aj ао).. . (aj ai I)(aj ai+l)... (aj аn)

== bj.
. (ai ао) .. . (ai ai l)(ai ai+l) ... (ai аn)1,==0

о

Теорема. Существует в точностu один мноzочлен L стеnени

не выше n с условuем L(aj) == bj для всех j == О, . . .

,
n.

д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что найдутся два мноrочле 

на Ll' L2 С этим условием. Тоrда G == Ll L2 1= О, причем

deg G n, и элементы ао, аl, . . . , аn является ero корнями. Это

противоречит предложению 5.9. О

5. Корни мноrочленов над С и

Теорема 5.11 (Основная теорема алrебры). Комплексный MHO 

zочлен nоложuтельной стеnени от одной переменной имеет

комплексный корень.

Следствие 5.12. В частностUJ каждый мноzочлен I Е С[Х]
однозначно представляется в виде

1== а(Х Cl)k1
... (Х cm,)k7n , а Е С,

zae Сl, . . . ,Ст разлuчные корни I кратностей k1, . . .

,
km.

4 4224
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д о к а з а т е л ь с т во. Применить теоремы 5.11, 5.6. о

Предложение 5.13. Пусть I Е  [X]U С Е С корень f. Tozaa

с также корень 1.

Доказательство. Пусть I имеет вид (5.1). Тоrда

f(c) == ао + аlС + ... + аnС!" == ао + аlС + '" + аnс
n

==

== ао + аlС + ... + аnс
n == f(c) == О. о

Упражнение. Пусть f Е  [X]и С Е С корень f кратности k.

Тоrда с также корень I кратности k.

Теорема 5.14. Каждый вещественный мноzочлен I однозначно

представляется в виде nроuзведенuя ненулевой константы a
J

множuтелей (Х Cj)k; U множuтелей (Х2 + PkX + qk)lkJ zae

а Е u cj разлuчные вещественные корни f кратности kjJ
а мноzочлены (х

2
+ PkX + qk)lk Е JR[X] разлuчны u не uмеют

вещественных корней. В частностUJ вещественный мноzочлен

нечетной стеnени имеет вещественный корень.

д о к а з а т е л ь с т в о. Вещественный мноrочлен I над комплекс 

ными числами разлаrается в произведение мноrочленов Х Cj,
rде cj ero комплексные корни по теореме Везу 5.6. В силу

предложения 5.13 среди множителей первой степени встречается
и множитель Х Cj, причем

9 == (Х cj)(X Cj) == х
2

(Cj + Cj) + ICjI2.

Заметим, что если cj == а + bi, rде а, Ь Е JR, то cj + Cj == (а + Ы) +
+ (а Ы) == 2а Е JR. Таким образом, 9 является вещественным

мноrочленом, не имеющим вещественных корней, если cj Е C\ .
Отсюда вытекают все остальные утверждения О

Приведем оценку модулей корней комплексноrо мноrочлена.
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Теорема. Пусть I Е С[Х] имеет вид (5.1). ПредnОЛОЖUМJ что

an 1== ... == ak+l == О, u аn , ak =1= OJ zae О k < n. Положuм

В == max(lakl, lak ll,...,laol). Еслu z Е С корень IJ то

Izl < 1 +
n  I:I.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

Izl l+
n I:I.

Достаточно показать, что I/(z)1 > О. Действительно,

I/(z)1 == lanz
n

+ akzk + . .. + a1Z + aol

lanznl lakzk + . . . + a1Z + aol
k k

lanllzl
n

Е lajllzlj lanllzl
n

вЕ Izlj ==

j O j O

== lanllzl
n

B
lzlk+l 1

==

Izl 1

lanl [1 I
n

(
в

1 I
k+l В

]==

Izl 1
z Izl 1)

lanl
z +

lanl
>

>
lanl [lzlnOzl 1)  Izlk+l] ==

Izl 1 'аn'

==
lan llzl

k+1

[lzln k l(lzl 1) ] .

Izl 1 lanl

По условию Izl 1 Q
n  I:1> о. Так как 1 + Q > а, то

в

Izln k 1(lzl 1) (1 + a)n k laan k==
lanl

== а[(l + a)n k lan k l]> О.

о

4*
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Приведем алrоритм Штурма приближенноrо нахождения Be 

щественных корней мноrочленов с вещественными коэффициен 
тами. Заметим, что если I Е  [X],то по следствию 5.8 мноrочлен

ufry Е JR[X] имеет те же корни, что и f, но их кратности CTa 

новятся равными 1, т. е. и ')не имеет кратных корней. Поэтому
необходимо уметь вычислять корни мноrочленов, не имеющих

кратных корней.

Теорема (Штурм). Пусть I Е  [X]не имеет кратных корней.
Построuм последовательность Штурма 10 == 1, U 11 == 1'.
Далее каждое для любоzо i 2 через li обозначuм остаток СО

знаком от деленuя li 2на li 1Jт. е.

fi 2== gi 1Ii 1 li. (5.9)

Пусть и < v вещественные чuслаJ не являющuеся корнямu 1.
Для любоzо вещественноzо чuсла а через W(а) обозначuм чuс 

ло перемен знаков в ряду

lo(a), 11 (а),.. . ,In(a), n == deg 1. (5.10)

Tozaa чuсло вещественных корней в [и, v] равно w(и) W(v).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам потребуется ряд лемм.

Лемма 5.15. Еслu li (с) == OJ то li+1 (с) f:. О. Кроме mozoJ еслu

i > OJ то li 1(c)== li+1(C),

Доказательство. Если бы fi(c) == li+1(c) == О, то по (5.9)
I(c) == I'(c) == О, т. е. С кратный корень 1, что невозможно в си 

лу теоремы 5.7 (см. также упражнение 5.10).
Второе утверждение вытекает из (5.9). О

Лемма 5.16. Пусть li(C) == OJ zae i > О. Tozaa существует
такое е > OJ что li 1 (х), li+1 (х) uмеют разные знакu nри

XE(c e,c+e).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользоваться непрерывностью мноrоч 

ленов Ij для всех j. о
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Завершим доказательство теоремы. Пусть С Е (и, v) не явля 

ется корнем 1. Рассмотрим поведение функции W(x) в OKpeCT 
ности С. Если все Ij (с) 1= О, то в некоторой окрестности С все

Ij(C) имеют постоянный знак. Поэтому W(x) постоянно в этой

окрестности с. Если же некоторое Ij(C) == O,j 1, то в HeKOTO 

рой окрестности С по лемме 5.16 функции Ij 1(X),Ij+1(X) имеют

постоянный знак, и поэтому число перемен знаков в ряду

Ij 1(X), Ij(x), Ij+1(x) (5.11)

постоянно. Беря пересечение этих окрестностей С для всех ],

получаем окрестность С, в которой W(x) постоянно.

Пусть I(c) == О. По лемме 5.15 имеем !1(С) =1= О. Пусть 11(С) >
> О. Тоrда в некоторой окрестности и точки С функция I(x)
возрастает. Пусть I(x) < O,/(y) > О, при

х, у Е и, х < С < у. (5.12)

Если Ij (с) 1= О, то можно считать, что Ij (х) имеет постоянный

знак в U. Если Ij(c) == O,j > 1, то можно считать, что в ряду

(5.11) число перемен знаков постоянно. Следовательно, для числа

W(a) перемен знаков в ряду (5.10) получаем W(x) W(y) == 1,
если х, у из (5.12).

Пусть 11 (с) < О. Тоrда в некоторой окрестности и точки С

функция f(x) убывает. Пусть I(x) > O,/(y) < О, при

х, у Е и, х < С < у. (5.13)

Если Ij(c) 1= О, то можно считать, что Ij(X) имеет постоянный

знак в U. Если Ij(c) == O,j > 1, то можно считать, что в ряду

(5.11) число перемен знаков постоянно. Следовательно, для числа

W(a) перемен знаков в ряду (5.10) получаем W(x) W(y) == 1,
если х, у из (5.13). О

6. Рациональные дроби

Рассмотрим множество отношений Ъ, rде а, Ь комплексные (Be 
щественные) мноrочлены от одной переменной, причем Ь 1= О.

Скажем, что два отношения ъ, а равны, если ad == Ьс.
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Предложение. Это отношенuе является отношенuем эквuва 

лентностu.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прямая проверка показывает, что если i ==

 cc и a иК a c c a

d и d v' то ь v' роме Toro, если ь d' то d Ь'

И Q Q О
ь ь.

Упражнение. Доказать, что следующие дроби равны : ==  .
Через С(Х) (соответственно, через JR(X) обозначим множе 

ство классов равных комплексных (вещественных) дробей.
Введем в С(Х) (в JR(X» сложение и умножение по правилу

а с ad+bc

b
+

d
==

bd

ас ас

bd
==

bd
'

Предложение. Оnределенuе сложенuя U умноженuя KoppeKт 
НО. Прu этом сложенuе u умноженuе KOMMymamuBHblJ accoци 
amuBHblJ выполнены законы дuстрuбутuвностUJ u у каждоzо

ненулевой дробu есть обратная.

Доказательство состоит в непосредственном вычислении.

Предложение. Зададuм отображенuе <р: С[Х] -----+ С(Х) по пpa 

вuлу <р(а) == т. Tozaa <р uнъектuвНОJ u <р(а + Ь) == <р(а) + <p(b)J
<р(аЬ) == <р(а)<р(Ь).

Итак, можно считать, что С[Х] с С(Х) и  [X]с  (X).
Множество С(Х) (соответственно, JR(X» называется полем

рацuональных комплексных функцuй (соответственно, полем

рацuональных вещественных функцuй). Правuльной дробью
называется дробь Е С(Х) (или  (X),rде deg I < deg g. KOM 

плексная дробь вида (X c)k Е С(Х), rде а, с Е С, а i= О, k 1,

называется nростейшей комплексной дробью. Вещественная
дробь называется nростейшей вещественной дробью, если она

имеет вид либо (X c)kЕ JR(X), rде а, с Е JR, а i= О, k 1, либо

(X2 ;.t q)kЕ JR(X), rде а, Ь,р, q Е  ,ах + Ь i= о, k 1, причем

Х2 +рХ + q не имеет вещественных корней.
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Теорема. Любая комплексная (вещественная) рацuональная

дробь является суммой мноzочлена u nростейшuх дробей.

Доказательство. Нам потребуется

Лемма. Пусть l лuбо комnлекснаЯJ
лuбо вещественная дроБЬJ

9

u 9 разложено в nроuзведенuе 9 == uv двух комплексных uлu

вещественных взаuмно простых мноzочленов и, v. Tozaa

I h t
 == + ,
9 u v

zae h, t комплексные (вещественные) мноzочлены.

Доказательство. Имеем иа + vb == 1 для некоторых MHoro 

членов а, Ь. Отсюда 1== иа! + vbl, и

! иаl vbl аl ы 
 == + == + .
9 uv uv v u

о

В силу следствия 5.12 и теоремы 5.14 можно считать, что

дробь имеет вид !,;, rде р мноrочлен либо первой степени, ли 

б
У .. ..

о вещественныи мноrочлен второи степени, не имеющии Be 

щественных корней. Покажем утверждение теоремы индукцией
по deg/. Если degf < degp, то эта дробь простейшая. Пусть
degl degp. Разделив I с остатком на р, получаем 1== qp + т,

причем либо r == О, либо degr < degp. Тоrда

I

pk

qp+r q r

  + 
pk pk 1 pk

.

Второе слаrаемое является правильной дробью, а в первом CTe 

пень числителя уменьшилась. Продолжая этот процесс получаем

утверждение теоремы. О

Найдем, например, представление правильной комплексной

дроби
i X

(Х2 + l)(Х 1)2
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в виде суммы простейших дробей. Для этоrо разложим знамена 

тель х2
+ 1 на множители первой степени. Получаем

(х
2
+ l)(Х 1) == (Х i)(X + i)(X 1).

Тоrда

i X А В С D

(Х2 + l)(Х 1)2
==

Х + i
+
Х i

+
Х 1

+
(Х 1)2

' (5.14)

rде А, В, С, D комплексные числа. Приводя правую часть в

(5.14) к общему знаменателю, равному (х
2
+ l)(Х 1)2, И при 

равнивая числители, получаем

i Х == А(Х i)(X 1)2 + В(Х + i)(X 1)2+
+ с(х

2
+ l)(Х 1) + п(х

2
+ 1).

(5.15)

Полаrая последовательно Х == i, Х ==  i,Х == 1, Х == о в (5.15),
получаем

0== 2iB(i 1)2,
i 1 == 2п,

2i ==  2iA(i+ 1)2,
i ==  iA+ iB С + п.

Поэтому

1 1 i i l
А

2  ,B== О, D ==

(i + 1) 2i 2 2
'

С
. .

А
.

в D
.

1 i 1 2i + 1 + i 1 i
==  z z + z + ==  z+

2
+

2
==

2
==

2
.



rЛАВА 6

ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА.

PAHf МАТРИЦЫ

в rлаве излаrаются общие свойства линейных пространств. В

терминах линейной зависимости можно определить понятие paH 
ra матрицы, которое позволяет найти число свободных и rлавных

неизвестных в произвольной системе линейных уравнений. Kpo 
ме Toro, в этой rлаве изучаются плоскости любой размерности
в линейных пространствах и различные способы их задания. По 

казывается, что плоскости и только они являются решениями
совместных систем линейных уравнений.

1. Линейные пространства

Лuнейным или векторным nространством называется множе 

ство V, В котором определена операция сложения х+у элементов

из V, называемых векторами, и операция ах умножения вектора
х на число а. При этом выполнены следующие аксиомы:

1) сложение ассоциативно, т. е. (х + у) + z == х + (у + z) для всех

х, у, z Е V;

2) сложение коммутативно, т. е. х + у == у + х для всех х, у Е V;

3) существует такой элемент О Е V, называемый нулем, что

х + о == х для всех х Е V;
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4) для любоrо х Е V существует такой элемент  xЕ V, называ 

емый nротuвоnоложным к х, что х + ( x)== о;

5) если а,{3 числаи х Е V, то (а{3)х == а({3х);

6) если а, {3 числа и х Е V, то (а + (3)х == ах + (3х;

7) если a число и х,у Е V, то а(х + у) == ах + ау;

8) если х Е V, то 1х == х.

Примеры. Примерами пространств являются прямоуrольные

матрицы  at(nх т), векторы плоскости JR2, пространства JR3,
все функции на отрезке [а, Ь] и т. д.

Предложение. Выполняются следующuе утвержденuя:

1) нулевой элемент единствен;

2) nротuвоnоложный элемент определен однозначно;

3) Ох == аО == о;

4) ( l)x==  x.

д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим, например, третье утверждение.
По аксиомам линейноrо пространства Ох == (О + О)х == Ох + Ох.

Отсюда

о == Ох + ( Ox)== (Ох + Ох) + ( Ox)==
== Ох + (Ох + ( Ox))== Ох + о == Ох. О

Следствие. (а (3)х == ах (3х, а(х у) == ах ау.

Система векторов Хl, . . . ,хn линейноrо пространства лuнейно

завuсuма, если

а1Х1 + . . . + аnхn == О. (6.1)

для HeKoToporo ненулевоrо набора чисел а1,...,аn (т.е.не все

эти числа равны нулю). Система векторов Х1,..., хn линейно 

ro пространства лuнейно незавuсuма, если для любых чисел

а1"" ,аn из равенства (6.1) вытекает, что а} == ... == аn
== О.
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Ясно, что любая конечная система векторов линейноrо про 

странства либо линейно независима, либо линейно зависима.

Вектор х является лuнейно комбuнацuей системы векторов

Хl, . . . ,Хn если существует такой набор чисел а1,. . . ,аn , что

х == а1Х1 + . . . + аnхn.

Лuнейной оболочкой (хl"", хn) набора векторов хl, . . . ,хn Ha 

зывается множество всех линейных комбинаций этой системы

векторов. Несложно проверяется следующее

Предложение. Еслu в системе векторов есть нулевой BeKmoPJ

то система завuсuма. Еслu nодсистема в системе лuнейно за 

BucuMa
J
то u вся система завuсuма. Система завuсuма mozaa

u только mozaaJ Kozaa один uз её векторов является лuнейно

комбuнацuей остальных.

Теорема 6.1 (Критерий равенства определителя нулю). Onpeдe 
лuтель квадратной матрицы А равен нулю mozaa u только

mozaa
J
Kozaa её строки (столбцы) лuнейно завuсuмы.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть столбцы А зависимы, и, например,

последний столбец А является линейной комбинацией преды 

дущих. Вычтем из последнеrо столбца эту линейную комбина 

цию. Тоrда определитель не меняется, но, с друrой стороны, он

равен О.

Обратно, пусть det А == О. Система линейных однородных

уравнений с матрицей
tА совместна и не имеет единственноrо

решения по теореме Крамера 3.16. Поэтому у нее есть ненуле 

вой столбец решений Л, откуда
tАЛ == О. Это дает зависимость

столбцов матрицы А с коэффициентами из столбца Л. О

Теорема 6.2 (Основная лемма о линейной зависимости). Пред 
nОЛОЖUМJ

что заданы две системы векторов

{аl,...,аn} u {Ь1 ,...,Ьт}, (6.2)

nрuчем каждый вектор ai Е (Ь1 ,..., Ьт). Еслu n > mJ то cи 

стема а1, . . . ,аn лuнейно завuсuма.



60 rлава 6. Линейные пространства. PaHr матрицы

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию,

al == blall + ... + bmaml

(6.3)
аn

== blaln + '" + Ьтатn

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений

{.     . .  .. . . ...     . . . . . . 
amlXl + ... + атnхn == О

(6.4)

По предложению 1.4 у системы (6.4) имеется ненулевое решение

Cl, . . . ,Сп. Из (6.3) и (6.4) следует, что Clal + . . . + спаn == О. D

Следствие 6.3. Заданы две системы векторов (6.2)J nрuчем

ai Е (b1 ,.. . ,Ьт) для любоzо i == 1,. . . ,n. Еслu система al,. . . ,аn

незавuсuмаJ
то n т. Еслu (al"", аn) == (b1 ,..., Ьт) u обе

системы незавUСUМЫ
J
то n == т.

Базuсом линейноrо пространства L называется система век

торов al, . . . ,аn Е L со следующими свойствами:

1) векторы al,.. .,
аn независимы;

2) L==(al,...,an).

Размерностью dim V пространства V называется число BeKTO 

ров в базисе V. Векторное пространство конечномерно, если ero

размерность конечна.

В силу следствия 6.3 число векторов в любом базисе постоян 

но, и поэтому размерность пространства определена однозначно.

Упражнение. Доказать, что матричные единицы Eij образуют
базис  at(nх т).

Теорема 6.4. Любую незавuсuмую систему векторов конечно 

MepHozo пространства можно доnолнuть до базuса.
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д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть

е==(еl,...,еn) (6.5)

базис BeKTopHoro пространства V, Пусть задана независимая

система векторов аl,. . . ,ak. Если система векторов аl,.. . ,ak, еl

зависима, то еl Е (аl"", аn). в этом случае переходим к pac 

смотрению вектора е2. Если же эта система независима, первона 

чальную систему аl,..., ak заменяем на систему аl,..., ak, ak+l ==

== еl. Продолжая этот процесс, получаем такую независимую си 

стему векторов

аl,.." ak, eil"'" eis '

линейная оболочка L  оторойсодержит базис е из (6.5). Отсюда
L == V, и построенная система является базисом. D

Пусть е базис BeKTopHoro пространства V из (6.5), и х Е V.

Тоrда

Х Хlеl + . .. + Хпen еХ, Х О:)
разложение вектора х по базису е. Набор Х называется cи 

стемой (столбцом) координат вектора х в базисе е.

Предложение. Система координат вектора в базuсе onpeдe 
лена однозначно.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть е базис пространства из (6.5) и

х == Хlеl + ... + хnеn == Уlеl + ... + уnеn.

Тоrда
о == (хl Уl)еl + . . . + (хn уn)еn ,

откуда

хl Уl ==
. . .

== хn уn == О

в силу независимости векторов е. D
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Предположим, что в векторном пространстве L выбраны два

базиса е из (6.5) и е' == (ei,..., e ).Тоrда для любых i,j == 1,...
. . . ,n имеем

,
ei == еlC1i + . . . + еncni ,

, , , ,

ej == elClj +... + encnj'

1 i n,

1 j n,

или

е' == еС, е == е'С', rде С == (cij), С' == (c j)Е  at(n). (6.6)

Матрица С (соответственно, С') из (6.6) называется Maтpи 

цей перехода от е к е' (соответственно, от е' к е).
ИЗ (6.6) вытекает, что е == еСС', и поэтому СС' == Еn. AHa 

лоrично, С'С == Еn. Поэтому С' == c l.Обратно, если у матрицы

С есть обратная, и е' == еС, то е' базис пространства. Поэтому

справедливо

Предложение. Матрицами перехода от OaHOZO базuса к дpy 
ZOMY являются обратuмые матрицы u только они.

Предложение 6.5. Пусть е, е' два базuса пространства LJ

U вектор х Е L имеет в этuх базuсах столбцы координат
Х, X'J соответственно. Еслu С 'м'атрица перехода от е к

е', то Х == СХ'.

Доказательство. В силу (6.6) х == е'Х' == еСХ' == еХ, OT 

куда вытекает утверждение в силу единственности разложения

по базису. D

Непустое подмножество L в линейном пространстве V назы 

вается nодnространство'м', если из Toro, что х, у Е L следует,

что х + у, ах Е L.

Упражнение. Доказать следующие утверждения:

1) Если L подпространство в V, то О Е L;

2) Если х Е L, то  xЕ L;
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3) Если аl, . . .

, ak векторы HeKoToporo линейноrо пространства

L, то линейная оболочка (al,...,ak) является подпростран 
ством L.

Пример 6.6. Рассмотрим однородную систему линейных ypaB 
нений АХ == О, А Е  at(mх n). Тоrда все её решения образуют
подпространство в пространстве столбцов Mat(n х 1).

Теорема 6.7. ПустьL nодnространство конечномерноzо npo 
странства V. Tozaa dimL dim V. Если dimL == dim V, то

L == V.

Дока за те л ьство. Пусть е' базис L, и е базис V из (6.5).
По следствию 6.3 число векторов в е' (== dim L) не превосходит
числа векторов в е (== dimL).

Если dim L == dim V, то, присоединяя к е' любой вектор из е,

получаем зависимую систему. Поэтому любой вектор из е лежит

в линейной оболочке е', т. е. в L. Отсюда L == V. D

Скажем, что пространство V является прямой суммой под 

пространств и, W (обозначение V == и ЕВ W), если каждый BeK 

тор Х Е V обладает и притом единственным представлением
Х == у + z, rде у Е и, z Е W.

Теорема 6.8. Пусть V == и ЕВ W. Tozaa и n W == О.

Еслu V конеЧНО'м'еРНОJ то dim V == dim и + dim W.

Доказательство. Предположим, что Х Е и n W. Тоrда для

вектора Х имеем два представления Х == Х+О == О+Х в виде суммы

векторов из и и W. в силу единственности TaKoro представления

получаем Х == О.

ДЛЯ доказательства BToporo утверждения выберем в подпро 

странстве и базис еl, ..., ek, а в подпространстве W базис

ek+l, ...

,
еn . Покажем, что векторы е1, ..., en составляют базис

V == и ЕВ W.

Если Х Е V, то Х == у + z, rде у Е и, z Е W. Поэтому

у == Хl еl + . . . + Xkek, Z == Xk+lek+1 + . . . + Хnen .

Отсюда Х == Хlеl +... + хnеn.
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Предположим теперь, что Лl еl + . . . + лnеn == О. Тоrда

х == Лlеl + . . . + Лkеk ==  (Лk+lеk+l+ . . . + лnеn) Е и n W

По доказанному выше получаем, что х == О, т. е.

Лlеl + ... + Лkеk == Лk+lеk+l + ... + лnеn == О,

откуда Лl ==
...

== лn == О, поскольку еl,.", ek базис подпро 

странства и, и ek+1, . . .
, еn базис подпространства W. о

Упражнение. Доказать, что

1) если и подпространство конечномерноrо пространства V,

то существует такое подпространство W в V, что V == и ЕВ W;

2) если и, W подпространства в конечномерном пространстве

V, причем UnW == О и dimU+dimW == dim V, то V == UEВW.

PaHZOM линейноrо пространства называется максимальное

число линейно независимых векторов этой системы.

Упражнение. Доказать, что paHr системы векторов равен раз 

мерности их линейной оболочки.

Предположим, что задана система векторов аl,..., am в BeK 

торном пространстве V с базисом е из (6.5). Пусть задано раз 
ложение ai == ela1i +... + enani каждоrо вектора ai, 1 i т,

по базису е. Положим А == (атв ) Е  at(nх  ).Тоrда

(аl"", ат) == еА. (6.7)

Опишем алrоритм решения следующей задачи:

необходuмо найти максимальную незавuсuмую nодсистему
системы векторов аl, . . . ,ат u выразuть остальные векторы

системы через выбранную nодсистему.

Для решения этой задачи приведем матрицу А элементарными

преобразованиями к ступенчатому виду В. Пусть, например,

1 О О ... о о ы1т+l1 ы1m

В ==

О 1 О ... о о Ь2,т+l ... Ь2т
(6.8)

о о о ... о 1 Ьт,т+1 . .. Ьтт
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Заметим, что системы однородных уравнений с матрицами А и В

эквивалентны. Решениями этих систем являются такие столбцы

Х == t(Xl,"', Хn), что АХ == ВХ == О. в силу (6.7) это эквива 

лентно тому, что (аl"", аn)Х == О. Из вида В вытекает, что для

любоrо i == 1, . . . ,т, выполнены равенства

Xi + bi,r+lXr+l + . . . + bi,nXn == О. (6.9)

При этом неизвестные Хl,..., ХN rлавные, а остальные CBO 

бодные. Придадим одной свободной неизвестной Xj, j > т, значе 

ние 1, а всем остальным свободным неизвестным нулевое зна 

чение. Тоrда rлавные неизвестные принимают в силу (6.9) зна 

чения Хl ==  blj,. . .

, ХТ
==  brj.Отсюда aj == аlblj + . . . + arbrj .

Если же все свободные неизвестные Хт+l,..., Хn принимают

нулевое значение, то и значения rлавных неизвестных Хl,..., ХТ

В силу (6.9) равны О. Отсюда следует, что первые r векторов

аl, . . . ,ат независимы.

2. Ран" матрицы

PaHzoM т(А) матрицы А называется максимальное число ли 

нейно независимых строк А. Друrими словами, paHr матрицы

это paHr её системы строк или размерность линейной оболочки

строк А.

Предположим, что в матрице А выделены r строк и столб 

цов. На их пересечении строит квадратная матрица размера т.

Ее определитель называется минором М порядка r матрицы А.

Любой минор порядка r + 1, получающийся присоединением еще

одной строки и столбца А, называется окаймляющuм для М.

Теорема 6.9 (Теорема об окаймляющем миноре). PaHZ матрицы

равен порядку ненулевоzо MUHopaJ
все окаймляющuе KOmOPOZo

равны О.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для простоты указанный минор М

размера r расположен в верхнем левом уrлу матрицы А. Присо 
единим к М i уюстроку и j ыйстолбец. Получающийся окайм 

ляющий минор по условию всеrда равен О (включая случаи, коrда

5 4224
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либо i < т, либо j < т. Разложим этот минор по присоединенно 

му столбцу

о == aljAl,r+l + . . . + arjAr,r+l + aijM.

Так как М =1=- о, то

(
Аl,Т+l

) (
Ат,Т+l

)aij
== alj М

+ . . . + arj
М

. (6.10)

в (6.10) коэффициенты АВ:Д+l , S == 1,..., т, не зависят от j.

Поэтому объединяя равенства (6.10) для всех j, получаем, что

i аястрока является линейной комбинацией первых r строк А.

По теореме 6.1 первые r строк А независимы. О

Теорема 6.10 (Теорема о paHre матрицы). PaHZ системы строк

матрицы совпадает с paHZOM системы столбцов.

д о к а з а т е л ь с т в о. Порядок ненулевоrо минора, у KOToporo

все окаймляющие миноры равны нулю не меняется при переходе
к транспонированной матрице. Применить теорему 6.9. О

Теорема 6.11. PaHz матрицы не меняется nри элементарных

nреобразованuях строк u столбцов.

д о к а з а т е л ь с т в о. Линейная оболочка строк матрицы не Me 

няется при элементарных преобразованиях строк. Поэтому не

меняется её размерность и, следовательно, paHr матрицы. AHa 

лоrично, при элементарных преобразованиях столбцов матрицы
линейная оболочка столбцов не меняется. О

в примере 6.6 отмечено, что все решения однородной системы

АХ == О образует подпространство в пространстве всех столбцов.

Найдем ero размерность.

Теорема 6.12. Пространство решенuй однородной системы

АХ == О с n неuзвестнымu имеет размерность n r(A)J zae

т(А) paHZ матрицы А.
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д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1.2 и теоремы б.11 мож 

но считать, что матрица А приведена в ступенчатому виду В из

(б.8), rде r == т(А) paHr матрицы А. Тоrда система уравнений
имеет вид (б.9), rде неизвестные Х1,..., ХТ rлавные, а осталь 

ные свободные. Придадим свободной неизвестной Xj, j > т,

значение 1, а остальным свободным неизвестным нулевое зна 

чение. Тоrда rлавные неизвестные принимают в силу (б.9) зна 

чения Х1 ==  b1j,. . . ,Хт ==  brj.Получаем решение

ej
== ( b1j,.. . , brj,О,. . . ,0,1, О,. . . ,О), j == r + 1,. .

., n,

rде 1 стоит на j OMместе. Нетрудно видеть, что построенные

решения ет+1"", еn независимы.

Пусть а ==
t
(а1, ...,

аn) произвольное решение систе 

мы. Тоrда Ь == a aT+1eT+1 .'. anenтакже является решением,

у KOToporo все значения свободных переменных нулевые. Из (б.9)
видно, что вектор Ь == О. Итак, любое решение системы являет 

ся линейной комбинацией ет+1,..., еn . Поэтому они составляют

базис пространства решений. О

Теорема 6.13 (Теорема Кронекера Капелли).Система лuней 

ных уравненuй АХ == Ь совместна mozaa u только mozaaJ KO 

zaa paHzu матрицы системы А u расшuренной матрицы (А I Ь)
совпадают.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть столбец Л является решением си 

стемы. Тоrда АЛ == Ь, т. е. линейные оболочки столбцов А и

(А I Ь) совпадают. Отсюда вытекает совпадение paHroB этих MaT 

риц.

Обратно, пусть ранrи матриц А и (А I Ь) совпадают. Линейная

оболочка столбцов А содержится в линейной оболочке (А I Ь),
причем их размерности совпадают. По теореме б.7 эти оболочки

совпадают. Поэтому Ь лежит в линейно оболочке столбцов А. О

Теорема 6.14. PaHz nроuзведенuя матриц не nревосходит paH 
za множuтелей. Если один uз множuтелей является обратu 
мой матрuцеЙJ то paHz nроuзведенuя равен apYZOMY множu 
телю.

5*
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы прямоуrольные матрицы А,

С, D == АС. Каждый столбец матрицы D является линейной KOM 

бинацией столбцов матрицы А, а каждая строка матрицы D яв 

ляется линейной комбинацией строк матрицы С. По теореме 6.2

(см. также теорему 6.7) получаем первое утверждение.

Пусть матрица А обратима. По доказанному т(п) т(С).
Кроме Toro, т(С) == T(A 1п) т(п). Отсюда т(С) == т(п). О

3. Плоскости

Пусть и подпространство в пространстве V и а Е V. Плоско 

стью П == а + и, проходящей через точку а с наnравляющuм

nодnространством UJ называется множество всех векторов (TO 
чек) вида П == а+ и == {а+и 1 u Е и}.

Если и направляющее подпространство для плоскости П,
то и == {х у I х, у Е П}. .В частности, направляющее подпро 

странство и по плоскости П определено однозначно. Поэтому
размерностью плоскости П называется размерность ero направ 

ляющеrо пространства U.

Если и == (а1"", ak) является линейной оболочкой векторов

а1,,,,, аь то П состоит из всех векторов а + a1t1 + .., + aktk,
rде t1,..., tk произвольные скаляры. Это представление точек

плоскости называется nараметрuческuм заданuем П. Если в

пространстве задан базис е из (6.5) и

а а1е} + . . . + аnеn,

а1 ане1 + ... + а1nеn,

ak == ak1e} + ... + aknen,

то плоскость П состоит из всех векторов х == Х1е1 + . . . + хnеn

С координатами

Х1 == а1 + t1aH + ... + tkak1,

хn
== аn + t1а}n + . . . + tkakn

в базисе е, rде t1, . . .
, tk произвольные числа.
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Теорема. Все решенuя совместная систем лuнейных ypaвHe 
НUЙ АХ == Ь образуют плоскость П размерностu n т(А). Ezo

направляющее пространство состоит uз всех решенuй oдHO 

родной системы АУ == о.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем частное решение ХО системы

АХ == Ь,. Тоrда общее решение Z имеет вид Z == ХО + т, rде

т произвольное решение однородной системы АУ == О. Отсюда

вытекает утверждение. D

Теорема. Пусть в пространства V с базuсом е uз (6.5) за 

дана плоскость П == а + и размерностu d. Tozaa существует

такая система uз n d лuнейных уравнеНUЙJ что вектор х ==

== Х1е1 +... + хnеn Е П в том u только в том случаеJ еслu

столбец координат t(X1,"', хn) является решенuем этой cи 

стемы.

Доказательство. Пусть и == (/1,... ,Ik), rде k d. Предпо 
ложим, что fi == e1/1i +.. . +enlni, rде i == 1,. .

., k и а == е1С1+. ..

... + еnсn . Составим матрицу

D == ( 1 .. ..   '...  . . 1.) .

fn1 . .. Ink, хn сп

Вектор х лежит в П тоrда и только тоrда, коrда х а Е U. Это

эквивалентно тому, что последний столбец D является линейной

комбинацией первых k столбцов, т. е. система линейных ypaBHe 
ний с расширенной матрицей D совместна. Для решения этой

системы приведем матрицу D к ступенчатому виду. Предполо 
жим, что он имеет вид

1 О О

О 1 О

о о

о о

l1(x,a)
l2(X, а)

п'== О О О О 1

О О О ... О О ...

ld(X, а)
О ld+1(X, а)

о о о ... о о ... о ln(x, а)
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rде paHr d системы векторов 11"", Ik равен dim и == dim П.

Здесь li(X,p) линейные выражения от координат х, а. Таким

образом, по теореме Кронекера Капелли6.13 система совместна

тоrда и только тоrда, коrда

Id+1(x,а) ==... == ln(х,а) == о. о

Следствие. Неnустое nересеченuе конечноZО чuсла плоскостей

является плоскостью.

Плоскость размерности 1 называется прямой. Плоскость раз 

мерности n 1 в n MepHOMпространстве называется zunерnлос 

костью.

Пример. Пусть заданы две точки в  n,

А == (а1, .. .

,
аn) =1 в == (Ь1 ,

. . .

, ьn)'

Покажем, что существует и притом единственная прямая, прохо 

дящая через эти точки.

Действительно, прямая имеет вид Х == А + t(B А). ДЛЯ
задания системой линейных уравнений напишем матрицу

( . .  . . . .  )bn anXt an .

Так как точки А, В различны, то первый столбец отличен от

нуля. Пусть bi =1 ai. Необходимо, чтобы paHr этой матрицы paB 
нялся 1. Это эквивалентно тому, что все миноры

bi ai

Ь-  a.
J J

x. a.z z
==0

х.  a.
'

J J

j == 1, . . . ,i 1, i + 1, . . . ,n.

Если же нужно провести плоскость П наименьшей размер 

ности, проходящую через заданные точки Ао,..., Ат то нуж 
но рассмотреть плоскость П, проходящую через точку Ао с Ha 

правляющим подпространством, являющимся линейной оболоч 

кой (А1 Ао,... ,Ат Ао).
Скажем, что плоскость П1 == А1 +U1 параллельна nлоскостu

П2 == А2 + U2, обозначение П1 11 П2 ,
если П1 nП2

== (о И U1 С U2 .
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Теорема. Две zunерnлоскостu П1 , П2J заданныеJ cooтвeтcт 

BeHHoJ уравненuямu

ai1X1 + . . . + ainXn == bi, i == 1,2, (б.11)

параллельны mozaa u только mozaaJ Kozaa выполнено одно uз

следующuх эквuвалентных условuй:

(1) П1 n П2 == 0;

(2) сnраведлuвы соотношенuя

ан
== . . . ==

а1n
f=.

Ь1
.

а21 а2n Ь2
(б)2)

д о к а з а т е л ь с т в о. Из параллельности плоскостей вытекает

условие (1). Обратно, пусть выполнено условие (1). Тоrда систе 

ма из двух уравнений (б.11) несовместна, и поэтому по теореме

Кронекера Капеллиб.13

r (ан,.
. . ,а1n

) < r (
ан,. . . ,а1n, Ь1

) 2.
а21,...,а2n а21,...,а2n,Ьn

(б.13)

По условию хотя бы одни из коэффициентов a1i, a2j f=. О. Сле 

довательно, в (б.13) paHr первой матрицы равен 1, а второй 2.

Отсюда вытекает (б.12).
Обратно, если выполнено (б.12), то в (б.13) paHr первой MaT 

рицы равен "1, а второй 2. Это означает, что две rиперплоско 

сти, заданные уравнениями (б.11), не пересекаются по теореме

Кронекера Капеллиб.13. Кроме Toro, направляющие простран 

ства Ui задаются пропорциональными однородными уравнениями

ai1X1 + . . . + ainXn == О, i == 1,2.

Поэтому U1 == U2 И из условия (2) вытекает параллельность плос 

костей. []



rЛАВА 7

ЕВКЛИДОВЫ И ЭРМИТОВЫ

ПРОСТРАНСТВА

в этой rлаве мы рассматриваем rеометрию евклидовых и эрми 
товых пространств произвольной конечной размерности. Излаrа 

ется процесс ортоrонализации rрама Шмидта,вычисляются pac 
стояния от вектора до плоскости, уrол между вектором и плос 

костью, векторное произведение.

1. Полуторалинейные функции

Комплексно значная(вещественно значная)функция Ь(х, у), ap 
rументами которой являются векторы х, у комплексноrо (веще 
CTBeHHoro) BeKTopHoro пространства V называется nолуторалu 

нейной (бuлuнейной), если

1) Ь(аХ1 + (ЗХ2, у) == аЬ(Х1, у) + (ЗЬ(Х2, у);

2) Ь(х, аУ1 + (ЗУ2) == аЬ(х, У1) + (ЗЬ(х, У2)

(соответственно, Ь(х, аУ1 + (ЗУ2) == аЬ(х, У1) + (ЗЬ(х, У2)

для всех Х1, Х2, х, У1, У2, У Е V и всех скаляров а, {З. Здесь а, {З
комплексное сопряжение. В случае вещественноrо пространства

для вещественных скаляров а, {З имеем а == а, {З == {З, т. е. в

вещественном случае все сводится только к билинейным функ 
циям.
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Матрицей rpaMa А полуторалинейной (билинейной) функ 
ции Ь(х, у) в базисе (6.5) называется матрица

А == (    '.   '.. ....:. .    '.  ) Е  аЧn).
Ь(en,е1), ... Ь(en,en)

Нетрудно видеть, что если

х == еХ, у == еУ, rде Х == У==

то

n

Ь(х, у) == L xib(ei, ej)Yj ==
t
ХАУ.

i,j==1

(7.1)

Предположим, что мы перешли к новому базису е' == еС с помо 

щью матрицы перехода С. В этом случае i ыйстолбец Ci матри 

цы С является координатами i roвектора e из базиса е'. Следо 

вательно, b(e ,ej) == tCiACj в силу (7.1). Таким образом, матрица
А' функции Ь(х, у) в базисе е' имеет вид

А' == tCAC. (7.2)

Полуторалинейная (билинейная) функция Ь(х, у) называется эр 

митовой (сuмметрuчной), если Ь(х, у) == Ь(у, х) для всех BeKTO 

ров х, у Е

Упражнение. Доказать, что если Ь(х, у) эрмитова (симметрич 
ная) функция, то Ь(х, х) Е JR.

Предложение 7.1. ПредnОЛОЖUМJ что nолуторалuнейная (бu 
лuнейная) функцuя Ь(х, У) внекотором базuсе е имеет Maт 

рицу А. Следующuе условuя эквuвалентны:

1) функцuя Ь(х, у) эрмuтова (сuмметрuчна);

2) tА == А.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что из условия 1) вытекает усло 

вие 2). Обратно, если А ==
tА, то в силу (7.1)

Ь(у,х) == tyАХ == teyАХ) == tXАУ ==

== (tХА)У == tXAY == Ь(х, у). D

Эрмитова (симметрическая) функция Ь(х, у) nоложuтельно

определена, если Ь(х, х) > О при х i:- О.

Теорема 7.2 (Критерий Сильвестра). Пусть задана эрмuто 

ва (сuмметрuчная) ФУНКЦUЯ Ь(х, у) в n MepHOMпространстве

имеет внекотором базuсе матрицу rpaMa в == (bij). Следую 
ЩUе условuя эквuвалентны:

1) Функцuя Ь(х, у) nоложuтельно оnределенаJ

2) для любоzо k == 1,..., n nоложuтелен минор

bl1 ... b1k

Ьи .. . bkk .

Доказательство будет приведено в  7.3.
Отметим, что эта теорема часто применяется для нахождения

максимальных значений функций от нескольких переменных.

2. Квадратичные функции

Если задана эрмитова (билинейная симметричная) функция
Ь(х, у), то по ней определяется квадратuчная Функцuя q(x) ==

== Ь(х, х).

Предложение 7.3. Бuлuнейная сuмметрuчная (эрмuтова)
Функцuя по квадратuчной Функцuu восстанавлuвается oдHO 

значно.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно видеть, что для билинейной фун 
кции получаем

1
Ь(х, у) ==

2
[Ь(х + у, х + у) Ь(х, х) Ь(у, у)] ==

1
==

2
[q(x + у) q(x) q(y)] ,

для эрмитовой функции

4Ь(х, у) == Ь(х + у, х + у) Ь(х у, х у)+

+ ib(x + iy, х + iy) ib(x iy, х iy) ==

== q(x + у) q(x у) + iq(x + iy) ib(x iy). D

Матрицей квадратичной функции q(х) в базисе е называется

матрица [рама А соответствующей билинейной симметрической
или эрмитовой функции Ь(х, у) в этом базисе. Из предыдущеrо

предложения вытекает корректность этоrо определения.

Из (7.1) вытекает, что если А == (aij) и q(x) получена из

билинейной функции, то

n

q(x) == Ь(х,х) == tXAX == L aijXiXj ==

i,j==1
n

== Laiix + 2 L aijXiXj.
i==1 1 i<j n

(7.3)

3. Скалярные произведения

Пусть в вещественном (комплексном) векторном пространстве
V задана эрмитова положительно определенная функция, KOTO 

рая называется скалярным nроuзведенuем. Вещественное (KOM 
плексное) пространство V со скалярным произведением называ 

ется евклuдовым (эрмuтовым) nространством.

Примеры. Пусть V == JR3, rде (х,у) == Ixllylcos<p или v == С[о,1]'
n

rде (/, g) == J I(x)g(x)dx.
i==O
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Два ненулевых вектора х, у евклидова (эрмитова) простран 
ства nерnендUКУЛЯрНblJ uлu ортоzональны, если (х, у) == о (обо 
значение х у). Система ненулевых векторов а1,..., ak из евкли 

дова (эрмитова) пространства Е ортоzональна, если ai aj
== О

при всех 1 i f=. j k. Система векторов а1"", ak из евклидова

(эрмитова) пространства Е ортонормирована, если (ai, aj) == 6ij

при всех 1 i f=. j k. Матрицей rpaMa системы векторов

Ь1 ,..., bk из евклидова (эрмитова) пространства Е, как и выше,

называется матрица

С(Ь1 ,..., bk) == (   '.  ).. ....... . ) .

(bk,b1 ) ... (bk,bk)
(7.4)

Длuной вектора х называется "х" == v(x, х).

Упражнение. Доказать, что "х" о и "х" == о тоrда и только

тоrда, коrда х == О.

Если задан в евклидовом (эрмитовом) пространстве Е задан

базис е из (6.5) то для х == Х1е1 +.. . +хnеn , у == У1е1 +. . . + уnеn,

из (7.1) следует, что

(х,у) == (Х1,...,хn)С(е1,...,еn) (7.5)

Таким образом, с помощью матрицы [рама удобно считать CKa 

лярные произведения.

Отметим, что базис е из (6.5) в евклидовом (эрмитовом) про 

странстве Е ортонормирован тоrда и только тоrда, коrда матрица

[рама С(е1,..., еn) == Еn. В частности, если базис е ортонорми 

рован и х == Х1е1 + ... + хnеn , У == У1е1 + ... + уnеn, то по (7.5)

(х, у) == Х1У1 + .. . + ХnУn ' (7.6)

Предложение 7.4. Ортоzональная система векторов незавu 

сима.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть задана ортоrональная система век

торов а1"" ,ak из евклидова (эрмитова) пространства Е, и

Л1а1 + . . . + Лkаk == О. Тоrда для любоrо i == 1,. . . ,k

О == (О, ai) == (Л1а1 + . .. + Лkаk, ai) ==

== Л1(а1,аi) +... + Лk(аk,аi) == Лi(аi,аi).
(7.7)

Так как ai i:- О, то по определению (ai, ai) > О Следовательно, из

(7.7) получаем Лi == О для любоrо i == 1, . . .

, k. D

4. Процесс ОРТОI'онализации и матрица [рама

Пусть задана система независимая векторов а1"", ak из евкли 

дова (эрмитова) пространства Е. Построим ортоrональную си 

стемы векторов Ь1 ,..., bk Е Е со следующим свойством:

Ь1 == а1, и (ы1",. Ьв ) == (а1, . . . ав ) для всех s k. (7.8)

Первый шаr очевиден. Пусть для HeKoToporo t < k уже построены

векторы Ь1 ,... bt со свойством (7.8) для всех s t. Положим

(at+1, Ь1 ) (at+1' bt )
bt+1

== at+1
(Ь1 , Ь1 )

ы1 . . .

(bt ,
bt)

bt . (7.9)

Несложная проверка показывает, что (bt+1 , bj) == О для всех

1 j t. При этом выполнено условие (7.8) для всех s t + 1.

Замечание 7.5. Заметим, что если исходная система векторов

а1,. . . ,ak ортоrональна, то а1 == Ь1 ,. . . ,ak == bk.

Пусть а1,..., ak независимая система векторов в Е и си 

стема Ь1 ,
. . . ,bk получена из нее процессом ортоrонализации. Из

(7.9) вытекает, что

1 * * *

О 1 * *

(Ь1 ,.. . ,bk) == (а1,.. . ,ak) (7.10)
о о 1 *

О О ... О 1
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Теорема 7.6. Оnределuтель матрицы rpaMa не меняется nри

nроцессе ортоzоналuзацuu.

Доказательство. В силу (7.2) и (7.10) получаем, что

1 О О О

* 1 ... О О

С(Ь1 ,. . . ,bk) == С(а1," . ,ak) Х

* * ... 1 О

* * * 1

1 * * *

о 1 * *

Х

о о ... 1 *

О О ... О 1

в силу теоремы 3.8 об определителе произведения матриц и Teo 

ремы 3.1 получаем, что det С(Ь1 ,.. . ,bk) == det С(а1," . ,ak). D

Теорема 7.7. В любом евклuдовом (эрмuтовом) пространстве
Е существует ортонормuрованный базuс.

До ка з а тел ьс т во. Пусть а1,..., аn произвольный базис в

Е. Применяя процесс ортоrонализации получаем ортоrональный
базис Ь1 ,..., ЬN в Е в силу предложения 7.4. Остается положить

Ь.
Dei ==

llb: 11
.

Доказательство теоремы 7.2 (Сильвестра). Пусть выполнено

условие 1) и эрмитова функция Ь(х, у) положительно определена
и в базисе е из (6.5) задана её матрица [рама В == (bij). Тоrда

пространство является эрмитовым (евклидовым), если в качестве

скалярноrо произведения взять функцию Ь(х, у).
Рассмотрим линейную оболочку и == (е1"", ek). По Teope 

ме 7.7 в и имеется ортонормированный базис е' с матрицей пе 

рехода е'С == (е1"", ek). Пусть В' матрица минора из усло 

вия 2) теоремы 7.2. Тоrда В' ==
tcc по (7.2), поскольку в базисе

е' матрица [рама для Ь(х, у) единичная. Отсюда

detB' == (detC) (det C) == (detC) (detC) == IdetCI
2
> О. (7.11)
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Обратно, пусть выполнено условие 2). Если размерность про 

странства равна 1, то для любоrо х == Х1еl i:- о имеем Ь(х, х) ==

== IX112b1,1 > О, И поэтому в этом случае теорема верна.

Пусть для n 1 теорема верна, и и линейная оболочка

векторов е1,.. .

, en 1. По индукции на и функция Ь(х, у) поло 

жительно определена. Следовательно, по теореме 7.7 в и можно

найти ортонормированный относительно скалярноrо произведе 
ния Ь(х, у) базис (e ,...,e  1)'Тоrда е' == (e ,...,e  1'еn)
базис Bcero пространства. Положим е' == еС, rде С матрица

перехода. Тоrда матрица [рама функции в базисе е' имеет вид

tCBC == (
En 1

td

)d т'

rде d == (d1 ,..., dn 1) строка длины n 1и r число. Положим

{ e ,
i < n,

9i==
d

' ,
еn 1е1 . .. dn 1en 1' == n.

Тоrда векторы g == (91,..., 9n) образуют базис пространства, при 
чем

g e'D, D (E  l ;d).
В базисе g матрица [рама функции Ь(х, у) имеет вид

tDtCBCD (
En

;tl  )(Ed l t;) (E  l ;d)
(7.12)

(E  lr  Odtd) .

Как и в (7.11), в силу условия 2) получаем

det е(сп)всп) == (detB) IdetCI
2

1detDI
2

==

t 2 2
== r d d == r Id1 1  ... Idn ll > О.

Пусть х == Х191 +... + Хn9n. Тоrда

Ь(х,х) (Хl,...,хn) (En 1 r Odtd)
Х1

хn
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== IX112 + . . . + IXn 112+ Ixn l
2
(r dtd) > О

при х i:- О. о

Теорема 7.8. Пусть е1,..., ek ортонормuрованная система

векторов uз евклuдова (эрмuтова) пространства Е. Tozaa её

МОЖНО доnолнuть до OpmOHOpMupoBaHHozo базuса в Е

д о к а з а т е л ь с т в о. Система векторов е1, . . . ,ek независима по

предложению 7.4. Поэтому по теореме 6.4 можно дополнить до

базиса е1" . . ,ek, ak+1", . ,аn пространства Е. Применяя к этому

базису процесс ортоrонализации в силу замечания 7.5 получаем

ортоrональный базис Ь1 == е1" . . ,bk == ek, bk+1" ..,
Ьn . Остается

положить ei == 11 :11 при i == k + 1,. . . ,n. О

Теорема 7.9. Пусть задан ортонормuрованный базuс е uз (6.5)
в евклuдовом (эрмuтовом) пространстве EJ u задана система

векторов

ai == e1ali + . . . + enani, i == 1,. .
.,

k.

Tozaa

С(а1,"" ak) == (   .. ..   ) ( .. ..   ) .

a1k . . . ank аn1. .. akn

д о к а з а т е л ь с т в о. На месте (i, j) в произведении матриц из

условия теоремы стоит ai1a1j + . . . + ainanj
== (ai, aj) в силу (7.6).

Отсюда вытекает утверждение. О

Теорема 7.10. Еслu векторы а1, . . . ,ak незавUСUМЫJ то

detG(a1,...,ak) > О.

Еслu векторы а1,. .., ak завUСUМЫJ то det С(а1,"" ak) == О.

6 4224
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть векторы а1,..., ak независимы, и

векторы Ь1,..., Ьь получены из них процессом ортоrонализации.

При этом определитель матрицы [рама не меняется. Отсюда

det С(а1, . .. ,ak) == det С(Ь1 ,
.. . , bk) ==

(Ь1, Ь1 )
о

о о

(Ь2, Ь2 ) О

о

о

о

о

о

о

о

о

о

о ...

(bk 1,bk 1)
О

о

(bk, bk)

== (Ь1, Ь1) . . . (bk, bk) > о.

Пусть теперь векторы а1,"" ak зависимы. Тоrда paHr матрицы

( . . . .   )a1k . . . ank

меньше k. В силу теорем 7.9 и 6.14 paHr матрицы [рама меньше

k, и поэтому её определитель равен О. О

Пусть в евклидовом пространстве Е заданы векторы ао,..., ak.

Параллелеnunедом с вершинами в ао, . . .

, ak называется множе 

ство всех векторов евклидова пространства вида

ао +t1(a1 ао) +... +tk(ak ао), о ti 1.

k MepHblMобъемом этоrо параллелепипеда называется число

Jdet С(а1 Щ),..., ak ао).

Из теоремы 7.6 следует, что объем не меняется при ортоrонали 
зации системы векторов а1 ао, . . .

, ak ао. Кроме Toro, если эти

векторы зависимы, то объем нулевой, а если они независимы,

то он положителен. Из инвариантности определителя матрицы

[рама при процессе ортоrонализации следует, что объем равен
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(k l) MepHOMYобъему основания, умноженному на длину BЫ 

соты, проведенной из оставшейся вершины к этому основанию.

В частности, если k == 1, то параллелепипед совпадает с отрезком

[ао, а1] и соответствующий одномерный объем равен длине этоrо

отрезка.

Пусть в n MepHOMевклидовом (эрмитовом) пространстве Е

с ортонормированных базисом е из (6.5) задан (n 1) вектор

ai == ai1е1 + . . . + ainen, i == 1, . . .

, n 1.

Векторным nроuзведенuем Ь == [а1,..., an 1]Е Е называется

вектор

Ь==

е1

ан

еn

а1n
== е1Ан + . . . + еnА1n '

an 1,1 . .. an 1,n

rде

ан a1.i 1 а1,i+1 а1n
1

.

A1j
== ( 1)+з

an 1,1 . . . an 1,i 1an 1,i+1 . .. an 1,n

соответствующее алrебраическое дополнение.

Заметим, что вектор Ь == О тоrда и только тоrда, коrда

Ан ==
. . .

== А1n == о.

в силу теоремы 6.9 это выполнено тоrда и только тоrда, коrда

векторы а1,..., an 1линейно зависимы.

Теорема. (aj, Ь) == О для всех j == 1,..., n 1. Длuна

Ilbll == vdetG(a1,...,an 1)'

Кроме mozoJ еслu а1,", ,an 1незавUСUМЫJ система

Ь, а1,' . . ,an 1

является баЗUСОМJ ориентированным так жеJ как u uсходный

базuс e
J т. е. матрица перехода от е к Ь, а1,..., an 1имеет

nоложuтельный оnределuтель.
6*
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Доказа тельство. Имеем

ад . . . ajn

(aj, Ь) == aj1AH + . . . + ajnA1n == aj1 ... ajn == О.

аn1 . .. аnn

Поэтому, учитывая теорему 7.9, получаем

IIbl1
2

. det С(а1," . ,an 1)== det С(Ь, а1" .. ,an 1)==

== det

Ан А1n

а11 а1n
det (   ....  ..   .1: )А1n а1n . . . an 1 n,

an 1,1 an 1,n

Ан А1n

det
ан а1n

2

== (IAHI2 + '" + IA1n1
2
)2 ==

an 1,1 . .. an 1,n

== Ilb11
4

.

Следовательно, если Ь =1= о, то IIbl12 == det С(а1,'''' an 1)'Кроме
Toro, матрица перехода от е к Ь, а1,... , an 1имеет вид

( . . . . '. '. '. . .   ) .

А1n а1n . .. аnn

Ее определитель по доказанному выше равен IIbl12 > О. о

Упражнение. Пусть е1, е2, ез ортонормированный базис в

трехмерном пространства. Доказать, что [е1, е2] == ез, [е1, ез] ==

==  e2.
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5. rеометрия евклидовых (эрмитовых) пространств

Теорема 7.11 (Теорема Пифаrора). Пусть х,у векторы uз eв 

клuдова (эрмuтова) npocmpaHcmBaJ nрuчем х у. Tozaa

"х + yll2 == IIxll
2
+ IIyll2.

Доказательство вытекает из определения длины вектора.

ОртоzонаЛЬНblМ доnолненuем и1..
к подпространству и eB 

клидова (эрмитова) пространства Е называется множество

U1.. == {х Е Е 1 х у \/у Е и} .

Теорема 7.12. U1.. является nодnространством u Е == и ЕВ U1...

Д о к а з а те л ь с т в о. Пусть е1,..., ek ортонормированный ба 

зис U. По теореме 7.8 систему е1, ..., ek можно дополнить до

ортонормированноrо базиса е1, ...,
еn в Е.

Пусть х == Х1е1 +.. .+хnеn . Тоrда х Е U1.. {:::=:} Xi == (x,ei)==O
\/i == 1,. . . ,k. Отсюда u1.. == (ek+1" .. еn). О

Расстоянuем р(х, П) от вектора х евклидова(эрмитова) про 

странства до плоскости П называется inf "х tll.
tЕП

Теорема 7.13. Пусть П == а + UJ U V Е Е имеет разложенuе

v а == у + ZJ zae у Е и, Z Е U1... Tozaa p(v, П) == IIzlI.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем t == а + и, u Е и, т. е. t а == u Е U.

о

/

/

/

... /

/-..

/. .

/

/

 .::...<_ .. ....-..........y+a t
/

/

/

v

.

.
.)!f +

t ....

.. .

      7            
/

/

/

/

/

/

/

/

/

П /

/

/

/

v t...... ...... v a
zEU.l.

. уЕи
...................:::::: .

.0.-
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Поэтому v t==a+y+z t==(y+a t)+z,rде y+a tЕ и,
ZEU1...

По теореме Пифаrора 7.11

p(v, П) == inf IIv tll == inf 11 (у + а t) + zll ==

tЕП tЕП

== inf Vlly + а tl1 2 + IIzl1 2 == IIzll. о
tЕП

Изложим алrоритм нахождения расстояния от вектора v до

плоскости П == а + (Ь1 ,
. . .

, bk), Предположим, что внекотором

ортонормированном базисе а == (а1"", аn), bi == (bli ,..., bni) ,

1 i k. Если v а == у + z, у Е и, z Е и1.., то У == t1b1 + . . .

. . . +tkbk. Отсюда для любоrо i == 1, . . . ,k получаем

(у, bi) == (Ь1 , bi)t1 + . . . + (Ьn , bi)tn .

с друrой стороны,

(у, bi ) == (v а z, bi ) == (v а, bi ).

Таким образом, получаем системы линейных уравнений

С(Ь1, . . . ,bk)

(v а, bk )

(v а,Ь1 )

Решая эту систему, находим у и z == v а у.

в рассмотренном выше случае плоскость П задается пара 

метрически как П == а + (Ь1 , . . .
, bk), Предположим теперь, что

плоскость П задается внекотором ортонормированном базисе е

системой линейных уравнений 11(Х) + С1 == ... == Im(x) + cm == О,
rде li(x) == X1ai1 +.. .+хnаiщ i == 1,... , .в этом случае направ 

ляющее подпространство и для плоскости П задается системой

однородных уравнений 11(Х) == ... == Im(x) == О. Рассмотрим BeK 

торы d1 ,
. . . ,dm, rде вектор di имеет в базисе е координаты

di == (ai1 ,
. . . , ain) , i == 1,. . .

,  .
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В этом случае li(x) == (х, di), т. е. систему однородных ypaB 

нений, задающих и можно интерпретировать как (х, d1) ==
...

... ==(х, dm) == О. Это означает, что (d1,"', dm) == U .Поэтому
z == t1d1 +... + tmdm, откуда для любоrо i == 1..., получаем

(v а, di) == (у + z, di) == (z, di) == t1(d1, di) + ... + tm(dm, di).

Так как а Е П, то (а, di) == li(a) ==  Ci.Поэтому (v а, di) ==

== (v, di) (а, di) == li(vi) + Ci. Следовательно, получаем систему

линейных уравнений

G(dl,' .. ,dm) (2) ( ::;::).

Например, пусть а == ( 1,О, 3), Ь1 == (О, 1,  2),Ь2 == (2, 1,  2)
и v == (2,1,4). В этом случае v а == (з,1,1) и

(7.13)

G(b1 , Ь:2) (  ), (
v а, Ь1 )) == (

1

) .

(v а, Ь2 ) 3
(7.14)

Таким образом, относительно t1, t2 получаем квадратную систему
линейных уравнений с расширенной матрицей

(
5 3  1

)3 9 3
.

Деля второе уравнение на 3 и переставляя местами оба ypaBHe 

ния получаем

(
1 3 1

)5 3  1
.

Вычитая из BToporo уравнения первое, умноженное на 5, получа 
ем

(
1 3 1

)О 12  6
.

Далее делим второе уравнение на 12 и вычитаем из первоrо

уравнения второе, умноженное на 3. Получаем

(  ll ) .
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Итак, t1 ==  ,t2 ==  .Поэтому

1 1
у ==

2
Ь1 +

2
Ь2 == (1, 1, О),

z == v а у == (2,2,1),

IIzll == V4 + 4 + 1 == 3.

Есть и друrой способ явноrо вычисления указанноrо расстояния.

Теорема 7.14. Пусть плоскость П задана nараметрuческu
П == а + (Ь1 ,

. . .

, bk), nрuчем векторы Ь1 ,. . . ,bk незавuсuмы. To 

zaa расстоянuе от вектора v до П равно

p(v, П) ==

det С(Ь1, . . .

,
bk , v а)

det С(Ь1 ,... , bk)
(7.15)

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v а == у + z, rде у Е и, z Е и1..
.

По теореме 7.6 определитель матрицы rpaMa не меняется при

ортоrонализации. Поэтому можно считать, что система BeKTO 

ров Ь1 ,
. . . ,bk ортоrональна. При этом процессе из системы Ь1 ,

. . .

. . . ,bk, V а получается набор векторов Ь1,..., bk , z. ПО Teope 
ме 7.13 получаем, что p(v, П) == Ilzll. Таким образом,

det С(Ь1 ,
. . .

, bk, V а)
det С(Ь1 ,... ,bk)

Ilb1 112.. '11 bk11 2 11z11
2

"Ь1112 . . '11bk112

== VПZ1J2 == IIzll == p(v, П). о

Вычислим с помощью формулы (7.15) расстояние из преды 

дущеrо примера, rде Ь1 :=:: (О, 1,  2),Ь2 == (2, 1,  2),v а ==

== (3,1,1). Тоrда (v а, v а) == 11 и по формуле (7.14)

p(v, П) ==

det С(Ь1 ,. .., bk , V а)
det С(Ь1 ,

. . . ,bk )
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5 3  1

3 9 3

 13 11

t:==

36
== v9 == 3.

5 3

3 9

Применим соображения из теоремы 7.14 для нахождения paCCTO 
яния от вектора v == (V1"", vn) до rиперплоскости а1Х1 + . . .

. . . +аnхn + {З == О. Все координаты заданы в некотором OpTOHOp 

мированном базисе.

Теорема 7.15. Указанное расстоянuе равно

la1v1 +... + anvn + {ЗI

Vla112 +... + lan l 2

д о к а з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом выше примере m == 1

и вектор d1 == (а1"", аn). Поэтому система уравнений (7.13)
принимает вид

G(d1)t1 == (d1, d1 )t1 == IId1 11
2
t1 == а1V1 + . . . + anvn + {З.

При этом z == t1d1 имеет длину

IIz ll I tlIIId1 II
lalvl +"

"lid71l
nvn + /31

. D

Предложение 7.16 (Неравенство Коши Буняковскоrо).В евклu 

довом (эрмuтовом) пространстве для любых векторов xJ у вы 

nолнено неравенство I(x, y)1 Ilxllllyll, nрuчем равенство име 

ет место mozaa U только mozaa
J
Kozaa х, у nроnорцuональны.

д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 7.10

С(х,у)  :::  ::  IIxl12 11yll2 (х,у)(у,х)

== IIxll
2 11yl12 I(x, y)12 О,
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причем равенство имеет место тоrда и только тоrда, коrда х, у

линейно зависимы. О

Уzол <р между двумя ненулевыми векторами х, у евклидова

пространства Е определяется из условия

(х, у)
cos <р ==

Ilxllllyll'
о :::; <р :::; 1r.

Это определение корректно в силу неравенства Коши Буняковс 
1r

Koro. При этом х .1 у {=::::> уrол между ними равен
2

.

Пусть П плоскость в евклидовом пространстве Е с направ 

ляющим пространством и, и х Е Е \ О. Уzлом между :ц и П

называется инфимум уrлов между х и всеми векторами из U.

Теорема 7.17. Пусть П плоскость в евклuдовом npocтpaH 
стве Е с наnравляющuм nространством UJ u х Е Е \ О. Пред 
nОЛОЖUМJ что х == у + z. Уzол между х u П совпадает с УZЛОМ

между х u у.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t Е U. В силу неравенства Коши 

Буняковскоrо (у, t) :::; IItllllyll. Деля на IItllllxll получаем

(у, t) Ilyll (у, у)
Ilxll Iltll

:::;
W

==

Ilxllllyll'
Но z Е U1.., И поэтому (у, t) == (х, t), (у, у) == (х, у). Таким обра 
зом,

(х, t) (х, у).

соs'Ф ==

IIxll IItll
:::;

Ilxllllyll
== cos <р.

Матрица Q Е  at(n,JR)ортоzональна, если Q 1== tQ. MaT 
рица и Е  at(n,С) YHumapHaJ если u 1== tU.

о

Теорема 7.18. Пусть е ортонормuрованный базuс в евклuдо 

вом (эрмuтовом) пространстве EJ
u (а1"", an) == eQ. Следу 

ющuе условuя эквuвалентны:

1) матрица Q ортоzональна (унитарна);

2) а1"," аn ортонормuрованный базuс Е.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Q == (qij). Имеем

ai == е1q1i + . . . + enqni, i == 1, . . .

,
n.

Поэтому в силу теоремы 7.9 имеем С(а1,"" аn) ==
t
QQ. Следо 

вательно, если Q матрица ортоrональна (унитарна), то

С(а1,' .
., аn) == Еn,

т. е. система а1,.." аn ортонормированный базис Е. Верно и

обратное. О

Предложение 7.19. Оnределuтель унuтарной матрицы равен

по модулю 1. Проuзведенuе ортоzональных (унитарных) Maт 

риц ортоzонально (унитарно). Обратная к ортоzональной

(унuтарной) матрице ортоzональна (унитарна).

Через о(n, JR) обозначается множество всех n х n ортоrональ 

ных матриц, а через SO(n, JR) обозначается подмножество всех

n х n ортоrональных матриц с определителем 1. Через U(n, С)
обозначается всех n х n унитарных матриц, а SU(n, С) обознача 

ется подмножество всех n х n унитарных матриц с определите 
лем 1.

Теорема 7.20. Комплексная матрица и размера 2 nрuнадле 
жuт SU(2,C) mozaa u только mozaaJ

Kozaa

и == (
Zl  Z2

) , Z1, Z2 Е С,
Z2 Z1

IZ112 + IZ212 == 1. (7.16)

в частностUJ Q Е SO(2,JR) mozaa u только mozaa
J Kozaa

Q == (C?S <р sin <Р) .

Sln <р COS <р

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

и (: :) Е ВЩ2,С), a,b,c,d Е С, ac bd 1.
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Тоrда

u 1 (!с  Ь) tu (;;  ).
Отсюда а == d, Ь ==  c.Полаrая а == Z1, Ь ==  Z2,получаем (7.16),
поскольку 1 == det и == IZ112 + IZ212. Непосредственная проверка

показывает, что любая матрица вида (7.16) лежит в SU(2, С).
В частности, если и == Q Е 80(2, JR), то Z1, Z2 Е JR, Z + z ==

== 1. Поэтому найдется такой уrол <р, что Z1 == cos <р, Z2 == sin <р.

Отсюда получаем последнее утверждение. О



rЛАВА 8

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Эта rлава знакомит читателя с основой теории линейных опе 

раторов. Излаrаются способы нахождения собственных BeKTO 

ров и собственных значений, канонический вид симметрических
и ортоrональных операторов. Следует отметить, что симметриче 

ские операторы являются одним из основных объектов в KBaHTO 

вой механике, поскольку они интерпретируются как физические
величины, значения которых совпадают с собственными значе 

ниями этих операторов.

1. Матрицы линейных операторов

Отображение А : V V линейноrо пространства V в себя Ha 

зывается лuнейным оператором, если А(ах + (зу) == аАх + {ЗАу
для всех х, у Е V и всех скаляров а, (З.

Пусть е базис в V из (6.5), и

A(ej) == e1a1j + ... + enanj, j == 1,. ..

,
n. (8.1)

Тоrда А == (aij) Е  at(n)называется матрицей оператора А

в базисе е.

Примеры. Приведем ряд примеров линейных операторов.

df
1) V пространство мноrочленов, A(/) ==

dx
.
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2) V трехмерное пространство JR3, А поворот на некоторой
уrол BOKpyr фиксированной оси, проходящей через начало KO 

ординат.

3) V трехмерное пространство JR3, А растяжение (сжатие)
по трем перпендикулярным осям со своими коэффициентами.

4) V трехмерное пространство JR3, А симметрия относитель 

но некоторой плоскости, проходящей через начало координат

(центральная симметрия относительно начала координат).

Предложение 8.1. Пусть х == еХ Е V вектор со столбцом
координат Х в базuсе е uз (6.5). Tozaa столбец координат
вектора Ах в том же базuсе е равен AXJ zae А матрица А

в базuсе е. Пусть е' == еС новый базuс V с матрицей nepe 
хода С. Tozaa матрица А в базuсе е' равна c lАС. В част 

HOCmUJ det А == det(C 
1
АС).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Объединяя систему равенств (8.1) получа 
ем

А(е) == еА. (8.2)

Поэтому Ах == А(еХ) == А(е)Х == еАХ. Отсюда вытекает первое

утверждение.

Докажем второе утверждение. Имеем

А(е') == А(еС) == А(е)С == еАС == e'C 1АС,

откуда по (8.2) получаем второе утверждение. о

Пусть А, 13 линейные операторы и л скаляр. Определим
CYMMYJ nроuзведенuе лuнейных операторов U умноженuе one 

ратора на скаляр, полаrая для любоrо вектора х

(А + 13)(х) == А(х) + 13(х), (А13)(х) == А(13(х)),

(ЛА)(х) == л(А(х)).

Линейный оператор Е тождествен, если Е(х) == х для всех BeK 

торов х. Линейный оператор CJ нулевой, если В(х) == О для всех

векторов х.
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Предложение 8.2. Сумма U nроuзведенuе лuнейных onepaтo 

ров является лuнейным оператором. Матрица суммы U nроuз 
веденuя операторов равна сумме U nроuзведенuю матриц сла 

zaeMbtX (сомножuтелей). Проuзведенuе оператора на скаляр

является лuнейным onepamopoMJ матрица KOmOPOZO nолуча 

ется умноженuем матрицы оператора на этот скаляр. Пусть
е базuс пространства uз (6.5)J U А, В матрицы onepaтo 

ров А, 13 в базuсе е. Tozaa А + В, АВ, лА coomBemcmBeHHOJ

матрицы операторов А + 13, А13, лА в базuсе е.

Доказательство состоит в непосредственном вычислении.

В силу предложения 8.2 можно rоворить о мноrочленах от

линейных операторов. Именно, если задан мноrочлен

I == ао + а1Х + . . . + аnХ
n

,

то полаrаем

I(A) == аоЕ + а1А +... + аnА
n

.

Пусть е произвольный базис пространства из (6.5) и А MaT 

рица оператора А. Тоrда в базисе е матрица оператора I(A) равна

I(A).
Ядро kerA это множество всех таких векторов х, что

А(х) == О. Образ 1тА линейноrо оператора А это множество

всех векторов вида А(у) для всех векторов у из линейноrо про 

странства.

Предложение 8.3. kerА, 1тА являются nодnространствами
в V. Еслu х вектор uз V со столбцом координат Х в базuсе

е uз (6.5)J то
х Е kerА {::::::::> АХ == О,

zae А матрица А в базuсе е.

Доказательство. Пусть х,у Е kerA. Тоrда для любых CKa 

ляров а, (З имеем

А(ах + (зу) == а(А(х)) + (З(А(у)) == О,

т. е. ах + {зу Е ker А.
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Поэтому ker А является подпространством. Аналоrично проверя 

ется, что 1тА является подпространством. Последнее утвержде 

ние вытекает из предложения 8.1. D

Следствие 8.4. dimkerA == dim V т(А).

д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимо применить предложение 8.3 и

теорему 6.12. D

Предложение 8.5. dimlmA == т(А).

д о к а з а т е л ь с Т в о. Пусть r paHr матрицы А и предположим,
что первые r столбцов матрицы А линейно независимы. Тоrда

последние столбцы А, начиная с (т + 1) roлинейно выража 

ются через первые r столбцов. Это означает, что 1m А совпа 

дает с линейной оболочкой (А(е1), . . . ,А(er) ), причем векторы

А(е1)"" ,A(er) независимы. Поэтому dim(lmA) == т. D

Линейный оператор А
1
называется обратный к оператору

А, если AA 1== A 1A== Е.

Теорема 8.6. Пусть е базuс в V uз (6.5)J U А матрица А

в базuсе е. Tozaa матрица А
1
в базuсе е равна А 1. Кроме

mozoJ следующuе условuя эквuвалентны:

1) существует А 1;

2) kerA == о;

3) ImA == V;

4) detA =1 о.

д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 8.2 вытекает, что матри 

ца A lв базисе е равна A 1.Поэтому условия 1) и 4) эквива 

лентны. Кроме Toro, в силу предложения 8.3 и предложения 8.5

условия 2) и 3) эквивалентны.

Если выполнено условие 1) и х Е ker А, то

х == A 1A(x)== A 1(0)== о.
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Обратно, если выполнено условие 2), то по следствию 8.4

paHr матрицы А совпадает с размерностью пространства. Следо 

вательно, det А =1= о по теореме 6.1. О

2. Инвариантные подпространства

Подпространство и в пространстве V инвариантно относитель 

но линейноrо оператора А, если Ах Е и для всех х Е U.

Пример. Пусть V пространство всех мноrочленов, и под 

пространство всех мноrочленов степени не выше n, А оператор

дифференцирования. Тоrда и инвариантно относительно А.

Предложение. Пусть А лuнейный оператор в пространстве
VJ u е базuс V uз (6.5)J прuчем (е1"", ek) базuс noдnpo 
странства U. Пусть А матрица А в базuсе е. Следующuе
условuя эквuвалентны:

1) и инвариантно относuтельно А;

2) А (  ': ). zде А', А", A
III

 м.aтpuцы,имеющие, co 

omBemcmBeHHoJ размеры k х kJ k х (n k)J (n k) х (n k).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть и инвариантно. Тоrда для i == 1,. . .

. . . ,k справедливо включение

A(ei) Е и == (е1", . ,ek). (8.3)

Отсюда следует второе свойство.

Обратно, если А имеет указанный вид, то вы!'юлнено (8.3).
Тоrда А(х) Е и для любоrо х == Х1е1 +... + xkek Е U. О

Следствие. Пусть А лuнейный оператор в пространстве VJ

nрuчем V == и ЕВ WJ zae и, W инвариантные noдnpocтpaH 
ства в V. Пусть е базuс V uз (6.5)J nрuчем (е1"", ek) ба 

зuс nодnространства UJ а (ek+l"", еn) базuс noдnpocтpaH 
ства W. Tozaa в базuсе е матрица оператора А имеет вид

А (  '11" ) ,
А' Е Mat(k), А" Е Мat(n k).

7 4224
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3. Собственные векторы и собственные значения

Ненулевой вектор х называется собственным для линейноrо опе 

ратора А с собственным значенuем "", если А(х) == ""х.

Упражнение. Пусть А линейный оператор в пространстве V.

Доказать, что

1) ненулевой вектор х Е V является собственным для А тоrда

и только тоrда, коrда (а) инвариантно относительно А;

2) множество V ,состоящее из нуля и всех собственных BeKTO 

ров для оператора А с фиксированным собственным значе 

нием "" совпадает с подпространством ker(А ""Е), rде Е

тождественный оператор; в частности, 1I является подпро 

странством.

Характерuстuческuм мноzочленом матрицы А называется

мноrочлен ХА(t) == det(А tE).
Несложная проверка показывает, что

XA(t) == ( t)n+ ( t)n 1tr А + ... + det А. (8.4)

Предложение. XC lAC(t)== XA(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о.

XC lAC(t)== det(C 1АС tE) == det(C 1(A tE)C) ==

== det c 1det(A tE) det С == det(A tE) ==

== XA(t). о

Следствие 8.7. Корректно определен характерuстuческuй
мноzочлен ХА(t) лuнейноzо оператора А.

д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользоваться предложением 8.1. О
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Укажем способ вычисления собственных векторов и собствен 

ных значений. Пусть е базис пространства V из (6.5), и А

матрица А в этом базисе. Пусть х == еХ собственный вектор
А с собственным значением "'. Тоrда АХ == "'Х, или

(А "'Е)Х == О. (8.5)

Итак, система линейных однородных уравнений (8.5) с матрицей
А "'Е имеет ненулевое решение Х. Это эквивалентно тому, что

ХА("') == det(A "'Е) == О. Итак, справедлива

Теорема. Собственнымu значенuямu А являются корни XA(t)
U только они.

Если известно собственное значение '" оператора А, то для

нахождение собственноrо вектора х == еХ с собственным значе 

нием '" нужно решить систему линейных однородных уравнений
(8.5).

Теорема 8.8. Пусть А лuнейный оператор в пространстве

V. Собственные векторы для А с разнымu собственнымu зна 

ченuямu лuнейно незавuсuмы.

Доказательство. Пусть A(ai) "'iai, z == 1,...,k, причем

"'i 1= "'j при i 1= j. Пусть

/-L1а1 + . . . + /-Lkak == О. (8.6)

Если k == 1, то утверждение очевидно, поскольку вектор а1 1= О.

Пусть для k 1 утверждение доказано. Применим в (8.6)
оператор А. Получаем

"'1/-L1 а1 + . . . + "'k/-Lkak == О. (8.7)

Вычтем из (8.7) равенство (8.6), умноженное на "'k. Получаем

("'1 "'k)/-L1a1 + . . . + ("'k 1 "'k)/-Lk 1ak 1== О. (8.8)

По индукции для любоrо i == 1,. . . ,k 1 имеем ("'i "'k)/-Li == О,

откуда /-Li == О, поскольку "'i 1= "'k. Возвращаясь к (8.6), получаем

/-Lkak == О и /-Lk == О. о

7*
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Следствие 8.9. Пусть все собственные значенuя Л1"", ЛN лu 

нейноzо оператора А разлuчны. Tozaa в пространстве суще 

ствует баЗUСJ в котором матрица оператора имеет auazo 

нальный вид

Л1 О О О

О Л2 О О

......................

О О Лn 1 О

О О О Лn

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ei собственный вектор А с соб 

ственным значением Лi. По теореме 8.8, е базис пространства
из (6.5). Остается воспользоваться определением матрицы опе 

ратора (8.1). О

Упражнение. Пусть л собственное значение линейноrо опе 

ратора А, действующеrо в конечномерном пространстве. Тоrда

максимальное число независимых собственных векторов с соб 

ственным значением л не превосходит кратности л как корня

характеристическоrо мноrочлена XA(t).
Если А линейный оператор в конечномерном комплексном

пространстве, то он всеrда имеет собственный вектор. Действи 

тельно, характеристический мноrочлен этоrо оператора всеrда

имеет корень, которому соответствует собственный вектор.

Теорема 8.10. Пусть А лuнейный оператор в конечномерном

вещественном пространстве V. Tozaa оператор А имеет лuбо

oaHoMepHoeJ лuбо двумерное инвариантное nодnространство.

д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в пространстве V произвольный
базис и рассмотрим матрицу А линейноrо оператора А. Так как

все степени матрицы А находятся в n2 MepHOMпространстве MaT 
риц, то они зависимы. Поэтому существует такой ненулевой MHO 

rочлен I(t) Е R[t], что I(A) == О. Отсюда I(A) == О. По Teope 
ме 5.14 I(t) == P1(t)... Pm(t) , rде Pi(t) Е R[t] имеет степень 2.

Можно считать, что старшие коэффициенты всех Pi (t) равны 1.

Пусть х Е Е \ о, и Рт+1 == 1. Тоrда I(A)x == О. Следовательно,
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существует такое i == 1,..., ,что у == Pi+1(A)... Рт(А)х =1=- О,
но Pi(A)y == О.

Пусть degpi(t) == 1, т. е. pi(t) == at + (З. Тоrда Ау ==   y,т. е.

у собственный вектор дЛЯ А, и поэтому одномерная линейная

оболочка (у) является инвариантным подпространством.

Пусть degpi(t) == 2, т. e.pi(t) == t2 + (Зt+'У. Остается показать,

что подпространство (у, Ау) инвариантно относительно А.

По условию А2у ==  (ЗАу 'УУ.Поэтому, если z == ру+{А(у) Е

Е (у,Ау), то

A(z) == рА(у) + {А2(у) ==  {'YY+ (р {(З)А(у). О

4. Симметрические операторы

в этом разделе рассматриваются линейные операторы в евклидо 

вом (эрмитовом) пространстве Е конечной размерности.

Предложение 8.11. Пусть е ортонормuрованный базuс в Е uз

(6.5). ПредnОЛОЖUМJ что А лuнейный оператор в Е с Maтpи 

цей А == (aij) в базuсе е. Tozaa (ei,A(ej)) == aij J (A(ei) , ej) ==

aji.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (8.1) справедливо равенство
n

(ei,A(ej)) == L a8j (ei, е8) == aij .

8==1

Кроме Toro, (А(ед,еj) == (ej,A(ei)) == aji. о

Линейный оператор А в Е сuмметрuчен, или самосопряжен,

если (А(х), у) == (х,А(у)) для всех х, у Е Е.

Теорема 8.12. Пусть е ортонормuрованный базuс uз (6.5) в eв 

клuдовом (эрмuтовом) пространстве EJ u А лuнейный oпe 

ратор в Е с матрицей А == (aij) в базuсе е. Следующuе условuя

эквuвалентны:

1) оператор А сuмметрuчен;

2) матрица А сuмметРUЧн'а (эрмuтова)J т. е. aij
== aji для всех

'lJ З.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие 1) влечет условие 2) по предло 

жению 8.11. Обратно, пусть выполнено условие 2). Если х ==

== хl е1 + . . . + хnеn И У == У1 е1 + . . . + уnеn, то

(А(х),у) == LXiYj (A(ei),ej) == LXiYjaji.

i,j i,j

Аналоrично, (х,А(у)) == Li,j XiYjaij. Из условия 2) вытекает

условие 1). о

Предложение 8.13. Собственные значенuя сuмметрuческоzо

оператора в эрмuтовом пространстве вещественны.

Доказательство. Пусть А(х) == лх, х i=- О. Тоrда

л(х,х) == (А(х),х) == (х,А(х)) == л(х,х).

Так как (х, х) > О, то л == л и л Е JR. о

в теореме 8.16 ниже мы покажем, что утверждение предло 

жения 8.13 справедливо и для самосопряженноrо оператора в eB 

клидовом пространстве.

Предложение 8.14. Собственные векторы сuмметрuчноzо one 

ратора с разнымu собственнымu значенuямu ортоzональны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть А(х) == лх, А(у) == J-LY, rде л i=- J-L.

Отсюда л(х, у) == (А(х) , у) == (х,А(у)) == J-L(x, у), и поэтому

(х,у) == О. о

Предложение 8.15. Пусть nодnространство и в Е инвариант 

но относuтельно сuмметрuчноzо оператора. Tozaa и1..
также

инвариантно относuтельно этоzо оператора.

Доказательство. Пусть х Е U1.. И У Е U. Тоrда (А(х),у) ==

== (х,А(у)) == О, поскольку А(у) Е и по предположению. Отсюда

А(х) Е U1... О

Теорема 8.16. Пусть А сuмметрuчный оператор в Е. Tozaa

в Е существует собственный ортонормuрованный базuс.
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д о к а з а т е л ь с т в о. Если dimЕ == 1, то утверждение очевидно.

Пусть n == dim Е 2. Покажем сначала, что в Е существует
собственный вектор дЛЯ А. Если это не так, то Е евклидово

пространство. По теореме 8.10 в Е в этом случае существует

двумерное инвариантное подпространство U. Выберем в и про 
извольный ортонормированный базис f == (/1,/2). В этом базисе

матрица оператора А 'U по теореме 8.12 имеет вид

A (: ).
Тоrда XA(t) == det(A tE) == t2 (а + c)t + (ас ь2), причем

дискриминант (а + с)2 4(ас ь2) == (а с)2 + 4ь2 О. Поэто 

му У матрицы А есть собственное значение и в и существует
собственный вектор е1 длины 1.

Итак, во всех случаях в V для симметрическоrо оператора А

существует собственный вектор е1 длины 1. В силу предложе 
ния 8.15 (el)1.. инвариантно и имеет размерность n 1. Остается

воспользоваться индукцией по размерности пространства. О

Следствие 8.17. Пусть А симметричная (эрмитова) Maт 

рица. Tozaa существует такая ортоzональная (унuтарная)
матрица QJ что

Л1 О О О

О Л2 О О

Q 1AQ== ...................... (8.9)
О О Лn 1 О

О О О Лn

Теорема 8.18 (Приведение квадратичных функций к rлавным

осям). Пусть задана бuлинейная симметричная (эрмuтова)
функция Ь(х, у) в евклидовом (эрмитовом) npocmpaHcmBeJ Име 

ющая в ортонормированном базисе матрицу rpaMa В. To 

zaa существует такой ортонормированный базиСJ в котором

матрица функциu Ь(х, у) имеет дuаzональный вид, nрuчем по

zлавной дuаzоналu стоят собственные значения матрицы В.
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Д о к а з а т е л.ь с т в о. Пусть е произвольный ортонормирован 
ный базис евклидова (эрмитова) пространства Е из (6.5), и В

матрица [рама функции Ь(х, у) в этом базисе. Тоrда tВ == В

по предложению 7.1. Рассмотрим линейный оператор 13, который
в базисе е задается матрицей В. По теореме 8.12 оператор 13

симметричен. По теореме 8.16 существует собственный OpTOHOp 

мированный базис f == еи для оператора 13, причем по Teope 
ме 7.18 матрица U ортоrональна (унитарна). В то же время MaT 

рица и 
1АU диаrональна, и на на rлавной диаrонали расположе 

ны вещественный числа, являющиеся собственными значениями

векторов базиса f. В новом базисе f матрица [рама функции Ь

имеет вид

t
UВU == и

 1
ВU == и 1ВU == и 1ви,

поскольку u 1ви вещественная диаrональная матрица. Отсю 

да вытекает утверждение теоремы. О

5. Ортоrональные и унитарные операторы

Линейный оператор О в евклидовом (эрмитовом) пространстве Е

ортоzонален (унитарен), если он сохраняет длины векторов, т. е.

IIO(x)11 == IIxll для всех хЕЕ.

Предложение 8.19. Проuзведенuе ортоzональных (унитарных)
операторов ортоzонально (унитарно). Обратный к opmOZO 

нальному (унитарному) оператору тоже ортоzонален (YHи 
тарен). Собственные значения ортоzональноzо (YHumapHOZO)
оператора равны по модулю 1.

Доказательство. Пусть О(х) == лх. Тоrда

IIO(x)11 == Iлlllхll == Ilxll,

откуда Iлl == 1. о

Предложение. Ортоzональный (унuтарный) оператор О co 

храняет скалярные nроuзведеНUЯJ т. е. (х, у) == (Ох, Оу) для

всех х,у Е Е.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если О сохраняет скалярное произведение,
то этот оператор сохраняет и длины векторов. Обратно, пусть
линейный оператор О сохраняет длины векторов. Тоrда совпа 

дают квадратичные функции (х,х) и (Ох, Ох), которые происхо 

дят из симметрических билинейных (эрмитовых) функций (х, у)
и (Ох,Оу). В силу предложения 7.3 получаем, что

(х, у) == (Ох,Оу). о

Предложение 8.20. Пусть О ортоzональный (унuтарный)
оператор в евклuдовом (эрмuтовом) пространстве EJ u и

инвариантное nодnpостранство в Е. Tozaa ортоzональное дo 

nолненuе и1..
также инвариантно относuтельно О.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оператор О имеет нулевое ядро и поэтому
он отображает и на и в силу теоремы 8.6.

Пусть х Е U1.. И У Е U. Тоrда существует такое z Е и, что

у == U(z). Следовательно, (О(х), у) == (O(x),O(z») == (х, z) == О,

поскольку х Е u1.., Z Е U. О

Предложение 8.21. Собственныевекторы ортоzональноzо one 

ратора с разнымu собственнымu значенuямu ортоzональны.

Доказательство. Пусть О(х) == лх, О(у) == wy, причем л =1=-
=1=- w. Тоrда (х, у) == (О(х),О(у») == лw(х, у). Так как Iwl == 1 по

предложению 8.19, то w == w 1.Поэтому лw == лw 1=1=- 1 по

предположению. Отсюда получаем (х, у) == О. о

Предложение. Пусть е ортонормuрованный базuс в Е из

(6.5)J u О лuнейный оператор в Е с матрицей Q. Следую 
щuе условия эквuвалентны:

1) оператор О ортоzонален (унитарен);

2) матрица Q ортоzональна (унитарна).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения матрицы линейноrо

оператора имеем О(е) == eQ. Если оператор О ортоrонален (уни 
тарен), то О(е) == eQ ортонормированный базис, причем Q
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матрица перехода от базиса е к базису О(е). Следовательно, MaT 

рица Q ортоrональна (унитарна) по теореме 7.18.

Обратно, пусть матрица Q ортоrональна (унитарна). Тоrда
О(е) == eQ ортонормированный базис. Если х == Х1еl + . . .

'" +хnеп Е Е, то О(х) == Х1О(еl) + ... + хnО(еn), откуда

Ilxll == VlXl12 + ... + Ixn / 2 == /IQ(x)ll. о

Теорема 8.22. Пусть Q ортоzональный оператор в двYMep 
Н,ом евклuдовом пространстве Е. Еслu det Q == 1

J U еl, е2

nроuзвольный ортонормuрованный базuс EJ то в этом базuсе

матрица Q этоzо оператора имеет вид

(c sa
Sina

) .

Slna cosa

Еслu det Q == 1
J то существует ортонормuрованный баЗUСJ

в котором матрица оператора Q имеет вид

(  1)'
д о к а з а т е л ь с т в о. Случай det Q == 1 вытекает из теоремы
7.20.

Пусть det Q == 1. Из вида характеристическоrо мноrочлена

(8.4) получаем, что

XQ(t) == t
2

t(tr Q) 1

имеет положительный дискриминант (trQ)2 + 4. Следователь 
но, оператор Q имеет два различных вещественных собственных

значения, которые по предложению 8.19 равны :1::1. Остается при 
менить предЛожение 8.21. О

Теорема 8.23. Пусть Q ортоzональН,ый оператор в тpeXMep 
Н,ом евклuдовом пространстве Е. Tozaa в Е существует op 

тонормuрованный баЗUСJ в котором матрица Q имеет вид

ce Q
о О

)
.

c sa Slna .

Slna cosa
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Характеристический мноrочлен

ха(t) ==  tЗ+ . . . + det Q

степени 3 по теореме 5.14 имеет вещественный корень л == :1::1.

Пусть е соответствующий собственный вектор длины 1. Тоrда

Е == (а) Е9 (а)
1..

,
и dim(a)1.. == 2. При этом плоскость W == (a)1..

инвариантна по предложению 8.20. Если det Q Iw== 1, то по Teo 

реме 8.22 нужно взять произвольный ортонормированный базис

е2, ез в W и получить искомый базис eI, е2, ез в Е.

Если det Q Iw== 1, то по теореме 8.22 в W существует ба 

зис е2, ез, rде О(е2) == е2, Q(ез) ==  ез.Если л == 1, то ба 

зис ез, eI, е2 искомый. Если л == 1, то базис е2, eI, ез иско 

мый. О

Теорема. Пусть Q ортоzональный оператор в Е. Tozaa в Е

существует ортонормuроваН1iЫЙ баЗUСJ в котором матрица Q

имеет блочно дuаzональныйBuaJ nрuчем блокu uмеют размер

не выше 2. В блоках размера 1 стоят :I::1
J
а блокu размера 2

uмеют вид

( c?sa
 Sina

) .

Slna cosa
(8.10)

Доказательство проводится индукцией по dimЕ с использовани 

ем теоремы 8.22, предложений 8.19 8.21.

Теорема. Пусть 'u унuтарный оператор в эрмuтовом npo 

странстве Е. Tozaa в Е существует собственный opтOHOp 

мuрованный базuс.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оператор 'U в комплексном пространстве

всеrда имеет собственный вектор е1. Можно считать, что

"eI" == 1. Тоrда Е == (е1) Е9 (eI)1.., причем (eI)1.. инвариантно OT 

носительно 'U по предложению 8.20. По индукции в (eI)1.. суще 
ствует собственный ортонормированный базис е2,..., еn . Тоrда

eI, е2"", еn искомый базис в Е. О
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Следствие. Пусть и унuтарная матрица. Tozaa существу 
ет такая унuтарная матрица QJ что

Л1 О О О

О Л2 О О

Q 1UQ== ......................

о о Лn l О

О О О Лn

zae Л1, . . .

,
Лn комплексные чuслаJ по модулю равные 1.

Теорема (Теорема о полярном разложения). Пусть А лuней 

ный оператор в евклuдовом (эрмuтовом) пространстве. Tozaa

А == Q13J zae Q ортоzональный (унuтарный) onepamoPJ 13

сuмметрuчный оператор с неотрuцательнымu собственнымu

значенuямu. Прu этом 132 == А*А.

Доказательство изложено в [3, rл. 6, 3, теорема 4] и в [6, rл.3,
3, теорема 15].



rЛАВА 9

КРИВЫЕ И ПОВЕРХНОСТИ

BTOPOrO ПОРЯДКА

в этой rлаве классифицируются поверхности BToporo порядка,
или квадрики, в евклидовых пространствах. В качестве приложе 
ния излаrается полная классификация кривых BToporo порядка
в двумерной плоскости и классификация поверхностей BToporo

порядка в трехмерном евклидовом пространстве.

1. Движения евклидова пространства

Расстоянuем между векторами х и у в евклидовом пространстве

Е называется дЛина вектора х у. Двuженuем или uзометрuей
евклидова пространства Е называется отображение Ф : Е Е,

сохраняющее расстояние между любыми двумя векторами, т. е.

IIФ(х) Ф(у)11 == "Х у" для всех х, у Е Е.

Примерами движений являются caBuzu на фиксированный
вектор а, т. е. отображения х t----+ х + а.

Предложение. Комnозuция двuженuй является двuженuем.

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ф, Ф движения. Тоrда для любых

х, у Е Е получаем

IIФФ(х) ФФ(у)II == IIФ (Ф(х) Ф (Ф(у») 11 ==

== IIФ(х) Ф(у)1I == Ilx yll. о
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Теорема. Отображенuе Ф : Е -----+ Е является двuжением mozaa

u только тozaaJ Kozaa существуют такой лuнейной opmozo 
нальный оператор <р u вектор bJ что Ф(х) == <р(х)+Ь для любоzо
хЕЕ. ДРуzuмu словаМUJ двuженuе Ф является комnозuцuей
ортоzональноzо лuнейноzо оператора <р u caBuza на вектор Ь.

Доказательство теоремы можно найти в [7, rл. 4, 3].

2. Квадрики

Квадрuкой или поверхностью Bmopozo порядка в евклидовом

пространстве Е с базисом е из (6.5) называется множество всех

таких векторов х == е1Хl + ... + еnхn , что

q(x) + 2(Ь1Хl + ... + ЬnХn) + с == о, (9.1)

rде q(x) квадратичная функция, Ь1 ,..., Ьn , с вещественные

числа.

Если А == (aij) симметричная матрица функции q(x), то в си 

лу (7.3) уравнение (9.1) имеет вид

n

Laiix + 2 L aijXiXj + 2(Ь1Х1 + . . . + ЬnХn) + с == о. (9.2)
i==1 1 i<j n

Матрицей квадрики (9.1) назовем матрицу А квадратичной ча 
сти q(x). Расшuренной .матрицей квадрики (9.1) назовем MaT 

рицу

ан . . . а1n Ь1

аn1 . . . аnn Ьn

Ь1 Ьn с

Тоrда уравнение (9.1) принимает вид

А==

Х1

t
0== XAX+2bX+C==(Xl,...,xn,1)A (9.3)

хn

1
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rде

х== ь == (Ь1 ,.. . ,Ьn)'

Предложение. Пусть в евклuдовом пространстве Е заданы

два ортонормированных базuса е', е с матрицей перехода CJ

т. е. е' == еС. Еслu А, А матрицы квадрики в базuсе e
J то

в новом базuсе е' они будутJ coomBemcmBeHHoJ иметь вид

А'  tCAC, А' t ( I ) А ( I ) .

Еслu мы совершаем nреобразованuе переноса начала Koopди 
нат

Хl == X + d1 , ...,
ХN

== X + dn,

то матрица А не меняетСЯJ а матрица А заменяется на Maт 

рицу

1 О О О О О 1 О О О О d1

О 1 О О О О О 1 О О О d2

... ... ...... ................. А .......................

О О О О 1 О О О О О 1 dn

d1 d2 dз . . . dn l dn 1 О О О . . . о о 1

д о к а з а т е л ь с т в о. По предложению 6.5 столбец х' координат
в новом базисе е' связан с Х соотношением Х == Сх'. Поэтому,
подставляя в (9.3), получаем требуемое утверждение. О

Теорема 9.1. Функцuu detA, tr А, detA U paHZU rkA, rkA яв 

ляются инвариантами квадрик nри двuженuu npocmpaHcmBaJ

т. е. значенuя этuх Функцuй не меняются nри замене nepeMeH 

HbLXJ связанных с двuженuем пространства.

Теорема 9.2. Прuменяя двuженuе евклuдова npocmpaHcmBaJ

уравнение квадрики в евклuдовом пространстве можно npи 

вести к одному uз следующuх видов:
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1) Л1Х + . .. + ЛrХ + /1 == о, /1 i= о;

2) ЛIХ + . . . + ЛrХ == о;

3) ЛIХ + . . . + ЛrХ + 2/1Хт+l == О.

д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 8.18 можно считать, что

уравнение квадрики имеет вид

ЛIХ + ... + ЛrХ + 2(/11Хl + ... + /1nХn) + с == о,

rде Л1,"', Лr i= о. в этом случае, если i == 1,..., т, то ЛiХ +

( )
2 р,2

+ 2/1iXi == Лi Xi +  .Таким образом, совершая сдвиr,

можно считать, что /11 == ... == /1т == О.

Если /1т+1 == .. . == {tn == о, то уравнение имеет вид (1) или (2)
из условий теоремы.

Пусть вектор I == /1т+1ет+1 +... + /1nеn i= о. Тоrда вектор 9 ==

I
==

11I11
имеет длину 1, и он перпендикулярен векторам еl,"" ет .

Следовательно, систему еl,..., ет , 9 можно дополнить до OpTO 

нормированноrо базиса пространства Е. В этом базисе уравнение
имеет вид ЛIХ +".+лrх?+2/1Хr+l +с' == о, rде /1 i= о. При этом

2/1Хт+1 + с' == 2/1(Хт+1 +  p,)' Совершая новый перенос, получаем

уравнение вида (3). О

3. Кривые BToporo порядка

в этом разделе, опираясь на теорему 9.2 мы приведем классифи 
кацию кривых BToporo порядка, т. е. квадрик в двумерном евкли 

довом пространстве.

Теорема. Уравнение квадрики в двумерном евклuдовом npocт 

ранстве с помощью двuженuя UJ вОЗМОЖНОJ умножения ypaв 

нения на ненулевой коэффuцuентJ nрuводuтся к одному uз

следующuх видов:
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х2 у2
1) эллunс

а2
+

Ь2
== 1 (рис. 9.1);

х2 у2
2) мнuмый эллunс

а2
+

Ь2
== 1;

А
 y

...

...

...:

:-..
...

:

(х, у)

Рис. 9.1. Эллипс.

х2 у2
3) zunербола

а
2 Ь2

== 1 (рис. 9.2);

(а,о)

Рис. 9.2. rипербола.

х2 у2
4) пара nересекающuхся прямых

а
2 Ь2

== О (рис. 9.3);

8 4224
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 O 

х

Рис. 9.3. Пара пересекающихся прямых. Рис. 9.4. Парабола при р > О.

х2 у2
5) пара мнимых nересекающuхся прямых

а
2
+

Ь2
== о;

6) парабола у2 == 2рх (рис. 9.4);

7) пара nараллельных прямых у2 == а
2

(рис. 9.5);

I?y

у ==  a у==а

о:
............................. .............:............. .......................ш:>-

 a а

х

Рис. 9.5. Пара параллельных прямых.

8) пара мнимых nараллельных прямых у2 ==  a2;

9) пара совnадающuх прямых у2 == о.

Приведём примеры, показывающие применение теоремы 9.1,

позволяющее по уравнению квадрики определить вид кривой.
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По теореме 9.2 с помощью движения уравнение кривой BTO 

poro порядка приводится к одному из следующих канонических

видов:

1) Л1х2 + л2у2 + р == о, Л1, Л2, Р =1= о;

2) Л1х2 + л2у2 == о, Л1, Л2 =1= о;

3) Л1х
2
+ 2ру == о, Л1, Р =1= о;

4) Л1х2 + р == о, Л1, Р =1= о;

5) Л1х2 == о, Л1 =1= о.

Для каждоrо из этих канонических видов матрицы квадратичных

функций имеют, соответственно, вид

Al A2 ( 1 J,Аз А4 Аз ( 1 ).
Следовательно,

det А1 == det А2 == Л1Л2, tr А1 == tr А2 == Л1 + Л2,

det Аз == det А4 == det А5 == о, tr Аз == tr А4 == tr А5 == Л1.

Расширенные матрицы имеют, соответственно, вид

(
Л1

14  2 ) , А; == ( 1 2О Р О О

 ==( ) ,

О О р

Таким образом,

О

) (
Л1 О О

)О ,k== о о р ,

о о р о

(
Л1 О О

) == О О О .

О О О

detAl == Л1Л2Р == pdetA1 ,

............. .............

det А2 == о, rk А2
== 2;

............. .............

det А4 == о, rk А4 == 2;

rkA1
== 3;

.............

2
dеtАз ==  Л2Р, rkАз == 3;

.............

det А5 == о, rk А4 == 1.

8*
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Предположим теперь, что кривая в двумерном пространстве за 

дана уравнением

анх
2
+ 2а12ХУ + а22у2 + 2Ь1х + 2Ь2у + с == О. (9.4)

Матрица квадратичной части А и расширенная матрица А в этом

случае имеют вид

А == (
ан a12

) ,

а12 а22
А == (:  :: ) .

Ь1 Ь2 С

Следовательно, в силу теоремы 9.1 справедлива

Теорема 9.3. Рассмотрим крuвУЮJ заданную уравнением (9.4).
Сnраведлuвы следующuе утвержденuя.

1) Крuвая является ЭЛЛUnСОМ
J
еслu det А > О u tr A

J
det А oт 

лuчны от нуля u uмеют разные знакu.

2) Крuвая я!!..ляется мнимым ЭЛЛUnСОМJ еслu det А > OJ nрuчём
tr AJ det А отлuчны от нуля u uмеют одинаковые знакu.

3) Крuвая является zunерБОЛОЙJ еслu det А < О, det А i=- о.

4) Крuвая является парой nересекl!:...-ЮЩUХСЯ nРЯМЫХJ еслu вы 

nолнены условuя det А < О, det А == О.

5) Крuвая является парой мнимых nересекающuхся nРЯМЫХJ

еслu det А > О, det А == О.

6) Крuвая является nараБОЛОЙJ еслu det А == О, det А i=- О.

7) КР'!!1ая является парой nараллельных nРЯМЫХJ еслu rkA==l,
rkА == 2, nрuчем на кривой uмеется хотя бы одна точка

с вещественнымu координатами.

8) Крuвая являетсз парой мнимых nараллельных nРЯМЫХJ ec 

лu rkA==l, rkA == 2, nрuчем на кривой нет ни одной веще 

ственной точкu.
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9) KpuBl}!l является парой совnадающuх nРЯМЫХJ еслu rkA ==

== rkA == 1.

Например, пусть задана кривая

х
2

2ху + 3у2 2х + 4у 5 == О.

Тоrда

(
1 1

)А ==

1 4
'

det А == 3, tr А == 5,

(
1 1 1

)А == А == 1 4 2
, det А == 19 < О.

1 2  5

Следовательно, эта кривая является эллипсом.

4. Эллипс и rипербола

При классификации кривых BToporo порядка возникли следую 

щие важные кривые эллипс и rипербола. В этом. разделе мы

дадим rеометрическую характеризацию этих кривых.

Эллunсом называется множество всех точек плоскости, CYM 
ма расстояний до которых от двух заданных точек, называемых

фокусамu, постоянно. runерболой называется множество точек

плоскости, модуль разности расстояний до которых от двух за 

данных точек, называемых фокусамu, постоянно.

Пусть фокусы эллипса из рис. 9.1 (rиперболы из рис. 9.2) pac 
положены на оси ОХ и имеют координаты ( a,О), (а, О), rде

а > О. Точка (х, у) лежит на эллипсе из рис.9.1 (rиперболе из

рис. 9.2) тоrда и только тоrда, коrда

I v(x + а)2 + у2:1:: V(x а)2 + у21 == т.

Рассмотрим треуrольник с вершинами в точках

( a,o), (х,у), (а, о).
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Сумма длин любых двух ero сторон больше длины третьей. По 

этому в эллипсе r > 2а, а в rиперболе О < r < 2а.

Раскрывая модуль, перенося второй радикал в правую часть

и возводя в квадрат, получаем

:I::2ryl(x а)2 + у2 == т
2

4ах.

Снова возводя в квадрат, получаем

х
2

+ у2
4

== 1.
т
2

т
2 4а2

Остается воспользоваться условиями r > 2а или О < r < 2а.

5. Поверхности BTOpOro порядка

в этом разделе, опираясь на теорему 9.2, мы приведем класси 

фикацию поверхностей BToporo порядка (квадрик) в трехмерном

евклидовом пространстве.

Теорема 9.4. После nрuмененuя двuженuя UJ вОЗМОЖНОJ YMHO 
женuя уравненuя на ненулевой коэффuцuентJ уравнение Kвaд 

рики в трехмерном пространстве nрuводuтся к одному UЗ сле 

дующuх видов:

х
2 у2 z2

1) эллunсоuд 2" + Ь2
+ 2"

== 1 (рис. 9.6);
а с

х
2 у2 z2

2) мнuмый эллunсоuд 2" + Ь2
+ 2"

==  1;
а с

х
2 у2 z2

3) одноnолостный zunерболоuд 2" + Ь2 2"
== 1 (рис. 9.6);

а с

х
2 у2 z2

4) двуnолостный zunерболоuд 2" + Ь2 ""2
==  1(рис. 9.6);

а с

х
2 у2 z2

5) конус 2" + Ь2 ""2
== О (рис. 9.6);

а с
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х
2 у2 z2

6) МНUМЫЙ конус 2" + Ь2
+ 2"

== о;
а с

х2 у2 .7) эллunтuческuй nараболоuд + == 2z, р, q > о (рис. 9.6),
р q

х2 у2
8) zunерболuческuй nараболоuд == 2z, р, q > о (рис. 9.6);

р q

х2 у2
9) эллunтuческuй цuлuндр

а
2
+

Ь2
== 1 (рис. 9.7);

х2 у2
10) МНUМЫЙ эллunтuческuй цuлuндр

а
2
+

Ь2
==  1;

х2 у2
11) zunерболuческuй цилuндр

а
2 Ь2

== 1 (рис. 9.7);

12) nараболuческuй цuлuндр у2 == 2рх (рис. 9.7);

х2 у2
13) пара nересекающuхся плоскостей

а2 Ь2
== о;

х2 у2
14) пара мнимых nересекающuхся плоскостей

а
2
+

Ь2
== о;

15) пара nараллельных плоскостей у2 == ь2 ;

16) пара мнимых nараллельных плоскостей у2 + ь2 == о;

17) пара совnадающuх плоскостей у2 == о.
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Эллипсоид

z

х

Эллиптический

параболоид
z

I
I

Однополостный
rиперболоид

Конус

z

у

rиперболический
параболоид

Двуполостный
rиперболоид

Рис. 9.6. Трехмерные квадрики.
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Рис. 9.7. Цилиндры.
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