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Предисловие

Интегральные уравнения встречаются в различных областях науки и много-

многочисленных приложениях (в теории упругости, теории пластичности, теории массо-

и теплопереноса, теории колебаний, аэро- и гидродинамике, теории фильтрации,

электростатике, электродинамике, биомеханике, теории игр, теории управления,

теории массового обслуживания, электротехнике, экономике, медицине и др.).
Точные решения интегральных уравнений играют большую роль для фор-

формирования правильного понимания качественных особенностей многих явлений и

процессов в различных областях естествознания. Различные уравнения физики,
химии и биологии часто содержат функции или параметры, которые находятся

экспериментально и, следовательно, не строго фиксированы. Поэтому целесооб-
целесообразно выбирать структуру этих функций таким образом, чтобы уравнение бы-
было удобно анализировать и решать. В качестве одного из возможных критериев

выбора можно принять требование, чтобы модельное интегральное уравнение до-

допускало решение в замкнутом виде. Важно отметить, что точные решения можно

использовать для проверки корректности и оценки погрешности различных чис-

численных, асимптотических и приближенных методов.

Данная книга содержит более 2100 интегральных уравнений с решениями и

представляет собой первую часть справочников авторов, опубликованных недавно

на английском и немецком языках. Приведено много новых точных решений

линейных и нелинейных уравнений. Особое внимание уделено уравнениям общего

вида, которые зависят от произвольных функций. Остальные уравнения содержат
один или несколько свободных параметров (фактически в книге рассматриваются

сразу семейства интегральных уравнений), значения которых можно произвольно

фиксировать по усмотрению читателя. В целом в справочнике описано на порядок

больше конкретных интегральных уравнений, чем в существующих книгах других

авторов.

После основного материала идет приложение, в котором приведены некоторые

функциональные уравнения и их решения.

Книга разбита на главы, состоящие из разделов, которые содержат подразде-
подразделы. Внутри разделов используется независимая сквозная нумерация уравнений.
Расположение уравнений во всех разделах книги отвечает принципу «от простого

к сложному». Это существенным образом облегчает работу с материалом. Доста-
Достаточно подробное оглавление поможет читателю находить искомые уравнения. При
ссылках запись вида 2.3.15 означает уравнение 15 из раздела 2.3.

Отметим, что некоторые классы интегральных уравнений сводились к обык-

обыкновенным дифференциальным уравнениям. Для решения последних использова-

использовались материалы справочников Э. Камке A976), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A995,
1997); ссылки на эти книги часто опускаются. В справочниках Г. Бейтмена, А. Эр-
дейи A973, 1974) и М. Абрамовица, И. Стиган A979) можно найти подробное
описание специальных функций, которые встречаются в тексте.

Авторы благодарны А. И. Журову и О. А. Васильевой за полезные замечания

по рукописи книги.

Авторы надеются, что справочник окажется полезным для широкого круга

научных работников, преподавателей вузов, инженеров и студентов, специализи-

специализирующихся в различных областях математики, механики, физики, химии, биоло-

биологии, экономике и инженерных науках.

А. Д. Полянин

А. В. Манэюиров



Основные обозначения

1. В книге при записи исходных интегральных уравнений независимая пере-

переменная обозначается через ж, переменная интегрирования
—

через t, а неизвестная

функция
—

через у = у(ж).
2. Обозначения для обыкновенных производных функции / = /(ж):

w df .„ d2f dsf d4f (n) dnf

Аналогичные обозначения используются также для частных производных функ-

функций двух переменных, например, K'(x,t) = K(x,i).
дх

3. В ряде случаев используется операторное обозначение (/ ) д, которое
V dx /

действует следующим образом:

4. В начале каждой главы написано, что / = /(ж), д = д(х), ...

—

произвольные

функции, А, В, ...

—

произвольные параметры. Это означает следующее (в тексте

нижесказанное специально не оговаривается):
(а) / = /(ж), д = д(х), ...

—

произвольные действительные непрерывные функции

действительного аргумента;

(б) если решение содержит производные этих функций, то функции предполага-
предполагаются дифференцируемыми (достаточное число раз);
(в) если уравнение или решение содержит интегралы с этими (в комбинации с

другими) функциями, то интегралы предполагаются существующими (сходящи-
(сходящимися);
(г) свободные параметры А, В, ... могут принимать любые действительные

значения, при которых рассматриваемое уравнение и его решение имеет смысл

(например, если решение содержит комбинацию 1_^ , то предполагается, что

Аф1).
5. Используются следующие обозначения специальных функций:

(—£2) dt; —интеграл вероятностей (еггсж = 1 — erf ж),
2 [х
^— / ехр(
утт Jo

°^ (ж/2)г/+2п
I (х) = \^ — модифицированная функция Бесселя 1-го рода,

)
~ функция Бесселя i^

КАх) = —^ — модифицированная функция Бесселя 2-го рода,
2 sin(vrz/)
J (x) cos(vrz/) — J_ (ж)

Y (х) =
— функция Бесселя 2-го рода,

sin(vrz/)
гх

7(ск, ж) = / е~^^а-1^ —неполная гамма-функция,
Jo

г оо

Г(ск)= / е~^^а-1^ —гамма-функция,
Jo

л, а ч л , Y^ a(a+l)...(a+n-l) хп
Ф(ск, о: ж) = 1+ > вырожденная гипергеометрическая

t W+1) •■•(/?+"-1) п!
функция.



Некоторые определения

1. Линейные интегральные уравнения. Линейное интегральное уравне-
уравнение с переменным пределом интегрирования имеет вид

(Зу{х) + Г К(х, t)y(t) dt = f{x), A)
Ja

где y(x) —неизвестная функция, K(x,t) —ядро интегрального уравнения, f(x) —

некоторая известная функция, которая называется свободным членом или правой

частью интегрального уравнения.

Линейное интегральное уравнение с постоянными пределами интегрирова-

интегрирования имеет вид
гЬ

(Зу(х) + / К(х, t)y(t) dt = f{x). B)
J a

При /3 = 0 уравнения A) и B) называются линейными интегральными урав-

уравнениями первого рода, а при /3^0 — линейными интегральными уравнениями

второго рода*.
Решением интегрального уравнения называется функция у(ж), которая при

подстановке в уравнение обращает его в тождество.

При f(x) = 0 линейные уравнения называются однородными, в противном

случае
—

неоднородными. Любое линейное однородное интегральное уравнение
имеет тривиальное решение у

= 0.

Ядро интегрального уравнения К(х, t) называется:

—

вырожденным, если оно имеет вид K(x,t) = g1(x)h1(t) + • • • + gn(x)hn(t);
—

разностным, если оно зависит от разности аргументов: K(x,t) = К(х — £);
—

симметричным, если оно удовлетворяет условию K(x,t) = K(t,x).
Интегральными уравнениями Вольтерра первого или второго рода называ-

называются уравнения вида A), на правые части и ядра которых наложены специаль-

специальные условия. Обычно считают, что функция f(x) непрерывна, либо квадратично
интегрируема на [а, 6] (а ^ х ^ 6), а ядро K(x,t) непрерывно, либо квадратично

интегрируемо в области S = {а ^ ж ^6, a^t^b} (К(х, £) = 0 при t>x). Уравнения
вида B) при тех же ограничениях на правые части и ядра (условие равенства ну-
нулю ядра при Ожне выставляется) называются уравнениями Фредгольма первого
или второго рода.

Для уравнений A) и B) рассматривают также классы ядер, имеющих интегри-

интегрируемую особенность при x = t. Уравнения A) называют в этом случае уравнениями

Вольтерра со слабой особенностью, а B) — уравнениями со слабой особенностью

или часто фредгольмовыми уравнениями.

Уравнения вида B) с разностными ядрами, интегрирование в которых про-

производится по всей действительной оси или по полуоси, называются уравнениями

типа свертки. Уравнения типа свертки B), для которых а = 0 и b = oo, называ-

называются уравнениями Винера
— Хопфа первого или второго рода.

Если в интегральных уравнениях вида B) интеграл существует только в смыс-

смысле главного значения по Коши, то такие уравнения называются сингулярными

интегральными уравнениями.

* В соответствующие разделы книги, посвященные уравнениям с переменным
и постоянными пределами интегрирования, иногда будут включаться также

уравнения более общего вида, которые вместо y(t) в подынтегральном выражении

содержат неизвестную функцию сложного аргумента y(z), где z = z(x,t).
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Об указанных и других классах линейных интегральных уравнений, а также

методах их решения можно прочитать в книгах, приведенных в конце этого

раздела (см. также общий список литературы).
2. Нелинейные интегральные уравнения. Нелинейное интегральное

уравнение с переменным пределом интегрирования часто записывают в следую-

следующей достаточно общей форме:

ру(х)+ [ K(x,t,y(t))dt =
J а

C)

где у(х)—неизвестная функция, K(x,t, y(t)) —ядро нелинейного интегрального

уравнения, /(ж) — некоторая известная функция, которая называется свободным

членом или правой частью интегрального уравнения.
Нелинейное интегральное уравнение с постоянными пределами интегриро-

интегрирования часто записывают в следующей достаточно общей форме:

rb

Ру{х)+ I K(x,t,y(t))dt = f(x), D)
J a

При /3 = 0 уравнения C) и D) называются нелинейными интегральными урав-

уравнениями первого рода, а при /3^0 — нелинейными интегральными уравнениями

второго рода.

Уравнения вида C) и D) не охватывают все возможные формы нелинейных

интегральных уравнений, однако включают часто встречающиеся и более всего

изученные.

Уравнения вида C) называются интегральными уравнениями Вольтерра в

форме Урысона первого или второго рода. Если ядро может быть представлено
в виде произведения

K(x,t,y(t)) = Q(x,t)<b(t,y(t)), E)
то уравнения C) называются интегральными уравнениями Вольтерра в форме
Гаммерштейна первого или второго рода.

Уравнения вида D) называются интегральными уравнениями Урысона пер-
первого или второго рода. Если в уравнении D) ядро K(x,t,y(t)} имеет вид E), то

получаем интегральные уравнения Гаммерштейна первого или второго рода.

Об указанных и других классах нелинейных интегральных уравнений, а также

методах их решения можно прочитать в книгах, приведенных ниже (см. также

общий список литературы).

® Литература: Г. Виарда A933), Э. Гурса A934), Г. М. Мюнтц A934), И. И. При-
Привалов A935), И. Г. Петровский A951), У. В. Ловитт A957), С. Г. Михлин A959),
Ф. Трикоми A960), П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968), М. Л. Краснов,
А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968), Н. И. Мусхелишвили A968), Л. Я. Цлаф

A970), В. И. Смирнов A974), А. Н. Колмогоров, С. В. Фомин A976), Л. В. Кан-

Канторович, Г. П. Акилов A977), Ф. Д. Гахов A977), Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский

A978), В. Вольтерра A982), A. J. Jerry A985), А. Ф. Верлань, В. С. Сизиков

A986), С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987), И. К. Лифанов A995),
A. D. Polyanin, A. V. Manzhirov A998).



1. Линейные уравнения первого рода
с переменным пределом интегрирования

► Обозначения: f = f(x), g = д(х), h = h(x), К = К(х), М = М(х) — произвольные

функции (вместо х у функций моэюет быть сложный аргумент, зависящий
от двух переменных х и t); А, В, С, D, Е, а, Ъ, с, а, C, 'у, X, /л

— свободные

параметры; т, п
—

целые неотрицательные числа.

► Предварительные замечания. Для уравнений вида

К(х, t)y(t) dt = f(x), a^x < 6,

где функции K(x,t) и /(ж) непрерывны, предполагается, что правая часть /(ж)
удовлетворяет следующим условиям.

1°. Если К(а, а) ф 0, то f(a) = 0 (например, правые части уравнений 1.1.1 и 1.2.1

должны удовлетворять этому условию).

2°. Если К(а, а) = К'х(а,а) = • • • = К^1'^ (а, а) = 0, 0 < \К^п\а, а)\ < оо, то для

правой части имеем

Да) = /» = ■•■ = 4"> (а) = 0.

Например, при п = 1 эти ограничения накладываются на правую часть уравне-
уравнения 1.1.2.

3°. Если К(а, а) = К'х(а,а) = • • • = Кхп-^{а, а) = 0, К^п\а, а) = оо, то условия
на правую часть принимают вид

Например, при п = 1 им должна удовлетворять правая часть уравнения 1.1.30.

В случае когда К(х, t) имеет интегрируемую степенную или логарифмическую
особенность при х = t, a f(x) непрерывна, дополнительные условия на правые

части интегральных уравнений не накладываются (например, см. уравнение

Абеля 1.1.36).
В главе 1 условия типа 1°—3° как правило не приводятся.

1.1. Уравнения, ядра которых содержат степенные

функции

1.1-1. Ядра уравнений линейны по аргументам ж, t

1. Гy(t)dt= f(X).
Ja

Решение: у(х) = f'x(x).

2. fX(x-t)y(t)dt= f(x).
J a

Решение: у(х) = fxx(x).
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J а
(Ах + Bt + C)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.5 при д(х) = ж.

1°. Решение при В ф —А:

У(х) = А | [(А + В)х + С] ~"ATE Г [(А + B)t + С] ~~^в ft{t) dt \.их ^ J а

2°. Решение при В = —А:

ф)=Ы ехр(—

1.1-2. Ядра уравнений квадратичны по аргументам ж, t

4. Г(а, - tJj/(t) dt = /(as), /(a) = /£(a) = /^(a) = 0.
-'a

Решение: у(ж) = \f'^xx{x).

5. /"(ж2 -t2)y(t)dt=f(X), /(a) = /i(a) = 0.

Частный случай уравнения 1.9.2 при #(ж) = ж2.

Решение: у(ж) = ^- [ж/"ж(ж) - /^(ж)].

6. /(Аж2 + Bt2)y(t)dt= /(ж).

При Л = —А см. уравнение 1.1.5. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = ж2.
2А rx 2B

/
1 d Г 2А rx 2B 1

Решение: у(х) = ж А+в / t A+Bf{t)dt\.
А + В dx I Ja J

7. [X(AX2+ Bt2+ C)y(t)dt= f(X).

Частный случай уравнения 1.9.5 при д(х) = ж2.
Решение:

у(х) = ьщпф) А-

где <р(х) = (А + В)х2 + С.

8. Г [АХ2 + (В - A)xt - Bt2]y(t) dt =/(*), /(a) =/i(a) = 0.
-/a

Дифференцируя по ж, получим уравнение вида 1.1.3:

Г[2Аж + (В - A)t]y(t) dt = f'x(x).
J a

Решение:
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гх

9. / (Ах2 + Bt2 + Сж + Dt+ E)y(t)dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ах2 + Сх, h(i) = Bt2 + Dt + .Б.

10. / (Axt + Bt2 + Сж + £>t + E)y(t)dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при ^(ж) = ж, /&]_(£) = At + С, #2(ж) = 1>
()

2

11. /" (Аж2 + JBжt+ Сж+ Dt+ E)y(t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Bx-\-D, h^{t) = t,

()

1.1-3. Ядра уравнений в виде кубических полиномов по аргументам ж, t

12. Г\x-tKy(t)dt= /(ж), f(a) = fx(a) = fxx(a) = fxxx(a) = 0.
Ja

Решение: у(ж) = \fxxxx(x).

13. Г {x3 -t3)y{t)dt= f{x), f(a) = fx(a) = 0.
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = ж3.

Решение: у(х) = — \xf'' (ж) — 2/'(жI.
Зж3

14. Г(Ах3 +Bt3)y(t)dt= f(x).
J a

При Л = —А см. уравнение 1.1.13. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = ж3.
1 d Г за /-ж зв 1

Решение при 0 < а < ж: 'и(ж) = ж А+в / f А+в f'(t) dt\ .УУ }
А + В dx[ Ja

JtU J

15. Г(Ах3+Bt3+ C)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.5 при д(х) = ж3.

16. Г\x2t-xt2)y(t)dt= /(ж), /(а) = /^(а) = О.
-/а

Частный случай уравнения 1.9.11 при д(х) = ж2, /г(ж) = ж.

Решение: у(х) = — —/(ж) .

17. / (Аж^ + Bxt2)y{t) dt = /(ж).
./a

При Л = —А см. уравнение 1.1.16. Частный случай уравнения 1.9.12 при

д(х) = ж2, h(x) = ж.

Решение:

у(х) =
(А

d Г 1

dt [t
J
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18. [Х(Ах3 -\-Bxt2)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д±(х) = Ах3, h^(t) = 1, д2{х) = Е

19. [ (Ах3 + Bx2t)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д1(х) = Ах3, h1(t) = 1, д2(х) = Вх2,
h2(i) = t.

гх

20. / (Ax2t + Bt3)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ах2, h1(t) = t, g2(x) = В,
h2{t)=t3.

21. Г (Axt2 + Bt3)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д-\_(х) = Ах, h1(t) = t2, g2(x) = В,

гх

22. / (А3х3 + B3t3 + А2х2 + B2t2 + Агх + Bit + C)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Asx3 + A2x2 + А-^х + С,

h(t) = B3t3 + B2t2

1.1-4. Ядра уравнений в виде полиномов более высокой степени

23. [ (x-t)rty(t)dt= f(x), n=l,2,...
Ja

Считается, что правая часть уравнения Вольтерра удовлетворяет условиям

/(a) = /» = ..- = /in)(a) = 0.

Решение: у(х) = —f^n+1\x).
п\

В частном случае при /(ж) = Ахш, где т
—

натуральное число, т > п, решение
имеет вид

()
т-п-1

у(х)V }
п\(т-п- 1)!

24. Г(хп -tri)y(t)dt= f(x), /(а) =
Ja

1 d \ f (x)
Решение: у(ж) = — '

n dx | xn~1

fX

25.5. Г (trixri^1 -xntri+1)y(t)dt= /(ж), п= 2,3,...
J a

Частный случай уравнения 1.9.11 при д(х) = xn+1, h(x) = хп.

Решение: у(х) =УК '
хп dx2 I х
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1.1-5. Ядра уравнений содержат рациональные функции

26. Г Ш^ = ,(.).
Jo х + t

1°. Для полиномиальной правой части /(ж) = Y1 Апхп решение имеет вид
п=0

fe=i
k

2°. Для правой части /(ж) = жЛ ^ ^4пжп, где Л — любое (Л > —1), решение имеет
п=0

вид
N .

У\) / v 7~>
' ?T.

3°. Для правой части /(ж) = In ж I Y1 Апхп I решение имеет вид
v п=0

п=0

N

Е
п=о

fc= l

-ж'%

12

4°. Для правой части /(ж) = J^ АпAпж)п решение уравнения имеет вид
п=0

у(х) = J^ AnYn(x),
п=0

где функции Yn = Yn(x) определяются по формулам:

d\n L ДА) J J A=o

zxdz

N N

5°. Для правой части /(ж) = ^ An cos(An In ж) + Yl Bnsm(\n\nx) решение
n=l n=l

уравнения имеет вид

N N

у(х) = 2_, Сп cos(An In ж) + 2_\ Dn sin(An In ж),
n=l n=l

где постоянные Сп и Dn определяются методом неопределенных коэффициентов.

6°. Для произвольной правой части /(ж) преобразование

ж = \e2z, t=\e2T, y(i) = e~Tw(r), f(x) = e~zg(z)

приводит к интегральному уравнению с разностным ядром вида 1.9.26:

'z

w(r)drfz w(r) dr

J_oo ch(z-r)

2 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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27

Г

1/(*)<^ = /(ж), а>0, а+6>0.
Jo ax -\- bt

N

1°. Для полиномиальной правой части /(ж) = J2 Апхп решение имеет вид
п=0

у(х) = 2^ "^-жп, Бп =

N

2°. Для правой части /(ж) = жл J^ Апхп, где Л — любое (Л > —1), решение имеет
п=0

вид

о

N \

3°. Для правой части /(ж) = In ж Y1 Апхп решение имеет вид
\п=о )

-dt.
о а -\- bt Jq a + bt

4°. Для некоторых других частных видов правой части (см. пп. 4, 5 в уравне-

уравнении 1.1.26) решение можно найти методом неопределенных коэффициентов.

- ГJo
N

1°. Для полиномиальной правой части /(ж) = ^ Апхп решение имеет вид
п=0

у(х)
- у Л^ж«+1 в - Г1 tn+ldt

В частном случае при а = Ъ = 1 и /(ж) = Ах2 + Вх + С решение интегрального
уравнения дается формулой

2А о 4Б 2 2С
у(х) = ж Н ж Н ж.yV У

1-1п2 4-тг In2

N
2°. Для правой части /(ж) = жЛ ^ ^.пжп, где Л — любое (Л > —1), решение имеет

п=0
вид

3°. Для правой части /(ж) = In ж Y1 Апхп решение имеет вид
\п=0 )

п=0 ™ п=0
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h а>°' а+6>0'

1°. Для полиномиальной правой части /(ж) = J^ Апхп решение имеет вид
п=0

trn+n-1 dt

N

2°. Для правой части /(ж) = жЛ J2 Апхп, где Л — любое (Л > —1), решение имеет
п=0

вид

3°. Для правой части /(ж) = In ж Y1 Апхп решение имеет вид
\п=0 )

У(Х) = 1ПЖ ]Г Л^
n=0 n

J2
n=0

n
— / ' ^n — /

Jo a H~ bt171 Jq a + o£m

at.

1.1-6. Ядра уравнений содержат квадратные корни

30. / л/x-t y(t) dt = f(x).
Ja

Дифференцируя по ж, приходим к уравнению Абеля 1.1.36:

Решение:

31. fx
J a

Частный случай уравнения 1.1.44 при \i = -^-.
Решение: у(ж) = 2 Г\/ж /' (жI.

йж

/•ж

32. / (AVsB + BV?)i/(t)dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.1.45 при \± = -^-.
/•ж

33. / A
./а

-t)y(t)dt = /(ж).

Дифференцируя по ж, приходим к уравнению Абеля второго рода 2.1.46:

6

у(х) + —
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34. f (tVx-xVi)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.11 при д(х) = у/х, h(x) = х.

гх

35. / (AtVx + BxVt)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.12 при д(х) = у/х, h(t) = t.

Г y(t) dt
_ „_ч

Ja
36

/x — t

Уравнение Абеля.

Решение:

1 d fx f{t)dt f{a)
ах

I =
f(a)

+ 1 Г fj(t)dt

(•) Литература: Э. Т. Уиттекер, Дж. Ватсон A963, стр. 322).

т./'J a y{t)dt= f{x).
х —

Запишем это уравнение в виде

y(t) dt

гJ a /x-t
= fix) - Ъ / y(t) dt.

Считая теперь правую часть этого выражения известной, решим его как уравнение
Абеля 1.1.36. В результате после некоторых преобразований получим уравнение
Абеля второго рода 2.1.46:

38.

7Т

= f(x).

7T dx

№ dt

Частный случай уравнения 1.1.44 при \i =
— -^-.

Решение: у{х) = -2[x3/2 f'x(x)] 'x, a > 0.

rx / л R \

39. / __ + _^.y(t)ctt =/(«).
^a V V« Vt J

Частный случай уравнения 1.1.45 при \i =
— -^-.

40. /
Ja

ж

y(t) dt

- t2

2 d fx tf(t) dt
Решение: y= / =.

(•) Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 32).
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41. /./о
x

y(t) dt

Vax2 + bt2
= /(ж), а > О, а+6>0.

1°. Для полиномиальной правой части /(ж) = ^2 Апхп решение имеет вид
п=0

: V 4^», En= Г tU(

n=0 ^n
П

^° y/°J ~^~

JV
2°. Для правой части /(ж) = жЛ J^ Апхп, где А — любое (А > —1), решение имеет

п=0
вид

У\) / v 7~> ' 71

3°. Для правой части /(ж) = In ж ( J2 Апхп 1 решение имеет вид
п=0

tn In t
-dt.

4°. Для правой части /(ж) = J^ АпAпж)п решение уравнения имеет вид
п=0

п=0

где функции Уп = Yn(x) определяются по формулам:

.Л

п[}
ua- L J J л=о

N N

5°. Для правой части /(ж) = Yl An cos(An In ж) + Yl Bn sin(An In ж) решение
п=1 п=1

уравнения имеет вид

N N

у(х) = ^2 Сп cos(An In ж) + ^2 Dn sin(^n 1пж)>
n=l n=l

где постоянные Сп и Dn определяются методом неопределенных коэффициентов.

1.1-7. Ядра уравнений содержат произвольные степени

42. /" (x-t)xy(t)dt= /(ж), /(а) = 0, 0<Л<1.

Дифференцируя по ж, приходим к обобщенному уравнению Абеля 1.1.46:

Решение:
х

f(t) dt sin(vrA)
)а (Ж - t)X

® Литература: Ф. Д. Гахов A977, стр. 602).
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r±O. I ytJU
—

Lj yyLj LLL J ytJUj •

J a

При /x = 0,1, 2,... см. уравнения 1.1.1, 1.1.2, 1.1.4, 1.1.12, 1.1.23. При 0 < /x < 1
см. уравнение 1.1.42.

Пусть /x = n
— А, где n = 1, 2,... ,

0 ^ A < 1 и f(a) = f'x(o) = • • • = /ж (а) = 0.

Дифференцируя обе части уравнения п раз, получим уравнение вида 1.1.46:

[
Ja

'

y(t)dr

где Г(/х) —гамма-функция.
В частном случае при f(x) = Ах@, где /3 ^0, /х > —1, /х —/? ^ 0,1, 2,. .., решение

имеет следующий вид: у(ж) =
Г(/х + 1)Г(/?-/х)

(•) Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 55).

44. Г\х» -t»)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = х^.

Решение: у(х) = —[x1~fJlffx(x)]f.

45. Г (Ах» + Bt»)y(t) dt = f(x).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.1.44. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = х».

1 d \ А/Л [х В/Л
Решение: у(х) = \х ^+в / t a+b f'(t) dt

А + В dx [ J а

Обобщенное уравнение Абеля.
Решение:

sin(TrA) d Г /(t)dt
=

sin(TrA) Г /(а)
тг аж Ja (ж

— tI
л

7Т I (х
— аI

л
Ja (ж

— i

(•) Литература: Э. Т. Уиттекер, Дж. Ватсон A963, стр. 322).

47* /Ж[Ь+ / *,x]y(t)dt=f(x), 0<Л<1.
Ja L Vя3 ь) J

Запишем это уравнение в виде

Считая теперь правую часть этого выражения известной, решим его как обоб-

обобщенное уравнение Абеля 1.1.46. В результате после некоторых преобразований
получим уравнение Абеля второго рода 2.1.60:

y(t)dt sin(^A) d {* f(t)dt
* dxja (x-t)i-^
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48. Г (V^-Vi)Xy(t)dt= /(ж), 0<Л<1.
Jа
Решение:

г\
k (гdV г

у(х = -— 1у/Е—\ / ■

у/х V dx J Ja

f(i) dt sin(vrA)
Г" i rC — -

Решение:

/(*) dtsmiTTA) a I
y(x) = —о—~т~ \2тг dx Ja

50. I* (Axx + Bt»)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ахх, h(t) = .

51. / [1 + A(xxt» - Xx+»)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.13 при g(x) = Ах^, h(x) = хх.
Решение:

h) f' [t~Xfit)] *
=

ехр
--

52. I* (AxPtf+ Bxstx)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при g-^ix) = Ах$, /&]_(£) = t7, g2(x) =

A

53. f[Axx(t» -ж") + Вж/3(^ -aj^)]i/(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.45 при gi(x) = АжЛ, /ii(ic) = х^, 92(х) =

h2(x) = ж7.

Частный случай уравнения 1.9.47 при д{х) = х.

гх

55. / ta{x^ -t»)xy(t)dt= /(ж), о- > -1, ijl > 0, Л>-1.
Ja

Преобразование т = t^, z = ж^, ги(т) = ta~^+1y(t) приводит к уравнению вида

1.1.42:

где А = а^, F{z) = ^f{z1^).
Решение при

— 1 < Л < 0:

_

х
t
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56. Г
Jo

Частный случай уравнения 1.1.57 при Л= 1, а = b = 1.

Преобразование

х = —е z, t = —е т, у(£) = е^ ^Т/ш(т), /(ж) = е
^

приводит к уравнению с разностным ядром вида 1.9.26:

w{r)dr
/: :-т)

57. Г , ^ft,.. =/(»), а>0,
(ажл

1°. Замена t = xz приводит к частному случаю уравнения 3.8.45:

П

2°. Для полиномиальной правой части f(x) = J^ Arnxrn решение имеет вид
т=0

m=0 m

Считается, что существуют интегралы /т.

3°. Структуру решения для некоторых других правых частей интегрального

уравнения можно получить исходя из A) и результатов, приведенных для более

общего уравнения 3.8.45 (см. также уравнения 3.8.26-3.8.32).
4°. При а = Ь это уравнение, как и уравнение 1.1.56, можно свести к интегральному

уравнению с разностным ядром вида 1.9.26.

J a "

Это уравнение можно записать с помощью гипергеометрической функции
Гаусса в виде

/v^J? где 'у = -~-.

Решение этого уравнения см. в 1.8.86.

1.2. Уравнения, ядра которых содержат экспоненциальные

функции

1.2-1. Ядра уравнений содержат экспоненциальные функции

1. Г ex<<x-^y(t)dt= f(x).
Ja

Решение: у(х) = f'x(x) — А/(ж).
В частном случае а = 0 при /(ж) = Ах решение дается формулой у(х) = АA — Хх).
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2. Г eXx^ty(t)dt= f(X).
J а

Решение: у(х) = е~(х+^х [fx(x) - Л/(ж)].
В частном случае а = 0 при /(ж) = Asin^x) решение дается формулой

у(х) = A

3. / [ел<ж-*) -l]y(t)dt= f(X), f(a) = fUa) = O.
J a

Решение: у(ж) = \fxx(x) - f'x(x).

4. Г[ел(ж-*> +b]y(t)dt= f(X).
J a

При 6 = — 1 см. уравнение 1.2.З. Дифференцируя по ж, приходим к уравнению

вида 2.2.1:

4 '

6+1 7а
"ч '

6+1

Решение:

5. r(eXx
Ja

При C = —А см. уравнение 1.2.4. Частный случай уравнения 1.9.15 при

дх{х) = еЛж, /^(t) = е^, д2{х) = 1, /i2M = &•

t=/(^), /(a) = /^(a) = O.

Частный случай уравнения 1.9.2 при ^(ж) = еХх.

Решение: у(х) = е~Лж [^/ixW ~ /i wl •

7. Г(еХх -ext +b)y(t)dt= f(X).
Ja

При 6 = 0 см. уравнение 1.2.6. Частный случай уравнения 1.9.3 при д(х) = еХх.
Решение:

^ ^ (^в
С

fi(t)dt.

8. [Х(АеХх + Bext)y(t)dt= f(X).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.2.6. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = еХх.

Решение: у{х) =-L-j-\e^--^-x) j exp(--^t)/t'(t) «й].
9. Г (АеЛа; + ВеА* + С) y(t)dt =/(;<;).

-/а

Частный случай уравнения 1.9.5 при д(х) = еХх.
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10. [ (АеХх + Be»t)y(t)dt = /(ж).
Jа

При А = \i см. уравнение 1.2.8. Частный случай уравнения 1.9.6 при

д(х) = АеХх, h(t) = Be*1*.

. Г [ел(ж-*> - e^x-V]y(t) dt = Дж), f(a) = fx(a) = 0.
J a

11

Решение:

У\Х)
—

\_Jxx
~

А — LJL

12. f[Aex<<x-^ + Be^x-^]y(t) dt = /(ж).
Ja

При 5 = —А см. уравнение 1.2.11. Частный случай уравнения 1.9.15 при

дх(х) = АеХх, h^t) = e~Xt, g2(x) = Ве^х, h2(t) = e~^.

Решение:

А + В dx

13. [ [Аех<<х-^ + Be^-V + C]y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.2.14 при /3 = 0.

14. Г [АеЛ(ж~*) + Be^-V + C^x~^]y(t) dt = /(ж).
Ja

Дифференцируя уравнение по ж, имеем

(А + Б + С)у(ж)

Исключая отсюда слагаемое с множ:ителем eP(x-t) c помощью исходного уравне-

уравнения, приходим к уравнению вида 2.2.10:

(А + В + С)у(я) + Г [А(Л - /3)ел(ж-^ + Б(М - /3)е^(ж-^]уй ^ = fx[x) - /3f(x).
J a

В частном случае А + В + С = 0 это уравнение вида 1.2.12.

15. / [АеЛ(ж-*> + Ве^х~^ + Се^^-*> - А - В - C]y(t) dt = /(ж).

Здесь /(а) = f'x(a) = 0. Дифференцируя по ж, получим уравнение вида 1.2.14:

Г [AAeA(x-t} + В^х-1) + С/Зе^

16. Г(еХх+»ь -e»x+xt)y(t)dt=f(X),

Частный случай уравнения 1.9.11 при ^(ж) = еХх, /i(t) = e^*.

Решение:

(Л
- ц) ехр[(Л + ф]
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17. /Ж(АеЛж+/х* +Be<xx+Xt)y(t)dt= /(ж).
Jа
При В = —А см. уравнение 1.2.16. Частный случай уравнения 1.9.12 при

g(x) = eXx,h(t)=e^.
Решение:

dt etxt А + В

18. /Ж(АеЛж+/х* + ВеРх+^)у(Ь) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = АеХх, /i]_(t) = е^*, ^2(ж) =

h2(t) = e-Y*.

19. /Ж (Ае2Лж + Ве2/3* + СеЛж + De^* + ^)y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ае2Хх+СеХх, h(t) = Be2Ct+DeCt+E.

20. Г (АеЛж+/3* + Be2f3t + СеЛж + De^ + S)i/(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = еЛж, h1(t) = Ае^* + С, ^2(ж) = 1>
Р + DeP* + Е.

21. /Ж(Ае2Лж + ВеЛж+/3* + СеЛж + De^* + ^)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при д-\_(х) = ВеХх + D, /*i(t) =

2Л Л

. Г [
J a

22. Г [1 + АеЛж (е^ - e»x)y(t) dt = /(ж).
J

Частный случай уравнения 1.9.13 при д(х) = е^ж, h(x) = АеХх.
Решение:

„(х) = AW,)

23. /[АеЛж(е/хж -e^J+Be^te^ - e^*)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.45 при gi(x) = АеХх, /&]_(£) = —е^*, ^2(ж) = Ве@х,

24. /Ж{Аехр(Лж + ^) + Вехр[(Л +/3)ж + (/х -/3)t] -
-/a

- (А + В) ехр[(Л + 7)ж + (/х - 7)t]}y(t) dt = /(ж).
Частный случай уравнения 1.9.47 при <7]_(ж) = ех.

. /Ж(еЛж -ext)riy(t)dt= /(ж), г* =1,2,...
./а

25

Решение:

Хпп\
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. f л/е.Хх -exty(t)dt = /(ж), Л > О.
Ja

26

Решение:

А>0-

Решение:
A d [x extf(t)dtЛ

у(х) = —
7Г

28. /Ж(еЛж -ext)»y(t)dt= /(ж), Л > О, О < д < 1.

Решение:

29.

Решение:

extf(t)dt
dx Ja (eXx -

1.2-2. Ядра уравнений содержат экспоненциальные и степенные функции

30. fX[A(x-t) + Bex(x-V]y(t) dt = /(ж).
Ja
Дифференцируя по ж, получим уравнение вида 2.2.4:

Ву(х) + Г [А + ВАеА<*-*>] y(t) dt = f'x(x).
J a

31. Г (*-t)^°-Vy(t)dt= f{x), f(a) = fx(a) = 0.
J a

Решение: у(ж) = f'Jx(x) - 2\f'x(x) + Л2/(ж).

32. Г(Ах + Bt+ C)ex(<x-^y(t)dt= /(ж).
Ja
Замена u(x) = e~Xxy(x) приводит к уравнению вида 1.1.3:

Г (Ах + Bt + C)u(t) dt = e~Xxf(x).
J a

33. fX(Axext + Bte»x)y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при д1(х) = Ах, h1(t) = eAt, g2(x) = Be

h2(t) = t.

34. fX[Axex<<x-^ + Bte^x-^]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д-\_(х) = АхеХх, /ii(t) = e~

#2 (ж) = Бе^ж, /i2(t) = te-»*.
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За

Решение: у(х) = \ [fx"xx{x) - 3Xfxfx(x) + ЗА2fx(x) - Xsf(x)].

36. [X(x-t)riex<<x-^y(t)dt= /(ж), n=l,2,...6. fX(x-t)riex<<x-^y(t)dt= /(ж),
J a

Считается, что выполнены условия /(а) = fx(a) = • • • = fx(а) = 0.

1 d
Решение: y(x) = —еХх—^ [е~Ххf(x)].

37. Г {Ах? + Bext)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ах@, /i(t) = BeXt.

38. fX(AeXx + Btf3)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = АеХх, /i(t) = 5t^.

39. [X(AxPext + Btf e.»x)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при дх{х) = Ах@, /&]_(£) = eAt,
h()

40. / ex<<x-t>^x-ty(t)dt= f(x).

Решение:

rx eX(x-t)
41. J v_Jy(t)dt=f(x).

Решение:

/x-t

42. Г {x-t)xe^x-^y(t)dt= /(ж), 0<Л<1.

Решение:

a (x - t)x ttX

x pA(aj-t)/•ж eA(a;-t)
- / 7 TT7

]a (x- t)i-"

Решение:

еАж- -^ Jz^-dt.
it dx



30 Линейные уравнения первого рода с переменным пределом интегрирования

44. fX(V^-Vt)Xe^x-^y(t)dt= /(ж), 0<Л<1.
Jа

Замена и(х) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.1.48:

f
Jа

e()y(t fit
45. /

V(>
= f(x),

Ja (л/Ж — Vt)
Замена и(х) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.1.49:

<*)dt
-e-^f(x)Ja

rx eX(x-t)
46. / y(t)dt=f(X).

Ja л/х2 — t2

Решение: y=—eXx— / /(*) dt.

7Г dx Ja \/X2 — t2

rx

47. / ехр[Л(ж2 - t2)]y(t) dt = /(ж).
Ja
Решение: у(ж) = f'x(x) — 2Xxf(x).

48. Г[ехр(Лж2) -exP(At2)]y(t)dt= /(ж).
-'a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = ехр(Лж2).

49. Г [Аехр(Лж2) + Bexp(At2) + C]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.5 при д(х) = ехр(Лж2).

гх

50. / [Аехр(Лж2) + Bexp(/j,t2)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Аехр(Лж2), h(t) =

rx

51. / л/х — t ехр[Л(ж2 — t2)]y(i) dt = /(ж).
Ja
Решение:

2 .

2ч d2 fx exp(-At2) .

ч

y(x) = _ ехр(ЛЖ2)—— / У;
7
/(t) dt.

52.

Решение:
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. Г(ж-^лехр[М(Ж2 -t2)]y(t)dt= /(ж),
J а

53.

Решение:

Х exp(-Mt2) f(+^+
k=

sin(TrA)
тгЛ

/ж ехр[Л(ж^ — t@)]y(t) dt = /(ж).

Решение: у(ж) = fx(x) — \Cх^~1 /(ж).

1.3. Уравнения, ядра которых содержат гиперболические
функции

1.3-1. Ядра уравнений содержат гиперболический косинус

ch[\(X-t)]y(t)dt =/(*).

Г X

Решение: у(х) = fx(x) — Л2 / /(ж) йж.

2. r{ch[A(sB-t)]-l}t;(t) А =/(*),
J a

Решение: у(ж) = -Lf'J'xx(x) - f'x(x).

3. [X{ch[\(x-t)] + b}y(t)dt= f(x).
J

При 6 = 0 см. уравнение 1.3.1. При b = —1 см. уравнение 1.3.2. При Л = 0

см. уравнение 1.1.1. Дифференцируя уравнение по ж, приходим к уравнению

вида 2.3.16:

^ jX - t)]y(t) dt = ^-.
1°. Решение при 6F + 1) < 0:

Гsin[Hx ~t)]m dt'

2°. Решение при 6F + 1) > 0:

f (ж) Л2

где k =

где к = Л

4. [ ch(\x + /3t)y(t)dt= f(x).
J a

При /3 = —Л см. уравнение 1.3.1.

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

Г sh{\x + Ct)y{t)dt = f'x{x), A)
-'a

I* = f'x'x(x). B)
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Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению первого порядка

w'x + Ath[(A + C)x]w = fx'x{x) - X2f(x), w = ch[(A + C)x]y(x). C)

Полагая x = а в равенстве A), имеем начальное условие w(a) = fx(a). Решив

уравнение C) с этим условием, после некоторых преобразований получим решение
исходного интегрального уравнения в виде

+ ■

A + /3

5. fX[ch(\x) - ch(\t)]y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = сЬ(Аж).

Решение: у(х) =
X dx

6. [ [АсЬ(Аж) + Bch(Xt)]y(t) dt = /(ж).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.3.5. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = сЬ(Аж).

Решение: у(ж) = —j [ch(Ax)l ~^+в~ f \ch(Xt)] ~~K+Bf'{t) dt\ .

7. fX[Ach(Xx) + Вch(/xt) + C]y{t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = АсЬ(Аж), h(i) = В ch(/it) + С.

8. / {Aich[Ai(aj-t)] +A2ch[A2(aj-t)]}i/(t)dt=/(aj).
-/а

Это уравнение эквивалентно уравнению вида 1.3.41:

/ {B1sh[X1(x-i)] + B2sh[X2(x -i)]}y(i)dt = F(x),
J a

5i = ^-, 52 = ^-, F(x) = / fit) dt,

(Дифференцируя это уравнение, получим исходное интегральное уравнение.)

9. Г ch2[X(x-t)]y(t)dt =/(*).

Дифференцируя, приходим к уравнению вида 2.3.16:

у(х) + А Г sh[2A(x - t)]y(t) dt = /i(x).

Решение:

2A2 /*ж
y(x) = fx(x) -—— sb[k(x-t)]ft(t)dt, где /с = Ал/2.
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10. Г [ch2 (А*) - ch2 (At)] y(t) dt = /(as), Да) = fx (a) = 0.
J a

Решение: ух == -— Jx^A dx I shBAx)

11. I* [Ach2(\x) + Bch2(Xt)]y(t)dt = f(x).
J a

При В = —А см. уравнение 1.3.10. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = сп2(Аж).
Решение:

1 d ( 2A fx 2B 1
У(х) = -^-^

—

| [ch(Ax)] А+в J ЩЩ л+в ft{t) dtj.
12. fX[Ach2(\x) + В ch2 fat) + C]y(t) dt = f(x).

Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ach2(Xx), h(t) = В ch2(fit) + C.

13. f сЬ[Л(ж - t)] сЬ[Л(ж + t)]y(t) dt = /(ж).

Используя формулу

ch(a - C) ch(a + /3) = ^[cosBa) + cosB/3)], a = Ax, /3 = \t,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.3.6 при А = В = 1:

Решение:

14. /" [сЬ(Лж) ch(/xt) + сЬ(/Зж) chGt)]y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при g\(x) = ch(Ax), h1(t) = ch(/xt),

() = ch(/?x), /i2(t) = chGt).

/" [c
J a

M-
rf [ l Г №
dx [ УсЬBАж) Ja ^ch{

15. [ ch3[\(x-t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Используя формулу ch3 /3= -^ ch 3/3+-|- ch /3, приходим к уравнению вида 1.3.8:

{-!■ ch[3A(x - *)] + f chlA^ - t)]}w(t) dt = /(x).

16. Г [ch3 (Asb) - ch3 (At)] j/(t) dt = /(as), f(a) = fx (a) = 0.
./a

Решение: y(x) =
Jx\x)

ЗА йж Lsh(Ax)ch2(Ax)

17. /Ж [A ch3 (Лж) + В ch3 (At)] y(t) dt = f(x).
./a

При 5 = —А см. уравнение 1.3.16. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = сп3(Аж).
Решение:

1 И Г ЗА /-ж __з_в_

{ Н^)] А+в У [h(A*)] А+в

3 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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18. Г [A ch2 (Лж) ch(/Ltt) + В сЬ(/Зж) ch2(^t)] y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = Асп2(Аж), h1(t) = ch(/xt),
92{х) = Bch(px), h2(t) = ch2Gt).

19. fX ch4[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Преобразуем ядро интегрального уравнения с помощью формулы

ch4/3 = -±-ch4/3+-§-ch2/3+-§-, где /3 = X(x-t),
а затем продифференцируем уравнение по ж. В результате приходим к уравнению

вида 2.3.18:

у(х) + Л Г{\ 8п[4А(ж - t)] + sh[2A(x - t)]}y(t) dt = f'x(x).

n=l,2,...

rx

20. / [сЬ(Лж) —ch(Xt)]ny(t)dt = /(ж),
-/a
Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = fx(a) = • • • = fx (a) = 0.

sh(Xx) Г 1 d
n+1

, N

Решение: 'у(ж) = fix).
Хпп\ [ sh(Xx) dx

21. I ^ch ж - ch t y(t) dt = f(x).

Решение:
2

,
/ 1 d \2 [x shtf(t)dt

y(x) = —эпж /
тг V shж da; / ja усЬж — cht

22.
/a л/ch ж — ch t

Решение:

y(x)
тг dx Ja

x

shtf(i)dt
^сЁТ

ГХ

23. / (ch ж — ch t)Xy{t) dt = /(ж), О < Л < 1.
./a

/

Решение:

=k*x(j-jL)>r*m*, k=
shx dx ) Ja (сЬж — cht)A

'

тгА

24. I* (ch» x - ch» t)y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = ch^ ж.

Решение: у(х) = ——yV У
12 dx

25. I* (Ach» x + Bch» t)у(t) dt = /(ж).
./a

При В = —А см. уравнение 1.3.24. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = ch^ ж.

Решение:
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26. /
J а

y(t) dt

(ch x — ch t)^
Решение:

sin(TrA) d fx

tx dx Ja (chx — chtI~x

27. J"(*-t) cb[\(x - t)]y(t) dt =/(*), f(a) = fx (a) = 0.

Дифференцируя уравнение дважды, имеем

fx o fx
у(х) + 2А / sh[AO - t)]y(t) dt + A2 / (x - t) ch[A(> - t)]y(t) dt = f'Jx).o\ j

j
i \ /ia\ j

j
\ / L V /ia\ j JXX\ J

Исключая отсюда третье слагаемое в правой части с помощью исходного уравне-

уравнения, приходим к уравнению вида 2.3.16:

rx

28. /
Ja

у(х) + 2Л Г sh[A(x - t)]y{t) dt = fjx(x) - X2f(x).
J a

/x — t
y(t)dt=f(x).

Решение:

y(x
1 d Iх

tt dx Ja -f(t)dt.

Решение:

y(x) =
_

2 d fx cos(AV^2 -t2)
TV dx Jo \/ж2 - t2

№ dt.

so. rch^t2-x2K(t)dt = f(x).
It2 - x2

Решение:

У(
2 d f°° cos(AV't2 -x2)

X

tx dx Jx yjt2 - x2
f(t) dt.

31. Г [Л/ + Bch^(Xt) + C]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ах@, h(t) = Bch^(Xt) + С.

32. Г [АсЬ^(Лж) + Bt& + C]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = АсЬ7(Аж), h(t) = Bt@ + С.

33. Г (А
Ja

хх ch^ t + dt = f(x).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ах\ h^{t) =ch^t,
h2(t)=tf3.
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1.3-2. Ядра уравнений содержат гиперболический синус

34. I* Sh[\(x-t)]y(t)dt=f(X), /(a) = /£(a) =
Jа

Решение: у(х) = у/^(х)
- А/(я).

35.

Дифференцируя уравнение по ж, приходим к уравнению вида 2.3.3:

Решение:

у(х) + jf ch[\(x - t)]y(t) dt = \f'x{x)-

2/0*0 = T^
X ( Xx

■ sh(kx) - ch(kx)\, к =
26

36. /" sh(Aa? + /3t)y(t) dt = f(x).
Ja

При /3 = —А см. уравнение 1.3.34. Пусть E ф —А.

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

sh[(A + /3)х]у(х) + А Г ch(Ax + /5tJ/(t) dt = f'x(x), A)

{sh[(A + C)x]y(x)Yx + Ach[(A + C)x]y(x) + А2 Г sh(Xx + /5t)y(t) dt = f'Jx(x). B)

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного уравне-

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравнению пер-

первого порядка

w'x + Acth[(A + /3)x]w = f'x'x(x) - X2f(x), w = sh[(A + P)x]y{x). C)
Полагая x = a в равенстве A), имеем начальное условие w(a) = f'x(a)- Решив

уравнение C) с этим условием, после некоторых преобразований получим решение
исходного интегрального уравнения в виде

/

37. fX[sh(Xx) - sh(Xt)]y(t) dt = /(ж), /(a) = /^(a) = 0.
-/a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = sh(Ax).

А + /3

1 d Г /'(х) 1
Решение: у(х) = ——\ J*\ \ .

A dx [ сЬ(Аж)J

38. Г [Ash(Xx) + Bsh(Xt)]y(t)dt= f(x).

При В = —А см. уравнение 1.3.37. Част]

) = sh(Ax).
1 d ( A fx в Л

Решение: у(х) = Hsh(Ax)! A+B / [sh(At)l A+B f'At) dt}.
A + В dx { Ja J

При В = —А см. уравнение 1.3.37. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = sh(Asc).



1.3. Уравнения, ядра которых содерэюат гиперболические функции ЗТ

39. fX[Ash(Xx) + Bsh(»t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ash(Xx), h(t) = Bsh(fit).

40. [X{vsh[\(X - t)] - \sh[v(X - t)]}y(t) dt = f(X).
J a

Считается, что выполнены условия f(a) = f'x(a) = fxx(a) = fxxx(a) = 0.

Решение:

=

41.

1°. Введем обозначения

I, = Г shfA^x - t)]y(t) dt, I2 = Г sh[\2{x - t)]y(t) dt,
J a J a

J1= f сЦХ^х - t)]y(t) dt, J2= f ch[X2(x - t)]y(t) dt.
J a J a

Продифференцируем последовательно интегральное уравнение четыре раза. В

результате имеем (первым записано исходное уравнение)

A1I1+A2I2 = f, f = f(x), A)
A1\1J1+A2\2J2 = f'x, B)
(А^ + А2Х2)у + А^2^ + A2\\I2 = f'Jx, C)
(A^ + A2X2)yx + Аг\1 Jx + A2X\ J2 = f'x"xx, D)
(A.X, + A2X2)y^x + {AXX\ + A2X\)y + A.Xfl, + A2X\l2 = fx'x'xx. E)

Исключая из равенств A), C), E) величины 1^ и /2, приходим к линейному

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными

коэффициентами

(А.Х, + А2\2)у';х - А^^Аг + А2\х)у = f»»xx - (Л? + \\)fx'x + Л?Л|/. F)
Подставляя значение х = а в равенства C) и D), получим начальные условия

{АХХХ + А2Л2)у(а) = /£», {АХХХ + А2Л2)^(а) = /^ж(а). G)
Решение дифференциального уравнения F) с условиями G) позволяет найти

решение интегрального уравнения.

2°. Обозначим

12 ' 2 1
А = Лх

11 "т" -^-2 2

2.1. Решение при А > 0:

(А^ + А2Л2)у(Ж) = fx'x(x) + В/(х) + С Г ъЩ(х - t)]f(t) dt,
J a

k = л/Д, В = А - Af - Л|, С = ^L [А2 - (Af + Л|)А + Л?Л|

2.2. Решение при А < 0:

(А^ + А2А2)у(Ж) = fx'x(x) + В/(х) + С Г ъш[к(х - t)]f(t) dt,
J a

к = л/^А, В = А - А? - Х22, С= —L= [А2 - (А? + А^)А + Х\Х
V—А

\Х22]
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2.3. Решение при А
= 0:

(А^ + А2Х2)у(х) = f'x'x(x) - (А? + X2)f(x) + Л?Л| Г (х - t)f(t) dt.
J a

2.4. Решение при А = оо:

7|/г\ _ fxxxx ~ (Л1 + XDf'xx + Л1Л2/ f _
п, ч

В последнем случае выполняется равенство А1Х1+А2Л2 = 0 и правая часть ин-

интегрального уравнения удовлетворяет условиям f(a) = fx(a) = f'x'x (а) = fxxx (а) = 0.

42. /" {Ash[A(a? - t)] + Bsh[/Lt(a? - t)] + Csh[/3(a? - t)]}i/(t) dt = /(ж).

Считается, что выполнены условия /(а) = fx(a) = 0. Продифференцируем

интегральное уравнение два раза. В результате имеем

(АЛ + В/1 + СC)у{х) + / {АЛ2 8п[Л(ж - t)] + B/i2 sh[/i(x - t)]}y(t) dt+

+ С/32 /Ж sh[/5(x - t)]y(t) dt = f'x'x(x).

Исключая отсюда последний интеграл с помощью исходного уравнения, приходим
к уравнению вида 2.3.18:

+ Г{ А(Л2 - /З2) sh[X(x - t)] + B(fi2 - /З2) sh[fi(x - t)]}y(t) dt = fx'x{x) - C2f{x).
J a

В частном случае АЛ + B\i + С/3 = 0 это уравнение вида 1.3.41.

43. fXSh2[\(X-t)]y(t)dt=f(X), f(a) = fx(a) = f'Jx(a) = 0.
J a

Дифференцируя, приходим к уравнению вида 1.3.34:

Г sh[2\(x-t)]y(t)dt=\fx(x).J а Л

Решение: у(х) = \\~^ fx"xx{x) - 2f'x(x).

44. Г [sh2 (Лж) - sh2 (At)] y(t) dt = f(x), f(a) = fx (a) = 0.
Ja

Решение:

45. Г [A sh2 (Лж) + В sh2 (At)] y(t) dt =/(»).

При 5 = —А см. уравнение 1.3.44. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д[х) = sh2(Xx).
Решение:

2А /-ж

Л [sh(Ai)]

46. Г [Ash2(Асе) + Bsh2(M*)] j/(t) dt = f{x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ash2(\x), h(t) = В sh2(fit).
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47. Г 8Ь[А(ж - t)] 8Ь[Л(Ж + t)]y(t) dt = /(ж).
J a

Используя формулу

sh(a - /3) sh(a + /3) = -±-[chBa) - chB/3)], ск = Лж, /3 = At,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.3.5:

[chBXx)-chBXt)]y(t)dt = 2f(x).

Решение: у(х) =
1 d \ fx(

[Л dx [ shBAx)

48. Г [Ash(\x) sh(/Ltt) + Bsh(/3x) sh(-yt)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = Ash(Xx), h^t) = sh(/xt),
Sf2(x) = Bsh(px), h2(t) = shGt).

49. /Ж sh3[A^-t)]y(t) db=f(x), /(a) = /£(a) = /^(a) = /^(a) = 0.

Используя формулу sh3 /3 = -^ sh 3/3
— -|- sh /3, приходим к уравнению ви-

вида 1.3.41:

- t)] - -f-

50. /[()()]y()/(),
Частный случай уравнения 1.9.2 при #(ж) = sh3(Ax).

51. Г [Ash3(Xx) + В sh3 (At)] y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.4 при д(х) = sh3(Ax).
Решение:

за /-ж __з_в_

у а+в f>t{t>t{t)dty
52. /*Ж [A sh2 (Лж) sh(/xt) + В sh(/3aj) sh2 Gt)] y(t) dt = /(ж).

./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д-\_(х) = Ash2(\x), h1(t) = sh(/xt),
Px), h2(t) = sh2Gt).

Здесь /(a) = f'x(a) = • • • = /^жж(а) = О.

Преобразуем ядро интегрального уравнения с помощью формулы

53. Г sh4[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

'x(a) = • • • = /^жж(а) = О

ем ядро интегрального у

sh4/3= ^-ch4/3-^-ch2/3+f, где p = X(x-t),

ференцируем уравнение по ж. В результате приходи

Г{\ sh[4A(x - t)] - sh[2A(x - t)]}y(t) dt = }'x{x).
J a

а затем продифференцируем уравнение по ж. В результате приходим к уравнению

вида 1.3.41:
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гх

54. / shn[A(sc -t)]y(t)dt= /(ж), п=2,3,...
Ja

Считается, что выполнены условия /(а) = fx(a) = • • • = fx (а) = 0.

Продифференцируем дважды уравнение по х. Преобразуем ядро полученного

интегрального уравнения с помощью равенства ch2 /3=1 + sh2 /3, где /3 = Х(х — t).
В результате имеем

Х2п2 f shn[X(x-t)]y(t)dt + X2n(n- 1) f shn~2[X(x - t)]y(t) dt = fxx(x).
J CL J a

Исключая отсюда первое слагаемое в левой части с помощью исходного уравнения,

получим

'"

Л" [А(х- t)]y(t) dt = / [}'^{х) - X2n2f(x)].
Х2п(п — 1)

Это уравнение такого же вида, что и исходное; при этом степень, характеризую-

характеризующая ядро преобразованного уравнения, уменьшилась на две единицы.

Используя указанный прием достаточное число раз, в итоге можно прийти к

простейшим интегральным уравнениям вида 1.1.1 (при четном п) или 1.3.34 (при
нечетном п).

гх

55. / sh(A-v/a5 -t)y(t)dt= /(ж).
Ja
Решение:

У0*0 = -Т-ГТ / C0S(V^-* if(t)dt.
ТТЛ dx2 Ja y/x-t

rx

56. / л/shx — shty(i) dt= f(x).
Ja

Решение:

y( ^
2

и ( 1 d \2 Г
x) = —chxl——

— ) \
7Г V спж dx / Ja

<&tf(t)dt
' - sh t

57.
ж — sh t

Решение:

TV dx Ja
ch tf{t)dt

- sht

58. I (shx - sht)xy(t) dt = f(x), 0 < A < 1.

Решение:

ch tf(t)dt
_

sin(TrA)
Ja (shic —sht)A

'

тгЛ

59. / (вЬ^ж -sh^ t)y(t)dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = sh^ x.

Решение: у(х) = —— [К '
fji dx L
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60. Г [A sh^ (Лж) + В sh^ (At)] y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.4 при g(x) = sh^(
Решение при В ф —А:

у(х) = ~х^--^{ [МЩ"^ J[МЩ

Решение:

sin(TrA) d fx ch tf(t)dt
УУХ) J

fx

Ja

62. JX (X - t) sh[\(X - t)]y(t) dt = /(ж), Да) = fx(a) = fx'x(a) = 0.

Дифференцируя дважды, получим

2А / сп[А(ж - i)]y(i) dt + \2 (х - i) sh[X(x - i)]y(i) dt = fjx(x).
Ja Ja

Исключая второй интеграл в левой части этого выражения с помощью исходного

уравнения, приходим к уравнению вида 1.3.1:

Г ch^z - t)]y(t) dt=-±- [/£,(*) - А2/(а0].
J а ЛЛ

у(х) = —f"'Xx(X) ~ Xf'x(X) + — А3 / f(t) dt.
2А 2 J a

Решение:

63. Г [Л/ + Bsh^(Xt) + C]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ах@, h(t) = Bsh^(Xt) + С

64. / [А8Ь^(Лж) + Bt^ + C\y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ash7(Лж), h(t) = 5t^ + С

65. Г (АжЛ sh^ t + BiP sh^ ж) y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ах\ h1(t) =sh^t, ^2(ж)

1.3-3. Ядра уравнений содержат гиперболический тангенс

гх

66. / [1Ь(Лж) - th(At)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) = th(Ax).

Решение: у(х) = \ [cYv2(\x)f'x(x)\'
Л
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67. I [Ath(Xx) + Bth(Xt)]y(t)dt = /(ж).
Jа
При В = —А см. уравнение 1.3.66. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = th(Az).

Решение: у(х) = —^— -^- { [th(Ax)] ~^+в Г [th(At)] ~^+в"д'ф dt).

68. fX[Ath(Xx) + Bth(/j,t) + C]y(t) dt = f{x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ath(Xx), h(t) = Bth(fit) + С

69. Г [th2 (Аж) - th2 (At)] y(t) dt = f(x).
./a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = th2(Ax).
3

, ч d
Решение: у(х) = —

dx

70. I* [Ath2(Xx) + Вth2(At)]y(t) dt = /(ж).
./a

При В = —А см. уравнение 1.3.69. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = th2(Xx).
1 d Г _

2А /-ж
_

2В
^|

Решение: у(х) = ——--— \ [th(Xx)} А+в / [th(At)] л+в /t'(t) dt L
л. -\- d dx у j a )

71. Г [А1Ь2(Аж) + Bth2(/j,t) + C]y{t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ath2(Xx), h(t) = Bi\i2{iit) + С.

72. fX[th(Xx) -th(Xt)]rty(t)dt= /(ж), п=1,2,...
./a

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(a) = f'x(a) = • • • = fx (а) = 0.

Решение: у(х) = к сп2(Аж) ——
Ann!ch (Аж) |_ dx

гх

73. / л/thx —thty(i) dt= f(x).
Ja
Решение:

у(х) = ^ I cn

74.

Решение:

d ~\n+1

а ch2 t Vth x-tht

Ja Vth ж -tht

ch2 t Vth ж - th t

/•ж

75. / (ths -tht)xy(t)dt= /(ж), 0 < A < 1.
./a

Ja Ch2

Решение:

2 d
X
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76. Г (tWx-th» t)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = th^ x.

1 d Г ch^+1 xf (x)
Решение: у(х) = _л

х

\i dx |_ sh^ х

77. I (Ath»x + Bth»t)y(t)dt = /(ж).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.3.76. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = th^x.

Решение:

J a [th(Aas) -th(At)]/*
Частный случай уравнения 1.9.42 при д(х) = th(Asc), /г(ж) = 1.

Решение:

Asin(vr/i) d /*ж

^ ~dx~ L ch2

79. /Ж [Аж^ + Bth'r(At) + C]y(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ах$, /i(t) = 5 th7(At) + С

80. Г [Ath^(Aaj) + BtP + C]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Athry(Xx), h(t) = Bt@ + С

81. / (Axxth»t+Btf3th~Yx)y(t)dt=f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д1(х) = Ахх, h1(t)=th^ t, g2{x) = Bih1 ж,

1.3-4. Ядра уравнений содержат гиперболический котангенс

82. [ [cth(Aas) - cth(Xt)]y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) =

Решение: у(х) = -—— [sh2(\x)ffx(x)].

83. fX [Acth(Xx) + Bcth(Xt)]y(t)dt = /(ж).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.3.82. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = cth(Asc).

Решение: у(х) = — { [th(Ax)l ^+в" Г hh(Xt)] ^+в" f'Jt) dt\ .

А + В dx у1
J

Ja
L J

J
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гх

84. / [Acth(Xx) + Bcth(/Ltt) + C]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Acth(Xx), h(t) = В cth(/i£) + С.

85. Г [cth2 (Аж) - cth2(At)] y(t) dt =/(»).

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = cth2(Aa?).

Решение: у(х) = —' хК '
УУ J

dx [ 2Асп(Аж)

86. Г [A cth2 (Аж) + В cth2 (At)] y(t) dt = f(x).
J a

При Л = —А см. уравнение 1.3.85. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д{х) = cth2(Ax).

Решение: у(х) = ___|[th(Ax)] ^+^ j [th(At)] ^+^ /t;(t)dtj.
87. / [A cth2 (Аж) + В cth2 (/Lit) + С] y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Acth2(\x), h(t) = В cth2 (цг) + С.

гх

88. / [с^(Аж) -cth(Xt)]ny(t)dt = /(ж), п=1,2,...
•/ CL

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx(p) — 0.

Решение: у(х) = \sh2(\x)—- f(x).
\nn\shz(\x) [ dx J

89. /Ж(cth/Xж — cth» t)y(t) db = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = cth^ x.

1
Id [sh^+1 xf'Jx) 1

Решение: у(х) = ,хК '
.

rx

90. / (Acth^ ж + Bcth^ t)y(t) dt = f(x)
Ja
При Л = —А см. уравнение 1.3.89. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = cth^x.

Решение:

91. Г [Ах? + Bcth^iXt) + C]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ах@, /i(t) = 5cth7(At) + С

92. / [Ас^(Аж) + Bt& + C]i/(t) dt = /(ж).
-/a
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Acthry(Xx), h(t) = -Bt^5 + С.
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93. Г (Ахх cth^ t + Bt& оХ\С< ж) y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, h1(t) = cth^ t, #2(ж) =

, h2(t) =tP.

1.3-5. Ядра уравнений содержат комбинации гиперболических функций

гх

94. / {сЬ[Л(ж — t)] + Ash[/j,(x — t)]}y(t) dt = /(ж).
./a

Продифференцируем уравнение по ж, а затем исключим интеграл с гипербо-
гиперболическим косинусом. В результате приходим к уравнению вида 2.3.16:

у(х) + (Л - А2М) Г 8h[fji(x - t)]y(t) dt = f'x(x) - A/if{x).
J a

95. fX[Ach(\x) + Вshfat) + C]y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при g{x) = Ach(Xx), h(i) = Bsh(/it) + C.

96. Г [A ch2 (Лж) + В sh2 (/Lit) + C] y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ach2(Xx), h(t) = Bsh2(/it) + C.

97. /Ж 8Ь[Л(ж - t)] сЬ[Л(ж + t)]i/(t) dt = /(ж).
./a

Используя формулу

sh(a - C) ch(a + p) = \ [shBa) - shB/3)], a = Лж, /3 = At,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.3.37:

Г Щ2\х) - shBAt)] y{t) dt = 2/(ж).

Решение:
l d г /;

[(А йж [сЬBАж)

98. Г сЬ[Л(ж - t)] зЬ[Л(ж + t)]y(t) dt = /(ж).
./a

Используя формулу

ch{a - E) sh{a + f3) = \ [shBa) + shB/3)], a = Xx, C = Xt,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.3.38 при А = В = 1:

x) + shBAt)] y(t) dt = 2/(ж).

99. f [А сЬ(Лж) sh(/xt) + В сЬ(/Зж) sh^t)] y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АсЬ(Аж), /i]_(t) = sh(/xt),
) Ь(З), /i2(t) = shGt).

100. /Ж [sh(Aas) ch(/xt) + sh(/3as) chGt)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при g1(x) = sh(Asc), h^t) = ch(/xt),
Sf2(x) = sh(Cx), h2(t) = chGt).
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101. Г [сЬ(Лж) ch(Mt) + 8Ь(/Зж) shGt)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = сЬ(Лж), h1(t) =

g2(x) = 8h(f3x), h2(t)=8h(-yt).

102. fX [Ach^iXx) + ВshT<(iJLt)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Асп^(Аж), h(t) =

103. f [Ash^iXx) + Bch^(/xt)]i/(t)dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при ^(ж) = Ash^(Xx), h(t) = Вcb1 {fit).

104.

rx

. / (Ажл ch^ t + Bt^ shT x)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при дх(х) = Ах\ h1(t) =ch^t, g2{x) = Bsh^x,

h2(t)=tP.

105. f {(x-t)sh[X(x-t)]-X(x-tJch[X(x-t)]}y(t)dt=f(x).
J a

Решение:

y(x) = [ g(t) dt,
J a

где

. Г{ sh№-t)]
_ Xch[X(x - t)]\ у(t) dt = f(x).

Ja { x — t J
Ю6

Решение:

107.

Решение:

(ж) = ^_^_ Г cos(XVx~^t)
t

ТТЛ3 ЙЖ3 Ja \Jx — t

108. [X (Axx sh» t+Bt? ch^ aj)i/(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, /*i(t) =sh^t, ^2(ж) = ^ сЬ7ж,

109. / [A th(Xx) + В cth(/j,t)+ C]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ath(Xx), h(t) = Вcth(/it) + С

110. I* [Ath2(Xx) + Beth2(/Lit)]y(t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при #(ж) = Ath2(Xx), h(t) = Beth2(fit).
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111. I [th(Acc) cth(/Ltt) + th(/3a?) cth{^t)]y{t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = th(Ax), h^t) = cth(/i£),
g2(x) = th(/3x), h2(t) = cthGt).

112. I [cth(Acc) th(/Ltt) + cth(/3a?) t\i{^t)]y{t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при g1(x) = cth(Asc), h1(t) = th(/xt),
() () ()()

113. /" [th(Acc) th(/Ltt) + cth(/3x) cth(jt)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = th(Aa;), /i1(t) = th(/xt),
^2(ж) = cth(Cx), h2(i) = cthGt).

114. Г [Ath^iXx) + ВctlC{ixt)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g{x) = Ath^(Xx), h(i) = Beth7(/it).

115. Г [ActhP(Xx) + Bth7(/Ltt)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Acth^(Xx), h(t) =

116. [X (Axx th» t + Bt? ctW x)y(t) dt = f{x).
J

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ах\ h1(t) =th^t, ^2(ж) = В cth^x,

h2{t) =tP.

117. I* (Axxcth» t+ Bt^th7 x)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, h^t) = cth^t, g2(x) = Bth^x,

h2(t)=tP.

1.4. Уравнения, ядра которых содержат логарифмические
функции

1.4-1. Ядра уравнений содержат только логарифмические функции

J a
(In ж -\nt)y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = In ж.

Решение: у(ж) = xf'x'x(x) + f'x(x).

2. j \n(x-t)y(t)dt= f(x).

Решение:
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где С = lim (l-\ 1 1 Ink) = 0.5772 ...

— постоянная Эйлера, T(z)
—

гамма-функция.

(•) Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 62),
А. Г. Бутковский A979, стр. 190).

3. [X[ln(x-t) + A]y(t)dt= /(ж).
J a

Решение:

У(я) = ~4~ [ va(* ~ t)f(t) dt, vA{x) = 4~ \ ^Гdx Ja dx Jo T{z

где С = 0.5772 . .. —постоянная Эйлера, T(z) —гамма-функция.
При а = 0 решение можно записать в виде

+ 1)

oo (rr _ +\zp(A-C)z roo ^zP(A-C)z( i *JS(°)/
(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 483).

4. /" (А1пж + Bint)y(t)dt= /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.4 при д(х) = In ж. При В = —А см. уравне-
уравнение 1.4.1.

Решение:

/•ж

5. / (A In ж + Bint + C)y(t)dt = /(ж).
-/а

Частный случай уравнения 1.9.5 при д(х) = х.

6. Г[1п2(Аж) -ln2(At)]i/(t)dt=/(a0, /(а
-/а

Решение: у(х) == —
Jx

dx [ 21п(Аж) J

7. fX[A\n2(Xx) + В In2(At)] y(t)dt= /(ж).

При Л = —А см. уравнение 1.4.6. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = 1п2(Аж).
Решение:

1 d ( 2А

{) HX)\ A+A+B
J lln(Ai)l A+B
J

8. Г[А\п2(Хх) + B\n2(fj.t) + C]y(t) dt = f{x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = А1п2(Аж), h(t) = В In2 {fit) + С.



1-4- Уравнения, ядра которых содерэюат логарифмические функции 49

9. fX[\n(X/t)]riy(t)dt= /(ж), г* =1,2,...
J a

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = fx(a) = • • • = fx (a) — 0.

\ ( d
Решение: у(х) = х

п!х \ dx

10. [ (In2 ж -\n2t)ny(t)dt = /(ж), п=1,2,...

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx (а) = 0.

Решение: у(х) = —- /(ж).
2пп\х V In ж dx )

11.

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = 1п(ж + 6).
Решение: у(х) = (х + b)fjx(x) + Д(х).

dt = /(ж).

. Г
7а

Решение:

2/С
f(t)dt

х) = —— {
7Г CLX J а

14. Г [ln^ (Лж) - ln^ (At)] y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) =

Решение: у(х) = \xln1~fJ'(Xx)f!r(x)].
\i dx

15. /Ж[А1п/3(Лж) + В In7(/Lit) + С] y{t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = А1п^(Лж), /i(t) = В In7 (/it) + С.

16. JX [\n(x/t)]xy(t) dt = /(ж), О < Л < 1.

ТфпТ
Решение:

4 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров

тгЛ
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гг. Г^^Ja [ln(x/t)]X
Частный случай уравнения 1.9.42 при д(х) = In ж, h(x) = 1.

Решение:

у(х) =
sin(vrA) d(тгЛ) d fx f(t)dt

7Г dx Ja t[\n(x/t)]1~>

1.4-2. Ядра содержат степенные и логарифмические функции

18. fX(x-t)[ln(x-t) + A]y(t)dt= f(x).
Ja
Решение:

d? fx d
У{Х) = -^J ( t)m M {)

где С = 0.5772 . .. —постоянная Эйлера, T(z) —гамма-функция.

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 483).

[х 1п(ж —t) + A
19* / (x-t)*Ja \x z)

Решение:

d

где T(z) —гамма-функция, ip(z) = [Г(^)] —логарифмическая производная гамма-

функции.

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 483).

20. Г (f 1пл х - х& 1пл t)y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.11 при д(х) = 1пЛ ж, h(t) = t@.

21. Г {At13 1пЛ х + Вх» ln^ t)y{t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 1.9.15 при дх(х) = А1пЛ ж, h1(t) = t@, д2(х) = Вх^1,

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = 1п(ж^ + 6), h(t) = — 1п(с/;Л + s).

1.5. Уравнения, ядра которых содержат

тригонометрические функции

1.5-1. Ядра уравнений содержат косинус

cos[\(x-t)]y(t)dt= f(x).

Решение: у(х) = fx(x) + Л2 / f(x)dx.
J a
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2. fX{coS[\(X-t)]-l}y(t)dt=f(X), /(a) =/£(a) = /£'„,(*) =0.
Jа

Решение: у(ж) = —г* f'x'xx(x) - f'x(x).
А

3. [ {cos[\(x-t)] + b}y(t)dt= f(x).
Ja

При 6 = 0 см. уравнение 1.5.1. При 6 = —1 см. уравнение 1.5.2. При Л = 0

см. уравнение 1.1.1. Дифференцируя уравнение по ж, приходим к уравнению

вида 2.5.16:

1°. Решение при 6F + 1) > 0:

у(х) = fj6+j6+1 ( )

2°. Решение при 6F + 1) < 0:

Г sin[k(x _ t)]//
J a

где fe = Л

4. [ cos(\x + /3t)y(t)dt= f(x).
J a

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

cos[(A + C)х]у(х) -X Г sin(Ax + /5t)y(t) dt = f'x(x),

{cos[(A + C)x]y(x)Yx - Asin[(A + C)x]y(x) - А2 Г cos(Ax
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению первого порядка

A)

t = f'x'x{x){2)

w'x - Atg[(A + C)x]w = fx'x{x) w = cos[(A + C)x]y(x). C)

Полагая х = а в равенстве A), имеем начальное условие w(a) = fx(a)- Решив

уравнение C) с этим условием, после некоторых преобразований получим решение
исходного интегрального уравнения в виде

A/3

J a

k =

/•ж

5. / [cos(Acc)
— cos(Xt)]y(t) dt = f(x).

J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) = cos(Ax).

Решение: у(х) =
A sin(Ax)
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6. fX[Acos(Xx) + В cos(Xt)]y(t) dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 1.9.4 при д(х) = cos(Ax). При В = —А см. уравнение
1.5.5.

Решение при В ф —А:

у(х)=

7. [ [Acos(\x) + Bcos(vt) + C]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Acos(Xx), h(t) = В cos (fit) + С.

8. I {Ai cos[Ai (ж -t)] + A2 со8[Л2(ж -t)]}y(t)dt= /(ж).
-/a
Это уравнение эквивалентно уравнению вида 1.5.41:

гх

I {B1sm[X1(x-i)] + B2sm[X2(x - i)]}y(i) dt = F(x),
J a

Вг = 4L- B2 = ^-, F(x) = fX f(t) dt.4 ^
Л1 Л2 Ja

(Дифференцируя это уравнение, получим исходное интегральное уравнение.)

9. [ cos2[Л(ж -t)]y(t)dt= /(ж).
Ja

Дифференцируя, приходим к уравнению вида 2.5.16:

у(х) - Л Г sin[2A(x - t)]y(t) dt = f'x(x).
J a

Решение:

y(x) = fx(x) + Ц- Г sin[k{x - t)]fl(t) dt, где к = Ал/2.

10. /" [cos2 (Ax) - cos2 (At)] y(t) dt =/(*), /(a) = fx (a) = 0.

Решение: y(x) = -L

/•ж

11. / [Acos2(Aa;) + В cos2(At)]y{t)dt= /(ж).

При В = —А см. уравнение 1.5.10. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = cos2(Ax).
Решение:

1 d Г Г

У(х) = ~Х^-^{ [cos(Ax)] ^+^ у [cos(At

12. /Ж [A cos2 (Аж) + В cos2 (/Lit) + С] y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Acos2(Ax), h(i) = В cos2 (/it) + С.



1.5. Уравнения, ядра которых содержат тригонометрические функции 53

гх

13. / соз[А(ж - t)] соз[А(ж + t)]y{t) dt = /(ж).
J a

Используя тригонометрическую формулу

cos(ck - /3) cos(ck + /3) = \ [cosBck) + cosB/3)], а = Аж, /3 = Xt,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.5.6 при А = В = 1:

/•ж

/ [совBАж) + cosBA£)] y(i) dt = 2/(ж).
J a

Решение при совBАж) > 0:

/•ж

14. / [Acos(Xx) cos(/Ltt) + Всоз(/3ж) cosGt)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Acos(Xx), h1(t) = cos(/it),
() (), /i2(t) = cosGt).

15. Г cos3[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Используя формулу cos3 E =

-j cos 3/3 + -|- cos /3, приходим к уравнению

вида 1.5.8:

Г{\ cos[3A(* - t)] + | cos[A(* - t)]}y(t) dt = f(x).
J a

16. Г [cos3 (Asb) - cos3 (At)] y(t) dt =/(*), /(a) = fx (a) = 0.

1 d Г f'Jx)
Решение: y(x) = —7-

ЗА йж Lsin(Ax)cos2(Ax)

17. /" [A cos3 (Лж) + В cos3 (At)] y(t) dt = f(x).
./a

При 5 = —А см. уравнение 1.5.16. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = cos3(Ax).
Решение:

d Г за /-ж __з_в_

{\os(Xx^ А+в j [cos(A*)] А+в

/•ж

18. / [соз2(Аж) cos(/Ltt) + соз(/3ж) cos2Gt)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при g\(x) = cos2(Ax), h1(t) = cos(/it),
^2 (ж) = cos(/3x), /i2(t) = cos2Gt).

19. Г cos4[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Преобразуем ядро интегрального уравнения с помощью тригонометрической
формулы cos4 P= \ cos 4/3 + у cos 2/3 + -|-, где /3 = Х(х — £), а затем продифферен-
продифференцируем уравнение по ж. В результате приходим к уравнению вида 2.5.18:

у(х) - X Г{\ sin[4A(* - t)] + sin[2A(x - t)]}y{t) dt = fx{x).
J a



54 Линейные уравнения первого рода с переменным пределом интегрирования

гх

20. / [cos(Xx) -cos(Xt)]nу(t)dt= f(x), r* =1,2,...
J a

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x{o) = • • • = fx {о) = 0.

(-l)n .

n J I d V
= sin Аж)

Хпп\ [ вт(Лж) dx \

п+1

Решение: у(х) = \ ^\ вт(Аж) I
. Г. . -т- I fix).

rx

21. / Уcost — cos xy(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.38 при д(х) = 1 — cos ж.

Решение:

, 2
.

/ 1 d \i [x 8intf(t)dt
у(х) = —sins / —

тг V sin ж dx / Ja vcos^~cos^

/ У\ь) Ujb
л/ \

• / v .
=- = /(«).

-'a Vcos
*
— cos x

. 1 d fx 8intf(t)dt
y(x) = —— \

7T dx Ja

22

Решение:

rx

23. / (cost — cos x)Xy(t) dt = /(ж), О < Л < 1.

[ие:

/ 1 d \2 [x smtf(t)dt
(ж) = /с sin ж I— / —

—, /с =

V sin ж dx s Ja (cost — cos ж)Л

Решение:

тгА

24. /" (cos^ ж — cos» t)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = cos^ ж.

Решение: у(ж) =
dx \ sin ж cos^ 1 ж

/•ж

25. / (A cos^ ж + В cos^ t) y(t) dt = /(ж).

При В = —А см. уравнение 1.5.24. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = cos^ ж.

Решение:

7/(~л — J |ГПо т\~ а+в I ГПч/

~~

А+в f'(t\dt

26. Г f>* =/(,), 0<Л<1.
Ja (COST

— СОвж)А

Решение:

smtf(i)dt. . sin(vrA) d fx
y(x) = — /

vr dx Ja (cOSt — СО8ЖI-Л
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гх

27. / (x—t)cos[X(x — t)]y(t)db=f(x), f{a) = fx{a) = O.
J a

Дифференцируя уравнение дважды, имеем

у(х) - 2Х Г ът[Х{х - t)]y(t) dt - А2 Г\х - t) cos[A(x - t)]y(t) dt = f'x'x(x).
J a J a

Исключая отсюда третье слагаемое в левой части с помощью исходного уравнения,

приходим к уравнению вида 2.5.16:

у(х) - 2Х Г sin[A(* - t)]y(t) dt = f'x'x(x) + X2f(x).
J a

Г C°S^X/^^ly(t)dt=f(X).Ja V x — t
28

Решение:

уМ =

--£Г I ^—+ f®dt-

Решение:

2 d fx сп(А\/ж2 -t2

7Г dx

W^T2м=-НИ*~у"^ :>'mdt-

31. Г [Л/ + Bcos^(At) + C\y(t) dt = f(X).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ах@, h(t) = Bcos'y(Xt) + С.

32. /Ж [Асо8^(Лж) + BiP + C]i/(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Acos7(Ax), h(t) = -Bt^5 + С

rx

33. / (АжЛ cos^ t + Bt^ cos7 ж) y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, h1(t) = cos^ t, ^2(

1.5-2. Ядра уравнений содержат синус

34. Г ein[A(sB-*)]»(«) dt =/(*), /(a) = /£(«*) = 0.

Решение: у(ж) = —f'x'x(x) + Л/(ж).
Л
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35. [X{sin[\(x-t)] + b}y(t)dt= f(x).
J а

Дифференцируя уравнение по ж, приходим к уравнению вида 2.5.3:

у{х) + j jX со8[Л(Ж - t)]y(t) dt = \f'x(*)-
rx

36. / sin(Aa? + /3t)y(t) dt = f(x).
Ja
При C = —Л см. уравнение 1.5.34. Пусть C ф —А.

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

sin[(A + C)х]у(х) + А Г cos(Ax + Ct)y{t) dt = f'x(x), A)
J a

{sin[(A + C)х]у(х)Ух + Acos[(A + C)x]y(x) - А2 Г sin(Ax + Ct)y{t) dt = f'Jx(x)B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению первого порядка

w'x + Actg[(A + C)x]w = f'Jx(x) + А2/(Ж), w = sin[(A + C)x]y{x). C)
Полагая х = а в равенстве A), имеем начальное условие w(a) = f'x(a)- Решив

уравнение C) с этим условием, после некоторых преобразований получим решение
исходного интегрального уравнения в виде

У{Х) =
M

/:
rx

37. / [sin(Aa?)
- sin(At)] y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = sin(Ax).

Решение: у(х) = — -— —

А ожА ож [ cos(Aic)

rx

38. / [A sin(A«) + В sin(At)] y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 1.9.4 при д(х) = sin(Asc). При В = —А см.

уравнение 1.5.37.

Решение при В ф —А:

у{х) =
signsin(Ax) d < А Гх в

А + В dx

А гх В Л

sin(Ax)| А+в / |sin(At)| A+B f't(t)dt\.

rx

39. / [A sin(Acc) + В sin(/Ltt) + С] y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Asin(Xx), h(t) = 5sin(/it) + С.

rx

40. / {/Ltsin[A(cc
- t)] - Asin[/Lt(cc - t)]}i/(t) dt = /(ж).

Ja
Считается, что выполнены условия /(a) = f'x(a) = fxX(a) = fxxx(a) = ®-

Решение:
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41. />a!{Aisin[Ai(a!-t)]+A2sin[A2(a!-t)]}i/(t)dt=/(a!), /(a) = /£(a) =0.
Jа

Это уравнение решается таким же методом, что и уравнение 1.3.41, т. е. путем

сведения к линейному обыкновенному дифференциальному уравнению второго
порядка с постоянными коэффициентами.

Обозначим

1°. Решение при А > 0:

(А^ + А2Х2)у(х) = f'Jx(x) + Bf(x) + C Г sh[/c(* - t)]f(t) dt,
J a

k = VA, В = A + A2 + А2, С = -U [A2 + (A2 + A2)A + A2A2].
VA

2°. Решение при А < 0:

(A,X, + A2X2)y(x) = f'x'x{x) + B/(x) + С Г ъш[к{х - t)]f(t) dt,
J a

к = л/^А, В = A + A2 + А2, С = —L= [A2 + (A2 + A2)A + A2A2].
V—A

3°. Решение при А = 0:

{AXXX + A2X2)y(x) = f'Jx(x) + (A2 + А2)/(Ж) + А2А2 Г(x - t)f(t) dt.
J a

4°. Решение при А = oo:

ll(rr\ _ fxxxx + (Л1 + Xl)fxx
У{Х)

В последнем случае выполняется равенство А1Х1 + А2Х2 = 0 и правая
часть интегрального уравнения должна удовлетворять следующим условиям:

/(а) = Гх(а) = Г:х(а) = f"x(a) = 0.

Замечание. Решение можно получить из решения уравнения 1.3.41, заменив

к ~^iXk, Akв нем параметры по правилу Хк —► iXk, Ak -^ —iAk, г2 = —1 (к = 1, 2).

42. I {Asin[X(x -t)] + Bsin^fa; - t)] + Csin[/3(a? - t)]}i/(t) dt = /(ж).

Считается, что выполнены услови

интегральное уравнение два раза. В ре

Г X

(АХ + B[i + С/3)у(х) - / {Л\2 sin[A(x
J a

Считается, что выполнены условия /(a) = f'x(a) = 0. Продифференцируем

интегральное уравнение два раза. В результате имеем

-Cf Г sm\J3(x - t)]y{t) dt = fxfx(x).
J a

Исключая отсюда последний интеграл с помощью исходного уравнения, приходим

к уравнению вида 2.5.18:

(АХ + B/J + Ср)у(х) + [Х{А(C2 - A2) sin[A(x - t)] +
J a

+ В{C2 - у2) sin[M(x - t)]}y(t) dt = fx'x{x) + E2f{x).
В частном случае АХ + B\i + C/3 = 0 это уравнение вида 1.5.41.
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43. I* Sin2[\(X-t)]y(t)dt=f(x), fta) = fx(a) = fJm(a) = O.
Ja

Дифференцируя, приходим к уравнению вида 1.5.34:

/ sin[2A(x - t)]y(t) dt = \f'x(x).
Решение: y(x) = \\~2 fx"xx(x)+2fx(x).

44. Г [sin2(Aas) - sin2(At)]y(t) dt = /(as), f(a) = fx(a) = O.
J a

Решение: у(х) =
A dx

rx

45. / [A sin2 (Asc) + В sin2 (At)] y(t) dt = f(x).
J a

При В = —А см. уравнение 1.5.44. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = sin2(Ax).
Решение:

d Г 2А Сх 2В

!\(\)\ А+в J |sin(A4)| A+s
А + В dx

rx

46. / [A sin2 (Аж) + В sin2 (/Lit) + С] y{t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Asin2(Xx), h(t) = В sin2{fit) + С.

rx

47. / зт[А(ж — t)] зт[А(ж + t)]y(t) dt = f(x), f(a) = fx (a) = 0.

Используя тригонометрическую формулу

sin(a - /3) sin(a + /3) = \ [cosB/3) - cosBck)] ,
a = Xx, E = Xt,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.5.5:

гх

/ [cosBAx) - cosBA£)l y(t) dt = -2/(ж).

Решение: у(х) =
A dx

48. / [з1п(Аж) sin(/Ltt) + sin(^) sinGt)]y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = sin(Asc), h1(t) = sin(/it),

^2 (ж) = sin(/3x), /i2(t) = sinGt).

49. f sins[X(x - t)]y(t) dt = f(x).

Считается, что выполнены условия /(a) = fx(a) = f'x'x{ci) = fxxx(a) = ®m

Используя формулу sin3/3 = —-^ sin 3/3 + -|-sin/3, приходим к уравнению

вида 1.5.41:

Г{-\ sin[3A(* - t)] + | sin
-'a
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гх

50. / [sin3(Aa?) - sin3(Xt)]y(t) dt = /(ж), f(a) = fx(a) = 0.
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) = sin3(Ax).

51. fX[Asin3(Xx) + В sin3(At)]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.4 при g(x) = sin3(Ax).
Решение:

signsin(Aж) d

+ В dx
»(*)= '"Ь7'ГГ'^{ 8т(Ах)Г*В-£|8т(А*)Г*Л'(*)«й}.
rx

52. / [sin2 (Аж) sin(/Ltt) + sin(^) sin2 (-yt)] y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при g1(x) = sin2(Ax), /ix(t) = sin(/it),
^2 (ж) = sin(/3x), /i2(t) = sin2Gt).

53. /Ж sin4[\(x - t)]y(t) dt = /(ж).

Считается, что выполнены условия /(a) = f'x(a) = • • • = fxxxx(a) = 0-

Преобразуем ядро интегрального уравнения с помощью тригонометрической

формулы sin4 C = -j cos 4/3
—

у cos 2/3 + -|-, где /3 = А(ж — £), а затем продифферен-
продифференцируем уравнение по ж. В результате приходим к уравнению вида 1.5.41:

А Г{-\ sin[4A(x - t)] + sin[2A(x - t)]}y(t) dt = fx(x).
J a

rx

54. / sinn[A(a5 -t)]y(t)dt= /(ж), n=2,3,...
-/a

Считается, что выполнены условия /(a) = fx(a) = • • • = /ж (a) = 0.

Продифференцируем дважды уравнение по ж. Преобразуем ядро полученного

интегрального уравнения с помощью равенства cos2 /3=1
— sin2 /3, где /3 = А(ж — £).

В результате имеем

-А2п2 ( sinn[\(x-t)]y(t)dt + \2n(n-l) f sinn~2 [\(х - t)]y(t) dt = f'x'x(x).
J a J a

Исключая отсюда первое слагаемое в левой части с помощью исходного уравнения,

получим

sin"-2[A(x - t)]y(t) dt =

Это уравнение такого ж:е вида, что и исходное; при этом степень, характеризую-

характеризующая ядро преобразованного уравнения, уменьшилась на две единицы.

Используя указанный прием достаточное число раз, в итоге можно прийти к

простейшим интегральным уравнениям вида 1.1.1 (при четном п) или 1.5.34 (при
нечетном п).

гх

55. / sin(AV« — t)y(t) dt = /(ж).
J a

Решение:
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rx

56. / ^/sinx—sin t у(i) dt= f(x).
Ja
Решение:

, 2 / 1 d ^ fxy(x) = —cosxl —

J /
7Г Vcosx аж / Ja vsin ж — sint

57. Г i/(*)^
_/(_}Уа л/sin ж — sin t

Решение:
1 d Гж costf(t)dt
TV dx Ja Vsin ж — sin £

/•ж

58. / (sin ж —sin t)xy{t) dt = /(ж), 0 < A < 1.
Ja

5 ГЖ COSt/

Решение:

1 d \2 [x cost fit) dt
_

sin(TrA)
cos ж йж / Ja (втж — sint)A vrA

59. /" (sin» х-sin» t)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = sin^ ж.

Решение: у(х) = _л—
/1 dx I cos ж sin^

i
ж

. f {A\sin(\x)\» + B\sin(\t)\»\y(t)dt= f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.4 при д(х) = | sin(Aaj)
Решение:

60

Частный случай уравнения 1.9.42 при д(х) = sin(Aa;), /г(ж) = 1.

Решение:

УУХ) -
AsinGr/i) d fx cos(Xt)f(t)dtnGr/i) d fx cos

-

~dx~ Ja [sin(Ax

62. fX(X-t) 8т[А(Ж - t)]y(t) dt =/(«), f(a) = fx (a) = fx'x (a) = 0.
-/a

Дифференцируя дважды, получим

2A Г со8[А(ж - t)]y(t) dt - А2 Г(ж - t) sin[A(x - t)]y(t) dt = f'Jx(x).
J a J a

Исключая второй интеграл в левой части этого выражения с помощью исходного

уравнения, приходим к уравнению вида 1.5.1:

Г cos[A(z - t)]y(t) dt=-±- [fZx(x) + A2/(x)].
J а ^Л

Решение:
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63. Г [Ах? + В sin7 (At) + C]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Ах@, h(t) = Bsin'y(Xt) + С.

64. Г [Asin^(Xx) + Bt? + C\y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Asin7(Ax), h(t) = Bt@ + C.

65.. / (ЛжЛ sin^ t + Bt^ sin'7 ж)y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = АжЛ, h1(t) = sin^ t,

ж, h2(t) =tP.

1.5-3. Ядра уравнений содержат тангенс

66. fX[tg(\x) -tg(\t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) =

Решение: у(х) = \cos2(\x)ffr(x)].
X dx

67. fX[Atg(\x) + Btg(\t)]y(t)dt= f(x).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.5.66. Частный случай уравнения 1.9.4 при

ТРешение: у(Ж) = _1_-£-| [tg(Aa.)]
"

лТв | [tg(At)] "^^W dt

68. Г [Atg(AsB) + Btg(/xt) + C]i/(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Atg(Xx), h(t) = Btg(fit) + С.

69. Г [tg2 (Аж) - tg2 (At)] y(t) dt = f(x).
-/a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = tg2(Ax).
,

. d cos3(Xx)fx(x)
Решение: у(х) =

dx

70. Г [Atg2^) + Btg2(At)]y(t) dt = /(ж).
J a

При В = —А см. уравнение 1.5.69. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = tg2(Ax).
1 d ( -

2А
fx -

2В
}

Решение: у(ж) = —-—--1 |tg(Ax)| А+в J |tg(At)| л+в /t'(t) dt j.
71. Г [Atg2(Aж) + Btg2(Mt) + C]i/(t) dt = /(ж).

./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Atg2(Ax), /i(t) = Big2{fit) + С.
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72. [X[tg(\X) -tg(\t)]rty(t)dt= /(ж), п=1,2,...
J а

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx (а) = 0.

1 Г d Лn+1
Решение: у(х) = cos2(Ax) fix).УК '

A™n!cos2(Ax) [
К ' dx\ JK '

rx

73. / -у tg x
— tg t y\t) dt = f \X).

Ja
Решение:

y(x) = -—(cos2x- .

7TC0SziC V dX / Ja COSZ t^tgX
— tg t

74.
— tg t

Решение:

y{x)_
l d Г
TV dx Ja cos2 t^figx

— tgt

75. fX(tgx-tgt)xy(t)dt= f(x), O<A<1.
Ja

Решение:

sin(TrA) /qg2x
d \2 Гж /(t) dtsin(TrA) /qg2x
d \2 Гж

7rAcos2a?v dx у Ja
qgx

7rAcos2a?v dx у Ja cos2 t(tga;
— tgt)x

76. I* (tg» x-tg» t)y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = tg^ x.

Id ^

Решение: у(х) = ——

77. [(Atg<xx + Btg<xt)y(t)dt= f(x).
J a

При Л = —А см. уравнение 1.5.76. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = tg^z.
Решение:

Частный случай уравнения 1.9.42 при д(х) = tg(Asc), /г(ж) = 1.

Решение:

Asin(vr/jД(тг/х) d Гж

7Г dx Ja

79. /Ж [Ax? + BtgT(At) + C]i/(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ах$, /i(t) = Btg^(Xt) + С.
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80. Г [Atg^(\x) + BtP + C]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Atg^(Xx), h(t) = Bt@ + C.

81. I* (Axx tg» t + Bt? tg~* x)y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, h1(t) =tg^ t, #2(ж) — В tg7 ж,

1.5-4. Ядра уравнений содержат котангенс

82. Г [ctg(AaO - ctg(At)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) = ctg(Ax).

Решение: у(х) = [sin2(Ax)/^(x)].
A CLX

83. /" [A ctg(Аж) + В ctg(At)] y(t) dt = f(x).
-/a
При В = —А см. уравнение 1.5.82. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = ctg(Ax).

Решение: у(х) = -±^ ±- { [tg(Ax)] ^+^ |" [tg(At)]™ /t;(t) dt}.
84. Г [Actg(Asu) + Bctg(/jit) + C]y(t) dt = f(x).

Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при g{x) = Actg(Ax), h(i) = £ctg(/i£) + С

85. / [ctg2 (Аж) - ctg2 (At)] y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = ctg2(Ax).

Решение: у(х) = .
V }

dx [ 2Acos(Ax) J
rx

86. / [A ctg2 (Аж) + В ctg2 (At)] y(t) dt = f(x).
Ja
При В = —А см. уравнение 1.5.85. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = ctg2(Ax).
1 d ( 2A fx 2B ^

Решение: y(x) = ———— \ |tg(Ax)| А+в / |tg(At)| А+в ft(t) dt\ .

/± -\- Jd dx ^ J a )

87. Г [A ctg2 (Аж) + В ctg2 (Mt) + C] y(t) dt = f(x).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Actg2(Xx), h(t) = Б ctg2 (/it) + С

88. Г [ctg(AsB) - ctg(At)]riy(t) dt = /(ж),
-'a

п= 1,2,...

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

1м условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx {о) = 0.

( —1)п Г d In+1
Решение: у(х) = .

2 sin2(Aa;)—- /(ж).
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89. [Х (ctg^ ж -ctg^t)у{t)dt= /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = ctg^ x.

Id \ s\n^+1xf'Jx)
Решение: у(х) = -^-^

90. I (Actg/xж + Bctg^ t)y{t)dt = /(ж).
./a

При Л = —А см. уравнение 1.5.89. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = ctg^ х.

Решение:

91. Г [Ах? + BctgT(At) + C\y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ах@, h(t) = Bctg^(Xt) + С.

92. / [Actg^(Xx) + Bt^3 + C]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Actg7(Ax), h(t) = Bt^3 + С.

93.. /Ж (Ажл ctg^ t + Bt^ ctg^ x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = Ахх, h1(t) = ctg^ t,
х, h2(t) = t^.

1.5-5. Ядра уравнений содержат комбинации тригонометрических функций

гх

94. / {cos[A(a? — t)] + Asin[/j,(x — t)]}y(t) dt = /(ж).
Ja

Продифференцируем уравнение по ж, а затем исключим интеграл с косинусом.

В результате приходим к уравнению вида 2.3.16:

у(х) - (Л + А2М) [ sin[M(x - t)] y(t) dt = f'x(x) - Afjif(x).
J a

95. f [A cos(\x) + В sin(/j,t)+ C]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Acos(Ax), h(i) = Bsm(/it) + С.

96. Г [A sin(\x) + В cos(/j,t)+ C]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Asin(Ax), h(i) = В cos (/it) + С.

97. /*Ж [A cos2 (Лж) + В sin2 (/Lit)] j/(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Acos2(Ax), /i(t) = В sin2(fit).
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98. Г 8т[А(ж - t)] соз[А(ж + t)]y{t) dt = f(x), f(a) = fx (a) = 0.
Ja

Используя тригонометрическую формулу

sin(a - C) cos(a + C) = у [sinBa) - sinB/3)], a = Xx, /3 = Xt,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.5.37:

[ [sinBAx) - sinBAt)] y(t) dt = 2/(ж).
J a

Решение: у(х) = —— -

A dx I cosBAic)

99. I соз[А(ж —t)]sin[\(x + t)]y(t)dt = /(ж).
Ja

Используя тригонометрическую формулу

cos(a - C) sin(a + C) = \ [sinBa) + sinB/3)], a = Xx, C = Xt,

преобразуем исходное уравнение к уравнению вида 1.5.38 при А = В = 1:

/ [sinBAx) + sinBA£)l y(i) dt = 2/(ж).
Ja

Решение при sinBAx) > 0:

( \
d

У{х) = —
dx

100. I [Acos(Aa;) sin(/Ltt) + Вcos(/3x) sinGt)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gx(x) = Acos(Ax), h^t) = sin(/it),

/•ж

101. / [Asin(Xx) cos(/Ltt) + Bsin(/3«) cosGt)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при g1(x) = Asin(Xx), h^t) = cos(/it),
#2(ж) = ,Bsin(/3x), /i2(t) = cosGt).

rx

102. / [Acos(Aa;) cos(/Ltt) + Bsin(^) sinGt)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Acos(Ax), h±(t) = cos(/it),
) (), /i2(t) = sinGt).

103. [X[AcosP(\x) + В sin^ (/Lit)] y{t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при #(ж) = Acos^(Ax), /i(t) = В sin7{lit).

104. f [Asin^iXx) + Bcos^(/xt)]i/(t)dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Asm@(Xx), h(t) = 5 cos7(/^t).

105.. / (АжЛ cos^ t + Bt^ sin7 ж)y(t) dt = f(x).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = АжЛ, /i]_(t) = cos^ t, g2(%) =

= Б sin7 ж, h2(t) =tP.

5 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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106 . Г (Ахх sin^ t + Bt13 cos^ ж) y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ажл, h^t) = sin^ t, g2(x) =

x, h2(t) =tP.

rx

107. / {(ж — t)sin[A(ju — t)] — А(ж — tJ соз[А(ж — t)]} y{t) dt = /(ж).
J a

y(x) = / g(t) dt,

Решение:

где

. Г/ sintA^-t)] _Acos[A(a._t)]\1/(t)dt=/(a.)#
Ja l Ж — t J

108

Решение:

109. Г [sin(X^/x-t)-X^/x-tcos(X^/x-t)]y(t)dt=f(x).

Правая часть уравнения удовлетворяет условиям /(а) = fx(a) = 0.

Решение:

У\Х) — Л О
,

110.

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Atg(Xx), h(t) = Вctg(/it) + С

111. /" [Atg2(Xx) +Bctg2(/j,t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Atg2(Ax), h(t) = В ctg2 (/^t).

112. /Ж [tg(AsB) ctg(/xt) + tgC/Зж) ctgGt)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = tg(Ax), /*i(t) = ctg(/it),
д2(х) = tg(px), h2(t) = ctgGt).

113. / [ctg(AsB) tg(/xt) + ctg(/3aO tgGt)]y(t) dt = /(ж).
7a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = ctg(Ax), h1(t) = tg(/it),
() E) /W()

114. Г [tg(AsB) tg(/xt) + ctg(/3aO ctgGt)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = tg(Ax), h^t) = tg(/it),
) C), /i2(t) = ctgGt).



1.6. Ядра уравнений содерэюат обратные тригонометрические функции 67

115. Г [Atg0(AaO + Bctg?(ii.t)]y(t) dt = f(X).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = AtgP(\x), h(t) = Вctg7(fit).

116. Г [Actg^Aaj) + Btg^(/xt)]i/(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Actg^(Ax), h(t) = Big1 (fit).

117. I* (Axx tg» t + Bt? ctg~* x) у(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при g-^ix) = АжЛ, h1(t) =tgfXt, ^2(ж)
h2(t) =tP.

118. Г (Axxctg>xt+BtCtgi x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, h1(t) = ctg^t, ^2(ж

1.6. Уравнения, ядра которых содержат обратные
тригонометрические функции

1.6-1. Ядра уравнений содержат арккосинус

1. / [агссоз(Лж) — arccos(At)]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) = arccos(Ax).

Решение: у(х) = U/l — Л2ж2 f'(x) .

Л йж L J

/•ж

2. / [Aarccos(Acc) + Barccos(At)]y(t) dt = f(x).
Ja
При В = —А см. уравнение 1.6.1. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = arccos(Aic).
Решение:

у(х) = ^-i[arccos(Ax)]~^qrB" Г [arccos(At)] ~~К+в ft{t) dt\.
А. -\- Jd их { J а )

гх

3. / [Aarccos(Aa3) + Вarccos(/Lit) + C]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при g{x) = A arccos(Ax), h(i) = В arccos(/it) + C.

гх

4. / [arccos(Aa3) — arccos(At)]riy(t) dt = /(ж), п = 1,2,...
Ja

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

1М уСЛОВИ5

Решение:

ющим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = /ж (а) = 0.

y(x) = v/y ( у/1 - А2ж2 —\
П

fix).
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гх

5. / yarccos(At) — агссоз(Аж) y(t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 1.9.38 при д(х) = 1 — arccos(Ax).
Решение:

rx

3- УJ a

i) — arccos(Ax)

»(*)dt

arccos(At) — агссоз(Аж)

Решение:

y(x)
A d fx

7Г dx Ja у arccos(At)
— arccos(Ax)

/x [arccos(At) — агссоз(Аж)] ^y(t) dt = /(ж), 0 < /z < 1.

Решение:

a [arccos(At) —

sinGr/i)
TT/i

8. /Ж [агссо8/х(Аж) - arccos/x(At)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = arccos^(Aic).

Решение: у(х) = ! —^

A/i dx

rx

9* Л arccos(At) — агссоз

Решение:

УК '
тг dx Ja

<p(t)№dt
J

10. I [A arccos^ (Аж) + В arccos^ (/Lit) + C] y(t) dt = f(x).
./a

См. уравнение 1.9.6 при д(х) = Aarccos^(Ax), /i(t) = В arccos7(/jt) + С

1.6-2. Ядра уравнений содержат арксинус

rx

11. / [агсз1п(Аж) —arcsin(At)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = arcsin(Ax).

Решение: у(х) = л/\ — Х2х2 f (ж) .

A dx L J
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гх

12. / [Aarcsin(Acc) + В arcsin(At)] y(t) dt = /(ж).
J a

При В = —А см. уравнение 1.6.11. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = arcsin(Ax).
Решение:

13. f [А агс8т(Аж) + В arcsin(/Ltt) + С] y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Aarcsin(Aic), h(t) = В arcsin(//£)+С

14. f [arcsin(Xx) -arcsiniXt)]™у(t)dt= f(x), n=l,2,...
Ja

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx (а) = 0.

Решение:

У(х)= 1_^CVl-A^-^-)^1/^).Хпп\ VI - А2ж2 V dx J

15. / ^/агсз1п(Аж) — arcsin(At) y(t) dt = /(ж).
Ja

[ d \2 Гх y(i

x) dx J Ja ^arcsin(Ax) — arcsin(At)

Решение:

У ^W/Wdt

у arcsin(Aa3) — arcsin(At)
Решение:

Ja у

Решени

тг ax Ja у arcsm(Aic)
— arcsm(At)

17. I [arcsin(Aa?) - arcsin(At)]/xy(t) dt = /(ж), 0 < /u, < 1.
Ja

Решение:

y(x) = k(p(x) —-—— / —-—

v

-o(x) dx ) Ja [arcsin(Asc) —

1 sinGr/i)
ТГ/i

18. I [arcsin^ (Аж) - arcsin^ (At)] y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х
1 d Г fx(x)Vl-Xb

Решение: у(х) =
—±

;—^i

гх

19. /
J a (ж) — arcsin

Решение:

Asin(vr/i) d fx (f(t)f(t)dt
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гх

20. / [A arcsin^ (Аж) + В arcsin^ (/Lit) + С] y(t) dt = f(x).
Ja
См. уравнение 1.9.6 при д{х) = Aarcsin^(Ax), h(i) = В arcsin7(/it) + C.

1.6-3. Ядра уравнений содержат арктангенс

21. Г [arctg(A^) - arctg(At)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = arctg(Ax).

Решение: у(х) = —— [A + А2ж2) fx(x)].

22. Г [Aarctg(A«) + В arctg(At)] y{t) dt = f{x).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.6.21. Частный случай уравнения 1.9.4 при

д(х) = arctg(Ax).
Решение:

sign ж d Г, ,—

А
[х _

у{х) = < arctg(Ax) л+в / arctg(At)А + В dx [' Ja

23. I [Aarctg(Acc) + Вarctg(/u,t) + С]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при <?(ж) = Aarctg(Ax), h(t) = Л arctg(/it)+ С

24. /[агс^(Аж) - arctg(At)]ni/(t) dt = /(ж), п= 1,2,...
-'а

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx (а) = 0.

Решение:

Ann! A + А2ж2)

rx

5. / V
Ja

25. / Varctg(A«) - arctg(At) y(t) dt = f(x).
J
Решение:

()

6 Г
Ja v arctg(Aa?) — arctg(At)
Решение:

7Г dx Ja ^arctg(Ax) - arctg(At)
' ^

^arctg(Ax) - arctg(At)
' ^

1 + А2ж2

27. Г y/iarctS(J^-^-)y(t)dt=f(x).
ю

где а=\, /3=1, 7 = "§-

Это уравнение можно записать с помощью гипергеометрической функции

Гаусса в виде

Решение этого уравнения см. в 1.8.86.
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28. Г [arctg(A^) - arctg(At)]/1i/(t) dt = /(ж), 0 < д < 1.
J a

Решение:

( л-ь ( \[
l d V Г <?(*)/(*) dt

y(x) - kv(x)\
7{x) ^ j J^ [arctg(Ax) _ arctg(Ai)]^

-

1 + X2x2

sinGr/i)
7T/i

29. / [arctg^ (Аж) - arctg^ (At)] y{t) dt =/(»).

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) =

Решение: у(х) = ' х

А/х d

Решение:

=
AsinGr^) d y y(t)/(t) dt

=

7Г dx J [arctgCA^arctgCAt)]1-"
'

y =

7Г dx Ja [arctgCA^-arctgCAt)]1-"
'

1 + Л2ж2
'

/•Ж

31. / [Aarctg/3(Aa?) + Вarctg1 (/j,i) + C]y{t) dt = /(ж).

См. уравнение 1.9.6 при g(x) = Aarctg^(Ax), h(t) = 5 arctg7(/i£) + С

1.6-4. Ядра уравнений содержат арккотангенс

гх

32. / [arcctg(Aж)
- arcctg(At)] y(t) dt = f(x).

Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при g(x) = arcctg(Ax).

Решение: у(х) = -i--£- [(i + Л2Ж2) f'x(x)].

/•ж

33. / [Аагсс^(Аж) + В arcctg(At)] y(t) dt = /(ж).
Ja
При Б = —А см. уравнение 1.6.32. Частный случай уравнения 1.9.4 при

g(x) = arcctg(Ax).
Решение:

arcctg(Aa;)] ~^^ Г [arccts(A*)] ~^ЖЛ'(*)dt}-
rx

34. / [Aarcctg(Aж) + JBarcctg(/Ltt) + C]y(t) dt = /(ж).
Ja
См. уравнение 1.9.6 при g(x) = Aarcctg(Ax), h(t) = £arcctg(/i£) + С

/•ж

35. / [arcctg(Aж) —arcctg(At)]riy(t) dt = /(ж), ?г = 1,2,...
Ja

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

1М уСЛОВИ5

Решение:

ющим условиям: /(а) = ffx(a) = • • • = fx (а) = 0.
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гх

36. / Varcctg(At) — агсс^(Аж) y(t) dt = /(ж).
Ja
Решение:

2 / 1 d \2 Гх ^М/М dt
_

1

тг V ^р(х) dx J Ja ^/arcctg(At) — arcctg(Ax)
'

1 + А2ж2

37. Г V(t) dt
= /(ж).

Ja ^arcctg(At) — arcctg(Aж)
Решение:

X d fx (p(t)f(t) dt

тг dx Ja ^arcctg(Af) — arcctg(Ax)
'

1 + А2ж2

38. f [arcctg(At) - arcctg^)]^^) dt = /(ж), 0 < /u, < 1.
Ja

_

Решение:

y(x) = M*)(^fOe
1 d Y fx V(t)f(t) dt

[arcctg(At) —

sinGr/i)
^v }

~

1 + A2^2
'

тгм

rx

39. / [arcctg^ (Аж) - arcctg^ (At)] y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = ,

1 d
Решение: у(х) =

X/j, dx [ arcctg^~1(Ax) J'

fx y(t) dt
40. I 77-

^ f (x)) 0 ^ /x ^ 1.
7a [arcctg(At) — агсс^(Аж)]
Решение:

Asin(vr/i) d /*ж (p(t)f(t)dt ( \—
■*"

2/W
-

-

~fa Ja [arcctg(At) - arcctg(Ax)]1-^
' ^X' ~

1 + А2ж2
'

/•ж

41. / [Aarcctg/3(Aж) + Вarcctg1 (/j,i) + C]y(t) dt = /(ж).

См. уравнение 1.9.6 при д(х) = Aarcctg^(Ax), h(t) = Б arcctg7(/it) + С

1.7. Уравнения, ядра которых содержат комбинации

элементарных функций

1.7-1. Ядра содержат экспоненциальные и гиперболические функции

1. Г е^ж-*){А1 ch[Ai(!B - t)] + А2 сЬ[А2(ж - t)]}y(t) dt = /(ж).
Ja
Замена и(х) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.3.8:

А1 ch[A!(x - t)] + А2 сЬ[А2(ж - t)]}iy(t) dt = e~^xf(x).



1.7. Ядра уравнений содерэюат комбинации элементарных функций Т3

2. Г e^-V сЬ2[Л(ж - t)]y(t) dt = f(x).
Ja
Решение:

у(х) = ф)-^- Г е^х~^ 8h[k(x-t)]ip(x) dt, k = \V2, ф) = /'х(х)-
К J a

3. Г е^-^ сЬ3[А(ж - t)]y(t) dt = f(X).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.15:

Г сЬ3[Л(ж - t)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

4. Г е^х-*) сЬ4[Л(ж - t)]y(t) dt = f(x).
Ja

Замена w(x) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.3.19:

Г сЬ4[Л(ж - t)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

. fX e^x-^[ch(Xx) -ch(Xt)]riy(t)dt= /(ж), п= 1,2,...
Ja

5

Решение:

1

sh(Xx) dx

n+1

6. Г e^^-^^chx - ch ty(t) dt = /(ж), /(а) = 0.
./a

Решение:

-cht

7 Vch ж - ch t
V У

Решение:
rx e-»tsYLtf(t)dt

7г аж Ja ж — ch t

8. /Ж е/^ж-*) (ch ж -ch t)xy{t)dt= /(ж), 0<Л<1.

Замена гу(ж) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.23:

fX(chx- cht)xw(t) dt = e~^xf(x).
J a

9. Г[Ае^ж"*) + В chA ж] y(t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ae^x, h^{t) = e-/it, д2(х) = Вchx

h2(t) = 1.
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10. Г [Ae^-V + В chA t]y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, h1(t) = e-/J/t, g2(x) = J

h2(t) =chxt.

11. fX e^x-^(chxx-chxt)y(t)dt= f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.24:

fX(chx x - chA t)w(t) dt = e~^xf(x).
J a

12. Г e^x-^(Achxx-\- Bchxt)y(t)dt= f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.25:

(Achxx

13.

Решение:

тг dx Ja (сЬж(chx-chty-x
'

14. Г e^-^JAi sh[Ai(as - t)] + A2sh[A2^ - t)]}i/(t) dt = /(ж).

Замена ги(ж) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.41:

I {Ах 8Ь[Ах(х - t)] + А2 sh[A2(x - t)]}w(t) dt = e~^xf(x).
J a

15. Г е^-^ sh2[X(x - t)]y(t) dt = /(ж).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.43:

rx

/ sh2[A(> - i)]w(i) dt = e~^xf(x).
Ja

16. I e/l(a!"t) зЬ3[А(ж - t)]i/(t) dt = /(ж).
./a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.49:

Г sh3[A(x - t)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

17. I* e»<<x-t>>shri[\(x-t)]y(t)dt= /(ж), n=2,3,...
./a

Замена гу(ж) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.3.54:

'

shn\\(x-t)~
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18. Г e^-V sh(k^/x - t)y(t) dt = f(x).
Ja
Решение:

"

L v^t mdt-

19. I е»(х-г) л/shx - shty(t) dt = f(x).
Ja

Решение:

. 2 / 1 d^^ e-^chtf(t)dt
x) = —e^chx 7

7Г V ch x dx / Ja у sh x — sh t

20

Решение:

Ja Vsh ж - sh t
V У

у(х) = —е^х—
7Г йж Ja Vsh ж — sh £

21. /Ж e/l(a!"t)(sha5 - sh t)xy(t) dt = /(ж), О < Л < 1.
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.58:

f (shx-sht)xw(t)dt = e-^xf(x).
J a

22. Г e^x-^(shxx-shxt)y(t)dt= /(ж).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.59:

f (shxx-shxt)w(t)dt = e-^xf(x).
J a

23. fX e^x-^(Ashxx-\-Bshxt)y(t)dt= /(ж).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.60:

(Ashx x + В shx t)w(t) dt = e~^xf(x).

24. Г[Ае^ж"*) + В shA ж] y{t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ae^x, h1(t) = e-/it, ^2(ж) = Bshx ж,

h2{t) = 1.

25. Г[Ле^ж-*) +BshAt]y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при д1(х) = Ае^х, /ix(t) = е-/х*, #2(ж) = ^?

t) = shxt.

Решение:

■А Г
dx Ja (sh x — sh t) 1-Л

'
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27. Г e^-V (AthA х + Bthx t)y(t) dt = f(x).
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.77:

f
J a

28. Г e^-V (AthA x + BthP t + C)y{t) dt = f{x).
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.9.6 при д(х) = Athx х,

h{t) = P

Г (AthA
Ja

x + В th^ t + С)гу

29. [X [Ае^-^ +Bthxx]y(t)dt= f{x).
J

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ae^x, h1(t) = e-/it, #2(ж) = Bthxx,
h2(t) = 1.

30. [ [Ае^-^ +Bthxt]y(t)dt= f{x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при дх{х) = Ае^х, /i]_(t) = е-/х*,
/г2(^) = thA t.

31. Г e^x-^(Acthxx-\- Bcthxt)y(t)dt= f(x).
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.3.90:

rx

j (Acihx x + Вcihx t)w(t) dt = e~^xf(x).
J a

32. Г e/x(a3-*)(ActhAa? + Bcth/3t+ C)y(t) dt = f(x).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.9.6 при д(х) = ActhA ж,

h(t) = ^

33.

( (ActhA x + В cth^ t + С)гу(*) dt = e~^xf(x).
J a

. Г [Ae^-V + В cthx x]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, /i]_(t) = e-/it, g2(x) =

A, /i2(£) = 1.

34. Г[Ае^ж-*) +BcthAt]y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, /*i(t) = e-/it, #2(ж) = ^j
A



1.7. Ядра уравнений содерэюат комбинации элементарных функций

1.7-2. Ядра содержат экспоненциальные и логарифмические функции

35. Г еЛ(ж-*)Aпж -\nt)y(t)dt = /(ж).
J а

Решение:

у(х) = еХх [xip'^ix) + ip'x(x)], ф) = e~Xxf(x).

36. [* ex(<x-tUn(x-t)y(t)dt = /(ж),
./о
Замена w(x) = е~Хху(х) приводит к уравнению вида 1.4.2:

37. Г ел(ж-*)(А1пж + Bint)y(t) dt = /(ж).

Замена w(x) = е~Лжу(ж) приводит к уравнению вида 1.4.4:

[Х(А\пх + Blnt)w(t) dt = e~Xxf(x).
J a

38. fX e^x-^[Aln2(Xx) + В In2(At)]y(t) dt = /(ж).
./a

Замена w(x) = е~Лжу(ж) приводит к уравнению вида 1.4.7:

[А\п2{\х) + B\n2{\t)]w{t) dt = е~Хх f{x).

. Г ex<<x-t^[ln(X/t)]riy(t)dt= /(ж), г*=1,2,...39

Решение:

^) f^

y(t)dt= /(ж).

2еХх ( d \2 [х e~xtf(t)dt, ч
2еХх ( d \2 f

y{x) = [X-TJ \
7ГХ V UX J J a

TV dx Ja t^/ln(x/t)

42. Г[Ле^ж-*) +В1п^(Лж)]у(^^= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при д±(х) = Ае^х, /i]_(t) = e-/it,
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43.. Г[Ае^х-^ + B\n»(\t)]y(t)dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, /&]_(£) = e-/J/t, д2(х) = В,

h2(t) =lnu(Xt).

44. f e^x-^[\n(X/t)]xy(t)dt= /(ж), 0<Л<1.
Ja

Замена w(x) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.4.16:

[\n(x/t)]xw(t) dt = e~^xf(x).

45-

Решение:

dx L te^\\n(x/t)]1-x
'

1.7-3. Ядра содержат экспоненциальные и тригонометрические функции

46. / ей(<х ' cos[A(« — t)]y(t) dt = f(x).

rx

Решение: у(х) = ffx(x) - fif(x) + A2 / e^x~^f(t)dt.
J a

rx

47. / e/x(a3~*){Ai cos[Ai(a? — t)] + A2 cos[A2(jk — t)]}y{t) dt = f{x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.8:

Г{А1 cos[A!(x - t)] + А2 cos[A2(x - t)]}w(t) dt = e~^xf(x).
J a

rx

48. / eW-V cos2[A(a? - t)]y{t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.9.

Решение:

2А2о \ 2, гх

& J a

49. Г е^х~^ со83[А(ж - t)]y(t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.5.15:

Г cos3[A(x - t)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

50. Г e^x-V со84[А(ж - t)]y{t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.19:

Г cos4[A(x - t)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a



1.7. Ядра уравнений содерэюат комбинации элементарных функций Т9

51. Г е^ж-*> [со8(Лж) -cos(\t)]rty(t)dt= /(ж), п= 1,2,...
./а

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = f'x(a) = • • • = fx (а) = 0.

Решение:

( л (-!)" их •
м J I d ^n+1

^(ж) =
лп ,

е sin(Ax) .

—-

Ann! [ sin(Aa;) dx

52. / е»(х~г>> л/cos t - cos x у(t) dt = f(x).
J a

Решение:

. 2
.

/ 1 d x2 r^ e-^si
y{x) = —e^xsmx — ) /

7Г V sins аж / Ja vcos'\/cos t — cos ж

53. Г^
Ja a/cOS t —

Решение:

\/cos ^ ~~ cos x

54. /Ж е^(ж-*) (cost- cos x)xy(t)dt= /(ж), О < Л < 1.
./а

Решение:

1 d ^ [x e-^smtf{t)dt
_

sin(TrA)d \2 r^

ЙЖ /
ja (cost —cosж)А

'

тгА

rx

55. / e/x(a3~*)(cosA ж — cosx t)у(t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.24:

с

(cosA ж — cosA t)w(t) dt = e~^x/(ж).

56. [ е/х(ж-*)(Асо8Лж + Bcosxt)y(t)dt= /(ж).

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.25:

Г (AcosA ж + Б cosA t)iy(t) dt = e~^xf(x).
Ja

r^7
a (cost —

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.26:

57.

Г' : ,л=е/(х).Ja (cost —cos ж)л

58. I* [Ае^-^ + В cos"(\x)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при g^(x) = Ае^х, /i]_(t) = e-/it,
= Бсо8г/(Лж), /i2(t) = 1.
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59. [[Ае^х~^ + В cos"(\t)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д±(х) = Ае^х, h^{t) = e-/J/t, #2(
h2(t) = cos17 (At).

60. Г е^(ж"*> sin[A(a> - t)]y(t) dt = Дж), Да) = fx (a) = 0.
J a

Решение: y(x) = ± [fjx(x) - 2fifx(x) + (A2 + ^2)f(x)].

61. Г е^х-^{Аг sin[Ai(aj - t)] + A2 sin[A2(jc - t)]}i/(t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.41:

f {A1 sinlA^x - t)] + A2 sin[A2(x - t)]}w(t) dt = e~^xf(x).
J a

62. Г е^х~^ sin2[A(« - t)]y(t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.43:

Г sin2[A(> - t)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

63. Г e^-V 8ш3[А(ж - t)]y{t) dt = /(ж).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.49:

f sin3[X(x-t)]w(t)dt = e-^xf(x).
J a

64. Г е^х~1) sinn[A(as - t)]y(t) dt = /(ж), п= 2,3,...
-/a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.54:

Г sinn[A(x - t)]w(t) dt = e~^xf{x).
J a

. Г e^-V sin(k^^^t)y(t) dt = /(ж).
Ja

65

Решение:

66

Решение:

. Г е»(х-г) л/sinx - sinty(t) dt = f(x).
Ja

. 2 / 1 d \i [x e-»* cos tf(t)dt
y(x) = —e^cosx / —

7Г V COS Ж ЙЖ / Ja VSiVsin ж — sin t

^2щ
7a л/sin ж — sin t

Решение:

sin x — sin £
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rx

. / е^х-ь) (sin ж —sin t)xy{t) dt = /(ж), О < Л < 1.
Ja

1 d \2 [x e-»1 costf(i)dt
_

sin(TrA)

68

Решение:

cos ж
cos ж dx ) Ja (sin ж — sint)A

'

тгА

69. Г e^x-^(sinxx-sinxt)y(t)dt= /(ж).

Замена ги(ж) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 1.5.59:

/ (sinA х - sinA t)w(t) dt = e~^xf(x).
Ja

70. f е/х(ж-*)(А8тлж + Bsinxt)y(t)dt= /(ж).
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.9.4 при д(х) = sinA x:

гх

/ (Asinx х + Вsinx t)w(t) dt = e~^xf(x).
Ja

Ja (sin ж—sint)A

2/(ж) привод

Г w{
Ja (sinx-sin t)A

Замена w(x) = e ^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.61:

72. Г[Ае^ж-*) + В sin"(Хв)]у(Ь) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при g1(x) = Ае^х, /ix(t) = е-/х*,
() ()

73. Г[Ае^х~^ + В sin" (\t)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, /*i(t) = e-/it,
/i2(t) = sin17 (At).

74. I* е^х-^ (Atgx x + Btgx t)y(t) dt = /(ж).

Замена ги(ж) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.77:

Г (AtgA х + Б tgA t)w(t) dt = e~^xf{x).
J a

75. /Ж е^(ж"*> (AtgA ж + В tgP t + C)y(t) dt = f(x).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.9.6:

Г (AtgA x + В tg^ t + C)w(t) dt = e~^xf(x).
J a

6 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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76.. Г[Ае^х-Ъ + Btg»(\x)]y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, h1(t) = e-/J/t, #2(ж)
= Btg»(\x), h2(t) = l.

77.

Частный случай уравнения 1.9.15 при д1(х) = Ае^х, h1(t) = е-/х*, #2(ж) =

/i2(t)=tg^(At).

78. Г e^x-^(Actgx х + В ctgA t)y(t) dt = f(x).
Ja
Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.5.90:

f (ActgA x + В ctgA t)w(t) dt = e~^xf(x).
J a

79. Г e/x(a3-*)(ActgAa? +Bctg/3t+ C)y(t) dt = f(x).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 1.9.6:

Г (A ctgA х + В ctg^ t + С)гу(*) dt = e~^xf(x).
J a

80. [[Ae^x-V +Bctg»(Xx)]y(t)dt= f(x).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = Ае^х, /*i(t) = e-/it, #2(ж)
() ()

81. Г[Ае^х-^ + В Gig" (At)] y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при дх(х) = Ае^х, /ix(t) = е-/х*, ^2(ж) = Б

h2(t) =ctg»{\t).

1.7-4. Ядра содержат гиперболические и логарифмические функции

82. Г [АсЬ^(Аж) + B\n^(^t) + C]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ach^(Xx), h(t) = В In7 (/it) + С

83. Г [A ch^ (At) + В In7 (/хда) + С] y(t) dt = f{x).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Л1п7(//ж) + С, /i(t) = Ach^(At).

84. Г [A sh^ (Аж) + В In7 (/Lit) + С] y(t) dt = f(x).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Ash^(Ax), h(i) = Б In7 (/it) + С.

85. Г [Ash^(At) + В\п^(^х) + C]y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = В In7 (fix), /i(t) = Ash^(At) + С.
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86. [X[AthP(\x) + В In7(/Lit) + С] y{t)dt= /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = Aih^(Xx), h(t) = В In1 (fit) + С.

87. Г [Ath^(At) + В1п7(Мж) + C]i/(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = В In7 (fix), /i(t) = Ath^(At) + С.

88. Г [A cth^ (Лж) + В In7 (/Lit) + С] y(t) dt =/(»).
-/а
Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Acth^(Ax), /i(t) = В In7 (/it) + С.

89. Г [A cth^3 (At) + В In7 (/хда) + С] y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = 51п7(//ж), h(t) = Acth^(At) + С

1.7-5. Ядра содержат гиперболические и тригонометрические функции

90. Г [A ch^3 (Лж) + В cos7 (/Lit) + С] y{t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = АсЬ^(Аж), h(t) = В cos1 (цг) + С

91. fX [Ach^iXt) + В sin7(дж) + C]y(t)dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = -Bsin7(/ix) + С, h(t) = Ach^(At).

92. / [АсЬ^(Лж) + Btg7(Mt) + C]i/(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = АсЬ^(Аж), h(i) = Big1 (fit) + С.

93. /*Ж [A sh^3 (Лж) + В cos7 (/Lit) + С] y(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(ж) = Ash@(Xx), h(t) = Bcos1(/jJt) + С

94. /Ж [A sh^ (Xt) + В sin7 (дж) + С] y(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = -Bsin7(/ix), /i(t) = Ash^(At) + С.

95. f[Ashf3(Xx) + Btgr(/jit) + C]y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Ash^(Ax), /i(t) = Big1 (fit) + С.

96. [X[AthP(Xx) + В cos7 (/Lit) + С] y{t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ath^(Xx), h(t) = В cos7 (/it) + С.

97. [ [Ath^iXx) + В sin7 (/Lit) + C]y(t)dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Ath^(Xx), h(t) = В sin7 (fit) + С.
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1.7-6. Ядра содержат логарифмические и тригонометрические функции

98. Г [A cos^3 (Аж) + В In7 (/Lit) + С] y(t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Acos^(Ax), h(i) = В In7 (/it) + С.

99. Г [A cos^ (At) + В In7 (/хда) + С] y(t) dt = /(ж).
-/а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = £1п7(/хж) + С, h(t) = Acos^(At).

100. /" [A sin^ (Аж) + В In7 (/Lit) + С] y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = Asm@(\x), h(t) = В In7(цг) + С

101. / [A sin^ (At) + Bin7 (дж) + С] y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = Б1п7(//ж), h(i) = Asin^(At) + С.

1.8. Уравнения, ядра которых содержат специальные

функции

1.8-1. Ядра уравнений содержат функции Бесселя

1. Г Jo[X(x-t)]y(t)dt=f(x).
J a

Решение:

1 / d2 \2 гх
у(ж) = т(^"+ J J (x"t)Ji[A(x-t)]-'r(t)dt-

В частном случае А = 1 при f(x) = A sin ж решение дается формулой

у(х) = AJ0(x).

2. fX[J0(Xx) -J0(Xt)]y(t)dt= /(ж).
J a

d \ f'Jx)
Решение: у(х) =

L AJx(Ax)

3. fX[AJ0(Xx) + BJ0(At)]y(t) dt = /(ж).

При В = —А см. уравнение 1.8.2. Рассматриваем область [a, ж], в которой
функция J0(Xx) не меняет знака.

Решение при В ф —А:

у{х) = ±
~XTBl

Берется тот ж:е знак, который имеет функция J0(Xx).
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4. [ (x-t)J0[\(x-t)]y(t)dt=f(x).
Ja

Решение:

у(х)= Г g(t)dt,
J a

где

9W =

"Г" ( ~Ъг + Л" ) / (* - г) Л [A(t - т)] /(т) dr.

Решение:

5. / (x — t)Ji[X(x—t)]y(t)dt=f(x).
J a

= ^~(^~ + Л
J J {X~tJ J2lHx-

6. Г (ж -tJ Ji[A(as -t)]y(t)dt= f(x).
J a

Решение:

y(x) = / g(t) dt,
J a

где

f^ V /'* " TJ J2iKt ~ r)] /(r) dr.

7. f(x-t)ri Jri[X(x-t)]y(t)dt= f(x), n=0,l,2,...
./a

Решение:

/ ^2 x 2n+2 ж

= A
—^- + Л2 / (x - t)n+1 Jn+1 [\{x - t)] f(t) dt,

2 ^2n+
VA/ Bn)!Bn + 2)!

'

Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = f'x (а) = • • • = fx
n

(а) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

fx
/ л2 \ 2п+2

y(x)=Aj {x-tJn+1J2n+1[\{x-t)]F{t)dt, F(t)=l^— + \2) f(t)dt.

8. Г (x-t)Tl+1Jn[\{x-t)]y{t)dt= f{x), n= 0,1,2,...
./a

2/@;)= /*%(t)dt,
Решение:

где

x 72 \ 2n+3 „t

ff(t) = Л ( — + A2 / (t - r)"+1 Jn+1 [A(t - t)] /(t) dr,
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Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = f'x(a) = ••• = fx
п

(а) = 0, то функцию g(t),
определяющую решение, можно записать в виде

n

/(r).

9. Г(х - tI/2 J1/a[A(as - t)]y(t) dt = /(as).
J a

Решение:

y{x) = ik (~£f+a2) /*(z ~ *K/2

10. Г (as - tK/2 J1/3[A(a! - t)]i/(t) dt = /(as).

Решение:

y{x) = f g(t) dt,
J a

где

9(t) = -^ (^r + A2)' J\t - rK/2 J3/2[X(t - r)] f(r) dr.

11. Г{Х - tK/2J3/2[X(X - t)]y(t) dt = /(*).
J a

Решение:

12. Г (as - tM/2 J8/3[A(a! - t)]y(t) dt = /(as).
./a

Решение:

y(x) = / g{t) dt,
J a

где

. [X(x-t)^J12±J2ri-1 [X(x - t)]y(t) dt = f(x),
Ja 2

13

Решение:

2^ (-JT + л2) Г si

2 Bn-2)!!
V J Ja2 Bn-2)!!

14. [X[Jt,(Xx)-Jt,(\t)]y(t)db=f(x).Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = Ju(Xx).
d \ xfx(x)

Решение: у(х) =
vJv(\x) —
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15. ( [AJu{Xx) + BJu{Xt)]y{t) dt = /(ж).
J a

При В = —А см. уравнение 1.8.14. Рассматриваем область [а, ж], в которой
функция Jv(Xx) не меняет знака.

Решение при В ф —А:

Берется тот же знак, который имеет функция Ju(\x).

16. / [AJu(\x) + BJn,(Ct)]y(t) dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.6 при g(x) = AJu(Xx), h(t) = BJ(Ct)

17. Г\х - t)» Ju[\(x - t)]y(t) dt = f(x).
Ja
Решение:

y(x) = A[—— +A2 ) / (x-tO1-»-1 Jn_u_1[X(x-t)]f(t)dt,

V A / rBi/ + 1) ГBп - 2i/ - 1)
'

где —!-<!/< ^_,n = i52,...
Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = fx(a) = • • • = fxn '(а) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

fx 1 / d? Лп
у(х) = А (x-tO1-"-1 Jn_u_1[X(x-t)]F(t)dt, F(t)= ^-+A2 f(t).

Ja V dt2 J

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 530).

18. [X(x-ty+1Jv[\(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

у(х)= Г g(t)dt,
J a

где

9(t) = a(J^- + A2) j\t - ту-»'2 Jn_u_2[X(t - г)] /(т) dr,

2 \n-2 r(i/+ 1) Г(п - I/- 1)

Решение:

Л/ ГB1/ + 2) ГBп - 2i/ - 3)
'

где -1 < v < -тг
- 1, п = 1, 2,. ..

Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = fx(a) = ••• = /in (а) = 0, то функцию g(t),
определяющую решение, можно записать в виде

dT, F(t)= (-^L. +
(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 530).
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19. Г Jo{X^/x -t)y{t) dt = /(ж).

Решение:

J a

20. Г\а^(\у/х) + BJu{\Vt)]y(t) dt = f(x).
J a

Рассматриваем область [а, ж], в которой функция Jv(\^/x) не меняет знака.

Решение при В ф —А:

у(х) = ±-
1 d

A + В dx

Берется тот же знак, который имеет функция

21. [X[AJU{\^) +BJll{py/i)]y{t)db= /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = AJu(\y/x), h(t) = BJ (/Зу/i).

22. Г
Ja

—t)y(t)dt= f(x).

Решение:

23. = f(x).

24

Решение:

. fX(x-
Ja

Решение:

y(x) =
2 d2 fx/;

y{x) =

ТТЛ dx2 J a л/х — t

-4- \ /ъ § (-4- | /-/-4- -р ( г** Л

23/2

" /(*) d*.

f(t) dt.

25. / (ж -

Решение:

26

- t)y(t) dt = /(ж), n=0,l,2,...

9 \ n dn+2 /*ж ,

. / (ж-t)^^J2rг-3 (\^/x-t)y(t)dt= f(x), 71=1,2,...
./a 2

Решение:

у(х) = ^f — /
dxn Ja /x-t

■f(t)dt.
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27' L(x~i
Решение:

>^_d_
2тг dx

= /(ж).

/x-t
■f(t)dt.

28 . Г (ж -
Ja

Решение:

- t)y(t) dt = /(ж).

2\n—2

) 1^ }a <*

где —1 < v <n — 1, n = 1,2,...
Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(a) = f'x(a) = • • • = /in (a) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

t2)
~1/429. / (x2-t2)
V

J_i/2(AV^2 -t2)y(t)dt= /(ж).

Решение:

/ ч /2Л d Г
(х) = W — /V тг dx Jo

2Л d Гж сп(А\/ж2 -

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 535).

30 . /°°(t2 -ж2)-1/4^1/2(Л^2 -X*)y(t)dt= /(ж).
^ж

ch(A\A2 -x2)

Решение:

mdt-

31. /(ж2 -^)^/2^(лУж2 -t2)y(t)dt= /(ж), -l<i/<0.

Решение:

2/(х) = Л-^ Г t (Ж2 - t2)
-

йж Jo

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 535).

-x2)y(t)dt= /(ж),32. [°° (f -x2
^ж
Решение:

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 535).

33. fX[AtkJv(\x) + Бжт JM(At)]i/(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при gx{x) = AJu(Xx), h1(t) = tk, #2(ж) = Вхт
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34. Г[А^(Хх) + BJ?(Xt)]y(t) dt = f(x).
J a

Решение при В ф —А:

35. Г [AJ*(\X) + BJ™(Ct)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = AJ^(Xx), h(t) = BJ^

36. fX[Yo(Xx) -Y0(\t)]y(t)dt= f(x).
J a

Решение: у(х) =
dx

37. Г[УИАЖ) -Yv(\t)]y(t)dt= f(X).
J a

d \ xf'Jx)
Решение: y(x) =

dx I vYv(Xx) - XxYv+1(Xx)

38. jX[AYu{\x) + BYu(\t)]y(t) dt = f(x).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.8.37. Рассматриваем область [а, ж], в которой
функция Yv(Xx) не меняет знака.

Решение при В ф —А:

Берется тот же знак, который имеет функция Yu(Xx).

39. Г[АЬ^(\х) + Bx^Y^iXt^yit) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д-\_(х) = AYu(Xx), h1(t) = tk,

40. Г

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = AJu(Xx), h^t) = Y (f3t),
g2(x) = BY^px), h2(t) = Jv(\t).

1.8-2. Ядра уравнений содержат модифицированные функции Бесселя

41. Г I0[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Решение:

У(х) = -v(-J^-x2) I (aJ-t)J![A(x-t)]/(t)dt.
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42. [X[Io(Xx)-Io(\t)]y(t)dt=f(x), f(a) = fx(a)--
J a

d Г f (x) 1
Решение: y(x) = — 7;/ .

dx I XI1(Xx) J

43. Г[А1о(ХХ) + BI0(Xt)]y(t) dt = f(X).
J a

При В = —А см. уравнение 1.8.42. Решение при В ф —А:

у{х) = ±Т^в
Берется тот же знак, который имеет функция 1и(Хх).

44. [X(X-t)I0[X(X-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Решение:

у(х) = I g(t) dt,

где

g(t) = у (^ - л2) /V - г) h [\(t - г)] /(т) dr.

гх

45. / (x—t)Ii[X(x—t)]y(t)dt=f(x).
J a

Решение:

У(х) = -^ (^f - A2) J'(x - tf I2[X(x - t)] f{t) dt.

46. / (x - tJ h [\(x
- i)]y(t) dt = f(x).

Ja

y(x)= Г g{t)dt,
J a

Решение:

где

47. [X(X-t)nIrl[X(X-t)]y(t)dt= /(ж), n=0,l,2,...
./a

Решение:

2n+2

А=(^JП+1
Bn)!Bn + 2)!

Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(a) = f'x (а) = • • • = fx (a) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

y{x) = AJjx-tfn+lI2n+1[\(x-t)}F(t)dt, F{t)=(^-\2Y f{t).
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. [X(X-t)ri+1Irl[\(x-t)]y(t)dt= /(а>), п=0,1,2,...
J а

у(х)= Г g(t)dt,
J a

48

Решение:

где

, 72 \ 2п+3

g(t) =а(— - X2)

Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = ffx(a) = ••• = fx
+

(а) = 0, то функцию g(t),
определяющую решение, можно записать в виде

/72 \ 2п+2

dr, F(r) = I 2--A2j /(r).

49. fX(X-tI/2I1/2[X(X-t)]y(t)dt= f(X).
J a

Решение:

7Г / d? \^rx

y(x) = —I Л2 j / (x - t)s/2 /3/2[А(ж - i

4Л \ их J J a

50. Г (x - tK/2I1/2 [X(x - t)]y(t) dt = f(x).
Ja

Решение:

y(x) = I g(t) dt,

где

51. Г (Ж - tK/2I3/2 [X(x - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Решение:

52. /Ж (X - tM/2/3/2 [А(Ж - t)]y(t) dt = /(as).
./a

y(x)= [X g(t)dt,
J a

Решение:

где

53. Г (x-t)~n^~ I2n-i [X(x - t)]y(t) dt = f(x), n=2,3,.
Ja 2

Решение:

—Dт -л2)п Г
-2)!! v аж у Ja
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54. Г[1„(\Х)-1„(\±)]у(±)с1±= f(X).
J а

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = 1и(Хх).

55. Г[А1„(\х) + BIu{\t)]y{t) dt = f(x).
Ja

Решение при В ф —А:

56. / [AIu(\x) + В1^(/3±)]у(±) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = AIu(Xx), h(t) = BI (/3t).

57. [X(X-t)"Iv[\(X-t)]y(t)dt= f(X).
Ja
Решение:

/ л2 \nrx

y(x) = A - Л2 / (x - tO1-"-1 /„_„_-, [Л(ж - t)l fit) dt,
\ dx2 J Ja

A- (
2 Y'1 r(i/+ 1) Г(п - i/)

~

\ XJ rBi/ + 1) ГBп - 2i/ - 1)
'

где -у < v < ^^-, п = 1,2,...
Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = ffx(a) = • • • = /ж
~

(а) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

=(-|^--A2) f(t).

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987).

58

Решение:

. Г(Х - ьу+г1„[\(Х - t)]y(t) dt = f(x).
J a

у{х) = f g(t) dt,
J a

где

g(t) = a(J^- - л2) j\t - тГ~»-2 in_u_2[x(t - г)] /(т) dr

xn-2 Y{y + 1) Г(п — V — 1)
Л/ ГB1/ + 2) ГBп - 2i/ - 3)

'

где -1 < v < ^ - 1, п = 1, 2,. ..

Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = f'x(a) = ••• = /^ ^(а) = 0, то функцию g(t),
определяющую решение можно записать в виде

dT, F(r) = (JL - А2)/(т).
(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987).
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59. [ I0(X^x-t)y(t)dt = /(ж).
J а

У(х) = -^
Решение:

60. Г[А1и(Ху/^) + BIu(xVt)]y(t)dt = f(x).
J a

Решение при В ф —А:

dt.

61. [Х[А1„(\у/Б) +BItx(CVi)}y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.6 при д{х) = AIu(\y/x), h(i) =

rx

62. / л/х — tli(\y/x — t)y(t) dt = f(x).
J a

Решение:

63. Г (SB - tI/4j a(Av/a. _ t)y(t) dt = /(SB).
./a

Решение:

/x-t
■ /W dt.

64. fX (x -tK/4I3/2(X^x -t)y(t) dt = f(x).
Ja

23/2 ^3 ,x C0s(Aa/^
Решение:

y(x) = -—

vrA3/2 dx6
--

— t
f(t) dt.

65 . fX(x-t)ri/
Ja

Решение:

n=0,l,2,.

66.

Решение:

г-З (X^X - t)y{t) dt = /(ж),

l™_ fx (
'

2n-3

67.

y/X-t
" /(t) ^,

Решение:

=J——
V 2тг dx Ja /x — t

- /(t) dt.
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68. Г(ж - ьу/*1„ (Хл/х - t)y(t) dt = f(x).
J a

Решение:

2 \п-2
п— и— 2

где —1 < ь> < п — 1,п = 1,2,...
Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(а) = f'x(a) = • • • = fx (a) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987).

69. Г (ж2 - t2) ~1/4/_1/2 (А^ж2 - t2 = /(ж).

Решение:

2Л d [x cosiXVx2 -t2^, 2\ d [x +у(х) = J —- / t
V тг dx Jo

-f(t)dt.

70 . [°°(±2-х2) 1/4/_i/2(AVt2 -x2)y(t)dt = /(ж).
J x

Решение:

У Ж = -

V ТГV 7Г ЙЖ

71. = /(ж), -l

Решение:

(ж) = лА rt(a
йж Jo

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987).

72 . /" (t2 —
./ж

Решение:

-x2)y(t)dt= /(ж), -1 < I/ < О.

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987).

73. I [AtkIu{Xx)
./а

dt = /(ж).

Частный случай уравнения 1.9.15 при g1(x) = AIu(Xx), h1(t) = tfc, g2(x)
h2(t) = /„(At).

74. fX[All{\X) + Bll(\t)]y(t) dt = /(as).
./a

Решение при Б 7^ —A:

1а |7"
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75. Г [Alt (*») + BIl (j3t)]y(t) dt =/(*).
-/а

Частный случай уравнения 1.9.6 при д(х) = AI^(Xx), h(t) = BIS {Ct).

76. Г[К0(Хх) - K0(Xt)]y(t) dt = f(x).
J a

d Г f (x)
= -— JJ)JРешение:

77. Г[К„(\х) - К„(ХЬ)]у(Ь) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.2 при д(х) = Ки(Хх).

78. Г[АК„(\х) + BKu(\t)]y(t) dt = f(x).
Ja

Решение при В ф —А:

79. Г[АЬкКи{Хв) + BXsK^{Xt)]y{t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АКь>{\хI h1(t) = tk, ^2(ж) =
h2{t) = Kll[\t).

80. fX[AIu{Xx)K^{Ct) + BIu{Xt)K^{Cx)]y{t) dt = f(x).
J

Частный случай уравнения 1.9.15 при дг(х) = AIu(Xx), h1(t) =

92(х) = ВК^рх), h2(t) = Iv(Xt).

1.8-3. Ядра уравнений содержат присоединенные функции Лежандра

1. Г(х2 -

Jа
81. Г(х2 -t2)-»/2P>f(^-)y(t)dt= f(x), 0<a<oo.

Здесь Р£(х)—присоединенная функция Лежандра.
Решение:

У(Х) = х^»-1^ У~»
где /х < 1, i/ ^ -у,

п = 1,2,...

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 510).

. Г(х2 -t2)-^/2Pjf(—
Ja V Ж

82. Г(х2 -t2)-^/2Pjf(—)y(t)dt=f(x), 0<a<oo.

Здесь Pjf(x)—присоединенная функция Лежандра.
Решение:

где /х < 1, i/ ^ -у, п = 1,2,...

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 510).
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83. f\t2 -x2)-»/2P>f(^-)y(t)dt= f(x), 0<b<oo.
Jx t

Здесь Р£(х)—присоединенная функция Лежандра.
Решение:

У(Х) = (-l)V^-1— L1^ f (t2 - X2) ^2 t-np2-n-n f±\ j(Q df\
dxn V Jx V x ) \

где /x < 1, v ^ -\, n = 1,2,...

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 510).

4. f\t2-
Jx

84. f\t2-X2)-^/2P'f(—)y(t)dt=f(X), 0<6<oo.

Здесь Pjf(x)—присоединенная функция Лежандра.
Решение:

У{Х) = {-ir^
где II < 1, v ^ -у,

п = 1,2,...

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 510).

1.8-4. Ядра уравнений содержат гипергеометрические функции

85. Г(х - Ь)ь-1Ф(а,Ь; \(х - t))y(t) dt = f(x).
Js

Здесь Ф(а, 6; z) — вырожденная гипергеометрическая функция.
Решение:

mrV-ь) ф(-а'п~6;Чх~t))mdi'

где 0 < Ъ < га, п = 1,2,. ..

Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия /(s) = ffx(s) = • • • = /ж (s) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

Г {~а'п~ь-'х{х~

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 530).

86. Г(п-Ь)с-гр(а,Ъ,с1 1 -^-)y(t)dt= f(x).

Здесь F(a, 6, с; г) — гипергеометрическая функция Гаусса.
Решение:

а \ха \
dx™ I Js

гх (т _ f\n-c-l . f

-F[-a, п-Ъ, п-с; 1 ) /(t) rft }►,Г(с)Г(п-с) V ™>

х.

где 0 < с < п, п = 1, 2,...
Если правая часть уравнения дифференцируема достаточное число раз и

выполняются условия f(s) = ffx(s) = • • • = /ж (s) = 0, то решение интегрального

уравнения можно записать в виде

у(х) = Г
р "рГ"С"! F(~a' -Ь. п -

с; 1 - -)fln\t)dt.Js Г(с)Г(п — с) V ж /

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 508).

7 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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1.9. Уравнения, ядра которых содержат произвольные

функции

1.9-1. Уравнения с вырожденным ядром K(x,t) = gi(x)hi(t)-\-g2(x)h2(t)

1. Г g(x)h(t)y(t)dt= f(x).
J a

Решение: у =
1

h{x) dx g(x) J g(x)h(x)
Jx" '

g2(x)h(x)

2. fX[g(X)-g(t)]y(t)dt=f(X).
J a

Считается, что выполнены условия f(a) = fx(a) = 0, f'x/g'x ф const.

d \ f'Jx) 1
Решение: y(x) = — Ifj-L .

dx lg'x{x) J

3.

Дифференцируя по ж, приходим к уравнению вида 2.9.2:

9'(x) JX y(t) dt = jf'x(x).
Решение:

4. fX[Ag(x) + Bg(t)]y(t) dt = /(as).
J a

При В = —А см. уравнение 1.9.2.

Решение при В ф —А:

у{х) =
signg(x)
А + В

f>{t)dt

5.

■£{Ш\ А+в

= f(x).

При В = -А см. уравнение 1.9.3. Пусть В ф -А и (А + В)д(х) + С > 0.

Решение:

у(х) = —1\(А + В)д(х)

6. JX[g(x) + h(t)]y(t)dt= f(x).

Ф(х)

B)g(t) f't{t) dtj.

Решение:

у(х) =
dx д(х) + h(x) Ja a 9(t)
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7. Г [д(х) + (яв - t)h(x)}y(t) dt = /(as).
./a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = #(ж) + ж/г(ж), h1(t) = 1,
д2(х) = h(x), h2{t) = -t.

Решение:

йж t g(x) Ja lh(t)\t<$>(t) J [ Л flf(t) J

8. Г [g(t) + (Ж - t)h(t)]y(t) dt = f(X).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д1(х) = ж, h^t) = /i(t), ^2(ж)
()()M)

9. /Ж[^(ж) + (АжЛ + Bt»)h(x)]y(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = д(х) + АжЛ/г(ж), /*i(t) = 1,

д2(х) = h(x), h2(t) = В№.

10. Г [flf(t) + (Ахх + Bt»)h(t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при gi(x) = АжЛ, h1(t) = /i(t), g2{x) — 1?
()() ()

11. fX[g(x)h(t) - h(X)g(t)]y(t) dt = f(X), /(a) = /£(a) = 0.
Ja

При ^ = const или h = const см. уравнение 1.9.2.

Решение:

y(x) = — где / = /(ж), д = g(x), h = h(x).
h dx

Здесь Af + Bg + Ch ф О, где А, В и С — некоторые постоянные.

12. fX[Ag(X)h(t) + Bg(t)h(X)]y(t) dt = f(X).
Ja

При В = —А см. уравнение 1.9.11.

Решение при В ф —А:

А
d

у{х) =
д(х) Ja g(t) dt[h(t)

1

13. fX{l + [g(t) - g(x)]h(x)}y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = 1 — g(x)h(x), h1(t) = 1,
g2(x) = h(x),h2(t)=g(t).

Решение:

{ ГХ\Ш\'М\ \[Х g>t(t)h(t)dt].
t

14. Г{е-Л<ж-*) + [eXxg(t) - extg(x)]h(x)}y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.15 при д\(х) = еЛж/г(ж), h^t) = g(t),
д2(х) = е~Хх - g(x)h(x), h2(t) = eXt.
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15. fX[gi(x)h1(t) + g2(x)h2(t)]y(t)dt= Дж).
Ja

При д2/д1 = const или h2/h1 = const см. уравнение 1.9.1.

1°. Решение при g1(x)h1(x) + g2{x)h2{x) ф 0 и /(ж) ф const g2{x):

d [x
Jahx{x) dx\ g1{x)h1(x) + g2{x)h2{x) Ja [ g2(t) \ t Ф(£) J

'

где

{'a Ui
Если /(ж) = const g2(ж), то решение уравнения дается формулами A) и B), в

которых индекс 1 заменяется индексом 2 и наоборот.

2°. Решение при g1(x)h1(x) + g2(x)h2(x)
= 0:

h1 dx

гДе / ^ J\x)i 92 = 92\x)i ^l == ^lv^)? ^2 == h2{x).

1.9-2. Уравнения с разностным ядром: K(x,t) = К(х — t)

16. Г K(X-t)y(t)dt= f(x).
Ja

1°. Пусть К@) = 1 и /(а) = 0. Дифференцируя уравнение по ж, приходим к

уравнению Вольтерра второго рода

у(х)+ Г K'x{x-t)y(t)dt = fx(x).
J a

Решение этого уравнения можно представить в виде

у(х) = f'x(x) + Г R(x - t)fl(t) dt. A)
J a

Здесь резольвента R(x) определяется через ядро исходного уравнения К(х) по

формуле

где /С и /С —

прямое и обратное преобразования Лапласа:

гоо -1 гс+гоо

К(р) = £[К(х)] = / е-^Х(ж) dx, R(x) = Z'1 [R(p)] = Г / e*>xR{p) dp.
Jo 2тгг Jc-ioo

2°. Пусть К(х) имеет интегрируемую степенную особенность при ж = 0. Обо-

Обозначим через w
= w(x) решение вспомогательного более простого (чем исходное)

уравнения при а = 0 и постоянной правой части /
= 1:

/ K(x-t)w(t)dt=l. B)
Jo

Тогда решение исходного интегрального уравнения при произвольной правой

части выражается через решение вспомогательного уравнения B) по формуле

У(х) = "Г" / w(x ~ *)/(*) dt = f(a)w(x ~ а) + / w(x ~ *)&(*) dt-
dx Ja Ja
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17. Г K(x-t)y(t)dt= Ахп, п=0,1,2,...
J — оо

= 0.

Jo

Частный случай уравнения 1.9.19 при Л = 0.

1°. Решение при п = 0:

в=

Л АС С

у(х) = —х+—-, в=/ х(^)^, с=

А 2 АС АС2 А£>
2+2 + 2

2°. Решение при п = 1:

Л

у(х) = —х+

3°. Решение при п = 2:

K(z)dz, С = [°° zK(z)dz, D = [°° z2K(z)dz
Jo JoJo Jo Jo

4°. Решение при n = 3,4,... определяется по формулам

{Qn
18. Г K(x-t)y(t)dt= AeXx.

J — оо

Решение:

у[х) = —еЛж, В= [ K(z)e~Xz dz = £{K(z),\}.
В Jo

19. I K(x-t)y(t)dt= AxneXx, n=l,2,...
J — OO

1°. Решение при п = 1:

A
Xx

AC Xx

г оо г оо

В= / K(z)e~Xzdz, С= / zK(z)e~Xzdz.
Jo Jo

Коэффициенты В и С удобно вычислять, используя таблицы преобразований

Лапласа, по формулам В = £{K(z), А}, С = £{zK(z), A}.
2°. Решение при п = 2:

/ {)
Jo Jo

3°. Решение при п = 3, 4,.. .:

/•оо гоо гоо

/ K{z)e~Xzdz1 C= zK{z)e~Xzdz1 D= z2 K{z)e~Xz dz.
Jo Jo Jo

. /" K(as -t)y(t)dt= АсЬ(Лж).
-/ —оо

20
/ оо

Решение:

roo roo

= / K(z)e~Xz dz, B,= K(z)eXz
Jo Jo

dz.
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21. Г K(x-t)y(t)dt= Ash(Xx).
J— оо

Решение:

/•оо roo

В_= K(z)e~Xzdz, B+= K(z)eXzdz.
Jo Jo

22. Г K(x -t)у(t)dt= A cos(Аж).
J — oo/ — oo

Решение:

- Б8 sin(Ax)],

/•oo r oo

Bc= K(z) cos(Xz) dz, Bs= K(z) sin(Xz) dz
Jo Jo

23. I K(x-t)y(t)dt= A sin(Xx).
J — oo/ — oo

Решение:

roo r oo

Bc= K(z) cos(Xz) dz, Bs= K(z) sin(Xz) dz
Jo Jo

24. / K(x - t)y(t) dt = Ae»x соз(Лж).
J — oo/ — oo

Решение:

y№ =

R2 t U2
elXX \-Bc COS(XX) ~ Bs S™(XX)} '

Bz + Bi
roo г oo

Bc= K(z)e~^zcos(Xz)dz, Bs = / K(z)e~^z sin(Xz) dz.
Jo Jo

25. Г K{x - t)y{t) dt = Ae»x sin(Asu).
i-oo/ —oo

Решение:

A

+ B

x

[Bc sm(Xx) + Bs

Bc = f°° K{z)e~^z cos(Xz) dz, Bs = f°° K(z)e~^z sin(Xz) dz.
Jo Jo

26. Г K{x-t)y{t)dt= f(x).
J — oo

n

1°. Для полиномиальной правой части уравнения /(ж) = J^ Akxk решение имеет
к=о

вид
п

у&) = Е вкхк'
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Ре-

Решение также можно получить по формуле, приведенной в 1.9.17 (см. п. 4°).
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п

2°. Для правой части f(x) = еЛж ^2 Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

k=o

где постоянные Bk определяются методом неопределенных коэффициентов. Ре-

Решение также можно получить по формуле, приведенной в 1.9.19 (см. п. 3°).
п

3°. Для правой части /(ж) = J2 Ак ехр(Л^ж) решение уравнения имеет вид
к=о

П Л ГОО

УМ = Y.-^- exP^fc*)' Bk = / K(z) exp(-Afc2) dz.

П

4°. Для правой части f(x) = cos(Ax) J^ Akx решение уравнения имеет вид
fc=o

п п

у(х) = cos(Ax) J2 Bk*k + sin(Ax) J2
к

k=0 k=0

где постоянные Bk и Ck определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части /(ж) = sin(Ax) Yl Akxk решение уравнения имеет вид
к=0

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части f(x) = J^ Akcos(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=о

И о2

к=0 Вск

л

fc2 [Bck cos(Afcx) - Bsk sin(Xkx)],

/•оо гоо

^cfc=/ ^Wcos(Afc2;)^, Bsfc=/ K(z)sm(Xkz)dz.
Jo Jo

n

7°. Для правой части f(x) = Yl Ak sin(Afcx) решение уравнения имеет вид

к=0
roo roo

Bck= K(z)cos(Xkz)dz, Bsk= K(z)sin(Xkz)dz.
Jo Jo

27. I K(x-t)y(t)dt= Axn, n= 0,1,2,...
Jx
Частный случай уравнения 1.9.29 при А = 0.

1°. Решение при п = 0:

A f°°
у(х) = —,

В= / Х(-^)^.
В Jo

2°. Решение при п = 1:

у(х) = —х -

—2-,
В = / K(-z) dz, С = /-В i?z Jo ./о
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3°. Решение при п = 2:

А 2 AC AC2 AD
х2 х +2,

гоо гоо гоо

В= K(-z)dz, C= zK(-z)dz, D= z2K(-z)dz.
Jo Jo Jo

4°. Решение при n = 3,4,... определяется по формулам

28. / K(x - t)y(t) dt = AeXx.
J x

Решение:
A f°°

y(x) = —eXx, В = / K(-z)eXzdz.
В Jo

Выражение для коэффициента В представляет собой преобразование Лапласа

с параметром р = —Л от функции K(—z) и может вычисляться с помощью

таблиц преобразований Лапласа, приведенных, например, в книгах: Г. Бейтмен,
А. Эрдейи A969), В. А. Диткин, А. П. Прудников A965, 1974).

29. [ K(x-t)y(t)dt= АхпеХх, г* =1,2,...
Jх

1°. Решение при п = 1:

г оо гоо

В= / K(-z)eXzdZl С= / zK(-z)eXzdz.
Jo Jo

Коэффициенты В и С удобно вычислять, используя таблицы преобразований
Лапласа с параметром р = —Л.

2°. Решение при п = 2:

А 2 Хх АС Хх ( АС<2 AD \ Хх
У2(х) = -х2еХх - 2—хгХх + B—

-_

je^,
В= [°° K(-z)eXzdz, C= [°° zK(-z)eXzdz, D= f°° z2K(-z)eXz dz.

Jo Jo Jo

3°. Решение при n = 3,4,... определяется по формулам

. Г К(х -t)у(t)dt= АсЬ(Лж).
Jх

30

Решение:

гоо гоо

В+= K(-z)eXzdz, B_= K(-z)e~X'
Jo Jo

dz.
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/•оо

31. / К(х — t)y(t) dt = Ash(Xx).
Jx
Решение:

/ч
А х А Лт \ ( А ^ \ 1 /л ч

\ ( А
(х) = еХх е~Хх = — сЬ(Лж) -\К '

2В 2В 2\В В )
К '

22В+ 2В_ 2\В+ В_)
х '

2 V В+ В_
/•ОО /"ОО

В+= K{-z)eXzdz1 B_= K{-z)e~Xzdz.
Jo Jo

/•оо

32. / К(х — t)y(t) dt = Acos(Xx).
Jx
Решение:

4
В sm(Xx)]

/•OO /"OO

Bc= K(-z)cos(\z)dz, Bs= K(-z)sm(Xz)dz.
Jo Jo

/•oo

33. / K(x-t)y(t)dt= Asin(Xx).
Jx
Решение:

/•oo /-o

3= / X(-^)cos(A^)^, Бч = /
Jo Jo

34. / K(x - t)y(t) dt = Ae»x cos(A«).
J x

Решение:

: e»x [Bc cos(Ax) + Б8 sin(Ax)],

/•oo /*oo

Бс=/ X(-^)e^cos(A^)^, 5S = / K(-z)e^zsin
Jo Jo

35. /°° K(x - t)y(t) dt = Ае»х sin(Asu).
Jx

Решение:

/•oo /«oo

Бс = / K{-z)e^zcos(\z)dz, Bs = / X(-^)e^ sin(A^) d^.
Jo Jo

36. f°° K(x-t)y(t)dt= f(x).
J x

n

1°. Для полиномиальной правой части уравнения f(x) = J^ Akx решение имеет
k=0

вид

у(х) = J2
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Ре-

Решение также можно получить по формуле, приведенной в 1.9.27 (см. п. 4°).
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2°. Для правой части /(ж) = еЛж Y1 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

у(х) = еХх J2 Вк*\
к=о

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Ре-

Решение также можно получить по формуле, приведенной в 1.9.29 (см. п. 3°).
п

3°. Для правой части f(x) = J2 Ак ехр(Л^ж) решение уравнения имеет вид
к=о

л roo

к
= K(~Z)

4°. Для правой части /(ж) = cos(Ax) Y Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) 2_\ вкхк + sin(Asc) 2_, Ckx^\
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части /(ж) = sin(Asc) Yl Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

п п

111 О^ 1 С* (~\Q ( 3^ О^ 1 ^V ft О^ I о "I >^» | \ ^у> A ^W ^^ О^

fc=O fc=O

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части /(ж) = J^ Akcos(\kx) решение уравнения имеет вид
к=0

, ,

"

Afc г , Л • , м

?/(ж) = > —^ ^—\Bnhcos{Xb,x)JrBGhsm(Xhx)\,

/•оо /"оо

Вск= K(-z)cos(Xkz)dz, Bsk= K(-z)sin(Xkz)dz.
Jo Jo

n

7°. Для правой части /(ж) = Yl Ak sin(Afca?) решение уравнения имеет вид
к=0

- V Afc

/•оо /"oo

^cfc=/ K(-z)cos(Xkz)dz, Bsk= K(-z)sm(Xkz)dz.
Jo Jo

8°. Для произвольной правой части / = /(ж) решение интегрального уравнения
можно определять по формуле

1 rc+ioo

у(х) = / Jedp,
2тгг Jc-ioo k(-p)

roo roo

~f(p)= f{x)e~^dx1 k(-p)= K(-z
Jo Jo

Для вычисления f(p), к(—р) удобно использовать таблицы преобразований
Лапласа, а для определения у(х) — таблицы обратных преобразований Лапласа.
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1.9-3. Другие уравнения

37. / [g(x)-g(t)]ny(t)dt=f(x), r* =1,2,...
Ja

Считается, что правая часть интегрального уравнения удовлетворяет следу-

следующим условиям: /(а) = fx(a) = • • • = fx (а) = 0.

1 (Id \n+1
Решение: у{х) = —gfx{x)l ———-—) f{x).

га! V 9х{х) dx J

. Г ^g(x) - g(t) y(t) dt = /(ж), f(a) = 0.
J a

38

Решение:

y(x)
- lq>y(x)- жЭ

в) - flf(t)

Решение:

), 9'x>0.

Id
y(x) = ——-

7Г dx Ja y/g(x) - g(t)

Решение:

41. fX[g(X)-g(t)]xy(t)dt= f(x), f(a) = 0, 0 < Л < 1.
./а

Решение:

у(х) =
^(^^ rf Г f(t)gft{t)dt

Решение:

-'о V х j

зшение:

= 4-**-1 + -Г-*1 ' h = f1 K(z)zx~1 dz, ^ = Г K(
7Л 1уь Jo JO
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44. Г K(—)y(t)dt= Рп(х), Рте(ж)=жл V
Jo \vJ r^o/о

Решение:

у{х) = *А £ ^x™-\ Im = Г K(z)zx+m~1 dz.

m=0 m °

Предполагается, что существует интеграл /0.

45. Г {9l(x)[h1(t) -Нг(х)] +92(x)[h2(t) -h2(x)]}y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 1.9.50 при д3(х) = —g1(x)h1(x) — g2(x)h2(x),
h3(t) = 1.

rx

Замена Y(x) = / y(t) dt с последующим интегрированием по частям приводит
J a

к интегральному уравнению вида 1.9.15:

[X[g1(x)[h1(t)][+g2(x)[h2(t)Y\Y(t)dt = -f(x).
J a

46. / \ Q\ (Ж) ГЬ\ (t) — G #il (Ж) ~|~
J a

+ g2(x)[h2(t) -ex<<x-^h2(x)]}y(t)dt= /(ж).
Частный случай уравнения 1.9.50 при д3(х) = —eXx[g1(x)h1(x) + g2{x)h2{x)\,

ha(t) = е"Л*.
ГХ

Замена Y(x) = / e~Xty(t) dt с последующим интегрированием по частям
J а

приводит к интегральному уравнению вида 1.9.15:

jX{g1(x)[eMh1(t)}'t+g2(x)[eMh2{t)}'t)Y(t)dt = -f(x).

47. fX[Agx{X)g»(t) + Вдх+?(Х)д»-Р(t) -
J a

- (A+B)gx+~<(x)g'*-~<(t)]y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 1.9.50 при д1(х) = Адх(х), h^t) = g^{t),
хР ^ х

д2(х) = Вдх+Р(х), h2(t) = g^-^t), g3(x) = -(А + В)дх+^{х), h3(t) = g

48. [X[Agx(x)h(x)g»(t) + Вдх^(х)к(х)д^-^(t) -

Ja

- (A+B)gx+->(x)g»->(t)h(t)}y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 1.9.50 при gi(x) = Agx(x)h(xI h1(t) = ^^(t),
Л^(Ж),/12(£)=^

49. [X[Agx(x)h(x)g»(t) + Bgx^(х)к(±)д^-^(t) -

Ja

-(A + B)gx+->(X)g»->(t)h(t)}y(t)dt=f(X).
Частный случай уравнения 1.9.50 при gi(x) = Agx(x)h(xI h^t) = g^(t),

g2(x) = Вдх+Р(х), h2{t)=g»-P{t)h{t), gs(x) = -{A+B)gx+^{xI hs(t) = g^(t)h(t).
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50. Г [gi(x)h!(t) + да (ж)М*) + 9s(x)h3(t)]y(t) dt = /(ж),
J a

где дг (ж)hi (ж) + #2(ж)^2(ж) + #з(ж)^з(ж) =0.

Замена Y(x) = / hs(t)y(t) dt с последующим интегрированием по частям

J a

приводит к интегральному уравнению вида 1.9.15:

51. Г Q(X-t)e(*ty(£)dt= AePx,
J — оо

л р
— ос г о

2/@ = —С"^", 9= /
Я. Jo

— оо

Решение:

р— ос

1.10. Некоторые формулы и преобразования
1. Пусть решение интегрального уравнения

Г K{x,t)y{t)dt = f{x) A)

имеет вид

y(x)=F[f(x)],
где JF — некоторый линейный оператор (который образован с помощью опера-

операций интегрирования и дифференцирования). Тогда решение более сложного ин-

интегрального уравнения

Г К(х, t)g{x)h{t)y{t) dt = f(x) B)
J a

дается формулой

2. Пусть решение интегрального уравнения A) имеет вид

у(х) = Lx (x, -^)f(x) + L2 (x, -1-) JX R(x, t)f(t) dt,

где L1 и L2 —некоторые линейные дифференциальные операторы.

Тогда решение более сложного интегрального уравнения

Г К(ф), <p(t))y(t)dt = f(x), C)
J a

где ip(x) — произвольная монотонная (дифференцируемая достаточное число раз,

(pfx > 0) функция определяется по формуле

), -J—A.\f(x)+
<р'х(х) dx )

^х \Х)



2. Линейные уравнения второго рода
с переменным пределом интегрирования

► Обозначения: f = f(x), g = д(х), h = h(x), К = К(х), М = М(х) — произвольные

функции (вместо х у функций может быть сложный аргумент, зависящий
от двух переменных х и t); А, В, С, D, Е, а, Ь, с, а, C, j, X, /j,

— свободные

параметры; т, п
—

целые неотрицательные числа.

2.1. Уравнения, ядра которых содержат степенные

функции

2.1-1. Ядра уравнений линейны по аргументам ж, t

1. !/(*)-А Г y(t)dt=f(X).
Ja

Решение:

y(x) = f(x) +

2. у(х) + \х[ y(t)dt= /(ж).
J a

Решение:

у(х) = f{x) - А Г xexp[|A(t2 - х2)] f(t) dt.
J a

3.у(х) + \[ ty(t)dt= /(ж).
Ja

Решение:

у{х) = f(x) - A /"%exp[|A(t2 - х2)] f{t) dt.
J a

4. y(x) + \[ (x-t)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.1.34 при п = 1.

1°. Решение при А > 0:

у{х) = f(x) -k Г ъш[к(х - t)]f(t) dt, k
J a

2°. Решение при А < 0:

у(х) = f(x) + к Г sh{k(x - t)]f(t) dt, к
J a

5. у(х)+ [[A + B(x-t)]y(t)dt= /(ж).
J a

1°. Решение при А2 > 4Б:

у(х) = f(x) - { R(x- t)f(t) dt,
J a

Г 2 И — A2 1
R(x) = ехр(-^Ах) \Ach(f3x) + — sh(f3x)\ ,
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2°. Решение при А2 < АВ:

y(x) = f(x)- Г R(x-t)f(t)dt,
J а

R(x) = ехр(-^-Аж) \Acos([3x) -\ sin(Cx) , C = ^JВ - \А2.

3°. Решение при А2 = 4Б:

у{х) = f{x) - Г R{x - t)f{t) dt, R{x) = exp(-|Ax) (A - \A2x).
J a

6. y(x) - f (Ax + Bt+ C)y(t) dt = f(x).
Ja

При В = —А см. уравнение 2.1.5. Частный случай уравнения 2.9.6 при

g(x) = -Ах, h(t) = -Bt - С.

Исходное интегральное уравнение путем дифференцирования с последующей
гх

заменой Y(x) = / y(t) dt сводится к линейному обыкновенному дифференциаль-
дифференциальна

ному уравнению второго порядка

Ухх
- ИА + В)х + C\YL -AY = fx{x) A)

с начальными условиями

Y(a) = 0, Y^a) = /(a). B)

Фундаментальная система решений однородного уравнения A) при / = 0 имеет

вид

Y^x) = Ф(а, |; kz2), Y2(x) = Ф(а, |; kz2),
А

1
А+В С

к =
,

z = х + ■

2(А + В)
'

2
'

А + В
'

где Ф(ск,/3;ж) и Ф(а,/?;ж) —вырожденные гипергеометрические функции.
Решение неоднородного уравнения A) с граничными условиями B) для

произвольной функции / = f(x) с учетом равенства у(х) = Y^(x) приводит к

решению интегрального уравнения в виде

f(x)- Г R(x,t)f(t)dt,
J a

2.1-2. Ядра уравнений квадратичны по аргументам ж, t

x2y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 2.1.50 при Л = 2, \± = 0.

Решение:

у(х ) = f(x) -А Г х2 exp [\ A(t3 - х3)] f(t) dt.
J a

8. у{х) + A xty{t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.1.50 при Л = 1, \± = 1.

Решение:

у{х) = f{x) -А Г xte*p[±A{ts - х3)] f{t) dt.
J a
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t2y(t)dt= f(x).

Частный случай уравнения 2.1.50 при Л = 0, \± = 2.

Решение:

у(х) =) = f(x) -А Г t2 exp[| A(ts - х3)] f(t) dt.
J a

10. у(х) + \Г (x-tJy(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.1.34 при п = 2.

Решение:

y(x) = f(x)- Г R(x-t)f(t)dt,
J a

r(x) = \ке~2кх - \кекх [cos(\/3 кх) - \/3sin(\/3 /еж)], к = (^

11. У(х) + а[ (ж2 -t2)y(t)dt= f(x).

,1/3

Частный случай уравнения 2.9.5 при д(х) = Ах2.
Решение:

у(х) = f(x) + -L jX [и[(х)иг2(t) - иг2(х)и[(Щ f(t) dt,

где штрихи обозначают производные по аргументам, указанным в круглых скоб-

скобках, и1(хI и2(х)—фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка и'^х + 2Ахи = 0,
причем функции и1(х) и и2(х) выражаются через функции Бесселя или модифи-

модифицированные функции Бесселя в зависимости от знака параметра А.

При А > 0 имеем

W = 3/тг, Ul(x) = уЪ Л/з(Ут^*3/2), и2(х) =

При А < 0 имеем

12. у(х) + а[ (xt-t2)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.4 при g(t) = At. Решение:

у(х) = f{x) + — J t [Vl (x)y2 (t) - y2 {x)Vl (t)] f(t) dt,

где y-^(x), y2{x) — фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка ухх + Аху = 0,
причем функции ух(х) и у2(х) выражаются через функции Бесселя или модифи-

модифицированные функции Бесселя в зависимости от знака параметра А.

При А > 0 имеем

W = 3/тг, У1(х) = Vx-J1/s(^VAxs/2), у2(х) =

При А < 0 имеем
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13. y(X) +

Частный случай уравнения 2.9.3 при д(х) = Ах. Решение:

У(Х) = f(x) + -A J X [yi (X)y2 (t) - у2 (Х)у1 (t)] f{t) dt,

где у-^(х), у2(ж) — фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка у"х + Аху = О,
причем функции yi(x) и у2(х) выражаются через функции Бесселя или модифи-

модифицированные функции Бесселя в зависимости от знака параметра А.

При А > 0 имеем

При А < 0 имеем

14. y(X) + A[X(t2-3X2)y(t)dt=f(X).J a

Частный случай уравнения 2.1.55 при Л = 1, \i = 2.

rx

15. у{Х) + А \ {2Xt — 3X2)y(i) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.1.55 при Л = 2, \± = 1.

гх

16. у{Х) — \ {ABXt — АВХ2 + АХ + B)y{t) dt = /(ж).
./а

при ^(ж)

Г R(x,
J a

Частный случай уравнения 2.9.16 при д(х) = Ах, h(x) = В.

Решение:

R(x ,t) = {Ах + В)екр[±А{х2 -t2)] + В2 Г ехр[^- A{s2 - t2) + В{х - s)] ds.
Jt

rx

17. y{X) + / (Аж2 - At2 + BX-Ct+ D)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.6 при д{х) = Ах2 + Вх + £>, /i(t) = —At2 — Ct.

Решение:

ф) = м + Г^ [у-
Здесь Y1(xI Y2(x) —фундаментальная система решений однородного дифферен-

дифференциального уравнения второго порядка Yxx + [(В — С)х + D\YX + BАх + Б)У = О

(об этом уравнении см. В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин, 1995):

Уг(х) =ехр(-кх)Ф(а, \- \(C-B)z2I У2(ж) = ехр(

/ \ Л/^^"v^
—

/ г 1 / /~i \ 2 71 7
2iA

4А2 +2AD(C - В) + В(С - ВJ
_

4А + (С - B)D
а~

2(С- ВK
'
^~Ж

(С- БJ
'

где Ф(ск,/3;ж) и Ф(а,/?;ж) —вырож:денные гипергеометрические функции, Г(а) —

гамма-функция.

8 А. Д. Полянин, А. В. Ман»:иров
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18. у(х) - Г [Ах + В + (Сх + D)(x - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.11 при д(х) = Ах + В, h(x) = Сх + D.

Решение при А ф 0:

у{х) = /(*) + j" [Yi'(x)Y1 (t) - Y{'(x)Y2(t)] Л- dt.

Здесь Yi(x), Y2(x) —фундаментальная система решений однородного дифферен-
дифференциального уравнения второго порядка Y"x

— (Ах + B)Y£ — (Сх + D)Y = 0 (об этом

уравнении см. А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев, 1995):

у; -^Az ), Y2(x) — expl

W(x) = -V2^A[T(a)]~1 e^p(^Az2 -2kx), k = С/A,

a = \(A2D - ABC - C2)A-3, z = x + (AB + 2C)A-2,
где Ф(ск,/3;ж) и Ф(ск,/3;ж) —вырожденные гипергеометрические функции, Т(а) —

гамма-функция.

19. у(х)+ [X[At+B+(Ct+D)(t-x)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.12 при g(t) = —At — В, h(t) = —Ct — D.

Решение при А ф 0:

у(х) = f(x) - f [Vi(x)y2"(t) - Y{'(t)Y2(x)] -A- dt,

Здесь Y1(x), Y2(x) —фундаментальная система решений однородного дифферен-
дифференциального уравнения второго порядка Y"x

— (Ах + B)YX — (Сх + D)Y = 0 (об этом

уравнении см. А. Д. Полянин, В. Ф. Зайцев, 1995):

Yx(x) = екр(-кх)Ф(а, -±-; \Az2), Y2(x) = ехр(-^ж)Ф(а, \; \Az2),
W(x) = -V2^A [Г(а)]

~Х

ехр(^- Az2 - 2kx), к = С/А,

а = \(A2D - ABC - С2)А~3, z = х + (АВ + 2С)А~2,
где Ф(ск,/3;ж) и Ф(ск,/3;ж) —вырож:денные гипергеометрические функции, Г(а) —

гамма-функция.

2.1-3. Ядра уравнений в виде кубических полиномов по аргументам ж, t

20. y(x) + A[Xx3y(t)dt=f(x).J a

Решение:

у(х) = f{x) -А Г х3 exp [\ A(tA - х4)] f(t) dt.
J a

21. у(х) + а[ x2ty(t)dt= f(x).
J a

Решение:

у(х) = f(x) -А Г Лехр[| A(tA - ж4)] f(t) dt.
J a

22. у(х) + а[ xt2y(t) dt = f(x).
J a

Решение:

у(х) = f(x) -А Г xt2 exp[i A(tA - ж4)] f(t) dt.
J a
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23. y(x)-\-A[Xt3y(t)dt=f(x).J a

Решение:

у(х) = /(ж) -A fXt3 exp[^ A(t4 - ж4)] f(t) dt.
J a

24. у(х) -\- \ I (ж — t)y(t) dt = fix).
J a

Частный случай уравнения 2.1.34 при п = 3.

Решение:

f(x)- Г R(x-t)№dt,
J a

где

j k[ch(kx)sin(kx) -sh(kx)cos(kx)], fc=(|-AI/4 при Л > О,

\ -js[sm(sx) -sh(saj)], s = (-6ЛI/4 при Л < О.

25. у(х) +

Частный случай уравнения 2.1.52 при Л = 3.

26. у(х)-А Dж3 -t3)y{t)dt= /(ж).
./а

Частный случай уравнения 2.1.55 при Л = 1, /i = 3.

27. y(x)-\-A[X(xt2-t3)y(t)dt=f(x).J a

Частный случай уравнения 2.1.49 при Л = 2.

гх

28. у{х) + А (ж^ — t3)y{t) dt = /(ж).
./а

Преобразование z = ж2, г = t2, у(х) = гу(^) приводит к уравнению вида 2.1.4:

w(s) + -i- А Г (г - т)^(т) dr = F(z), F{z) = /(ж).
Jo?

29. у(ж)+ [Х (Ax2t+ Bt3)y(t) dt = f(x).
J a

Преобразование z = ж2, т = £2, у (ж) = ги(г) приводит к уравнению вида 2.1.6:

30. y(x) + В I* Bx3 -xt2)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.1.55 при Л = 2, \i = 2, В = —2А.

31. у(х)-а[ Dж3 -Зж2t)y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 2.1.55 при Л = 3, /i = 1.
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32. у(х) + Г (АВх3 - ABx2t - Ах2 - B)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.7 при д(х) = Ах2, А = В.

Решение:

у(х) = f(x) + Г R(x-t)f(t)dt,
Ja

R(x,t) = (Ах2 + Б)ехр[^А(ж3 - t3)] + В2 f exp[^A(s3 - t3) + В(х - s)] ds.
J t

rx

33. y(x) + / (ABxt2 - ABt3 + At2 + B)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.8 при g(t) = At2, X = В.

Решение:

y(x) = f(x) + / R(x- t)f(t) dt,
J a

R(x,t) = -(At2 + Б)ехр[^А(£3 -ж3)] + В2 Г exp[^A(s3 -ж3) + B(t - s)] ds.

2.1-4. Ядра уравнений в виде полиномов с более высокой степенью

34. y(x) + A (x-t)riy(t)dt= f(x), n=l,2,...
./a

1°. Дифференцируя уравнение n+1 раз по х, для функции у = у(ж) получим
линейное обыкновенное дифференциальное уравнение (п + 1)-го порядка с посто-

постоянными коэффициентами

у(п+1) _^_ Ап\у
— j(n+l)/ ч

Это уравнение с начальными условиями у(а) = /(а), у'х(а) = /ж(а)? •••?

Ух (а) = fx (а) определяет решение исходного интегрального уравнения.

2°. Решение:

у(х) = f(x)+ Г R(x-t)f(t)dt,
J a

1
П

R(x) =
1 Y1

^ х
fc=o

где коэффициенты <rfc и /3fc вычисляются по формулам

ah = |An! n+1 cos( ), /3ju = An!I n+1 sin( ) при А < О,fcl V n+1 / fc V n+1/

afc = |An!|^Tcos(^±^), /3fc = |An!|^ТГ sin(^±^) при A > 0.

35. y(x) + AJO°(t-x)riy(t)dt=f(x), n=l,2,...

Уравнение Пикара — Гурса.
Частный случай уравнения 2.9.62 при K(z) = А(—г)п.

1°. Решение однородного уравнения при /
= 0:

1

у(х) = Се~Хх, X = (-An\) n+i
,
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где С — произвольная постоянная, А < 0. Это решение единственно при

п = 0,1,2,3.
Общее решение однородного уравнения при произвольном знаке А имеет вид

S

y(x) = ^Cfeexp(-Afex). A)
fc=i

Здесь Ck
—

произвольные постоянные, Хк — корни алгебраического уравнения
дп+1 _|_ дп\

—

q^ удовлетворящие условию Re Xk > 0. Количество слагаемых в A)
определяется на основании неравенства s ^ 2[-^] + 1, где [а] обозначает целую
часть числа а.

т

2°. Для правой части f(x) = J2 ак ехР(~А;ж)? гДе Рк ^ 0> решение уравнения
fc=i

имеет вид

^f^^)> B)

где /3^ + Ап\ ф 0. При А > 0 эта формула может использоваться также для
любых функций /(ж), которые разлагаются в сходящийся экспоненциальный ряд

(что соответствует т = оо).
т

3°. Для правой части /(ж) = е~@х J2 акхк> гДе /^ > ^, решение уравнения имеет

к=1
ВИД

m

y(x) = e-^^Bfcxfc, C)
к=о

где постоянные 5fc определяются методом неопределенных коэффициентов. Ре-

Решение также можно построить с помощью формулы, приведенной в п. 3° уравне-
уравнения 2.9.55.

т

4°. Для правой части /(ж) = cos(/3x) J2 ак ехР(~М/еж) решение уравнения имеет
к=1

ВИД

у(х) = C0s(f3x) ^ Вк ехР(-М/еЖ) + Sin(/3x) ^ Ск
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

Решение также можно построить с помощью формул, приведенных в решении

уравнения 2.9.60.

т

5°. Для правой части /(ж) = sin(/3sc) Yl ak ехР(~М/еж) решение уравнения имеет
к=1

ВИД
т т

у(х) = cos(f3x) ^2 вк exp(-/ifcx) + sin(/3x) ^ Cfc ехр(-^х), E)
fc=i fc=i

где постоянные f?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

Решение также можно построить с помощью формул, приведенных в решении

уравнения 2.9.61.

6°. Для получения общего решения в пп. 2°-5° к правым частям выраже-
выражений B)-E) следует прибавить решение однородного уравнения A).

гх

36. у(х) + A (x-t)triy(t)dt= /(ж), п=1,2,...
Jа

Частный случай уравнения 2.1.49 при А = п.
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37. y(x) +

Частный случай уравнения 2.1.52 при А = п.

38. y(x) + / (yABxri^~1—ABxnt — Axn—B)y(t) dt= /(ж), то =1,2,...

при д(х) = Axn, A =

- Г R[x-t)f{t)dt,
J a

Частный случай уравнения 2.9.7 при д(х) = Ахп, А = В.

Решение:

где

, t) = (Ахп + Б) ехр [
?2fJt ехр —^— (sn+1 - tn+1) + В(х - s)

n + 1n +

ds.

39. у(х) + / (ЛБжГ - ABt^1 + Atn + B)y(t) dt = /(ж),

при д(£) = Atn, A =

- / Д(х - t)/(t) dt,
^ a

Частный случай уравнения 2.9.8 при g(t) = Atn, X = В.

Решение:

где

г л

+п+1
5, t) = -(Atn + В) ехр (Г

+ В2 Г ехр [—— (sn+1 - xn+1) +B{t-i
Jt V n + 1

2.1-5. Ядра уравнений содержат рациональные функции

40. у{х) + х~3 Г t[2Ax + A - A)t]y{t) dt = f(x).
J a

Это уравнение получается путем дифференцирования уравнения вида 1.1.17:

[X[Ax2t+(l-A)xt2]y(t)dt = F(x), F(x)= fXtsf(t)dt.
J a J a

Решение:

1
: —

X „

41.

Уравнение Диксона (А. С. Dixon). Частный случай уравнения 2.1.62 при
а = Ь= 1, /х = 0.

1°. Решение однородного уравнения (/ = 0) имеет вид

у(х) = Сх$ {C > -1, Л > 0). A)

Здесь С — произвольная постоянная, а /3 = /3(Л) определяется из следующего

трансцендентного уравнения:

С1 z$ dz

АД/9) = 1, где 1(/3) = / ——.

Jo 1 + г
B)
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2°. Для правой части полиномиального вида

n=0

ограниченное в нуле решение интегрального уравнения дается формулами

Д АNr^ "

-хп при Л < Ло,

у(х) =

А. =

N

К п=0

1

А„
0' Л

где С — произвольная постоянная, а зависимость /3 = /3(Л) определяется из

трансцендентного уравнения B).
При специальных значениях параметра Л = Лп (п = 1, 2,. ..) решение отлича-

отличается одним слагаемым и имеет вид

1 - I
-+ Е T^h

Замечание. Для произвольной правой части /(ж), разлагающейся в степенной

ряд, можно использовать формулы п. 2°, в которых следует положить 7V = оо.

При этом радиус сходимости полученного решения у(х) будет равен радиусу

сходимости ряда для функции /(ж).
3°. Для правой части логарифмически-полиномиального вида

Дж)=1пж

решение интегрального уравнения с логарифмической особенностью в нуле опре-

определяется формулами

у(х) =

4°. Для произвольной правой части /(ж) преобразование

x=\e2z1 t=\e2T1 y(x)=e-zw(z), f(x) = e-zg(z)

приводит к интегральному уравнению с разностным ядром вида 2.9.51:

w(t) dr[(z)-X
_oo ch(z-r)

=g(z).
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42.

Ia t+Ъ
Частный случай уравнения 2.9.1 при д(х) = х + 6.

Решение:

у(х) =

Это уравнение встречается в ядерной физике и описывает замедление нейтро-
нейтронов в веществе.

1°. Решение при А = 0:

где С
—

произвольная постоянная.

2°. При А ф 0 решение интегрального уравнения можно найти в виде ряда
оо

у(х) = £ Апхп.
п=0

(•) Литература: И. Снеддон A955).

2.1-6. Ядра уравнений содержат квадратные корни и дробные степени

44. y(X) +

Частный случай уравнения 2.1.49 при А = у.

45. y(x) + [(V)y()f(Ja

Частный случай уравнения 2.1.52 при А = у.

46. у(х) +

Уравнение Абеля второго рода. Это уравнение встречается в задачах тепло-

и массопереноса.

Решение:

где

у(х) = F(x) + тгА2 Г ехр[тгА2(ж - t)]F(t) dt,
J a

® Литература: Н. Brakhage, К. Nickel, P. Rieder A965), Ю. И. Бабенко A986,
стр. 14).

47. „(*) - Л/ У(*} f* = /(*), а > О, Ь > О.
Jo \/ ах2 + 6t2

1°. Решение однородного уравнения (/ = 0) имеет вид

у{х) = Сх$ (/3 > -1, А > 0). A)
Здесь С— произвольная постоянная, а /3 = /3(А) определяется из трансцендентного

уравнения

\I(f3) = 1, где 1@) = / B)
Jo vfl + O2;z
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2°. Для правой части полиномиального вида

fix) — у А хп

n=0

ограниченное в нуле решение интегрального уравнения определяется формулами
N

/л

-хп при А < Ао,

у(х) =
^ 1 - (А/
п=0

N

^ п=0

Vb

(A/AJ
'

А„

(А/Ап)'
при

zndz

Здесь С — произвольная постоянная, а зависимость /3 = /3(А) определяется из

трансцендентного уравнения B).
3°. При специальных значениях параметра А = Ап (п = 1, 2,. ..) решение отлича-

отличается одним слагаемым и имеет вид

п—1 л N л т

1 - I
m=n+l

1

К
Г Г1 zn\nzdz]~1

=\ / , , 2
•

Uо Va + bz2 J
4°. Для произвольной части /(ж), разлагающейся в степенной ряд, можно ис-

использовать формулы п. 2°, в которых следует положить 7V = оо. При этом радиус

сходимости полученного решения у(х) будет равен радиусу сходимости ряда для

функции /(ж).

48. у(х) + \Г —^y{t)
dt

tK/4
Это уравнение допускает решение в квадратурах (см. уравнение 2.1.60).

2.1-7. Ядра уравнений содержат произвольные степени

49. + A[X(x-t)txy(t)dt=f(X).J a

Частный случай уравнения 2.9.4 при g(t) = Atx.
Решение:

У(я) =/(л) +-£г / [y1(x)y2(t)-y2(x)y1(t)]txf(t)dt1
уу Ja

где у1(хI у2(х)
— фундаментальная система решений линейного однородного

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка у%х + Ахху = 0,
причем функции yi(x) и у2(ж) выраж:аются через функции Бесселя или модифи-

модифицированные функции Бесселя в зависимости от знака параметра А.

При А > 0 имеем

2q

При A < 0 имеем

W=-q, yi(x) j_
2q ~2q~

q=
■

Л + 2
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50. y(X) +

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = —АжА, h(i) = Vх (А, \±
— любые).

Решение:

f(x)- Г R(x,t)f(t)dt,
Ja

R(x,t)= L

I Axx~At^+A при

51. y(x) + A [X (x - t)xxt»y(t) dt = f(x).
J a

Замена u(x) = x~xy(x) приводит к уравнению вида 2.1.49:

{x-t)tx+^u{t)dt = f(x)x~x.

52. y(x) + A[X(xx-tx)y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.5 при д(х) = Ахх.
Решение:

у(х) = f(x) + -L уж К(жLW - 4W^i W] /W ^

где штрихи обозначают производные по аргументам, указанным в круглых скоб-

скобках, и1(х),и2(х) — фундаментальная система решений линейного обыкновенно-

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка и'^х + А\хх~1и = 0, которая
выражается через функции Бесселя или модифицированные функции Бесселя в

зависимости от знака произведения АЛ.

При АЛ > 0 имеем

При АЛ < 0 имеем

Л + 1

2q \ Q J 2q

53. у(х) - fX(Axxtx-1 + Bt2X-1)y(t)dt= f(x).
J a

Преобразование
z = xx, r = tx, y(x)=Y(z)

приводит к уравнению вида 2.1.6:

Y(*) - f(^~z+ ^-т) У(т) dT = FW' FW
Jb V А Л у

54. у(ж) - I* (Ахх+»±х-»-г + Вх»±2Х-»-г)у(±) dt = f(x).
Ja

Замена у(х) = x^w(x) приводит к уравнению вида 2.1.53:

w(x) - Г {Axxtx-X + Bt^-^wit) dt = x-»f{x).
J a
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55. у(х) + аГ [\Хх~Ч» - (А + М)жл+^-1] y(t) dt = f(x).
J a

Это уравнение получается путем дифференцирования уравнения 1.1.51:

{ [l + A{xxt^-xx+^)]y{t)dt = F{xI F(x)= f f(x)dx.
J a J a

Решение:

тГ [*" Air№] >W dt)' фМ = e

(ж) Ja Jt J

56. y(x) + Г(АБжЛ+1 - ABsAt - Лжл - B)y(t) dt = f(x).
Ja

2.9.7.

f(x)+ Г R(x-t)№dt,
J a

Частный случай уравнения 2.9.7.

Решение:

где

R(x,t) = (Ахх + Б)ехр|
.

Л -I- 1
' '

J
'*

ехр [-^(s^1-*^1)+*(*"<

57. у(х) + Г (ABxtx - ABtXJrl + Atx + B)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8.

Решение:

у(х) = f(x) + I R(x- t)f(t) dt,
J a

где

R(x, t) = -(Atx + В) ехр \—^—(tx
I A + 1

/ ехр [—^— (sA+1 - xx+1)
t I A + 1

t - s)l ds.
J

58.

Частный случай уравнения 2.9.1 при g(x) = (х + 6)^.
Решение:

■<*-*>/(*)*.

59.
ГХ

- A/J a ^

Частный случай уравнения 2.9.1 при д(х) = х^ + 6.

Решение:

у(х) = /(х) +
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60. у(Х)-\Г .y(t)?* =/0в), 0<с*<1.0. у(Х)-\Г .y(t)
Jo (x —

Обобщенное уравнение Абеля второго рода.

1°. Пусть число а может быть представлено в виде правильной дроби:

а = 1
, где т = 1,2,..., п = 2, 3,... (т<п).

п

В этом случае решение обобщенного уравнения Абеля второго рода может быть

представлено в замкнутом виде (в виде квадратур):

Г
Jo

R(x
- t)f(t) dt,

Jo

где

П— 1 л ту -n ту / /\ , ГП — 1

_ V^ Л Г (m/n) (um/n)-l b V^ /

^ T(vm п) т
/л=0

6=An/mrn/m(m/n), е =expf-?^-V i2 = -1, м = 0,1,.. .,
т
- 1.

2°. Решение при любых 0 < а < 1:

°°

\ХГA — а)х1~а]п
^

L V

/ -^—
/•ж

l R(x-t)f(t)dt,
Jo

где

хГ[пA-а)

® Литература: Н. Brakhage, К. Nickel, P. Rieder A965), В. И. Смирнов A974,
стр. 155, 156).

1°. Решение однородного уравнения (/ = 0) имеет вид

у(х) = Cx? {C > -1, А > 0). A)

Здесь С— произвольная постоянная, а /3 = /3(А) определяется из трансцендентного

уравнения

\В(а,{3+1) = 1, B)

где B(p,q) = / zp~1(l — z)q~1 dz — бета-функция.
Jo

2°. Для правой части полиномиального вида

n=0

ограниченное в нуле решение интегрального уравнения определяется формулами

Е. 1-ШАУ° при А < а,

I n=0
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Здесь С — произвольная постоянная, а зависимость C = /3(Л) определяется из

трансцендентного уравнения B).
При специальных значениях параметра Л = Лп (п = 1, 2,...) решение отлича-

отличается одним слагаемым и имеет вид

^^, ,
1 —

где Лп = / (l-z)a-1zn\nzdz
Jo

m=n+l

-1

■ (А„Ат)

3°. Для произвольной части /(ж), разлагающейся в степенной ряд, можно ис-

использовать формулы п. 2°, в которых следует положить N = оо. При этом радиус

сходимости полученного решения у(х) будет равен радиусу сходимости ряда для

функции /(ж).
4°. Для правой части интегрального уравнения

N

f(x) = \n(kx) ]Г Апхп
п=0

решение имеет вид

N N

у(х) = ln(fcx) ^Г Впхп + Y, Dnxn,
п=0 п=0

где значения постоянных Вп и Dn определяются методом неопределенных коэф-

коэффициентов. Для получения общего решения интегрального уравнения к получен-
полученным частным решениям следует прибавить решение однородного уравнения A).

В работе Л. Г. Михайлова A966, стр. 29, 30) были исследованы условия раз-

разрешимости рассматриваемого интегрального уравнения для различных классов

функций /(ж).

6262-
dt

Здесь а > 0, b > 0, а \±
—

произвольное число.

1°. Решение однородного уравнения (/ = 0) имеет вид

у(х) = Сх$ (/3 > -1, Л > 0). A)
Здесь С— произвольная постоянная, а /3 = /3(Л) определяется из трансцендентного

уравнения

Л/(/3) = 1, где /(/3)= / z^a + bz^'Uz. B)
Jo

2°. Для правой части полиномиального вида

fix) — У А хп

п=0

ограниченное в нуле решение интегрального уравнения определяется формулами
N

д

^ ~\—гллГТжП при Л < л°'

у{х) =
N

-х" при А> Ао, \ф Лп,

Здесь С — произвольная постоянная, а зависимость C = /3(Л) определяется из

трансцендентного уравнения B).



126 Линейные уравнения второго рода с переменным пределом интегрирования

3°. При специальных значениях параметра Л = Лп (п = 1, 2,. ..) решение отлича-

отличается одним слагаемым и имеет вид

Г f1
где An = / zn(a-\-bz)fl~1 In zdi

Uo

4°. Для произвольной части /(ж), разлагающейся в степенной ряд, можно ис-

использовать формулы п. 2°, в которых следует положить N = оо.При этом радиус

сходимости полученного решения у(х) будет равен радиусу сходимости ряда для

функции /(ж).

2.2. Уравнения, ядра которых содержат экспоненциальные

функции

2.2-1. Ядра уравнений содержат экспоненциальные функции

Решение:

у(х) = f(x) -А Г e^-A^x
J a

2. y(X) -\-

B случае /3 = —А см. уравнение 2.2.1. Частный случай уравнения 2.9.2 при

д(х) = -АеХх, h(t) = e^*.
Решение:

у(х ) = f(x) -Г R(x, t)f(t) dt, R(x, t) = AeXx+Ct exp(J a I A + p

3. у(х) + А [еЛ<ж-*) -l]y(t)dt= f(X).
J a

1°. Решение при D
= А(А - 4А) > 0:

2АА fx

у(х) = /(ж) = / R(x - t)f(t) dt, R{x) :

2°. Решение при D
= А(А - 4А) < 0:

1А\ Сх

у(х) = f(x) - —= j R(x - t)f(t) dt, R(x) = ехр(|АЖ) sin(^-Vl^>l x)-

3°. Решение при А = 4A:

y{x) = f{x) - 4A2 Г {x - t) exp [2A(x - t)] f{t) dt.
J a

rx

4. y(X) + / [Аел(ж-^ + B]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.2.10 при Аг = А, А2 = В, А: = А, А2 = 0.
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1°. Структура решения интегрального уравнения зависит от знака дискрими-

дискриминанта

D = (А- В -XJ + 4АВ A)

квадратного уравнения

/Г2 + (А + В - \)ц - ВХ = 0. B)

2°. В случае D > 0 квадратное уравнение B) имеет действительные (и различные)
корни /х1 и /х2:

При этом решение исходного интегрального уравнения имеет вид

у(х) = f(x) + Г [E^^-V + Я2е (*

где

3°. В случае D < 0 квадратное уравнение B) имеет комплексно сопряженные

корни

г" \_ 1 г /"? 2 ^ /' ^ 2

При этом решение исходного интегрального уравнения имеет вид

у(х) = f(x) + [Х\Е1еG^х-^ cos[f3(x - t)] + E2e^x~^ sin[/3(x - t)]\f(t) dt,

где

E1 = -A- B, E2 = —(-Aa - Ba + BX).

5. y(X) + A[X(eXx-ext)y(t)dt=f(X).Ja

Частный случай уравнения 2.9.5 при g(x) = АеЛж.

Решение:

у(я) = f(x) + -L Гц(жу2М - 4(^К
•^ J a

где штрихи обозначают производные по аргументам, указанным в круглых скоб-

скобках, гх1(ж), ^2(ж)—фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка и'^х + АХеХхи = 0,
которая выражается через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя в зависимости от знака произведения АХ.

При АХ > 0 имеем

, l()

При AA < 0 имеем
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6. у(Х) + Г(АеХх + Bext)y(t) dt = f(X).
J a

При В = —А см. уравнение 2.2.5. Частный случай уравнения 2.9.6 при

д(х) = АеХх, h(t) = BeXt.

Исходное интегральное уравнение путем дифференцирования с последующей
РХ

заменой Y(x) = / y(t) dt сводится к линейному обыкновенному дифференциаль-
дифференциальна

ному уравнению второго порядка

Yxx + (А + вУХхК + Л\еХхУ = fx[x) A)
с начальными условиями

Y(a) = 0, Y^a) = /(a). B)

Фундаментальная система решений однородного уравнения A) при / = 0 имеет

вид

Д 1; -^еХх), Y2(x) = *(— , 1; -—еХх
т X у V т X

где Ф(ск,/3;ж) и Ф(а,/?;ж) —вырожденные гипергеометрические функции.
Решение неоднородного уравнения A) с граничными условиями B) для

произвольной функции / = /(ж) с учетом равенства у(ж) = Y^(x) приводит к

решению интегрального уравнения в виде

y(x) = f(x)- Г R(x,
J a

R(x,t) =
Г(А/ТО) f

7. у{Х) + аГ [ел<ж+*) - е2Л*] y(t) dt = /(as).
J a

Преобразование z = еЛж, т = eXt приводит к уравнению вида 2.1.4.

1°. Решение при АЛ > 0:

у(х) = f(x) - Хк [ ext sin[k(eXx - eXt)] f(t) dt, к =
J a

2°. Решение при АЛ < 0:

y(x) = f(x) + Xk Г ext sh [k(eXx - eXt)] f(t) dt, к =
J a

8. у(Ж) + А/[еЛж+^ -e<<x^^t}y(t)dt= f(X).
J a

Преобразование z = e^x, r = etJ>t, Y(z) = y(x) приводит к уравнению вида 2.1.52:

Y(z) + — [\*к ~ rk)Y(r) dr = F(z), F{z) = f(x),
M Jb

где к = Л//х, b = e^a.

9. у(х) + А [ЛеЛж+/х* - (A+/z)e<A+/1>a!]i/(t)dt = /(ж).
J a

Это уравнение получается путем дифференцирования уравнения вида 1.2.22:

РХ ГХ

I [1 +АеХх(е^-e^x)]y(t)dt = F(x), F{x) = / f(t)dt.
J a J a

Решение:

dx
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10. y(x) +

1°. Введем обозначения

fX
)dt.\ = Г ex^x~%{t) dt, I2 = Г ex^

J a J a

Продифференцируем дважды интегральное уравнение. В результате имеем (пер-
(первым записано исходное уравнение)

y + A1I1+A2I2 = f, / = /(x), A)
ух + (Ах + А2)у + А:А^ + А2Л2/2 = f'x, B)

+ (^1^1 + А2Х2)у + А^2^ + А2л2/2 = f'x'x. C)
Исключая отсюда величины 11 и /2, приходим к линейному обыкновенному

дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами

2-^1л2-л2л1)г/ = /^-(л1+л2)/;+л1л2/. D)

Подставляя значение х = а в равенства A) и B), получим начальные условия

у(а) = /(а), у'х(а) = fx(a) - (Ах + А2)/(а). E)

Решение дифференциального уравнения D) с условиями E) позволяет найти

решение интегрального уравнения.

2°. Рассмотрим характеристическое уравнение

II2 + (Аг -\-А2-Х1- Л2)/х + А: А2 - Ах\2 - А2\х = 0, F)

которое соответствует однородному дифференциальному уравнению D) при
/(ж) = 0. Структура решения интегрального уравнения зависит от знака дискри-
дискриминанта квадратного уравнения F)

D = (A1-A2-\1+ Л2J + АА± А2.

В случае D > 0 квадратное уравнение F) имеет действительные (и различные)
корни /х1 и [i2\

Ml = Т(Л1 + Л2 - А1 ~ А2) + Т^/А М2 = Т(Л1 + Л2 - А1 - А2) - \^Ё>-
При этом решение исходного интегрального уравнения имеет вид

где

R
ч Mi A2 j_ ^ Mi A^ /i2 2 j_ л М2

ix /x2
-

/ix /ix
-

/x2 /ix
-

/x2

В случае D < 0 квадратное уравнение F) имеет комплексно сопряженные

корни

1^1
= о" + г/3, /i2 = а

— г/3, а = -2:-(А1 + А2 — А1 — А2), /3 = yV—-D.
При этом решение исходного интегрального уравнения имеет вид

у{х) = f{x) + fX{Bie^x-^ cos[C{x - t)] + В2е<х-Ъ sin[/3(x - t)]}f(t) dt.
J a

где
i

1 1 Z" Z r) I i\ Z /
'

Z\ 1 /J

9 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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11. у(х)+ /Ж[Аел(ж+*> - Ае2Л* + Bext]y(t) dt = /(ж).
J а

Преобразование z = еХх, т = eXt, ^(z) = у(х) приводит к уравнению вида 2.1.5:

Y(z) + Г [Bx{z - т) + А^т) dr = F(z), F(z) = /(х),

где А: = Б/Л, Вх = А/Л, 6 = еЛа.

12. у(ж) + Г[Аел(ж+*) + Ве2Л* + CeA*]y(t) dt = f(X).
J a

Преобразование z = еЛж, т = eAt, Y(z) = у(ж) приводит к уравнению вида 2.1.6:

Y(z) - \\axz + Вхт + C^Yir) dr = F(z), F(z) = f(x),
Jb

где Ax = -А/Л, Bx = -B/\ Cx = -С/Л, b = eXa.

13. y(x)+ fX[Xex<<x-^ + А(де/хж+л* - ЛеЛж+/х*)] y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.23 при /i(t) = А.

Решение:

1 d
'

еХх dx { Ja [ ext \t

Ф(х) = exp LlA^e^+^H , F(x) = Г f(t) dt.

14. у(ж) - /Ж[Ле-Л(ж-*> + А(деЛж+/х* - Ле/хж+л*)] y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.24 при h(x) = A.

Считаем, что f(a) = 0. Решение:

= Г
х) Ja [ eX

Ф(ж) = exp | A e"
Л + /j

15. у(ж) + /Ж[Лел(ж-*> + Ае/3*(ме/хж+л* - ЛеЛж+/х*)] y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.23 при h(t) =
Решение:

(х) = exp \ х1
^ F(x) =

Г
е

л + /i + C

16. y(x) - /[Ле-Л(ж-*> + Ае/3ж(/ы,еЛж+/х* - Ae/xa3+A*)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.24 при h(x) = Ае^ж.

Считаем, что f(a) = 0. Решение:

= ехр \а
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17. y(x) + / [АВе(л+1)ж+* - АВеЛж+2* - АеЛж+* - Be*]y(t) dt = f(x).
Ja

Преобразование z = ex, r = e*, ^B) = у(ж) приводит к уравнению вида 2.1.56:

Y(z) + / (АБ^Л+1 - ABzxr - Azx - B)Y{r) dr = F(z),
j ь

18. y(x) + [X[ABex+xt -ЛБе(л+1)* + Aext + Ве1]у(€) dt = f(x).
Ja

Преобразование z = ex 1 т
= e*, ^B?) = у(ж) приводит к уравнению вида 2.1.57

(в котором параметр Л переобозначен на Л — 1):

Y(z) + / (ABzr*-1 - АВтх + Атх~х + B)Y(t) dr = F(z),
Jb

19. y(x) +
Ja lk=i

1°. Это интегральное уравнение можно привести к линейному неоднородному
обыкновенному дифференциальному уравнению п-го порядка с постоянными

коэффициентами. Обозначим

1к(х)= Г ex^x-^y(t)dt. A)
J a

Продифференцируем A) по х. В результате имеем

B)

где штрих обозначает производную по х. Из сопоставления формул A) и B)
получим связь между I'k и Ik:

l'k=V(x) + \kIk, Ik = Ik(x). C)
Теперь интегральное уравнение можно записать в виде

п

у(х) + ]Г AkIk = f{x). D)
fc=i

Дифференцируя D) по ж, с учетом равенств C) имеем

п п

у'х{х) + апу(х) + J2 Ak4h = /£(*), *п = Е Afc- E)
fc=i fc=i

Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

п-1

2/iW + К - AnMx) + E Ak(Xk ~ K)h =Ш - Kf(*)- F)
fc=l

Дифференцируя это равенство по ж и исключая интеграл In_i из полученного

выраж:ения с помощью F), придем к аналогичному равенству, в левой части

которого будет стоять линейный дифференциальный оператор второго порядка с
п-2

постоянными коэффициентами (действующий на у) и сумма Yl A\-^k- Продолжая
к=1

далее с помощью дифференцирования и формулы C) последовательно исключать

слагаемые /п_2? ^п-3' •••> А» придем в итоге к линейному неоднородному

обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами

порядка п.

Граничные условия для функции у(х) находятся в результате подстановки

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с

помощью дифференцирования.
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2°. Решение уравнения можно представить в виде

у(х) = f(x) + Г [ J2 Вке^х-*А f(t) dt. G)
Ja lk=i J

Неизвестные постоянные /ik являются корнями алгебраического уравнения

fe=l
Z Лк

которое после приведения к общему знаменателю сводится к задаче об определе-

определении корней характеристического многочлена п-й степени.

Коэффициенты Вк находятся после определения /ik из системы линейных

алгебраических уравнений
п тэ

У ^ + 1 = 0, 771=1,..., П. (9)
IS Хт ~

М/с

Другой способ определения коэффициентов Вк описан ниже в п. 3°.

Если все корни /ik уравнения (8) действительны и различны, то формула G)
дает решение исходного интегрального уравнения.

Паре комплексно сопряженных корней fik fc+1
= a ± ij3 характеристиче-

характеристического многочлена (8) отвечает пара комплексно сопряженных коэффициен-
коэффициентов Вк fc_|_1

в уравнениях (9). В этом случае в решении G) соответствую-

соответствующую пару слагаемых Вке^к^х~^ + Bk_^_1e^k+1^x~t^> можно представить в виде

~Bke<*(x-t) [cos/30 - i)] + ~Вк+1еа(х~^ [smC(x - t)], где ~Вк и ~Вк+1 —действитель-
—действительные коэффициенты.
3°. При а = 0 решение исходного интегрального уравнения можно получить по

формуле

у(х) = fix) - Г Rix - t)fit) dt, R(x) = ii [Щр)], A0)
Jo

где £~ [Щр)] — обратное преобразование Лапласа следующей функции:

Образ резольвенты R(p) мож:но представить в виде правильной дробно-
рациональной функции

где Q(p)
— полином относительно р, степень которого меньше п. Корни /ik поли-

полинома Р(р) совпадают с корнями уравнения (8). Если все корни fik действительны
и различны, то резольвента в решении A0) определяется по формуле

где штрих обозначает производную.

2.2-2. Ядра содержат степенные и экспоненциальные функции

20. y(x

Решение:

у(х) = fix) - А Г Жехр[|А(£2 - х2) + А(я - t)] fit) dt.
J a
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21. у(х) + Л

Решение:

у(х) = f(x) -А Г texp[-±- A(t2 - х2) + Х(х - t)] f(t) dt.
J a

22. y(x) +

Частный случай уравнения 2.9.4 при g(t) = AeXt.
Решение:

y(x) = f(x) + — f [w1(x)w2(t)-w2(x)w1(t)]eAt/W^,
W Ja

где u1(x), u2(x) — фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка и"х + АеХхи = О,
которая выражается через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя в зависимости от знака параметра А:

,

23. у(х) + аГ{х- *)еЛ<ж-*)у(*) dt = f{x).
J a

1°. Решение при А > 0:

y(x) = f(x)-kf ex^x-t)sin[k(x-t)]f(t)dt, k = у/А.
J a

2°. Решение при А < 0:

у(х) = f(x) + k [ ex^x-t)sh[k(x-t)]f(t)dt, k = у/^А.

24. у(х) + а[(х- ±)еХх+»гу(±) dt = f(x).
J a

Замена и(х) = е~Хху(х) приводит к уравнению вида 2.2.22:

и{х) + А Г\х - t)e(A+/x)t^(t) dt = f{x)e
J a

e~Xx

25. у(х) - / (Ах + Bt + C)eA^-^y(t) dt = /(ж).
J a

Замена и(х) = е~Хху(х) приводит к уравнению вида 2.1.6:

и(х) - Г (Ах + Bt + C)u(t) dt = f(x)e~Xx.
Ja

26. y(x) + А Г x2ex<<x-^y(t) dt = f(x).
Ja

Решение:

y(x) = f(x) -А Г x2 exp[| A(ts - xs) + X(x - t)] f(t) dt.
J a
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27. у(х) + А Г xtex<<x-^y(t) dt = f(x).
J a

Решение:

у(х) = f(x) -А Г xtexp[± A(ts - xs) + Х(х - t)] f(t) dt.
J a

28. y(x) + Г 2A^* dt = f(X).

y(x) = f(x) -А Гt2 exp[| A(t3 - x3) + X(x - t)] f(t) dt.
J a

dt = f(x).

Решение:

29. у(Х) + А.

Решение:

у[х) = f(x) - [ R[x- t)f(t) dt,
J a

30. y(X) + А (ж2 — t2)ex(x~t^y(t) dt = /(ж).
./о

Замена и(х) = е~Лжу(ж) приводит к уравнению вида 2.1.11:

и{х) + А /""(ж2 - t2)w(t) dt = f(x)e~Xx.
Jo

31. y(X) + ^4

Решение:

к = (\А

R(x) =
n +

f(x)+ Г R(x-t)№dt,
J a

Yl exp(afcx) [ak cos(f3kx) - Ck si

где

ak = \An\\ n+1 cosf J, /3k = |An!| n+1 sinf J при А < 0,

crk
= \An\\ n+1 — — Ck = \An\ n+1 iT при А > 0.

32.

Решение:

где

y(x) =еЛж|^(ж) + тг62 /"^ехр^Ь2^-*)]^)^!,
L «/a J

-x /*ж e~xtf(t)
Fix) == e fix) 6 / £^£
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33. у(Х) + А Г (ж - t)tkex<<x-^y(t) dt = /(ж).
J a

Замена и(х) = е~Хху(х) приводит к уравнению вида 2.1.49:

и(х) + А Г(х - t)tku(t) dt = f(x)e
J a

34. y(x) + A[(Xk - tk)ex<<x-Vy(t) dt = f(X).
J a

Замена u(x) = e~Xxy(x) приводит к уравнению вида 2.1.52:

u{x) + a( (xk-tk)u(t)dt = f(x)e~Xx.
J a

rx е/х(ж-*)
35. y(X)-X —y(t)dt= /(Ж), O<«<1.

Jo {x — t)a
Решение:

y(x) = f{x) + Г R(x - t)f(t) dt, где R(x) = e»x £ ^Д" "^ ^Jo ^ хГ[пA-а)\

36. y(x) + л/Жехр[Л(ж2 -t2)]y(t)dt= /(ж).
Ja

Решение:

y(x) = f(x) - А Г ехр[Л(ж2 - t2) - A{x - t)] f{t) dt.
J a

37. y(X) + a[X ехр(Лж2 + /3t2)y(t) dt = f(X).

При C = —Л см. уравнение 2.2.36. Частный случай уравнения 2.9.2 при

д(х) = -Аехр(Лж2), h(t) = B)
ге

8. у(Х) + A
Jх

38.

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = Аехр(—\\/—ж).

39. у(ж) + А/Жехр[Л(Ж^ -t'1)]i/(t)dt=/(a!), д > О.

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Аехр(Лж^), h(t) = ехр(—Xt^).
Решение:

у(х) = /(х) - А Г ехр [Л(х^ - t") - А(Ж - t)] f(t) dt.
J a

40. y(X) + k[ —exp(-X—)y(t)dt = g(X).
Jo ж V ж /

Частный случай уравнения 2.9.71 при f(z) = ke~Xz.
N

Для правой части полиномиального вида д(х) = XI Апхп решение интеграль-
п=0

ного уравнения определяется по формуле

N Л . п . -.

Л п\ п! 1

^ k\ Xn~k
k=0
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2.3. Уравнения, ядра которых содержат гиперболические

функции

2.3-1. Ядра уравнений содержат гиперболический косинус

1. у(х) -А Г ch(Xx)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ach(Xx), h(t) = 1.

Решение:

у{х) = f{x) + А Г сЬ(Аж) ехр{ A [sh(Ax) - sh(At)] }f{t) dt.
J a L A J

2. y(x) -a[X ch(\t)y(t)dt= f(x).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = A, h(i) = ch(At).
Решение:

у(х) = f(x) + А Г ch(At) exp{ A [sh(Ax) - sh(At)] }f(t) dt.

ch[X(x - t)]y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 2.9.28 при g(t) = А. Поэтому решение данного

интегрального уравнения сводится к решению линейного неоднородного обыкно-

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффи-

коэффициентами

Ухх + АУх - Х2У = fxx - Л2/> / = ДЖ)>

которое следует дополнить начальными условиями

у(а)=/(а), у'х(а) = f'x(a) - Af(a).

Решение:

у(х) = f(x) + I R(x- t)f(t) dt,
J a

Г A2 1 /
R(x) = exp(-^ Ax) sh(kx) - Ach(kx) \, k = JX2 + \ A2.

I 2k J

Г Afcch[Afc(aj-t)] \y(t)dt= f(x).
= i

>

Это уравнение приводится к уравнению вида 2.2.19 путем замены гиперболи-
гиперболических функций на экспоненциальные с помощью формулы cYvz = \{&z + e~z).
Поэтому рассматриваемое интегральное уравнение можно свести к линейному
неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению 2п-го порядка с

постоянными коэффициентами.

ch(At)

Решение:
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6. у(х) -А Г С^*\ y(t) dt = f(X)
Ja сЬ(Лж)

Решение:

7. y(x) -А Г chk(\x) chm(/Ltt)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Achk(XxI h(t) = chm(/i£).

8. y(x) + A fX tch[X(x - t)]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.28 при g(t) = At.

9. y(x) + A[Xtkchrn(\x)y(t)dt=f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) =
—Achrn(Xx), h(t) = tk.

10. y(x) + A[xk chm(At)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = —Ахк, h(t) = chm(Af).
rx

11. y{x) - I [Ach(kx) + В
- AB(x - t) ch(kx)]y(t) dt = f(x).

Ja
Частный случай уравнения 2.9.7 при Л = В, g(x) = Ach(kx).
Решение:

y(x) = f(x)+ Г R(x,t)f(t)dt,
Ja

R(x, t) = [АсЪ(кх) + Щ^щ- +
-щ- j' eB^~^G{s) ds, G(x) = exp JA sh(fcx)] •

rx

12. y{x) + / [Ach(kt) + В + AB(x - t) ch(kt)]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8 при Л = В, g(t) = Ach(kt).
Решение:

y(x) = f(x)+ Г R(x,t)f(t)dt,
J a

R(x, t) = -[Ach(kt) + В]Щ^ + J^- ^ eB^G(s) ds, G(x) = exp JA sh(fex)].
13. y(x) + A[ ch(\^t -x)y(t) dt = /(ж).

./ж

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = Ach(A\/—ж).

2.3-2. Ядра уравнений содержат гиперболический синус

14. y(x) -A sh(\x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ash(Ax), h(t) = 1.

Решение:

(ж) = f(x) sh(Xx) expi — [ch(Ax) - ch(At)] \f(t) dt.
I A J
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15. у(х) -а[Х sh(\t)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, hit) = sh(At).
Решение:

у(х) = fix) + А / sh(At) ехр<^ — [ch(Ax) - ch(At)] \f(t) dt.
Ja I A J

16. y(x) + A sh[\(x—t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.30 при д(х) = А.

1°. Решение при Х(А - А) > 0:

АХ fx

у(х) = fix) - — / sin[kix - t)]f(t) dt,

2°. Решение при А(А - А) < 0:

Л\ ГХ

у(х) = fix) / sh[kix - t)]f(t) dt, где к = ^А(А - А).
™ J a

3°. Решение при А = А:

у(х) = fix)-X2 fX(x-t)f(t)dt.
J a

17. у(х) + A sh3[\(x - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Используя формулу sh3 E = -^sh3/3 — -|-sh/?, приходим к уравнению ви-

вида 2.3.18:

2/0*0 + Г[\А^[Щх - t)] - f Ash[X(x - t)]}y(t) dt = fix).
J a

18. y(x)+

1°. Введем обозначения

1г = Г sh[A!(x - t)]y(t) dt, I2 = Г sh[A2(x - t)]y(t) dt,
J a J a

rx rx

J±= сЬ[Ах(ж - t)]y(t) dt, J2= сЬ[А2(ж - t)]y(t) dt.
J a J a

Продифференцируем последовательно интегральное уравнение четыре раза. В

результате имеем (первым записано исходное уравнение)

y + A1I1+A2I2 = f, f = f(x), A)
v'x + A1\1J1+A2\2J2 = fx, B)
Ухх + Hi Ai + A2\2)y + A^l^ + A2\\I2 = f'Jx, C)

Vx'xx + Hi>i + А2*2)У'Х + A.Xp, + A2Xp2 = f'»xx, D)
Vx'Lx + (M\ + Л2\2)у':х + (Лх A? + A2\l)y + A.Xp, + A2\\I2 = f'x'xx. E)

Исключая из равенств A), C), E) величины 11 и /2, приходим к линейному обык-

обыкновенному дифференциальному уравнению четвертого порядка с постоянными

коэффициентами

Ухххх
- (*? + >1 - ^i^i - A^V'L + (А?А| - A^Xl - А2Х\Х2)у =

fll" (\2 Л- \2\fff -L\2\2f
^

Jxxxx
~

\л1 ~г A2)Jxx ~г л^Л^Т-
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Подставляя значение х = а в равенства A)—D), получим начальные условия

у (а) = /(а), у'х(а) = f'x(a),
Ухх(°>) = /"» - OMi + A2X2)f(a), G)

у'хМ = &W - (^1*1 + A2X2)ffx(a).
Решение дифференциального уравнения F) с условиями G) позволяет найти

решение интегрального уравнения.

2°. Рассмотрим характеристическое уравнение

z2 - (Х\ + Л| - А1Х1 - A2X2)z + Х\Х22 - A^Xl - А2Х\Х2 = 0, (8)

корни которого zx и z2 определяют структуру решения интегрального уравнения.

Будем считать, что дискриминант уравнения (8) положителен:

D = (А1Х1 - А2Х2 - Х\ + А2J + 4А1А2А1А2 > 0.

В этом случае квадратное уравнение (8) имеет действительные (и различные)
корни z1 и z2:

Zl = \ (Л1 + Л2 - А1 Л1 - А2Л2) + \^i Z2 = Y (Л1 + Л2 - А1 Л1 - А2Л2) - Т^-
В зависимости от знаков корней z1 и z2 возмож:ны три ситуации.

Случай 1. При z1 > 0 и z2 > 0 решение интегрального уравнения имеет

следующий вид (г = 1,2):

- t)] + B2 sh[M2(x
- t)] }f(t) dt, Hi = v^T,

где коэффициенты В1 и 52 определяются по формулам

| - Af)
~

MiJ M1IM2
"~

MiJ

Случай 2. При 21 < 0 и 22 < 0 решение интегрального уравнения имеет вид

sin[Ml(x - t)] + B2 sin[M2(x - t)] }f(t) dt, Hi
J a

где коэффициенты В1 и В2 определяются путем решения системы линейных

алгебраических уравнений

1 _ n ^iMi , ^2М2 , 1 _ п
—

' л 9 9
"^

9 9
"^

—

Л + Л +
л 9 9

"^
л 9 9

"^ —

' л 9 9
"^

9 9

Л| + /if Af + М2 Л2 + Ml Л2 + М2

Случай 3. При 21 > 0 и 22 < 0 решение интегрального уравнения имеет вид

У(Х) = f(x) + I {Вг Sh[^(x - t)] + B2 Sin[/i2(x
- t)] }/(t) dt, fJLi = J\Zi\,

где коэффициенты В1 и 52 определяются путем решения системы линейных

алгебраических уравнений

\2 ..2 ^

\2
Л2

—

/i-^ Л2

19. у(Ж)+ Г{ ^ Afcsh[Afc(a!-t)])i/(t)dt=/(a!).Ja lfe=i
1°. Это уравнение приводится к уравнению вида 2.2.19 путем замены гиперболи-
гиперболических функций на экспоненциальные по формуле shz = \(y£z — e~z). Поэтому
рассматриваемое интегральное уравнение можно привести к линейному неодно-
неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению 2п-го порядка с посто-

постоянными коэффициентами.
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2°. Найдем корни zk алгебраического уравнения

которое после приведения к общему знаменателю сводится к задаче об определе-

определении корней характеристического многочлена п-й степени.

Пусть все корни zk уравнения A) действительны, различны и не равны нулю.
Все корни в зависимости от их знака разобьем на две группы:

z1 > 0, z2 > 0, ..

., zs > 0 (положительные корни);

zs+i < 0? zs+2 < 0, • • •

> zn < О (отрицательные корни).

Решение интегрального уравнения можно представить в виде

у(ж) = /(х)+/ (^Bfesh[Mfe(x-t)]+ X] Cfesin[Mfe(x-t)])/(t)dt, ^ = л/^
Ja lfc=i fc=s+i

J

B)
Коэффициенты Вк и Cfc находятся из системы линейных алгебраических уравне-
уравнений

« — п s~i

V^ ^k^k
_|_

-I
_

n — /I — 1 (Ч)

Случай с нулевым корнем zs = 0 рассматривается с помощью введения новой

постоянной D = Bsns и предельного перехода ц8 —> 0. В результате в решении B)
вместо члена f?ssh[/is(ic — £)] возникает слагаемое 1)(ж — £), а в системе C)
появляются соответствующие слагаемые DA^2.

20. у(х) -А Г
Ja sh(At)

Решение:

= f(x) + A fXeA
J a

21. У(х)-а[ S^\; y(t)dt= f(x).
Ja sh(Aa3)

Решение:

s/(a:) = /(a;) + ^/%A(a:-f^ a

22. У(х)-а[ shk(\x)shrn(ij,t)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ashk(Xx), h(t) = shm(/i£).

/•ж

23. y(x)-\-A tsh[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.30 при g(t) = At.

Решение:

AA fx
y(x)=f(x) + —- /

УУ J a

где гх1(ж), ^2(ж) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка и'^х + Х(Ах
— Х)и = 0, a W —
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определитель Вронского. Функции и1(х), и2(х) в зависимости от знака произве-

произведения АЛ выражаются через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя.

При АЛ > 0 имеем

W = 3/tt, £ = х- (Л/А).

При АЛ < 0 имеем

fX
24. y(x) + A xsh[X(x - t)]y(t) dt = f(x).

J a
Частный случай уравнения 2.9.31 при g(x) = Ах, h(t) = 1.

Решение:

АЛ [х
у{х) = f{x) + — j x[Ul{x)u2{t) - u2(x)Ul(t)] f{t) dt,

где u1(x), u2(x) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка и"х + Л(Аж
— Х)и = 0, a W —

определитель Вронского.

Функции и1(х), и2(х) и W указаны в 2.3.23.

25. у(х) + А Г tfeshm(Aa?)y(t)dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = —Ashrn(Xx), h(i) = tk.

26. у(х) + А Г xk shm(At)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Ахк, h(t) = shm(Xt).

rx

27. у(х) - [A sh(kx) + В - АВ(х - t) sh(te)] y(t) dt = f(x).
./a

Частный случай уравнения 2.9.7 при Л = В, д(х) = Ash(kx).
Решение:

y(x) = f(x)+ ГR(x,t)f(t)dt,
J a

R(x, t) = [Ash(kx) + B]^L + ^L Г eB(x-s)G(s) dg7 G(x) = exp Г^_

28. у(ж) + Г [Ash(kt) + B + AB(x - t) sh(kt)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8 при Л = В, g(t) = Ash(kt).
Решение:

y(x) = f(x)+ Г R(x,t)f(t)dt,
J a

R(x, t) = -[sh(fct) + В\Щ^ + -^y jT* es(*-s)G(s) ds, G(x) = exp [A ch(fcx)].
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29. У(х) + а[ sh(\^t-x)y(t)dt = /(ж).
J х

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) =

2.3-3. Ядра уравнений содержат гиперболический тангенс

30. у{х) — A th(\x)y(i) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ath(Xx), h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) + аГ th(Ax) f 4ЙТГ1

31. y(x) -А Г th(\t)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = th(At).
Решение:

ch(Ax) А/Х

ch(Xt)
/W dt.

32. y(x) + A fX [th(Xx) - th(Xt)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.5 при д(х) = Ath(Ax).
Решение:

У(Х) = f(x) + -L /Ж [У/W^2 W - ^2 W^/W] /W ^

где ^(ж), ^(ж) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка ch2(Xx)Y"x + AXY = О, W— опре-

определитель Вронского, штрихи обозначают производные по аргументам, указанным
в круглых скобках.

Из книг А. Д. Полянина, В. Ф. Зайцева A995, 1997) следует, что У1(х), Y2{x)
можно представить в виде

^l) £^ W = 1,

где F(a, /3,7; z)
—

гипергеометрическая функция, параметры a, E которой опреде-

определяются путем решения системы алгебраических уравнений: а-\- C = 1, aj3 = —А/А.

th(At)
Решение:

34.

Решение:

. у(х) -А Г l^\ y{t) dt = /(а,).
Jo th(Aa;)
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35. у(х) -A[Xthk(\x)thrn(iJ,t)y(t)dt= /(ж).
J а

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Athk(Xx), h(t) = thm(/i£).

36. у(х) + А Г tfe thm (Аж) у(t)dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = —Athm(Ax), h(i) = tk.

37. у(ж) + А Г ж*5 thm(At)i/(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Axk, h(t) = thm(At).

38. у(х) + А /" th[A(t - su)]i/(t) dt = /(ж).
J X

Частный случай уравнения 2.9.62 при K(z) = Ath(-Xz).

39. у(х)-\-A th(\^t-x)y(t)dt = /(ж).
./ж

Частный случай уравнения 2.9.62 при IfB) = Ath(A\/^i).
гх

40. у(ж) - / [Ath(te) + В - АВ(х - t)th(kx)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, д(х) = Ath(kx).

41. у(х) + I [Ath(kt) + В + АБ(ж - t) th(fet)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Ath(kt).

2.3-4. Ядра уравнений содержат гиперболический котангенс

гх

42. у(х) —A cth(Xx)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acth(Xx), h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) + AJX cth(Ax)

43. y(x) -a( cth(\t)y(t) dt = /(ж).
J a

чай уравнения 2.9.2 при

у(х) = f(x) + A j' cth(At)

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = A, h(i) = cth(At).
Решение:

Решение:
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45. у(Х) -А Г ^У^ y(t) dt = f(X).
Ja cth(At)cth(At)

Решение:

y(x) = f(x)
Cth(At)

46. y{x) -А Г cthfe(A«) cthm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acthfc(Ax), h(t) = cthm(fit).

47. y(x) + А Г tk cthm(Aa?)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Acthm(Ax), h(t) = tfc.

48. y(x) + At* xk cthm(At)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Ахк, h(t) = cthm(At).

roo

49. у(х)-\-A cth[X(t — x)]y(t)dt=f(x).
Jх

Частный случай уравнения 2.9.62 при K(z) = Acth(-Xz).

foo
50. у(х) + A ct\v(\^t — x)y(t)dt=f(x).

Jх

Частный случай уравнения 2.9.62 при K(z) = Acth(A\/—z).

51. у(ж) - f [Acth(kx) + В - AB(x - t) cth(kx)]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, д(х) = Acth(kx).

гх

52. у(х) + / [Acth(kt) + В + АВ(х - t) cth(kt)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Acth(kt).

2.3-5. Ядра уравнений содержат комбинации гиперболических функций

53. у(х) - А Г chk(\x)shrri(iJLt)y(t)dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Achk(Xx), h(t) = shm(/i£).

54. у{х)- r{A+Bch{\x) + B{x-t)[\sh{\x)-Ach{\x)]}y{t)dt=f{x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.32 при Ъ = В, д(х) = А.

гх

55. у{х) - { А+ В зЬ(Аж) + В(х -1) [X сЬ(Аж) - A sh(Xx)]}y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.33 при b = В, д(х) = А.

56. у(х) - A I* thk(\x)cthrn(ij,t)y(t)dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Athk(Xx), h(t) = cthm(/i£).
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2.4. Уравнения, ядра которых содержат логарифмические
функции

2.4-1. Ядра содержат только логарифмические функции

ln(Xx)y(t)dt= f(x).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1п(Аж), h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) + AJX lnCAaOe-^*-*) ^*t f(t) dt.

2. y(x) -А Г \n(Xt)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = ln(At).
Решение:

у(х) = f{x) + A Г
Ja

РХ

3. у(х) + A (In ж -In t)y(t)dt= /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.5 при д(х) = A In ж.

Решение:

у(х) = f(x) + -L JX [и[(х)и'2(г) - и'2(х)и[(г)] f(t) dt,

где штрихи обозначают производные по аргументам, указанным в круглых скоб-

скобках, и1(хI и2(х)—фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка и'^х -\- Ах~1ги = О,
которая выражается через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя в зависимости от знака параметра А:

W=±, u1(x) = y/xJ1By/Ax), u2(x) = y/xY1By/Ax) при А > О,

u2(x) = \fxK1B\/-Ax) при А < 0.

4. У(х)-аГ
Ja ln(At)

Решение:

y(x) = f(x) -

5. У(х)-аГ
Ja

Решение:

y(x) = f{x)

6. y(x) -А Г \nk(\x) lnm (»t)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Alnfc(Ax), h(t) = In171 (fit).

10 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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/•оо

7. y{x) + al \n(t-x)y(t)dt= f(x).
J X

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = aln(—ж).
т

Для правой части /(ж) = ^ Akexp(—Xkx), где Хк > 0, решение уравнения
к=1

имеет вид

т л

х~^ А^ а

£—\ ^к Хк

где С = 0.5772 . .. —постоянная Эйлера.

8. у(х) + а[ \n2(t-x)y(t)dt= /(ж).
Jх

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = a In2 (—ж).
т

Для правой части /(ж) = ^ Акех.р(—ХкхI где Хк > 0, решение уравнения
к=1

имеет вид

т *

к=1
Вк Хк

где С = 0.5772 . .. —постоянная Эйлера.

2.4-2. Ядра содержат степенные и логарифмические функции

9. у(х) -АГхк ln™(At)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = Ахк, h(i) = lnm(Af).

10. у(ж) - аГ tk\nrn{Xx)y{t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1пт(Лж), h(t) = tk.

/•ж

11. у(ж) — / [Aln(te) + В
— АВ(х — t) \n(kx)]y(t) dt = /(ж).

J a

Частный случай уравнения 2.9.7 при Л = В, д(х) = А\п(кх).

12. у(х) + Г [Aln(kt) + В + АБ(ж - t) ln(fet)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.8 при Л = В, g(t) = Aln(ki).

13. у(х) + а[ (t - х)п \n(t - x)y(t) dt = /(ж), п=1,2,...

Для правой части /(ж) = J2 ^fcexP(~^fcx)' гДе ^fc > 0' решение уравнения
fc=i

имеет вид

т л

где С = 0.5772 . .. —постоянная Эйлера.



2.5. Уравнения, ядра которых содерэюат тригонометрические функции 14 i

14. у(х) + а [ 1П(^ Ж)
y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(—х) = ax~xl2 In ж.

т

Для правой части f(x) = ^ Акех.р(—\кхI где Хк > 0, решение уравнения
к=1

имеет вид

_

Bk = l-a /_[lnDAfc)+C],
fe=i ^ V Afc

где С = 0.5772 . .. —постоянная Эйлера.

2.5. Уравнения, ядра которых содержат

тригонометрические функции

2.5-1. Ядра уравнений содержат косинус

гх

1. у(х) —A cos(Xx)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Acos(Ax), h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) + A Г cos(Ax) expj — [sin(Ax) - sin(At)] \f(t) dt.

rx

2. y(x) -A cos(Xt)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = cos(At).
Решение:

у(х) = f(x) + a[X cos(At) exp{ — [sin(Ax) - sin(At)] }f(t) dt.
J a ^ A J

rx

3. y{x) + A I cos[A(a3 - t)]y{t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.34 при g(t) = А. Поэтому решение данного

интегрального уравнения сводится к решению линейного неоднородного обыкно-

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффи-

коэффициентами

yi;x+Ay'x + \2y = f:x + \>f, f = f(x),
которое следует дополнить начальными условиями

у(а)=/(а), у'х(а) = f'x(a) - Af(a).
1°. Решение при |А| > 2|А|:

Г R(x-t)№dt,
J a

R{x) =ехр(-^Аж)

2°. Решение при |А| < 2|А|:

л2

Zfb
x) - АсЦкх) ,

k = J\A2-\2.
J

Г R(x-t)№dt,
J a

А2

[А2
1 /

sin(kx) - Acos(kx)\, к = у А2 - \А2.

10*
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3°. Решение при А = ±|А:

y(x) = f(x)+ [ R(x-t)f(t)dt, R{x) =ехр(-^Аж)(^А2ж- А).
J а

4. у(х)+ Г\ ]Г Akcos[\k(X-t)])y(t)dt= f(X).
Ja lfc=i J

Это интегральное уравнение приводится к линейному неоднородному обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению 2п-го порядка с постоянными коэффи-
коэффициентами. Обозначим

1к(х)= [ cos[Xk(x - t)]y(t) dt. (I)
J a

Продифференцируем A) дважды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

1'к = у(х) - Хк Г sm[Xk(x - t)]y(t) dt,
х B)

!'к = Ух№ ~ Хк Г cos[Afc(x - t)]y{t) dt.
J a

Из сопоставления формул A) и B) получим связь между 1'к и 1к:

I',! = у'х(х) - X2kIk, h = Ik(x). C)
Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

п

у(х) + ]Г AkIk = f{x). D)
fc= l

Дифференцируя D) дваж:ды по ж, с учетом равенств C) имеем

к=1 к=1

Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

п-1

Ухх(х) + °пУ'х(х) + Х1У(Х) + Е Ак(Х1 ~ Xk)h = f'x'xW + Xlf(X)- F)
fc= l

Продифференцировав равенство F) дважды по ж и исключив интеграл In_i из по-

полученного выраж:ения с помощью F), придем к аналогичному равенству, в левой

части которого будет стоять линейный дифференциальный оператор четвертого
п-2

порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и сумма Y1 Вк1к.
к=1

Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования и формулы C) по-

последовательно исключать слагаемые /п_2, ^п_з? • • •

? придем в итоге к линейному

неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянными

коэффициентами порядка 2п.

Граничные условия для функции у(х) находятся в результате подстановки

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с

помощью дифференцирования.

5. у(Х) -А Г С°*№
y(t) dt = f(X).

Ja cos (At)
Решение:

y(x) = f(x) +
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rx cos (At)
6. у(х) -а hr~vy(^dt = f(x)-

Ja cos(Aa;j

Решение:

y(x) = f(x) + A eA(x-t) — д^ ^
J a COSyA.X }

7. y{x) -А Г cosfc(Aaj) cosm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Acosk(Xx), h(t) = cosm(/i£).

8. y(x) + A tcos[X(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.34 при g(t) = At.

9. y(x) + A I tk cosm (Xx)y(t) dt = /(ж).
•/a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = —Acosrn(XxI h(t) = tk.

10. у(ж) + A[Xxk cosm(At)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = —Axk, h(t) = cosrn(Xt).
rx

11. у(ж) — / [Acos(kx) + В
— AB(x — t) cos(kx)]y(t) dt = /(ж).

Ja
Частный случай уравнения 2.9.7 при X = В, g(x) = Acos(kx).
Решение:

у(х) = /(х)+ / R(x,t)f(t)dt,
J a

R{x,t) = [Acos{kx) + B]-^- + ^— f eB^-^G{s)dSl G(x) = exp
— sin(fex) .

12. у(ж) + /Ж [Acos(fet) + В + АВ(ж - t) cos(fet)]y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.8 при Л = В, g(t) = Acos(kt).
Решение:

Г R(x,
J a

Г
Jt

^^ + ^ Г eG(s)ds, G(x) = exp\^
G(x) G(x) Jt I k

13. y(x)-\-А соб(\л/ь - x)y(t) dt = f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = Acos(A\/—ж).

^-sm(kx)] .

k J

2.5-2. Ядра уравнений содержат синус

14.

/•ж

— А / з1п(Лж)у(^ dt = /(ж).
-/а

ый случай уравнения 2.9.2 при д

ие:

[х с А л

у(х) = /(ж) -\- A I sin(Ax) ехр<^ — [cos(At) — cos(Ax)] [-/(t) dt.

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Asin(Ax), /i(t) = 1.

Решение:
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15. у{х) -А Г sin(At)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = sin(At).
Решение:

у(х) = f(x) + a[X sin(At) ехр{ — [cos(At) - cos(Ax)] }f(t) dt.
J a ^ A J

rx

16. y(x) + A / sin[A(a3 - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.36 при g(t) = А.

1°. Решение при Х(А + А) > 0:

АХ Гх

y(x) = f(x)-— sm[k(x-t)]f(t)dt, где
К J a

< 0:

гх

sh[k(x-t)]f(t)dt,
Ja

2°. Решение при Х(А + А) < 0:

л\

() f() где к = л/-

3°. Решение при А = —А:

у(х) = /W + A2 (\x-t)f(t)dt.
J a

17. у(х) + а[Х sin3[A(^ - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Используя формулу sin3 C = —-^ sin 3/3 + -|-sin/3, приходим к уравнению

вида 2.5.18:

у(х) + Г{-\Аъш[Щх - t)] + |Asin[A(x - t)]}y(t) dt = f(x).
J a

18. y(x)+ f {Aisin[Ai(aj-t)] + A2 sin[X2(x - t)]}у(t) dt = f(x).
Ja

Это уравнение решается таким же методом, что и уравнение 2.3.18, — путем

сведения к линейному обыкновенному дифференциальному уравнению четвертого

порядка с постоянными коэффициентами.

Рассмотрим характеристическое уравнение

z2 + (А? + А| + А: Хг + А2А2)г + А?А| + АгХгХ1 + A2Af А2 = 0, A)

корни которого z1 и z2 определяют структуру решения интегрального уравнения.

Будем считать, что дискриминант уравнения A) положителен:

D = (А1Х1 - А2Х2 + Х\ - Х22J + 4А1А2А1А2 > 0.

В этом случае квадратное уравнение A) имеет действительные (и различные)
корни z1 и z2:

В зависимости от знаков корней z1 и z2 возмож:ны три ситуации.

Случай 1. При z1 > 0 и z2 > 0 решение интегрального уравнения имеет

следующий вид (г = 1, 2):

y(ж) = f(x) + fX{B1 shM* - t)] + B2 sh[ii2(x - t)] }f(t) dt, iit = ^z~t,
J a
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где коэффициенты В1 и В2 определяются путем решения системы линейных

алгебраических уравнений

2 ^iMi В2^2
1 — U.

Случай 2. При z-y < 0 и z2 < О решение интегрального уравнения имеет вид

у(х) = /(ж) + / {Вх sin^O - £)] + Б2 sin[/i2(aj
- t)] }/(t) dt, /i- = J\zi

J a

где коэффициенты В1 и Л2 определяются путем решения системы линейных

алгебраических уравнений

i _ n ^iMi , В2^2 i _ п
~

'

Л2 2 Л2 2
~

Л2 //2 Л2 //2
~

'

Л2 //2 Л2 //2Л1 Ml Л1 ^2 Л2 А*1 Л2 А42

Случай 3. При ^2 > 0 и z2 < 0 решение интегрального уравнения имеет вид

х) = f{x) + f {B1 sh[Ml(x - t)] + B2 sin[M2(x - t)} }f{t) dt,
J a

у(

где коэффициенты В1 и В2 определяются путем решения системы линейных

алгебраических уравнений

2
_1=

\2 2 \2 2
—

'
\2 2 \2 2

—

Ai H~ /J/i Ai —

fjL2 A2 H~ /J/i А2
—

fjL2

Замечание. Решение исходного интегрального уравнения можно получить из

решения уравнения 2.3.18, заменив в нем параметры по правилу

19. у(ж)+ /Ж( ^ Afcsin[Afc(a!-t)])i/(t)dt=/(a!).
7a lfc=i J

1°. Это интегральное уравнение можно свести к линейному неоднородному обык-

обыкновенному дифференциальному уравнению 2п-го порядка с постоянными коэффи-
коэффициентами. Обозначим

Ik(x)= [Xsm[\k(x-t)]y(t)dt. A)
J a

Продифференцируем A) дваж:ды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

I'k = Ч Г cos[Afc(* - t)]y(t) dt, I'kf = Xky(x) - X2k Г sin[Afc(x - t)]y(t) dt. B)
J a J a

Из сопоставления формул A) и B) получим связь между I'k и Ik:

I'k = Afcw(x) - Хрк, Ik = Jfc(x). C)

Интегральное уравнение с помощью A) мож:но записать в виде

п

у(х) + ]Г AkIk = f{x). D)
fc= l

Дифференцируя D) дваж:ды по ж, с учетом равенств C) имеем
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Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

УМ + К + ЯМ*) + Е Ак(Х1 - А*)'* = f'x'xi*) + **/(*)• F)
fc=l

Дифференцируя равенство F) дважды по ж и исключая интеграл In_i из полу-

полученного выражения с помощью F), придем к аналогичному равенству, в левой

части которого будет стоять линейный дифференциальный оператор четверто-

четвертого порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и сумма вида

п-2

J^ BkIk. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования и со-

к=1

отношения C) последовательно исключать слагаемые /п_2? ^п-3' •••> придем в

итоге к линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению с постоянными коэффициентами порядка 2п.

Начальные условия для функции у(х) находятся в результате подстановки

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с

помощью дифференцирования.

2°. Найдем корни zk алгебраического уравнения

которое после приведения к общему знаменателю сводится к задаче об определе-
определении корней характеристического многочлена п-й степени.

Пусть все корни zk уравнения G) действительны, различны и не равны нулю.
Все корни в зависимости от их знака разобьем на две группы:

z1 > 0, z2 > 0, ..

., zs > 0 (положительные корни);

zs+i < 0' ^s+2 < 0, • • •

7 ^п < 0 (отрицательные корни).
Решение интегрального уравнения можно представить в виде

(8)
Коэффициенты f?fc и Cfc находятся из системы линейных алгебраических уравне-
уравнений

к=0 *m + Mfc fc=s+i Am Mfc

Случай с нулевым корнем zs = 0 рассматривается с помощью введения новой

постоянной D = #s/is и предельного перехода /xs —>> 0. В результате в решении (8)
вместо члена f?ssh[/is(a? — £)] возникает слагаемое D(x — t), а в системе (9)
появляются соответствующие слагаемые DA^2.

20. у(Х) -А Г Sin(^ V(t) dt = f{x).
Ja sin(At)(At)

Решение:

sm(Ai)

21. y(x) -А Г 8!
Ja sisin(Aa3)

Решение:
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22. у(х) - А Г s\nk(\x) sinm (цЬ)у(Ь) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Asink(Xx), h(t) = sinm(/i£).

23. у(х) + а[ tsin[A(aj - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.36 при g(t) = At.

Решение:

АЛ fx
-— / t[Ul(x)u2(t) - u2(x)Ul(t)]f(t) dt,

где u1(x), u2(x)— фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка и'^х + Х(Ах + Х)и = 0, a W —

определитель Вронского. Функции и1(хI и2(х) в зависимости от знака произве-

произведения АЛ выражаются через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя.

При АЛ > 0 имеем

При АЛ < 0 имеем

гх

24. у(х) + А х sin[A(a3 - t)]y(t) dt = /(ж).
-/а

Частный случай уравнения 2.9.37 при д(х) = Ах, h(t) = 1.

Решение:

АЛ

() /() +У(я) /(л) +
уу a

где гх1(ж), гх2(ж) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка и'хх + Л(Аж + Х)и = 0, a W —

определитель Вронского.

Функции и1(х), и2(х) и W указаны в 2.5.23.

25. у{х) + A I tk sinm(Aa?)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Asmrn(Xx), h(t) = tk.

26. у{х) + A I* xk sin™ (\t)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Аж^, /i(t) = sinrn(Xt).

rx

27. y(x) — / [Asin(kx) + В
— AB(x — t) sin(kx)]y(t) dt = /(ж).

Ja
9.7 при Л = В, д{х) = /

(x) + Г R(x,t)f(t)dt,
J a

Частный случай уравнения 2.9.7 при Л = В, д(х) = Asin(kx).
Решение:

G{t) G{t) Jt

A 1
__cos(foO .
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гх

28. у(х) + / [Asin(kt) + В + АВ(х - t) sin(kt)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Asin(kt).
Решение:

■/; R(x,t)f(t)dt,

(x) G(x) Jt

/•oo

29. y(x) + A sin(\^t-x)y(t)dt= f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) =

2.5-3. Ядра уравнений содержат тангенс

30. у(х) -А Г tg(Xx)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Atg(Xx), h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) + А / tg(Ax) )-4 № dt.
Ja cos(Ax)

31. y(x) -a[ tg(Xt)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = tg(At).
Решение:

у(х) = f{x) + А Г th(At) ^^L A/Xf{t) dtm
Ja COS(Ax)

32. y(x) + A I* [tg(\x) - tg(\t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.5 при д(х) = Atg(Xx).
Решение:

у(х) = f(x) + -L Г [Y{(x)Yi(t) - Yi(x)Y{(t)} f(t) dt,
V* J a

где У]_(ж), ^(ж) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка cos2(\x)Y"x-\-AXY = 0, W— опре-

определитель Вронского, штрихи обозначают производные по аргументам, указанным
в круглых скобках.

Из книги В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995) следует, что Y1(x), Y2(x) можно
выразить через гипергеометрические функции.

tg(At)

Решение:
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34. у{Х) -А Г *ё(^ y{t) dt = f(X).
Ja tg(Aa;)tg(Asu)

Решение:

35. у(ж) -A[Xtgk(\x)tgrn(/j,t)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g{x) = Atgfc(Ax), h(i) = tgm(/it).

36. y(X) + A[tktgrn(\X)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g{x) = —Atgm(Ax), /i(t) =

37. y(X) + A[Xktgrn(\t)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = —Axk, h(t) = tgm(At).

rx

38. y(x) - / [Atg(te) + В - AB(x - t)tg(kx)]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, g(x) = Atg(kx).

39. у(х) + [ [Atg(fct) + В + АВ(х - t) tg(kt)]y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Atg(kt).

2.5-4. Ядра уравнений содержат котангенс

40. у{х) -А Г ctg(\x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Actg(Xx), h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) +аГ ctg(Ax)
J

41. y(x) -a[ ctg(\t)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = ctg(At).
Решение:

у(х) = f(x) + А Г cth(At) 8m[X*Ja sin(At

ctg(At)
Решение:
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43. у(х) -А Г С1ё^\ y(t) dt = f (ж).
Ja С^§\Аж^

Решение:

y{x) = f{x) + AJ e^-*)i^L/(t)dt.
J a (

44. y(x) + A[Xtk ctgm^)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Actgrn(Xx), h(t) = tk.

45. у(Ж) + A[XXk ctgm (At)y(t) dt = /(Ж).
-/a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = —Ахк, h(t) = ctgrn(Xt).

rx

46. у(ж) — / [Actg(kx) + В
— АВ(х — t) ctg(kx)]y(t) dt = /(ж).

Ja
Частный случай уравнения 2.9.7 при X = В, д(х) = Actg(kx).

47. у{х) + Г [Actg(fct) + В + АБ(ж - t) ctg(kt)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.8 при Х = В, g(t) = Actgikt).

2.5-5. Ядра уравнений содержат комбинации тригонометрических функций

48. у{х) - A I cosfe(A«) sinm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acosfc(Ax), h(t) = sinm(fit).

49. y{x)-f {A+Bcos(Aa5)-B(a5-t)[Asin(Aa5) +Acos(Aa5)]}i/(t)dt=/(a5).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.38 при Ъ = В1 д(х) = А.

50. у{х)— I {А+В sin(\x) +В(х—i)[\cos(\x)—Asin(\x)]}y(i) dt=f{x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.39 при b = В, д(х) = А.

51. у{х) - А Г tgfe(Aж)ctgm (fjLt)y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Aigk(XxI h(t) = ctgm(/i£).

2.6. Уравнения, ядра которых содержат обратные

тригонометрические функции

2.6-1. Ядра уравнений содержат арккосинус

гх

1. у(х) — A airccos(Xx)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Aarccos(Ax), h(t) = 1.
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rx

2. у(х) —A arccos(Xt)y(t) dt = f(x).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = arccos(At).

Решение:

, ч / arccos

4. у(Х)-А
а arccos(Aa3)

Решение:

arccos(Ax)

/•ж

5. у(ж) — / [Aarccos(fea3) + В — AB(x — t) arccos(fea3)]y(t) dt = f(x).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, д(х) = Aa,rccos(kx).

6. у(х) + Г [Aarccos(fet) + В + АВ(х - t) arccos(kt)]y(t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Aarccos(Zct).

2.6-2. Ядра уравнений содержат арксинус

7. у{х) - А [ arcsin(A«)y(t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Aarcsin(Ax), h(t) = 1.

rx

8. у(х) —A arcsin(Xt)y(t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = arcsin(At).

arcsin(At)
Решение:

yix) = fix) + A I e-^-t) -^Гу^ f{t) dL

Решение:

»(х) = /(х) + А

rx

11. y(x) — / [Aarcsin(kx)-\-В — AB(x—t)arcsin(kx)]y(t) dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, д(х) = Aarcsin(/cx).
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12. у(х) + Г [Aarcsin(fct) + В + АВ(х - t) arcsin(fet)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Aarcsin(Zct).

2.6-3. Ядра уравнений содержат арктангенс

13. у{х) -а[ arctg(Xx)y(t) dt = f(x).
J а

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Aarctg(Ax), h(t) = 1.

14. у(х) -а[ arctg(At)y(t) dt = f(x).
J а

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = arctg(At).

15. у(х) -А аГС//л!1 У&) dt = f(x)'
Ja arctg(At)

Решение:

oA(x-t) arctg(Ax)

arctg(At)

Решение:

17. у(ж) + A f arctg[A(t - x)]y(t) dt = f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = Aarctg(—Xx).

18. у(х) - f [Aarctg(te) + В - АВ(х - t) arctg(kx)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, д(х) = Aarctg(/cx).

гх

19. у(х) + / [Aarctg(fet) + В + АВ(х — t) arctg(fet)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = Aarctg(Zct).

2.6-4. Ядра уравнений содержат арккотангенс

гх

20. у(х) —А агсс^(Аж)у^) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Aarcctg(Ax), h(t) = 1.

21. у(х) -а[ arcctg(At)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = arcctg(At).
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22. у(х)-лГ
Ja arcctg(At)

Решение:

arcctg(Acc)
Решение:

у(*) = /(*) + А Г
Ja

roo

24. y(x) + A / arcctg[A(t - aj)]l/(t) dt = /(ж).
-/ж

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = Aarcctg(—Лж).

/•ж

25. у(ж) - / [Aarcctg(te) + В - АВ(х - t) arcctg(te)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.7 при Л = В, g(x) = Aarcctg(/cx).

26. у(ж) + Г [Aarcctg(fet) + В + ЛБ(ж - t) arcctg(fet)]y(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 2.9.8 при Х = В, g(t) = Aarcctg(fct).

2.7. Уравнения, ядра которых содержат комбинации

элементарных функций

2.7-1. Ядра содержат экспоненциальные и гиперболические функции

L. y{x) + A / e"t—*> ch[A(!c - t)]y(t) dt = f(X).
J a

Решение:

y(x) = /(ж) + / Я(ж - £)/(£) dt,

A2
—

,
k = y/X2 + \A2.

2. y(x) + А Г e^-V зЬ[А(ж - t)]y(t) dt = /(ж).
Ja

1°. Решение при Х(А — Л) > 0:

Л\ ГХ

y{x) = f(x) - — / е^х-1) sin[k(x - t)]f(t) dt, где k = л/Х(А - Л).
fc J a

2°. Решение при Х(А - Л) < 0:

Л\ Г X

y(x) = f(x)-— e^x-^sh[k(x-t)]f(t)dt, где к =
К J a

3°. Решение при А = Л:

y(x) = f(x) - X2 fX(x - t)e^
J a
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3. у(ж) + fXe^x-t\AlSh[X1(X-t)] + A2sh[X2(X-t)]}y(t)dt=f(X).
Jа

Замена w(x) = е~^ху(х) приводит к уравнению вида 2.3.18:

w{x) + fX{A1 sh[A!(x - t)] + A2 sh[\2{x - t)]}w(t) dt = e~^xf{x).

4. y(x) + аГ te^-V sh[X(x - t)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.3.23:

w{x) + А Г tsh[A(x - t)]w(t) dt = e~^xf{x).
J a

2.7-2. Ядра содержат экспоненциальные и логарифмические функции

5. у(х) -А Г е^ \n(Xx)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1п(Аж), h(t) = e^*.

6. у(х) - А Г е»х ln(Xt)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ае^х, h(t) = ln(At).

7. у(х) - А Г е^х~1) ln(Xx)y(t) dt = /(ж).
J a

Решение:

у(х) = f{x) + аГ е("-А)(«-*) 1п(Ая) (^j
*

f{t) dt.

8. у(х) -А Г е^х~^ \n(Xt)y(t) dt = /(ж).
Ja

Решение:

у(х) = f(x)

. у(ж) + А Г е^-^ (In ж- In t)y(t) dt = /(ж).9

Решение:

-L I e"^"*) K(x)^(t)
- t4(a:)«i(t)] /(t) dt,

где штрихи обозначают производные по аргументам, указанным в круглых скоб-

скобках, и1(х), и2(х)—фундаментальная система решений линейного однородного
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка и'^х -\- Ах~1ги = О,
которая выражается через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя в зависимости от знака параметра А:

W=^r, щ(х) = у/х J1B\fAxI и2(х) = \fxY1B\fAx) при А > О,

W=—\, u1(x) = y/xI1By/-Ax), u2(x) = ^/x K1{2V-Ax) при А < 0.
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10. у(х) + а[ ел(ж-*) ln(t - x)y(t) dt = f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = аеХх 1п(—ж).

2.7-3. Ядра содержат экспоненциальные и тригонометрические функции

гх

11. у(х) -А ё11 cos(Xx)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Acos(Ax), h(t) = e^*.

12. у(х) -а[ е»х cos(Xt)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ае^х, h(t) = cos(At).

13. у(х) + а[ е^х~г) со8[Л(ж - t)]y(t) dt = /(ж).
Ja

1°. Решение при |А| > 2|А|:

y(x) = f(x)+ Г R(x-t)f(t)dt,
J a

R(x) = exp[(/i - \А)х] \— sh(kx) - Ach(fcx)], k = J^A2 - A2.

2°. Решение при |А| < 2|A|:

y(x) = f(x)+ Г R(x-t)f(t)dt,
J a

R{x) = exp[(/i - \A)x] \— sin(fex) - Acos(fex)], k = JX2 - \A2.

3°. Решение при А = ±уЛ:

y(x) = f(x) + Г Д(ж - t)/(t) dt, R(x) = (\A2x - A) exp[(M - \A)x].
J a

14. y(x) - Г e^*-*) [Acos(kx) + В - AB(x - t) cos(kx)]y(t) dt = /(ж).
J a

Решение:

y(x) = f(x)
J a

15.

Решение:

Г en(x-t) ^Acos(kt) + В + AB(x - t) cos(kt)]y(t) dt = /(ж).
Ja

y{x) = f{x) -

, t)f(t) dt,

(s)ds, G(x) =exp [A sin

11 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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16. у(х) - А [ е^* sin(Xx)y(t) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Asin(Ax), h(t) = e^*.

17. у(х) -А Г е»х sin(Xt)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ае^х, h(t) = sin(At).

18. у(х) + аГ е^х~^ sin[A(as - t)]y(t) dt = f(x).
J a

1°. Решение при Х(А + A) > 0:

y(x) = f(x)-— е^х-ьит[к(х-г)]№<1Ь, где k=
К J a

2°. Решение при Х(А + A) < 0:

y(x) = f(x) - 4^ Г e^x-f) sh[k(x - t)]f(t) dt, где к = у/-
to J a

3°. Решение при А = —A:

y(x) = f(x) + A2 fX(x - t)e^x-Vf(t) dt.
J a

19. y(x) + A [X е^-^ sin3[\(x - t)]y(t) dt = f(x).

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.5.17:

w[x) + a[ sin3[A(> - t)]w(t) dt = e~^xf(x).

20. y(x)+ fX е^х~^{Аг sin[X1(x-t)]-\-A2 sin[X2(x-t)]}y(t)dt= f(x).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.5.18:

w(x) + Г{А1 sinlA^x - t)] + А2 sm[\2(x - t)]}w(t) dt = e~^xf(x).
J a

21. y(x)+ / е^х~ги J2 Aksin[Xk(x-t)]\y(t)dt= f(x).
Ja l

fc=i
j

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.5.19:

к(х - t)]\w(t) dt = е~^хf(x).

22. у(х) + А / te^x-f> 8т[А(Ж - t)]i/(t) dt = f(x).
J a

Решение:

AA fx
y(x) = f(x) + — J te^*-** [Ul(x)u2(t)

- u2(x)Ul(t)] f(t) dt,

где гх1(ж), ^2(ж) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка и"х + Х(Ах + Х)и = 0, a VK —
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определитель Вронского. Функции и1(х), и2(х) в зависимости от знака произве-

произведения АЛ выражаются через функции Бесселя или модифицированные функции
Бесселя.

При АЛ > 0 имеем

При АЛ < 0 имеем

23. у(х) + А Г жем(ж )sin[A(a? - t)]y(t) dt = /(ж).
J a

Решение:

АЛ Сх

у(х) = f(x) + -— /vv J a
щ (х)и2 (t) - и2 (x)Ul (t)] f(t) dt,

где u1(x), u2(x) — фундаментальная система решений линейного обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка и"х + Л(Аж + Х)и = 0, a W —

определитель Вронского.

Функции и1(х), и2(х) и W указаны в 2.7.22.

24. у(х) + А [ е^-^ Б'т(\л/Т^)у(Ь) dt = /(ж).
J х

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = Ае~^х &т

25. у(х) - [
Ja

- t) si

Решение:

Г е^х~^М(х, t)f(t) dt,
J a

^^+ -^— f eB^x~s)G{s) ds, С(ж

= /(ж).

cos(kx)].k -I

26. у(ж) +

Решение:

*) [Asin(fet) + В + АВ(ж - t) sin(kt)]y(t) dt = /(ж).

y(x) = f(x) + Г е^х-г)М(х, t)f(t) dt,
J a

^-+-^— ГeB^-s)G{s)ds, G(x) = exp \-^- cos(kx)].
G(x) G(x) Jt L k J

27. у(ж) -А Г ё11 tg(Лж)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = Atg(Aai), h(t) = e^*.

28. у(ж) -А Г e»x tg(At)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g{x) = Ае^ж, h(i) = tg(At).

И*
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29. уМ+лГе^^^Аж) - tg(Xt)]y(t) dt = f(x).
Ja

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.5.32:

w(x) + a[X [tg(Ax) - tg(At)] w(t) dt = e~^xf(x).

30. y(x) - I e/x(a3~*)[Atg(te) + В - AB(x - t)tg(kx)]y(t) dt = f(x).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.9.7 при А = В,
д(х) = Atg(kx):

w(x)- I [Atg(kx) + B- AB(x - t)tg(kx)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

31. y(x) + Г e^x-V [Atg(fct) + В + AB(x - t) tg(kt)]y(t) dt = f(x).
J a

Замена w(x) = e~^xy(x) приводит к уравнению вида 2.9.8 при А = В,
g(t) = Atg(kt):

w(x)+ [ [Atg(kt) + В + AB(x - t)tg(kt)]w(t) dt = e~^xf(x).
J a

32. y{x) -А Г e^ ctg(\x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Actg(Ax), h(t) = е^*.

33. у(х) -А Г е»х ctg(Xt)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ае^х, h(t) = ctg(At).

2.7-4. Ядра содержат гиперболические и логарифмические функции

34. у(х) -а[ chfe(Aa?) lnm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Achk(Xx), h(t) = lnm(/i£).

35. у(х) -AfXchk(Xt)\nrn(/j,x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A\nrn{iixI h(t) = chk(Xt).

36. y(x) -А Г shfe(A^ lnm (»t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ashk(Xx), h(t) = lnm(/it).

37. y(x) -А Г shk(\t) 1пт(ця)у(Ь) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A\nrn{iixI h(t) = shk(Xt).

38. y(x) - А Г thk{Xx) lnm {ixt)y{t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Athk(Xx), h(t) = lnm(/it).
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39. у(х) -A[Xthk(\t)\nrn(^X)y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A\nrn(iixI h(t) = thk(Xt).

40. у(х) - A Г cthk{Xx)\n™ {iJit)y{t)dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acthk(Xx), h(t) = In771 (/it).

41. у(х) -AfXcthk(\t)\nrn(ijLx)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1пт(/хж), h(t) = cthk(Xt).

2.7-5. Ядра содержат гиперболические и тригонометрические функции

42. у(х) - A I* chk(\x) cos™ (/jit)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Achk(Xx), h(t) = cosm(/it).

43. y(x) -А Г chk(\t) cosm(^)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A cosm(цх), h(t) = chk(Xt).

44. у(х) - А Г chfe(Aa?) sinm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Achk{XxI h(t) = sinm(/it).

45. у(х) - а[Х chk(\t)sinrn(/jix)y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = Asinm(/ix), /i(t) = chfc(Af).

46. у(ж) - А ( snk{\x) cosm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Ashfc(Ax), h(t) = cosm(/it).

47. у(ж) - А Г shk(\t) cos™ (iJLx)y(t)dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acosm(/ix), /i(t) = shfc(At).

48. у(ж) - А [Х shk(\x) sin™ (/jit)y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = Ashk{XxI h(i) = sinm(/it).

49. у(х)-а[ shk (Xt) sin™ (/j,x)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Asinm(/iic), /i(t) = shfc(At).

50. y(x) - А Г thk{Xx) cos™ {ixt)y(t)dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Athk{XxI h(t) = cos171 (fit).
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51. у(х) -А Г thfe (At) cos™ (»x)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acosm(/ix), h(t) = thk(Xt).

52. у(х)-а[ thk (\x) sin™ (/j,t)y(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Athk(Xx), h(t) = sinm(/it).

53. у(х)-л[ thk (\t) sin™ (/j,x)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Asinm(/ix), h(t) = thk(Xt).

2.7-6. Ядра содержат логарифмические и тригонометрические функции

54. у(х) - А Г cosk{Xx)\n™ {ixt)y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Acosk(\x), h(t) = lnm(/it).

55. y(x) -A[Xcosk(\t)\n™(iJLx)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1пт(//ж), h(t) = cosk(Xt).

56. у(х) - A I* sink(\x)\n™ (/jit)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Asink(Xx), h(t) = lnm(/it).

57. у(х) - A fX sink (\t)\n™(/jix)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1пт(//ж), h(t) = sink(Xt).

58. у(х) - A fX tgk(Xx) In™ (/j,t)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Atgk(Xx), h(t) = In171 (fit).

59. y{x) -A[Xtgk(\t)\n™(iJ,x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1пт(//ж), h(t) = tgk(Xt).

60. у(х) -А Г ctgfe(Aa0 \n™(/jit)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = Actgfc(Ax), h(t) = In171 (/it).

61. у(ж) - A [X ctgk (\t) In™ (/j,x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = А1пт(//ж), h(t) = ctgfc(At).
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2.8. Уравнения, ядра которых содержат специальные

функции

2.8-1. Ядра уравнений содержат функции Бесселя

[ J0(x-t)y(t)dt= f(x).
o

Решение:

Г R{x-t)f{t)dt,
Jo

где

л 2л 2

R(x) = Acos(\/l - Л2 х) + 2 sin(\/l - А2 ж) +

(•) Литература: В. И. Смирнов A974, стр. 153, 154).

2.У(х)-а[ Ju{\x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = AJu(Xx), h(t) = 1.

3. у(х) -А Г Ju(Xt)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = Ju(Xt).

4. у(Х) - AJ* ^Q-V(t) dt = f(x).

Решение:

y(x) = f{x) + а

rx j (Xt)
. y(x) — A

u

y(t) dt = f(x).

y(x) = f(x) +

5

Решение:

6. y(x)-\-A[ Ju[\(t - x)]y(t) dt = f(x).
Jx

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = AJV{—Xx).

7. у(х) - [ [AJv(kx) + В - AB(x-t)Jv(kx)]y(t)dt= /(ж).
./а

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В1 д(х) = AJu(kx).

8. у(ж)+ [ [AJv(kt) + B + AB(x-t)Ju(kt)]y(t)dt= /(ж).
-'a

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = AJu(kt).
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. у(х) - А Г e^-^Joix - t)y(t) dt = f(x).
Jo

y(x) = f(x)+ Г R(x-t)f(t)dt,
Jo

9

Решение:

где
f л2

R{x) = e^x\ Acos(Vl - A2 x) + sin(Vl - A2 x) +
[ V1 A2

/

X

t) [* Sin
1 — A2 Jo

10. y(x) -a[ Yu(\x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = AYu(Xx), h(t) = 1.

11. у(х) -А Г Yt/(Xt)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = A, h(t) = Yu(Xt).

Решение:

V(x) = f{x) + a[ e-4^"*) ^7Г/(t) dt.

13. y(x) -А Г ??№ y(t) dt = f(x).
Ja Yjy^Xx)

Решение:

y(x) = f{x) + аГ eM'-t)^^Lm dt

14. y(x) + A f°° Y»[X(t - x)]y(t) dt = f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = AYU(—Xx).

15. у(х) - fX[AYly(kx)-\-B-AB(x-t)Yly(kx)]y(t)dt=f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В, д(х) = AYu(kx).

16. у(х)

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = AYu(kt).

2.8-2. Ядра уравнений содержат модифицированные функции Бесселя

17. у(х)-А[ Iv(Xx)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = AIu(Xx), h(t) = 1.
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18. у(х) -А Г Iu(Xt)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при g(x) = A, h(t) = Iv{Xt).

rx j (\x\
19. y(x)-A

"v ;
y(t)dt= f(x).

J a -*is \ Ли)

Решение:

/x
j (\x\

eA(x"t)y-^—
fX J ( \-f-\

20.

Решение:

. y(X) -А Г Iu{^\ y(t) dt = /(a,).
Ja Iu (AX)

y(x) = f(x) +

21. y(x) + A f°° Iu[X(t - x)]y(t) dt = f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = AIu(—Xx).

гх

22. у(х) - / [А1„(кх) + В
- АВ(х - t)Iu{kx)]y{t) dt = /(ж).

Ja
Частный случай уравнения 2.9.7 при Л = В, д(х) = А1и(кх).

23. у(х)+ fX[AIu(kt) + B + AB(x-t)Iu(kt)]y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.8 при Л = В, g(t) = AIu{kt).

24. у(х)-А[ Kv(\x)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.2 при д(х) = АКи(Хх), h(t) = 1.

25. у(х) -А Г Ku(Xt)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 2.9.2 при д{х) = A, h(i) = Ku(Xb).

26. у(х) -А Г *Г (^> y(t) dt = f(X).
Ja Ku{\t)

Решение:

y{x) = f{x) + ^

27. y(X) -А Г *v(i>*\ V(t) dt = f(x).
Ja J^i/уЛХ)

y(x) = f(x) +аГ е«*-
Ja

Решение:

28. y(x) + A 1 Ku[X(t - x)]y(t) dt = f(x).
J x

Частный случай уравнения 2.9.62 при К(х) = АКи(—Хх).
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29. у(х) - f [АКи{кх) +В - AB{x-t)Ku{kx)]y{t)dt= f{x).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.7 при А = В1 д(х) = АКи(кх).

30. у(Х)+ r[AKv(kt) + B + AB(x-t)Kv(kt)]y(t)dt=f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.8 при А = В, g(t) = AKu{kt).

2.9. Уравнения, ядра которых содержат произвольные

функции

2.9-1. Уравнения с ядром вида К(х, t) = g\ (x)h\ (t) + • • • + дп (x)hn (t)

1. !/(*)-А Г ^-y(t)dt=f(x).
Решение:

9(t)

2. y(x) - Г g(x)h(t)y(t) dt = f(x).
J a

Решение:

R(x,t)f(t)dt, где R(x,t) = g(x)h(t) exp \[ g(s)h(s)ds\.
Ut J

3. y(x)+ [X(x-t)g(x)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.11.

1°. Решение:

у(х) = f{x) + -L J [Yx(x)Y2(t) - Y^Y^gWmdt, A)

где Yx = Yx(x) и Y2 = Y2(x) — два линейно независимых (Y1/Y2 ф const)
решения линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка

Y"x + g(x)Y = 0. В данном случае детерминант Вронского является постоянной

величиной: W = Y1(Y2)'X — ^(^l)^ = const.

2°. Если известно только одно нетривиальное решение Y± = Y^x) линейного одно-

однородного дифференциального уравнения Y"x-\-g(x)Y = 0, то решение интегрального

уравнения можно найти по формуле A), в которой следует положить

где b — любое.

4. y(x) + / (x — i)g(i)y(i) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.12.
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1°. Решение:

у(х) = f(x) + -L JX [Y^Y^t) - y2(x)Yi(t)]flf(t)/(t) dt, A)

где Yx = Y1(x) и Y2 = У2(ж) — Два линейно независимых (Y1/Y2 ф const)
решения линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка

Yxx + g(x)Y = 0. В данном случае детерминант Вронского является постоянной

величиной: W = Y1(Y2)/X - Y2{Y1)'X = const.

2°. Если известно только одно нетривиальное решение Y1 = Y1(x) линейного одно-

однородного дифференциального уравнения Yxx-\-g(x)Y = 0, то решение интегрального

уравнения можно найти по формуле A), в которой следует положить

где b — любое.

5. у(х)+ Г[д(х) - g(t)]y(t) dt = f(x).
J a

1°. Продифференцируем уравнение по х:

у'х(х) + д'х{х) Г y(t)dt = f'x{x). A)
J a

Введем новую переменную Y(x) = j'^ y(t) dt. В результате получим линейное

обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка

которое следует дополнить начальными условиями

Y(a) = 0, Уж'(а) = /(<*)• C)
Эти условия являются следствием исходного уравнения и способа определения
новой переменной Y(x).

Точные решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

второго порядка B) для различных функций f(x) см. в книгах Э. Камке A976),
В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A995, 1997).
2°. Пусть Yx = Y1(x) и Y2 = Y2(x) —два линейно независимых (Y1/Y2 ф const)
решения однородного дифференциального уравнения Yxx + gx(x)Y = 0, которое
получается из B) при f(x) = 0. В данном случае детерминант Вронского является

постоянной величиной

W = Yi(Y2Yx - Y2(Y1)fx = const.

Решение неоднородного уравнения B) с начальными условиями C) для произ-

произвольной функции / = f(x) с учетом равенства у(х) = Yx(x) приводит к решению

рассматриваемого интегрального уравнения в виде

у(х) = f(x) + -L jX [Y{{x)Y2'{t) - Y2'{x)Y{{t)} f(t) dt, D)

где штрихи обозначают производные по аргументам, указанным в круглых скоб-

скобках.

3°. Если известно только одно нетривиальное решение Y1 = Y-^(x) линейного од-

однородного дифференциального уравнения Yxx + gx(x)Y = 0, то решение неодно-

неоднородного уравнения B) с начальными условиями C) можно найти по формуле D),
в которой следует положить

w — 1 у (т)
— Y {'

где 6 — любое.
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6. у(Х) + Г [д(Х) + h(t)]y(t) dt = f(X).
J a

1°. Продифференцируем уравнение по х:

Ух (*) + Ы*) + h(x)] у(х) + д'х (х) fXy(t)dt = f'x (x).
J a

Введем новую переменную Y(x) = J^ y(t) dt. В результате получим линейное

обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка:

которое следует дополнить начальными условиями

Y(a) = 0, Уя'(а) = /(а). B)
Эти условия являются следствием исходного уравнения и способа определения
новой переменной Y(x).

Точные решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

второго порядка A) для различных функций /(ж) см. в книгах Э. Камке A976),
В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A995, 1997).
2°. Пусть Y1 = Y1(x) иУ2 = ^(ж) —Два линейно независимых решения однород-

однородного дифференциального уравнения Y"x + [д(х) + /г(ж)]У^ + g'x(x)Y = 0, которое
получается из A) при f(x) = 0.

Решение неоднородного уравнения A) с начальными условиями B) для

произвольной функции / = f(x) с учетом равенства у(х) = Y£(x) приводит к

решению интегрального уравнения

R(x,t) =
dxdt

R(x,t)f(t)dt,

Y1(x)Y2(t)-Y2(x)Yl(t)

JX
W(t)

W(x) = Y^xjY^x) - Y2(x)Yl(x),

где W(x) — детерминант Вронского, штрихи обозначают производные по аргу-

аргументам, указанным в круглых скобках.

7. у(Х) -Г [д(Х) + Л - Л(Ж - t)flf(aO] y(t) dt = f(X).
J a

Частный случай уравнения 2.9.16 при h(x) = Л.

Решение:

Г
J a

G(x) = exp [ Г g{s) ds\ .

8. y(X) + Г [g(t) + Л + Л(ж - t)flf(t)] y(t) dt = f(X).
J a

y(x) = f(x)+ Г R(x,t)f(t)dt,
J a

Решение:

G(x) = exp [Xg(s)dsJaG(x) G(x)

9. y(X)- [X[gi(X)+g2(X)t\y(t)dt= f(X).
J a

Это уравнение можно записать в виде уравнения 2.9.11 при д±(х) = g(x)-\-xh(x),
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10. у(х) - I [flfi(t) + 92(t)x]y(t) dt = f(x).
J a

Это уравнение можно записать в виде уравнения 2.9.12 при <?]_(£) = #(£)+ /&(£)£,
g2(t) = -h(t).

11. у(х)- [X[g(X)+h(X)(X-t)]y(t)dt= f(x).
J a

1°. Решение интегрального уравнения можно представить в виде у(х) = Yxx, где

Y = Y(x) —решение линейного неоднородного обыкновенного дифференциального

уравнения второго порядка

Y'x'x - g{x)Y'x - h(x)Y = /(я), A)

удовлетворяющее начальным условиям

У(а) = У»=0. B)
2°. Пусть Y1 = Y1(x) и Y2 = ^(ж) —Два нетривиальных линейно независимых

частных решения однородного обыкновенного дифференциального уравнения
Y"x

— g{x)Yx — h(x)Y = 0, которое получается из A) при / = 0. Тогда решение

неоднородного дифференциального уравнения A), удовлетворяющее условиям B),
дается формулой

Y(x)= Пу^хШЪ-УЛхШщЛ-М, W(t) = Y1(t)Y^t)-Y2(t)Yl(t), C)
J W W

где W(t)—детерминант Вронского, штрихами обозначены производные.

Подставляя выражение C) в формулу A), получим решение исходного инте-

интегрального уравнения в виде

Г
Ja

R{x,t)f{t)dt, R(x,t) = —^-[Y^(x)Y1(t) -Y{f(x)Y2(t)]. D)

3°. Пусть Yx = Y1(x) —нетривиальное частное решение однородного дифферен-

дифференциального уравнения A) при / = 0, удовлетворяющее условию Y1(a) Ф 0. Тогда
другим нетривиальным решением однородного уравнения является функция

dt, W(x) = ejq?yXg(8)d8^. E)

Подставляя выраж:ение E) в формулу D), получим решение исходного интеграль-

интегрального уравнения в виде

шГw"»
шГ

г рх 1

где W(x) = ехр / g(s) ds .

\-J a \

12. у(Х) -Г [g(t) + h(t) (t - as)] y(t) dt =/(*).
J a

y(x) = f(x)+ Г R(x,
J a

Решение:

W(t) = exp [ I g(t) dt[ I g(t) dt] ,

Ub J
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где Y = Y(x) — любое нетривиальное решение однородного дифференциального

уравнения второго порядка

Y£x + g{x)Y^ + h[x)Y = О,

удовлетворяющее условию Y(a) Ф 0.

13. у(х)+ f (x-t)g(x)h(t)y(t)dt= f(x).
Ja

Замена у(х) = д(х)и(х) приводит к уравнению вида 2.9.4:

и{х) + Г{х - t)g{t)h{t)u{t) dt = f{x)/g{x).
J a

14. y(X)- [X{g(X) + \Xri + \(X-t)Xri-1[n-Xg(X)]}y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 2.9.16 при h(x) = Ххп.

Решение:

ds,

где G(x) = ехр / g(s) ds
, Н(х) = ехр

G(t)
v J

G(t)
A

„_

п+1

15. y(X)
- fX{g(X) + Л + (X - t)[gx(X) - Xg(X)]}y(t) dt = f(X).

J a

Частный случай уравнения 2.9.16.

Решение:
rx

у(х) = /(ж) + / R(x, i)f(i) dt,
J a

R(x, t) = [g(x) + Л]еЛ(ж-*) + {[g(x)]2 + g'x(x)}G(x) Г
в

° *

ds,

Г rx 1

где С(ж) = exp / g(s)ds\.

lb. yyXj
— / \ gyXj ~\~ rLydCj ~\~ \X

— t) i>^x \*^) — 9\*^/'^/\*^)\ г Уу*') —

J \*^) *

Ja
Решение:

y(x) = /(x)+ / R(x,t)f(t)dt,
J a

R(x,t) = [g(x) + h(x)}—^ + {[h(x)}2 + h'x(x)}—^- / —-^т-ds,

где G(x) = exp / g(s) ds
, H(x) = exp

■

rx 1

/ /i(s)ds .

У a J

17. y(x) + уЖ|^М + [<p{t)g'x(X) -<p'x(X)g(t)]h(t)}y(t)dt= /(as).

1°. Это уравнение эквивалентно уравнению

= F{xI F(x) = Г f(x)dx, A)
Jaa I 4>\t)
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из которого получается путем дифференцирования по х. Уравнение A) является

частным случаем уравнения 1.9.15 при

9l(x) = g(x), h^t) = ip(t)h(t), g2(x) = ip(x), h2(t) = -^— - g{t)h{t).

2°. Решение:

y(x) =
(p(x)h(x) dx{ Ja [(f{t)\t E(t)

F(x)= Г f(x)dx, S(x)=exp|- Г\-^-\ (p2(t)h(t) dt\.
Ja I Ja I <P(t) 1 t J

18. y(X) - уЖ|^^- + [<p(X)g't(t) - cp't(t)g(X)]h(X)}y(t) dt = f(X).

1°. Случай f(a) = 0. Замена

y{x)= Г w{t)dt A)
Ja

с последующим интегрированием по частям приводит к уравнению

: /0*0, B)

которое является частным случаем уравнения 1.9.15 при

9l(x) = —i-- - g(x)h(x), h^t) = <p{t), g2(x) = фЩх), h2(t) = g(t).

Решение уравнения B) определяется по формуле

4>(t) It
2°. Случай f(a) Ф 0. Замена y{x) = y{x) + f(a) приводит к интегральномууравне-
нию для функции у(х) с правой частью /(ж), удовлетворяющей условию f(a) = 0.

Об этом уравнении см. в п. 1°.

19. у(Х)- [X\JTgk(X)(X-t)k-1}y(t)dt=f(X).
Ja lk=i J

Решение можно представить в виде

у(х) = /(х)+ Г R(x,t)№dt. A)
J a

Здесь резольвента R(x, t) определяется выражением

R(x,t)=u,M, 4И) = ^, B)

где w — решение линейного однородного обыкновенного дифференциального

уравнения п-го порядка

«4*° - 9i(x)win-^ - g2(x)win-V - 2g3(x)win-V („ - 1)! gn(x)w = 0, C)

удовлетворяющее следующим начальным условиями при х = t:

<=t = 4U = --- = «4n-2)U = o, ^-^i^^i. D)

Отметим, что дифференциальное уравнение C) неявно зависит от переменной t

через начальные условия D).

® Литература: Э. Гурса A934), А. Ф. Верлань, В. С. Сизиков A986).
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20. у(Х)-
a lk==l

Решение можно представить в виде

у{х) = f(x) + Г Д(я, t)f(t) dt. A)
J a

Здесь резольвента R(x, t) определяется выражением

R(t) 4n\ 4п)R(x,t) = 4\ <4 =
, B)

dtn

где и — решение линейного однородного обыкновенного дифференциального

уравнения п-го порядка

4П) + Я^ЫГ^ + 92ЫГ2) + 2<?з(*)^П )+ • • • + (п - 1)! gjt)u = 0, C)

удовлетворяющее следующим начальным условиями при t = х:

Отметим, что дифференциальное уравнение C) неявно зависит от переменной х

через начальные условия D).

® Литература: Э. Гурса A934), А. Ф. Верлань, В. С. Сизиков A986).

21. у(х)+ Г(еЛж+^* -^x+xt)g{t)y{t)dt= f(X).
Ja

Продифференцируем интегральное уравнение дважды, а затем исключим из

полученных равенств и исходного уравнения интегральные члены. В результате

приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравнению второго

порядка

у%х - (Л + »)у'х + [(Л - у)е^+^хд{х) + Щу = f'x'x(x) - (Л + y)fx{x) + ЛМ/(Ж),
которое надо дополнить начальными условиями у(а) = /(а), ух(а) = fx(a).

22. у(х) + Г [eXxg(t) + e»xh(t)]y(t) dt = f(X).
Ja

Продифференцируем интегральное уравнение дважды, а затем исключим из

полученных равенств и исходного уравнения интегральные члены. В результате

приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравнению второго
порядка

Ухх + ЬХх9{х) + е»хН(х) -\-ц]у'х + [еХхд'х{х) + е»хНх(х)+
+ (Л - »)еХхд(х) + (ц- \)e»xh(x) + Х/л]у = f'x'x(x) - (Л + »)f'x(x) + \ixf(x),

которое надо дополнить начальными условиями

у(а) = /(а), ух(а) = f'x(a) - [еХад(а) + e^ah(a)] /(а).
Частный случай. В теории вязкоупругости стареющих тел встречается урав-

уравнение

у(х) - J if(t)A | _L_
Его решение имеет вид

у{х) = f(x) - Г -L-A L(t) _ A^(t)^2(t)e"(*) Г е-** ds] f(t)
Ja (f(t) dt [ Jt \

где

(•) Литература: Н. X. Арутюнян A952).
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. у{х) + Г[Аел(ж-*> + (Ме^ж+Л* - \еХх+^)Н(Ь)]у(Ь) dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 2.9.17 при ip(x) = еХх
1 д(х) = е^х.

Решение:

'

e2Xth(t)

/(t) dt, Ф(ж) = ехр [(Л - ц)
L

24. - Г [\еГх^-^ + (деЛж+/х* - \e»x+xt)h(x)]y(t) dt = f(x).
J a

, д(

Г

Частный случай уравнения 2.9.18 при ip(x) = еЛж, д(х) = е^х.

Считаем, что /(а) = 0. Решение:

J a
х) = ехр [(Л - fj,) Г е^х+^Н{1) dt] .

L J

25. у(ж) - [X{g(x) + beXx +b(X-t)eXx[\-g(x)]}y(t)dt= /(ж).

при /г(ж)Частный случай уравнения 2.9.16 при /г(ж) = ЬеХх.
Решение:

где G(x) = exp[/^(s)ds], Я(ж) =ехр( —е

26. »(*) + /{АеА<а;-*) + [e^g^x) - AeAa;g(t)]b(t)}y(t) dt = /(as).
J a

Частный случай уравнения 2.9.17 при ср(х) = еХх.

27. »(*) - /Ж{Ае-А<а;-*) + [еАждН*) - AeA*fl(a!)]b(aS)}B(t) A = /(х)

Частный случай уравнения 2.9.18 при ср(х) = еХх.

28. у(ж)+ [ ch[\(x-t)]g(t)y(t)dt= f(x).
J a

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

у^(х) + д(х)у(х) + Л /Ж sh[A(x - t)]flf(t)y(t) dt = fx(x), A)

y'lx{x) + [g(x)y(x)] 'x + A2 f ch[A(x - t)]ff(t)j,(t) dt = /i'x(x). B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

v'L + [яШ'х-^у = /**(*) - ^2/W- (з)

12 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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Полагая х = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(ж):

у(о) = /(о), t£(a) = /i(a)-/(a)ff(a). D)

Уравнение C) с условиями D) определяет решение исходного интегрального

уравнения.

29. у(х) + [ сЬ[Л(ж - t)]flf(aj)/i(t)i/(t) dt = /(ж).
./а

Замена у(ж) = д(х)и(х) приводит к уравнению вида 2.9.28:

гх

и(х) + / сЬ[Л(ж - t)]g(t)h(t)u(t) dt = f{x)/g{x).
J a

30. у(ж) + f 8Ь[Л(ж - t)]flf(t)i/(t) dt = /(ж).

1°. Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

Ух(х) + Л Г chtA(^ - t)]9(t)y(t) dt = f'x(x), A)

у^(х) + \д(х)у(х) + Л2 /Ж sh[A(* - t)]flf(t)y(t) dt = f'Jx(x). B)

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

Ух*х + Х[д(х) -Х]у = fjx(x) - Л2/(ж). C)
Полагая ж = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(ж):

у(а) = /(о), у'х(а) = fx(a). D)
Точные решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

второго порядка вида C) для различных функций д(х) см. в книгах Э. Камке

A976), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A995, 1997).
2°. Пусть у1 = yi(x) и у2 = У2(х) —Два линейно независимых B/1/2/2 Ф const)
решения однородного дифференциального уравнения у"х + А[д(ж) — Л]у = О,
которое получается из C) при /(ж) = 0. В данном случае детерминант Вронского
является постоянной величиной:

с

~~ У2(У\)х = const.

Решение неоднородного уравнения C) с начальными условиями D) для произ-

произвольной функции / = /(ж) имеет вид

у(х) = /(ж) + A jX [yi(x)y2(t) - y2(x)yi(t)]g(t)f(t) dt E)

и определяет решение исходного интегрального уравнения.

3°. Если известно только одно нетривиальное решение у1
= yi(x) линейного

однородного дифференциального уравнения ухх + А[д(ж) — Л]у = 0, то решение

неоднородного уравнения C) с начальными условиями D) можно найти по

формуле E), в которой следует положить

W = 1, у2(х) = У\(^

где b — любое.
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31. у(х)+ f sh[X(x-t)]g(x)h(t)y(t)dt= f(x).
J a

Замена у(х) = g(x)u(x) приводит к уравнению вида 2.9.30:

гх

и(х) + / sh[A(> - t)]g(t)h(t)u(t) dt = f(x)/g(x).
J a

32. y(x)- [X{g(x)+bch(\x)+b(x-t)[\sh(\x)-ch(\x)g(x)]}y(t) dt=f(x).
Ja

шия 2.9.16 при h(x) -

x) = f(x)+ Г R(x,t)f(t)dt,
J a

:*) Jt

Частный случай уравнения 2.9.16 при h(x) = bch(Xx).
Решение:

G(t) Jt H(s)

где G(x) = exp / g(s) ds
, H(x) = exp -sh(Xx)\.

33. y(x)- [ {g(x)+bsh(\x)+b(x-t)[\ch(\x)-sh(\x)g(x)]}y(t) dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 2.9.16 при h(x) = bsh(Xx).
Решение:

f(x) + Г R(x,t)f(t)dt,
J a

H{s
R(x, t) = \q(x) + b sh(АжI

^

v^y

+ \b sh (Лж) + 6Л ch(АжI—^- / ^K"J

ds,

Г /*ж I Г 6 I
где G(x) = exp / g(s) ds

,
if(ж) = exp

— сЬ(Аж) .

Ua J L ^ J

34. y(x) + /" со8[Л(ж - t)]g(t)y(t) dt = f(x).
J a

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

yfx(x) + g(x)y(x) - А Г sin[A(x - t)]g(t)y(t) dt = fx(x), A)
J a

Ухх(х) + [^(ж)у(ж)] ^ - А2 Г cos[A(x - t)]g{t)y{t) dt = f'x'x{x). B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

Полагая х = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(ж):

у(а) = /(a), yfx(a) = f'x(a) - f(a)g(a). D)

35. у(х)+ [ cos[\(x-t)]g(x)h(t)y(t)dt= f(x).

Замена у(х) = д(х)и(х) приводит к уравнению вида 2.9.34:

и{х) + Г С08[Л(ж - t)]g{t)h{t)u{t) dt = f{x)/g{x).
J a
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36. у(х)+ [ sin[\(x-t)]g(t)y(t)dt= f(x).
Ja

1°. Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

ух(х) + А Г со8[А(ж - t)]g(t)y(t) dt = f'x(x), A)
J a

y'U*) + Ы*)у{х) - А2 Г sin[A(* - t)]g(t)y(t) dt = %x(x). B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к линейному обыкновенному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

Ухх + ХЫХ) + х]у = f"x(x) + A2 f{x). C)

Полагая х = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(ж):

у(о) = /(а), У; (а) = /». D)

Точные решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

второго порядка вида C) для различных функций /(ж) см. в книгах Э. Камке

A976), В. Ф. Зайцев, А. Д. Полянин A995, 1997).
2°. Пусть у^ = Ух(х) и у2 = У2(х) —Два линейно независимых {У1/У2 Ф const)
решения однородного дифференциального уравнения у'£х + \[д(х) + \\у = О,
которое получается из C) при /(ж) = 0. В данном случае детерминант Вронского
является постоянной величиной:

)х ~ У2{У\)'х = COnst •

Решение неоднородного уравнения C) с начальными условиями D) для произ-

произвольной функции / = /(ж) имеет вид

у(х) = f(x) + A jX [yi(x)y2(t) - y2ix)yiit)]git)fit) dt E)

и определяет решение исходного интегрального уравнения.

3°. Если известно только одно нетривиальное решение у1
= Vi(x) линейного

однородного дифференциального уравнения у'£х + А[д(ж) + \]у = 0, то решение

неоднородного уравнения C) с начальными условиями D) можно найти по

формуле E), в которой следует положить

W = 1, ^х)=уЛх)[йуШ)
где b — любое.

37. у(х) + [ sin[A(« - t)]g(x)h(t)y(t) dt = f(x).
J a

Замена у(х) = д(х)и(х) приводит к уравнению вида 2.9.36:

и(х) + / sin[A(aj - i)]g(i)h(i)u(i) dt = f(x)/g(x).
J a

38. y{x) - Г\g{x) + 6со8(Лж) +
J a

+ b(t - as)[Asin(AsB) + cos(\x)g(x)]}y(t) dt = f(x).
Частный случай уравнения 2.9.16 при h(x) =
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Решение:
РХ

у(х) = /(ж) + / R(x, i)f(i) dt,
J a

R(x, t) = \q(x) + b cos(АжI \- \b2 cos2(Xx) — 6A sin(АжI / ds,

— sin(Ax) .где G(x) = exp / g(s) ds
, H(x) = exp

PX

39. y(x) — / {g(x) + 6sin(Aa3) +
Ja

-\- b(x — t)[Acos(Aa3) — sin(Xx)g(x)]}y(t) dt = /(ж).
Частный случай уравнения 2.9.16 при h(x) = bsin(Xx).
Решение:

РХ

у(х) = /(ж) + / R(x, i)f(i) dt,
J a

R(x, t) = \q(x) + b sin(Xx)] \- \b2 sin2(Xx) + 6A cos(Xx)] / ds,

где С(ж) = exp / g(s) ds\
, H(x) = exp cos(Ax)

Ua \ _

A

2.9-2. Уравнения с разностным ядром: K(x,t) = K(x — t)

40. у{х) + Г К{х - t)y{t) dt = f(x).
J a

Уравнение восстановления.

1°. Для решения этого интегрального уравнения используют прямое и обратное
преобразования Лапласа.

Решение можно представить в виде

y(x) = f(x)- Г R{x-t)f{t)dt. A)
J a

Здесь резольвента R(x) определяется через ядро исходного уравнения К(х) по

формулам

R(x) = — /
К(х) е аж.

1 + ДГ(р)

(•) Литература: Р. Беллман, К. Кук A967), М. Л. Краснов, А. И. Киселев,
Г. И. Макаренко A968), В. И. Смирнов A974, стр. 146).
2°. Пусть и> = ги(ж) —решение вспомогательного более простого (чем исходное)
уравнения при а = 0 и постоянной правой части /

= 1:

ГХ

w(x) + / К(х - t)w(t) dt = 1.
Jo

B)

Тогда решение исходного интегрального уравнения при произвольной правой

части / = /(ж) выражается через решение вспомогательного уравнения B) по

формуле

у[х) = 4~ \ w(x~ *)/(*) dt = f(a)w(x ~ а) + / w(x ~ *)/t(*) dt-
dx Ja Ja

(•) Литература: Р. Беллман, К. Кук A967).
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41. у{х) + Г К{х - t)y{t) dt = О.
i-oo

Вид собственных функций этого интегрального уравнения определяется кор-
корнями следующего трансцендентного (алгебраического) уравнения относительно

параметра Л:

[°° K{z)e-Xzdz = -1. A)
Jo

Левая часть уравнения представляет собой преобразование Лапласа от ядра

интегрального уравнения.

1°. Действительным (однократным) корням Хк уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции
ук{х) = ехр{Хкх).

2°. Действительным корням Хк кратности г отвечают г собственных функций

УкЛх) = ехР(л/еж)> Ук2(х) = хе^р(Хкх), ..., укг(х) = хг~1ехр(Хкх).
3°. Комплексным (однократным) корням Хк = ак + iCk уравнения A) отвечает

пара собственных функций

у{к\х) = exp(akx)cos(f3kx), у{к\х) = exp(akx)sin(f3kx).
4°. Комплексным корням Хк = ак + iCk кратности г отвечают г пар собственных

функций

y(ki(x) = exp(akx)cos(f3kx), у{к{\х) = exp(akx)sm(f3kx),

Ук2\х) — xe^p(akx)cos(f3kx), ук2\х) = хехр(акх) sm

Ук~г(х) - хг~х ехр(акх) cos(/3kx), y^J'(ж) = xr~x exp(akx) sin(/3kx).

Общее решение однородного уравнения 2.9.41 представляет собой линейную

комбинацию (с произвольными постоянными) собственных функций этого урав-
уравнения.

► Для уравнений 2.9.42-2.9.51 приведены только частные решения. Общие

решения этих уравнений можно получить, прибавив к частным решениям

уравнений общее решение однородного уравнения 2.9.4-1-

42. у(х) + Г К(х - t)y(t) dt = Ax71,
J — оо

Частный случай уравнения 2.9.44 при Л = 0.

1°. Решение при п = 0:

п= 0,1,2,...

/•оо

- / K(z)dz.
Jo

/•оо roo

/ K(z)dz, C= zK(z)dz.
Jo Jo

AC2 AD

2~B* W
r oo roo r oo

B = l + K{z)dz, C= zK{z)dz, D= z2K{z)dz.
Jo Jo Jo

4°. Решения при n = 3,4,... определяются по формулам

дп г еХх

2°.

3°.

Решение

у(х)

Решение

при п = 1:

А АС
~

~вх в2
'

при п = 2:

^з(ж) —



2.9. Уравнения, ядра которых содерэюат произвольные функции 183

43. у(х) + ( К(х - t)y(t) dt = AeXx.
J — оо/ — оо

Решение:
Л f °°

у(х) = —еХх, В = 1 + / K(z)e~Xz dz.
В Jo

Интегральное слагаемое в выражении для коэффициента В представляет собой

преобразование Лапласа от функции K(z) и может вычисляться с помощью

таблиц преобразований Лапласа, приведенных, например, в книгах: Г. Бейтмен,
А. Эрдейи (т. 1, 1973), В. А. Диткин, А. П. Прудников A974).

44. у(х) + f K(x-t)y(t)dt= АхпеХх, г* =1,2,...
J — оо

1°. Решение при п = 1:

А Лт АС Лт

/•оо roo

- / K(z)e~Xz dz, C= / zK(z)e
Jo Jo
/ () / ()e~Azdz.
Jo Jo

Коэффициенты В и С удобно вычислять, используя таблицы преобразований
Лапласа.

2°. Решение при п = 2:

А 2 Лт ^С Лт
у2(х) = -х*ех* + 2—хе**

/•оо />оо

В = 1+ / К(^)е~Лг^, С= / ^H /
Jo Jo Jo

3°. Решения при п = 3,4,.. . определяются по формулам

45. у(ж) + /" К(х - t)y(t) dt = АсЬ(Лж).
J —оо/ —оо

Решение:

7 ^ ^
/•оо />оо

Б_ = 1 + / Х(г)е-Л2: dz, B+ = l+ K(z)eXz dz.
Jo Jo

rx

46. y(x) + / К(ж — t)y(t)dt = Ash(Aaj).
J — oo

Решение:

^Л ^Лж = - (— —) ch(Ax) + -(— + —) sh(Ax),
2\В В) V J

2\B BJ К 'е е (
2B_ 2В+ 2\В +

В_ = 1 + /°° K(z)e~Xz dz, B+ = /
Jo Jo

47. у(ж) + / К(х — €)у(t)dt = A cos(Лж).
J —оо

=

о2 i R2 iBc cos(Ax) - Б8 sin(Ax)],

оо

Решение:

= 1 +

с s

/•оо /*оо

/ Х(г) cos(A^) ^, Б8 = / Х(г) sin(Az) dz.
Jo Jo
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гх

48. у(х) + / K(x-t)y(t)dt= Asin(Xx).
J — oo-оо

Решение:

/•oo roo

Bc = 1 + / K(z) cos(Xz) dz, Bs= K(z) sm(Xz) dz.
Jo Jo

rx

49. y(x) + / K(x — t)у(t) dt = Ae^x cos(Xx).
J — oo/ — oo

Решение:

- Bs sin(Ax)],02 t 02
e [Bc cosC

Щ + Bs
/-OO

)e-^2: cos(A^) dz, Bs = / X(^)e-^2: sin(A^) dz.
Jo

50. y(x) + / K(x - t)y(t) dt = Ae»x sin(Acc).
J — oo

Решение:

~Bnsm(\x) + BG2 + B2
/•OO /"OO

Bc = 1 + / XO)e~^ cos(A^) d^, Б8 = / K{z)e~^z sm{\z) dz.
Jo Jo

51. y(x) + Г K(x - t)y(t) dt = f(x).
J — oo

n

1°. Для полиномиальной правой части уравнения /(ж) = Y1 Акх решение имеет
к=0

вид
п

у(х) = ]Г Вкхк,
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Для

построения решения можно также воспользоваться формулой, приведенной в п. 4°

уравнения 2.9.42.

2°. Для правой части /(ж) = еХх J2 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

к=о

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Для

построения решения можно также воспользоваться формулой, приведенной в п. 3°

уравнения 2.9.44.

п

3°. Для правой части /(ж) = Yl Ak exp(Afcx) решение уравнения имеет вид
к=0
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п

4°. Для правой части f(x) = cos(Ax) J^ Akx решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) J2 Bk*k + sin(Ax) Y, Ck*ki
k=0 k=0

где постоянные Bk и Ck определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части f(x) = sin(Ax) J^ Akx решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части f(x) = J^ Akcos(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=о

П
Д

^ И ^ [^ (A) B i(A)]
fcO

/•oo /-oo

Bck = l+ K(z) cos(Xkz) dz, Bsk = / K(z) sin(Xkz) dz.
Jo Jo

n

7°. Для правой части f(x) = J^ Aksm(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=о

Е о2 ,

fc=O ^cfc +

Аfc
[^cfc sin(Afex) + Bsk cos(Xkx)],

/•OO /-OO

Bck = l+ K(z) cos(Xkz) dz, Bsk = / K(z) sm(Xkz) dz.
Jo Jo

n

8°. Для правой части f(x) = cos(Ax) J^ Akex.p(fikx) решение уравнения имеет

k=o
вид

n

А В
п

А В
y(x) = cos(Ax) J2 R2 fc, % exP(^fc^) - sin(Ax) ^

k s*
exp(|ifex),

/-oo

= / X
Jo

, Bsk = / X(^) exp(-/ifc2;) sin(A2;) dz.
J

sk

9°. Для правой части /(ж) = sin(Aa?) Yl Ak exp(/ikx) решение уравнения имеет вид
к=0

А В
п

А Вfc
() + (A) ]Г

fc s
у(х) = sm(Xx) J2 R2, o2 ]

fc=O ^cfc + Bsk k=0

/•oo />oo

Бс/е = 1 + / K(z) exp(—/j,kz) cos(A^) dz, Bsk = / i^(^) exp(—/j,kz) sin(A^) dz.
Jo Jo

52. y(x) + /°° K(as - t)y{t) dt = 0.
Jx

Вид собственных функций этого интегрального уравнения определяется кор-
корнями следующего трансцендентного (алгебраического) уравнения относительно

параметра А:

Г K{-z)eXzdz=-l. A)
Jo

Левая часть уравнения представляет собой преобразование Лапласа с парамет-

параметром —А от функции K(—z).
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1°. Действительным (однократным) корням Хк уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции
ук(х) = ехр(Хкх).

2°. Действительным корням Хк кратности г отвечают г собственных функций

УкЛх) = ехР(л/еж)> Ук2(х) = ^exp(Afcx), ..., ykr(x) = xr~x ехр(Хкх).
3°. Комплексным (однократным) корням Хк = ак + ij3k уравнения A) отвечает

пара собственных функций

Ук (ж) = exp(cKfcx) cos(f3kx), ук (ж) = ехр(акх) sin(f3kx).
4°. Комплексным корням Хк = ак -\-iCk кратности г отвечают г пар собственных

функций
{

, у$'(ж) = ехр(акх) sin(/5fex),

x) Ук (х) =

yl Ux) = xr 1
ехр(скьж) со&(Въ.х), i)u (x) = xr 1

ехр(скьж) smChx).

Общее решение однородного уравнения 2.9.52 представляет собой линейную
комбинацию (с произвольными постоянными) собственных функций этого урав-

уравнения.

► Для уравнений 2.9.53-2.9.62 приведены только частные решения. Общие
решения этих уравнений моэюно получить, прибавив к частным решениям

уравнений общее решение однородного уравнения 2.9.52.

гоо

53. у(х) + / К(х—t)y(t)dt= Ах™, п = 0,1,2,...
J х

Частный случай уравнения 2.9.55 при А = 0.

1°. Решение при п = 0:

A f°°
У(х) = —,

B = l+ K{-z)dz.
£> Jo

2°. Решение при п = 1:

А АС С°° С°°

у(х) = —х--—1 Б = 1+/ K(-z)dz, C= zK{-z)dz.
В Вг Jo ^o

3°. Решение при п = 2:

А 2 AC AC2 AD
yJx) = —х2 - 2——х + 2 —,2V }

В В2 В3 В2

В = 1+ [ K(-z)dz, С= [ zK(-z)dz, D = f z2K{-z)dz.
Jo Jo Jo

4°. Решения при n = 3,4,... определяются по формулам

54. у{х) + / К(х - t)y{t) dt =
J х

Решение:

А Г °°

у(х) = —еЛж, B = l+ K(-z)eXz dz = 1 + Z{K(-z), -A}.
В Jo

Интегральное слагаемое в выражении для коэффициента В представляет собой

преобразование Лапласа с параметром —А от функции K(—z) и может быть

вычислено с помощью таблиц преобразований Лапласа, приведенных, например, в

книгах: Г. Бейтмен, А. Эрдейи (т. 1, 1973), В. А. Диткин, А. П. Прудников A974).
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55. у(х) + I K(x-t)y(t)dt= АжггеЛж, г* =1,2,...
Jх

1°. Решение при п = 1:

г со г со

K(-z)eXzdz, C= zK(-z)eXzdz.
Jo Jo

Коэффициенты В и С удобно вычислять, используя таблицы преобразований
Лапласа (при р = —Л).
2°. Решение при п = 2:

/•ОО /"ОО Г С

B = l+ K(-z)eXzdZl С= / zK(-z)eXzdZl D= /
io Jo Jo

3°. Решения при п = 3,4,.. . определяются по формулам

56. у(ж) + Г К(х -t)y(t)dt= АсЬ(Лж).
Jх

Решение:

У\х)
2В^

с |

+

/•оо

57. у(х) + / j

J х

Решение:

в+ =

А _Хх 1(
2В_

°

2 V

1 + / K(-z)eXz
Jo

К(х -t)y(t)dt =

г со

1 + у K(-z)ex*

А А \

В+
+

В_ )

—•

^, Б_ = 1

с

°

г со

.+ / *
Jo

1 / А А

2 V Б+ Б_

+ —

V Z)€ CiZ.

58. у(х) + /" K(as -t)у(t)dt= A cos(Лж).
Jcc

Решение:

А

/•оо гоо

Бс = 1+ / X(-^)cos(A^)d^, Bs= K(-z)sin(Xz)dz.
Jo Jo

59. у(ж) + /" K(x -t)y(t)dt = Asin(Xx).
J x

Решение:

y(x) = n9 | ^9 [Bc sin(Ax) - Б8 cos(Ax)],

) sin(A^) dz.3C = 1+ f K(-z)cos(Xz)dz, Bs= [ K(-z) si
Jo Jo
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60. y{x) + / K{x - t)y{t) dt = Ае»х cos(A«).
J x

Решение:

Bc = 1 + f°° K(-z)e^z cos(Xz) dz, Bs = f°° K(-z)e^z sin(Xz) dz.
Jo Jo

roo

61. y(x) + / K(x - t)y{t) dt = Ae»x sin(Acc).
Jx

Решение:

y(x) = e^x [Bc sin(Ax) - Bs cos(Ax)],
С ' S

Bc = 1 + f°° K(-z)e^z cos(Xz) dz, Bs = f°° K(-z)e^z sin(Xz) dz.
Jo Jo

62. y(x) + f°° K(x - t)y(t) dt = f(x).
J x

1°. Для полиномиальной правой части уравнения f(x) = Yl Akxk решение имеет
k=0

вид
п

у(х) = J2 Bk*ki
k=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Для

построения решения можно также воспользоваться формулой, приведенной в п. 4°

уравнения 2.9.53.

п

2°. Для правой части /(ж) = еЛж ^2 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

к=о

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов. Для

построения решения можно также воспользоваться формулой, приведенной в п. 3°

уравнения 2.9.55.

п

3°. Для правой части /(ж) = Y1 Ак ехр(Л^ж) решение уравнения имеет вид
к=0

г оо

/ ) dz.

n

4°. Для правой части f(x) = cos(Ax) Yl Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) Y^ вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части /(ж) = sin(Ax) Y1 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.
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п

6°. Для правой части f(x) = ^ Akcos(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=о

п

А
У^ = И В2 +В2 [Вск cos(Afcx) + Bsk sin(Xkx)],

к=0 с^ sfc

Bck = 1 + Г K{-z) cos(\kz) dz, Bsk = Г K{-z) sin(\kz) dz.
Jo Jo

n

7°. Для правой части f(x) = J^ Aksin(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=о

- V Ак
У V / / j jz>2 _|_ £>2 I ск \ к ) sk \ к /J '

к=0 ск
~

sk

Век = 1 + / K{-z) cos{Xkz) dz, Bsk = f K{-z) sm{Xkz) dz.
Jo Jo

n

8°. Для правой части /(ж) = cos(Ax) J2 ^fcexP(Mfcx) решение уравнения имеет
к=о

вид

, , /Л ,А АкВск ч ^ AhBch
у(х) = cos(Ax) > exp(/ifci

к=0 Вск + ^sfe к=0 Вск + ^sfe

Вск = 1+ ( K{-z) exp(/^) cos(A2;) ^, Bsfc = f K{-z) exp(Mfc2;) sin(A2;) dz.
Jo Jo

n

9°. Для правой части /(ж) = sin(Ax) J2 Ak e^p(fikx) решение уравнения имеет вид
к=о

п

А В
п

А В
у(х) = sin(Ax) J2 о2^Со2 exP(Mfc*) - cos(Ax) ^ r2

^

p2J2 ^ ^ r p

fc=O ^cfc + Bsk k=0 Bck + Bsk

Bck = 1 + f K{-z) eMVkz) cos{Xz) dz, Bsk = f K{-z) exp(Mfc2;) sin^) dz.
Jo Jo

10°.В общем случае для произвольной правой части / = /(ж) решение интеграль-

интегрального уравнения можно представить в виде

1 /-с+гоо

^(Ж) = V~ / Т27Гг Jc-гоо 1

с+гоо
/(р)

+ Й(-Р)
epx dp,

~f(p)=[ f(x)e~pxdx, k(-p)=[ K(-z)epzdz.
Jo Jo

Для вычисления /(р), к(—р) удобно использовать таблицы преобразований
Лапласа, а для определения у(х) — таблицы обратных преобразований Лапласа.

2.9-3. Другие уравнения

63. у(х)+ Г —f(—)y(t)dt=O.
Jo х \ х J

Вид собственных функций этого интегрального уравнения определяется кор-

корнями следующего трансцендентного (алгебраического) уравнения относительно

параметра А:
/•1

/ f(z)zxdz = -l. A)
Jo
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1°. Действительным (однократным) корням Хк уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции

ук(х) = ххК

2°. Действительным корням Хк кратности г отвечают г собственных функций

3°. Комплексным (однократным) корням Хк = ак + ij3k уравнения A) отвечает

пара собственных функций

y^ix) = xak cos(/3fclnx), y{k2\x) = хак 8т(рк1пх).
4°. Комплексным корням Хк = ак -\-ij3k кратности г отвечают г пар собственных

функций

ук^(х) = хак \nr~1xcos(f3k\nx), yk2J(x) = хак ln^

Общее решение однородного уравнения 2.9.63 представляет собой линейную

комбинацию (с произвольными постоянными) собственных функций этого урав-
уравнения.

► Для уравнений 2.9.64-2.9.71 приведены только частные решения. Общие

решения этих уравнений можно получить, прибавив к частным решениям

уравнений общее решение однородного уравнения 2.9.63.

64. у(х)+ Г —f(—)y(t)dt= Ах + В.
Jo х \ х J

Решение:

У{х) = -т^-х + —^—, 10 = [ f(t) dt, I, = / tf(t) dt.
l + ^i l + ^o Jo Jo

65. y(x)+ Г —f(—)y(t)dt= Ax?.
Jo x \ x J

Решение:

W(x) = 4*". В = 1 + I'1
В Jo

66. y(x)+ Г —f(—)y(t)dt= A\nx + B.
Jo x \ x J

Решение:

y(x) =р1пж + q,

где

J f(i)lntdt.
о

67. y(x)+ Г —f(—}y(t)db= Ax^lnx.
Jo x \ x J

Решение:

y(x) = px@ In ж + <

где

A AI2 f1 f1
= mtpdt, i2=

Jo Jo
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68. у(х)+ Г —f(—)y(t)dt= Асо8Aпж).
Jo x \x J

Решение:

AL „ ч . AL

1 rl

/(t) cos(ln t) dt, /s = / f(t) sin(ln t) dt.
«У0

69. y(a5) + /" — /( — )y(t)dt = Asin(lncc).
Jo x \ x J

Решение:

AL , AIn

^c ~r -'s с ~r Js
1 rl

/(t) cos(ln t) dt, /s = / /(t) sin(ln t) dt.
Jo

70. y(x) + / — /( — )y(t)dt = Aa?/3cos(lna?) -

Jo x \ x J

Решение:

2/(ж) = px@ cos(ln x) + qx@ sin(ln ж),
где

AL - BL AL + BL
P=

tf+I?
'

/,2 +/o2
'

/•1 /-1

/ /(t)t^ cos(ln t) dt, I8= f(t)tC sin(ln *) dt-
Jo Jo

71. y(x)+ Г —f(—)y(t)dt = g(x).
Jo x \ x J

1°. Для правой части полиномиального вида

N

д{х) = Е АпхП
п=0

ограниченное в нуле решение интегрального уравнения определяется формулами

N л

п=0 JO

Считается, что /0 < оо, fn ф —1 (п = 0,1, 2,...).
Если при каком-нибудь значении п имеет место равенство /п = — 1, то решение

отличается одним слагаемым и имеет вид

_^ Ат т

"

Ат т Ап -

_

Г1

т=0 ^rn m=n+l ^rn Jn ^

Для произвольной правой части д(х), разлагающейся в степенной ряд, мож:но

использовать формулы п. 1°, в которых следует положить N = оо. При этом радиус

сходимости полученного решения у(х) будет равен радиусу сходимости ряда для

функции д{х).
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2°. Для правой части уравнения д(х) = In ж ^ Акх решение имеет вид
к=о

к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = Y1 Ак(\пх)к решение уравнения имеет вид
к=о

к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = XI Ак cos(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = ^ Вк cos(Afc In ж) + ^ Ск sin(Afc In ж),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = ^ Ак sin(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

y(x) = > Bh cos(At, In ж) + > Си sin(/

fc=l fc=l

где постоянные Bk и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

6°. Для произвольной правой части д(х) преобразование

приводит к уравнению с разностным ядром вида 2.9.62:

гоо

w(z) + / F(z- t)w(t) dr = G(z).

7°. Для произвольной правой части д(х) решение интегрального уравнения мож-

можно выразить с помощью обратного преобразования Меллина.

2.10. Некоторые формулы

Пусть решение интегрального уравнения

у(х)+ / K(x,t)y(t)dt = f(x)
J a

дается формулой

у(ж) = /(ж)+ Г R(x,t)№dt.
J a

Тогда решение более сложного интегрального уравнения

[х д(х)
у(х) + / K(x,t) y(t)dt = f(x) A)

Ja 9{t)
дается формулой

fx q(x}
y(x) = /(ж) + / R(x,i) f(i) dt. B)

Ja 9\4

Часто встречаются уравнения вида A) при д(х) = еХх и д(х) = жл.



3. Линейные уравнения первого рода
с постоянными пределами

интегрирования
► Обозначения: / = f(x), g = д(х), h = h(x), К = К(х), М = М(х) — произвольные

функции (вместо ж у функций может быть сложный аргумент, зависящий от

двух переменных х и t); А, В, С, а, Ъ, с, к, а, E, 7, А, /х
— свободные параметры;

п
—

целое неотрицательное число.

3.1. Уравнения, ядра которых содержат степенные

функции

3.1-1. Ядра уравнений линейны по аргументам ж, t

Г1
1. / \x-t\y(t)dt= f(x).

Jo
1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г{х - t)y{t) dt+ I (t- x)y(t) dt = f(x). A)
J0 Jx

Дифференцируя A) по ж, имеем

Г y(t)dt- I y(t)dt = fx(x). B)
^0 Jx

Дифференцируя B), находим решение

2/0*0 = \fxx(?)- C)

2°. Покажем, что правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовле-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая вA)ж = 0иж = 1, имеем два

: f1ty(t)dt = f(O), f\l-t)y(t)
Jo Jo

следствия: / ty(t) dt = /@), / A — t)y(t) dt = /A), которые можно записать в

виде

Г1 Г1
/ ty(t)dt = f@), / y(t)dt = /@) + /A). D)
Jo Jo

Подставим в эти равенства функцию у(ж) из C). После интегрирования по частям

получим соотношения: fxA) = /A) + /@), f'xA) - f'x@) = 2/A) + 2/@). Отсюда
имеем искомые условия для функции /(ж):

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части интеграль-

интегрального уравнения

/(ж) = F{x) + Ах + Б,

где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция с

ограниченной первой производной.

В разд. 3.1 ядра рассматриваемых интегральных уравнений могут содержать как

степенные функции, так и модули степенных функций.

13 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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гЪ

2. / \x-t\y(t)dt= /(ж), 0^а<6<оо.
Jа

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = ж.

Решение:

V(x) = if'Jx(x).
Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Общий вид правой части имеет вид

f(x) = F(x) + Ax + Б,

=

-т №) + F^]' в =

т

где F(sc) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция

(с ограниченной первой производной).

3. / \\x-t\y(t)dt= /(ж), Л>0.
J0

Здесь 0 ^ ж ^ a, O^t^a.
1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

/
*

(\х - t)y(t) dt + fa(t-Xx)y(t)dt = f(x). A)
0 J\x

Дифференцируя A) по ж, имеем

Л /
Х

y(t) dt-хГ y(t) dt = fx(x). B)
JO J\x

Дифференцируя B), получим 2Х2у(Хх) = f'Jx(x). Отсюда находим решение

y C)

2°. Покажем, что правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетво-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая в A) и B) х = 0, имеем два следствия:

Г ty(t) dt = /@), Л Г y(t) dt = -f'x@).
Jo Jo

D)

Подставим в эти равенства функцию у(х) из C). После интегрирования по частям

получим искомые условия для функции /(ж):
(о/А)£(о/А) = /@) + /(a/A), f'x@) + f'x(a/X) = 0. E)

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части интеграль-

интегрального уравнения:

/(ж) = F(z) + Az + B, z = Лж;

А = -\ [F'z(a) + F'z@)}, В = \ [aF'z{a) - F(a) - F@)],
где F(z) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция

(с ограниченной первой производной).
га

4. / \x-\t\ y(t) dt= /(ж), Л > О.
./о

Здесь О^ж^а, O^t^a.
Решение:

У(х) = \\г;х{\х).
Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять следую-

следующим соотношениям:

aXfx(aX) = /@) + ДаА), fx@) + fx(aX) = 0.

Отсюда находим допустимый общий вид правой части

/(ж) = F(x) +Ax+ B, A=-\ [Fx(Xa) + Fx@)], B=\ [aXFx(aX)-F(Xa)-F@)],
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной).
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3.1-2. Ядра уравнений квадратичны по аргументам ж, t

5. Г Аж + Вх2 -t\y(t)dt= /(ж), А > О, В > О.
./о

Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = Ах + Вх .

/•а

6. / |ж -At- Bt2\y(t)dt= /(ж), А>0, В > О.
./о

Частный случай уравнения 3.8.6 при д(х) = At -\- Bt2.

/•b

7. / |jut
— t2\ y(t) dt = /(ж), О < a < b < oo.

Замена ги(£) = ty(t) приводит к уравнению вида 3.1.2:

fb
/ \x-t\w(t)dt = f(x).
J a

rb

8. / \x2 -t2\y{t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = ж2.

Решение: у(ж) = —
. Правая часть уравнения /(ж) должна удовле-

dx [ 4ж J
творять определенным соотношениям, указанным в 3.8.3.

9. /(ж2 -/3t2\y(t)dt= /(ж), /3>0.

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = ж2, C = Л2.

10. [а\Ах + Вх2 - AXt - BX2t2\y(t) dt = /(ж), Л > О.
./о

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = Ах + Вх2.

3.1-3. Ядра уравнений содержат целые степени аргументов ж, t

rb

11. / \x-t\3y(t)dt= /(ж).
Ja

Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г(ж - tfy{t) dt+ f {t- xfy{t) dt = /(ж). A)
J a J x

Дифференцируя A) дважды, имеем

6 f (ж - t)y{t) dt + 6 I (t- x)y{t) dt = f'x'x(x).
J a J x

Это уравнение можно записать в виде 3.1.2:

гь
1 nil

x-t\y(t)dt=±f'Jx(x). B)

Поэтому его решение интегрального уравнения дается формулой

Правая часть интегрального уравнения должна удовлетворять определенным

условиям, которые получаются из A) при ж = аиж = 6ииз B) при ж = а и ж = Ъ

в результате подстановки в них решения C) с последующим интегрированием по

13*
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12. / \х3 -t3\y(t)dt=f(x).
J а

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = ж3.

rb

13. / \xt2 -t3\y(t)dt = f(x) 0 < а < Ъ < оо.
Ja

Замена w(i) = t2y(t) приводит к уравнению вида 3.1.2:

\x-t\w(t)dt = f(x).

rb

14. /
J a

;-t3 y{t)dt= f{x).

Замена w(t) = |t| y(t) приводит к уравнению вида 3.1.8:

rbrb

/ \х2 -t2\w{t)dt = f{x).
J a

15. / |ж3 - /3t31 y(t)dt= /(ж), /3>0.
Jo

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = ж3, C = Л3.

rb

16. [b\x-t\2n+1y(t)dt= = 0,1,2,...

Решение:

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять определенным

условиям, которые получаются в результате подстановки решения A) в равенства

(с последующим интегрированием по частям)

f\t _ aJn+1y(t) dt = /(о), f\t - aJn~ky(t) dt = (~1,)fc+1 fik+1\a),
Ja Ja -A-fc

Ak = Bn + l)Bn) . . . Bn + 1 - fc); к = 0, 1, . . .

,
2rc.

3.1-4. Ядро уравнения содержит рациональную функцию

17. /
Левая часть этого уравнения представляет собой преобразование Стилтьеса.

1°. Положим

х = е\ t = eT, y(t) = e-^2w(r), f(x)=e-z/2g(z).
В результате получим интегральное уравнение с разностным ядром вида 3.8.15:

w{r)dr
_

решение которого дается формулой

w(z) = -у==- / сЦтт) ~д(и)егих du, д(и) = -== / g{z)eTxuz dz.

® Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 30).
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2°. При некоторых допущениях решение исходного уравнения можно представить

в виде (вещественное обращение преобразования Стилтьеса):

у(х)= lim til!! \x2n+1 ^п\х)]{п+1). A)V '
п^оо (n-l)!(n + l)!

L x lx

Другая форма представления решения:

„(х) = Шп -Ц^- - [x2nf^(x)Yxn). B)

Для получения приближенного решения интегрального уравнения в форму-
формулах A) и B) вместо предела ограничиваются заданием конкретного значения п.

® Литература: И. И. Хиршман, Д. В. Уиддер A958).

3.1-5. Ядра уравнений содержат квадратные корни

18. fa\V^-Vi\y(t)dt= /(ж), 0<а<оо.
./о

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = у/х.
Решение:

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Общий вид правой части имеет вид

f(x) = F(x) + Ax + B, A = -F'x{a), В = \[aF'x{a) - F(a) - F@)],
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной).

19. [a\V^-/3Vi\y(t)dt= /(ж), /з>о.

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = у/х, C = у/Х.

20. / | у/х - t\ y(t) dt = f(x).
-'О

Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = у/х (см. п. 3°).

га

21. / \x-Vi\y(t)dt=f(x).
Jo

Частный случай уравнения 3.8.6 при g(t) = \ft (см. п. 3°).

га zi(t)
22. / ±1±- dt=f(x), 0<a^oo.

Jo y/\x-t\
Частный случай уравнения 3.1.29 при к = у.
Решение:

у(х) = -

A d \ [a dt /•* fis)ds

23. Г /^-т dt=f(x).
J-oo \/\x—t\— со у/ \х — t\
Частный случай уравнения 3.1.34 при Л = у.
Решение:

4тг J-oo |z-t|3/2
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3.1-6. Ядра уравнений содержат произвольные степени

24. Г \хк -tk\y{t)dt= /(ж), 0<fc<l, 0<а<оо.
Jo

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г(хк - tk)y(t) dt + /V - xkMt) dt = f(x). A)
-'О J x

Дифференцируя A) по ж, имеем

кхк~х Г y(t) dt - кхк~х Г y(t) dt = f'(x). B)x Г y(t) dt - kxk-x Г y(t) dt = f'x(x).
JO J xJO

Поделим обе части B) на кхк~х и продифференцируем полученное выражение. В
итоге находим решение

2°. Покажем, что правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовле-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая в A) ж = 0 и ж =
а, имеем два

следствия: / t y(t) dt = /@), / (a —t )y(i) dt = /(а), которые можно записать
Jo Jo

в виде

Г tky(t) dt = /@), ak Г y{t) dt = /@) + /(a). D)

Подставим в эти равенства функцию у(ж) из C). После интегрирования по частям

получим соотношения: af'x(a) = kf(a) + fc/@), af'x(a) = 2fc/(a) + 2/с/@). Отсюда
имеем искомые условия для функции /(ж):

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части интеграль-

интегрального уравнения

/(ж) = F(x) + Ах + Б, А = -F^(a), ^ =

у [a^(a) - ^О) - F@)],
где F(sc) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция с

ограниченной первой производной. Первая производная может быть и неограни-

неограниченной при ж = 0; в этом случае должно выполняться условие: [ж1"^^] _п
= 0.

25. Г \хк -Ctk\y(t)dt= /(ж), 0<fc<l, /3>0.
./о
Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = хк, /3 = Хк.

. Г |jcfetm -tk+rn\y(t)dt= /(ж), 0<fe<l, 0<a<oo.26

Замена iy(t) = tmy(t) приводит к уравнению вида 3.1.24:

хк -tk\w{t)dt = /(ж).Г./о
/•1

27. / \хк — tm | y{t) dt = /(ж), к > О, т > О.
«/о

Преобразование
1 —m

гу(г) = т m

приводит к уравнению вида 3.1.1:

z - t\w(t) dr = F(z), F(z) = mf(z1/k)I
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28. / \x-t\1+xy(t)dt = /(ж), 0
J а

При Л = 0 см. уравнение 3.1.2. Пусть О < Л < 1.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г(х - tI+xy(t) dt + I (t - xI+xy(t) dt = f(x). A)
J a J x

Продифференцируем A) дважды по ж, а затем поделим обе части на Л(Л + 1). В
результате имеем

AV dt = \ %x{x). B)Г(х - t^-'yit) dt + I (t- aOA-
J a J x Ч

Перепишем B) в виде уравнения

*
y(t)dt

_

1

-f'Jx{x), C),11, Л / Л
ж
— t\K Л(Л ,

^/

решение которого при различных а, Ъ см. в 3.1.29, 3.1.30.

2°. Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Полагая в A) ж = а и ж = 6, имеем два следствия:

/ (t - aI+xy(t) dt = /(о), / (b - tI+xy(t) dt = f{b). D)
J a J a

Подставляя в равенства D) решение у(ж) уравнения C) и интегрируя по частям,

можно получить искомые условия для функции /(ж).

29. £ ,J^\,k dt=f(x),

1°. Решение:

fc-i d

dx

где T(k) —гамма-функция.
2°. Преобразование x = z2, t =

зо.

1, 0<а^оо.

l-2fc

fa t 2 dt ff f{s)ds
/ l-fc / i-fc i-fc
Jx

(t-x)~2~
J°

8~2~(t-8)~2~

приводит к уравнению вида 3.1.31:

где

-dt=f(x), 0<к<1.

ние:

dt 1
2 !

l-fc ^2 2

Т_*_Л
/ f-/- -T^fc /

£|fc

Считается, что \а\ + |6| < oo. Решение:

zvr аж

1+fc l-fc

Z(t) = (t-a) 2 (b-t) 2
,

a (ж-tI-^

® Литература: Ф. Д. Гахов A977, стр. 580).
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31' / I 2 L\k dt= f(<x^ 0<fc<l,
Jo \x

—
*

I
Решение:

_

2F(k)cos(±nk) d Г t*-™F{t)dt
_ [* skf(s)ds

У{ ' ~
FW 1+ fc M2 H<r / 1-fc ' г\ъ)- I 1-fc

^[Гу 2 )J dX Jx
{t2-x2)^~

Jo
(t2-s2)^~

® Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 34).

32-

1°. Преобразование

1-Л
г = жл, r = tA, w(r)=r A

приводит к уравнению вида 3.1.30:

ГJa \z-r\ГгЧг*
Ja \z-r\k

где А = а\ В = б\ F(^) = Л/(^1/л).
2°. Решение при а = 0:

AC-2fc)-2

-2— J

где Г (к) —гамма-функция.

33- / | A^iifc dt=f(x), 0<fc<l, Л>0, m>0.

Преобразование
l —m

= tTn, w(r) = T m y(t)
приводит к уравнению вида 3.1.30:

34.

Решение:

/•оо

Считается, что выполняется условие: / \f(x)\pdx < оо, где 1 < р < 1/Л.
J — оо

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 455).

гоо

35.

Замена z = ж3 приводит к уравнению вида 3.1.34:
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Преобразование

приводит к уравнению вида 3.1.34:

Г
J— I

Решение:

(•) Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 455).

. Г a+.bS'lg"<LXrt)y(t) dt = /(«.), О < Л < 1.
J — оо \х

—

*|
38.

Решение:

® Литература: С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев A987, стр. 454).

39. / ^^fc =/(а?), а>0, 6 > О, fc > О.

Полож:им

х=^-е2г, *=^е2т, y(t) = be^-2^w(r), f(x)=e-kzg(z).
2a 2b

В результате получим интегральное уравнение с разностным ядром вида 3.8.15:

w(t) dr
g{Z)

оо <**(*- Т)
g{Z)-

40. /°°tz-1y{t)dt= f(z).
Jo

Левая часть уравнения является преобразованием Меллина функции y(t)
(переменная z рассматривается в комплексной плоскости).

Решение:
1 /-с+гоо

(t) / t-zf()d e i

Для конкретных функций f(z) для вычисления интеграла мож:но использо-

использовать таблицы интегральных преобразований Меллина и Лапласа.

® Литература: Г. Бейтмен, А. Эрдейи (т. 2, 1974), В. А. Диткин, А. П. Прудников

A974, стр. 74).
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3.1-7. Уравнения, содержащие неизвестную функцию сложного аргумента

/•1

41. / y(xt)dt= f(x).
Jo
Решение:

у(х) =xfx{x)-

Считается, что функция f(x) удовлетворяет условию [ж/(ж)] x_Q = 0.

/•l

42. / txy(xt)dt= f(x).
Jo

rx

Замена £ = xt приводит к уравнению / £Лу(£) d^ = жл+1/(ж). Дифференци-
«УО

руя по ж, находим решение

Считается, что функция f(x) удовлетворяет условию [жЛ+1/(ж)] х_0
= 0.

/•1

43. / (Ахк + Btrn)y(xt) dt = f(x).
Jo
Замена £ = xt приводит к уравнению вида 1.1.50:

ГХ(Ахк+гп + ВГ)У(О dH = xm+1f(x).
Jo

44. Г ^Щ- = /(.).

Замена £ = xt приводит к уравнению Абеля 1.1.36:

Замена £ = xt приводит к обобщенному уравнению Абеля 1.1.46:

Л) О - 0х

Преобразование £ = ж£, гу(£) = £му(£) приводит к обобщенному уравнению
Абеля 1.1.46:

47. Г »(» + ')-»(—')
д =/(а>).

Jo t

Решение:

ГJo *

(•) Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 92).
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3.1-8. Сингулярные уравнения

В этом разделе сингулярные интегралы понимаются в смысле главного значения

по Коши.

№ dt

/ — оо ь

Решение:

^ t-x

Интегральное уравнение и выражение для его решения представляют собой

преобразование Гильберта (в несимметричной форме).

® Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 92).

49.
Ja t — X

Это уравнение встречается в гидродинамике в задаче об обтекании тонкого

профиля потоком идеальной жидкости (а ^ х ^ 6). Считается, что \а\ + |6| < оо.

1°. Решение, ограниченное на обоих концах:

№ dt

Ja ^J(t-a)(b-t) t-x

При этом должно выполняться условие

J a

= 0.
la y/(t-d)(b-t)

2°. Решение, ограниченное при х = а и неограниченное при х = Ъ:

1 Гх~^оТ [ь I b-t f(t)f ч 1 х-а fb b-t j

3°. Решение, неограниченное на обоих концах:

Г [ъ VTt
'[Ja
—

dt.
— х

tt2^(x -a)(b-x)
гЬ

где С
—

произвольная постоянная, причем / y(t) dt = С/тг.
J a

(•) Литература: Ф. Д. Гахов A977, стр. 446).

3.2. Уравнения, ядра которых содержат экспоненциальные

функции

3.2-1. Ядра уравнений содержат экспоненциальные функции

1 [. [ ех\х-г\у(±)сИ= /(ж), -оо<а<6<оо.
Ja

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г ex^-^y{t) dt + [Ь ex^-^y(t) dt = f{x). A)
J a J x
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Продифференцируем A) дважды по ж. Тогда

2Ху(х) + Л2 Г ex(x~%(t) dt + Л2 [Ь ех^-^у(г) dt = fx'x{x). B)

Исключая из A) и B) интегральные слагаемые, находим решение

^ [/".(*)-А2/(*)]• C)

2°. Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Полагая в A) х = а и х = 6, имеем два следствия:

eXty(t)dt = eXaf(a), f e~Xty(t) dt = e~Xb f(b). D)
J a

Подставим в равенства D) решение C). Интегрируя по частям, получим

eXbfx(b) ~ eXafx(a) = XeXaf(a) + XeXbf(b),
e~Xbfx(b) ~ e-Xaf'x{a) = Xe-Xaf(a) + Xe~Xbf(b).

Отсюда находим искомые условия для функции /(ж):

/» + А/(а) = 0, fx(b)-Xf(b)=O. E)

Общий вид правой части интегрального уравнения, удовлетворяющей услови-
условиям E), дается формулой

/(ж) = F(x) + Ах + Б,

А= bXlx2 [K

где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция.

rb

2. / (AeA|a3-*! +Be^x-tl)y(t)dt= /(ж), -оо < а < Ъ < оо.

Ja

Раскроем модуль в подынтегральном выражении и продифференцируем урав-
уравнение дважды по ж. В результате получим

2(АА + Вц)у(х) + f (A\VI*-*I + Wl*-*l)j/(i) dt = /;». A)
J

Исключая отсюда с помощью исходного уравнение интегральное слагаемое с

членом ем1ж~*17 имеем

2(АА + Ву)у{х) + А(Х2 - у2) f ex^x-^y(t) dt = fxfx(x) - у2 f{x). B)
J a

При АЛ + В\i = 0 это уравнение вида 3.2.1, а при АЛ + B\i ф 0 это уравнение

вида 4.2.15.

Правая часть /(ж) должна удовлетворять определенным соотношениям, кото-

которые получаются подстановкой ж = аиж = 6в исходное интегральное уравнение

(аналогичная процедура использовалась в 3.2.1).

3. / \еХх -ext\y(t)dt= f(X), Л>0.
Ja

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = еХх.
Решение:

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям (см. п. 2° в уравнении 3.8.3).
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4. Г \ef*x -e»t\y(t)dt=f(x), /3>0, д>0.
Jo

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = е^ж, Л = ц/C.

5. Afcexp(Afc|a!-t|) y(t) dt = /(ж), -оо < а < Ъ < оо.

1°. Раскроем модуль в одном из слагаемых в подынтегральном выражении:

Ik{x) = [ exp(Xk\x-t\)y(t)dt= f exp[Afe(x-t)]y(t)dt+ / exp[Xk(t - x)]y(t) dt.
J a J a J x

A)
Продифференцируем A) дважды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

Ik = Xk Г exp[Afc(* - t)]y(t) dt-Xk f exp[Afc(t - x)]y(t) dt,
J a Jx frx\

rx rb V'

I'k' = 2\ky{x) + X\ / exp[Afc(x - t)]y(t) dt + X2kJ exp[Afc(t - x)]y(t) dt.
J a J x

Из сопоставления формул A) и B) получим связь между Ikf и Ik:

4' = 2Afcy(x) + \2kIk, Ik = Ik(x). C)

2°. Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

п

]Г AkIk = f{x). D)
fc= l

Дифференцируя D) дважды по ж, с учетом равенств C) имеем

п п

а1У{х) + J2 AkX2kIk = f'Jx(x), ^=2J2 Ak4- E)
fc=i fc=i

Исключая интеграл /п из D) и E), получим

n-l

*1У(х) + ^ Afc(Al - X2n)Ik = f'Jx(x) - X2nf(x). F)
fc=i

Если продифференцировать это равенство дважды по ж, а затем исключить ин-

интеграл In_i из полученного выраж:ения с помощью F), придем к аналогично-

аналогичному равенству, в левой части которого будет стоять линейный дифференциальный

оператор второго порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у)
п-2

и сумма J2 BkIk. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирова-
fc=i

ния последовательно исключать слагаемые /п_2? ^п—з> • • •

■> А» пРидем в итоге к

линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с по-

постоянными коэффициентами порядка 2(п — 1).

3°. Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Эти соотношения находятся в результате подстановки зна-

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

дифференцирования. (Эти соотношения можно найти, подставляя значения х = а

и х = Ъ в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

двукратного дифференцирования.)
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6.

Преобразование z = еЛж, т = eAt, w(r) = e Xty(t) приводит к уравнению

вида 3.1.30:

где А = еЛа, B = eXb, F(z) = Xf^l

' fc>0-

Это уравнение можно записать в виде уравнения с разностным ядром 3.8.16:

[°° w(t)dt
Jo chk[±\(x-t)]

~9{X)'

где w(t) = 2-ke*p(-±\kt)y(t), g(x) = екр(±\кх) f(x).

8. f e-zty(t)dt= f(z).
Jo

Левая часть уравнения является преобразованием Лапласа функции y(t)
(переменная z рассматривается в комплексной плоскости).

1°. Решение:
-1 гс+гоо

= — / eztf(z)dz,
2т Jc-ioo

При вычислении интеграла для функций f(z) конкретного вида мож:но

воспользоваться таблицами обратного преобразования Лапласа.

2°. Для действительных х = z при некоторых допущениях решение исходного

уравнения можно представить в следующем виде (вещественное обращение пре-

преобразования Лапласа):

Для получения приближ:енного решения интегрального уравнения в этой формуле
вместо предела ограничиваются заданием конкретного значения п.

® Литература: И. И. Хиршман, Д. В. Уиддер A958), Г. Бейтмен, А. Эрдейи

(т. 1, 1973), В. А. Диткин, А. П. Прудников A974).

3.2-2. Ядра содержат степенные и экспоненциальные функции

9. / \keXx -k-t\y(t)dt= f(x).
Jo

Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = кеХх — к.

10
lo

га

. / \х — kext — к y(t) dt = f(x).
Jo

Частный случай уравнения 3.8.6 при g(t) = keXt + к.
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11. [ |ехр(Лж2) -e*P(\t2)\y(t)dt= /(ж), Л > 0.
Ja

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = ехр(Лж2).
Решение:

у(х) = тг -г- [— ехР(-Лж2)/х(^I •

4.Х dx [х \

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

12. —^/ ехр
--— )y(t) €&=/(«).V^« Jo V 4ж у

Применяя к обеим частям уравнения преобразование Лапласа, для изображе-
изображения получим

, f(p)= Г
Jo/о

Заменяя р на р2 и разрешая относительно у, имеем у(р) = pf(p2). Обратное
преобразование Лапласа дает решение исходного интегрального уравнения

y(t) = £"

13. / exp[-g(x)t2]y(t)dt= f(x).
Jo

Пусть выполняются условия д@) = оо, д(оо) = 0, д'х < 0.

Замена z =
——^—^- приводит к уравнению 3.2.12:

где зависимость F(z) определяется из выраж:ений F = ——f(x)\/g(x), z = ———

Vvr Щх)
путем исключения переменной х.

3.3. Уравнения, ядра которых содержат гиперболические

функции

3.3-1. Ядра уравнений содержат гиперболический косинус

1. / |сЬ(Лж)
- ch(\t)\y(t) dt = /(ж).

Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = сЬ(Лж).
Решение:

V J
2Л dx2Л dx [ sh(Ax)

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

2. f\ch(/3x) -ch(/xt)|i/(t)dt= /(ж), /3>0, м>0.

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = сЬ(/Зж), Л = ц/j3.
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rb

3. / \chk x-chkt\y(t)dt= f(x), 0<к<1.
Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = chfc x.

Решение:

1 d Г f (г)
у(х) = JLA

г*™

2/с аж [ эпж сп ж

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

Л4- — -Р (тЛ П <^ к> <^ 1

сЬ(Аж) -ch(At)|fe
JV У'

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = сЬ(Аж) + /3, где /3
— любое.

3.3-2. Ядра уравнений содержат гиперболический синус

rb

5. / sh(X\x— t\)y(t)dt= f(x), —oo < a < b < oo.

./a

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г sh[A(* - t)]y(t) dt+ I sh[A(t - x)]y(t) dt = f{x). A)

Продифференцируем A) дважды по х. Тогда

2Ху(х) + Л2 Г sh[X(x - t)]y(t) dt + \2 [ sh[A(t -
J a J x

Исключая из A) и B) интегральные слагаемые, находим решение

-^ [/£,(*)-А2/(*)]• C)

2°. Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Полагая в A) х = а и х = 6, имеем два следствия:

/ sh[A(t-a)]y(t)dt = /(a), / sh[AF - t)]y(t) dt = f(b). D)

Подставим в равенства D) решение C). Интегрируя по частям, получим искомые

условия для функции /(ж):

sh[AF - a)]f'x(b) - Ach[AF - a)]/F) A/(a),

sh[AF - a)]fx(a) + Ach[AF - a)]f(a) = -A/F)
[ }

Общий вид правой части интегрального уравнения дается формулой

f(x) = F(x) + Ax + B, F)

где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция, а

коэффициенты А и В выражаются через величины F(a), F(b), Fx(a), Fx(b) и

определяются в результате подстановки формулы F) в условия E).

6. { |Ash(A|a5-t|)+Bsh(/x|a5-t|)Ji/(t)dt=/(a5), -oo < а < Ь < оо.

Раскроем модуль в подынтегральном выражении и продифференцируем урав-
уравнение дважды по ж. В результате получим

2(ЛЛ + Вц)у(х) + [ {АХ2 sh(A|a; - t\) + Вц2 Sh(^\x - t\) }y(t) dt = /£,(*). A)
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Исключая отсюда с помощью исходного уравнение интегральное слагаемое с

членом sh(/i|sc — £|), имеем

2(АА + Вц)у(х) + А(Х2 - м2) [ sh(A|* - t\)y(t) dt = f'Jx(x) - n2f(x). B)
J a

При АЛ + B\i = 0 это уравнение вида 3.3.5, а при АЛ + B\i ф 0 это уравнение

вида 4.3.26.

Правая часть f(x) должна удовлетворять определенным соотношениям, кото-

которые получаются подстановкой х = аих = Ьв исходное интегральное уравнение

(аналогичная процедура использовалась в 3.3.5).

rb

7. / |sh(Asu) -sh(Xt)\y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 3.8.3 при g(x) = sh(Asc).
Решение:

2A dx [сЦХх)
Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

га

8. / \sh(/3x) -sh (/Lit) I у(t)dt= /(ж), /3 > 0, /u, > О.
./о

Частный случай уравнения 3.8.4 при g(x) = sh(/3x), X = ц/j3.

rb

9. / sh3 (\\x-t\) у(t)dt = /(ж).
Ja

Используя формулу sh3 C = -^- sh 3/3—|- sh /3, приходим к уравнению вида 3.3.6:

/ ^AshCA|x - t|) - -fAsh(X\x - t\)]y(t) dt = f(x).
Ja

< oo.10. I \j2 Aksh(\k\x-t\)]y(t)dt= /(ж), -оо<а<6

1°. Раскроем модуль в одном из слагаемых в подынтегральном выражении:

rb rx rb

Ik(x)= sh(Xk\x-t\)y{t)dt= sh[Xk{x-t)]y{t)dt+ sh[Xk{t-x)]y{t) dt. A)
J a J a J x

Продифференцируем A) дважды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

l'k = Xk [ ch[Afc(x - t)]y(t) dt-Xk f ch[Xk(t - x)]y{t) dt,
Ja J x /r)\

I'k' = 2Xky(x) + А2 Г sh[Afc(* - t)]y(t) dt + X2k [ sh[Afe(t - x)]y(t) dt.
J a J x

Из сопоставления формул A) и B) получим связь между I'k и Ik:

I" = 2Xky(x) + А? 4, 4 = h(x). C)

2°. Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

п

]Г AkIk = /(*). D)
fc= l

14 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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Дифференцируя D) дважды по ж, с учетом равенств C) имеем

п п

а1У{х) + ]Г АкХ\1к = f'x'x(x), ^1 = 2 ]Г АкХк. E)
k=i k=i

Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

п-1

(J1y(x) + ^ ^ki^k ~ ^n)Ik = fxx(X) ~ ^nf(X)- (^)
fc= l

Если продифференцировать это равенство дважды по ж, а затем исключить ин-

интеграл In_i из полученного выражения с помощью F), придем к аналогично-

аналогичному равенству, в левой части которого будет стоять линейный дифференциальный

оператор второго порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и

п-2

сумма J2 Вк1к. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования
к=1

последовательно исключать слагаемые /n_2? ^n-3> • • •

•> пРидем в итоге к линейно-

линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянны-

постоянными коэффициентами порядка 2(п — 1).
3°. Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Эти соотношения находятся в результате подстановки зна-

значения ж = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

дифференцирования. (Эти соотношения можно найти, подставляя значения х = а

и ж = Ъ в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

двукратного дифференцирования.)

гЪ

11. / |shfe ж — shfe t\ y{t) dt = /(ж), 0<fe<l.
./о

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = shfc ж.

Решение:

v(x) = JL-L\ /*(*)
УК '

2к dx

Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять определенным

соотношениям. Из п. 3° уравнения 3.8.3 следует, что допустимый общий вид

правой части дается формулой

f(x) = F{x) + Ах + Б, А = -F'x{b), B=\ [hF'x{b) - F@) - F(b)],

где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной).

L 0<fc<1-

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = sh(Aa?) + /3, где C
— любое.

13. fa\ksh(\X) -t\y(t)dt= f(X).
Jo

Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = ksh(Xx).

14. / \х-ksh(\t)\y(t)dt= f(x).
Jo
Частный случай уравнения 3.8.6 при д(х) = ksh(Xt).
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3.3-3. Ядра уравнений содержат гиперболический тангенс

15. / \th(\x) -th(\t)\ у(t)dt= f(x).
Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при g(x) = th(Ax).
Решение:

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять определенным

соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

16. fa\th(/3x) -th(/xt)|i/(t)dt= /(ж), /3>0, /Lt>0.
./о
Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = th(/3x), А = ц/j3.

rb

17. / |thfcaj -thkt\y(t)dt = /(ж), О < k < 1.
./о

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = thfc ж.

Решение:

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять определенным

соотношениям. Из п. 3° уравнения 3.8.3 следует, что допустимый общий вид

правой части дается формулой

f(x) = F{x) + Ax + Б, А = -F'x{b), B=\ [bF'x{b) - F@) - F(b)],
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной).

гЬ

L 0<fe<l-

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = th(Ax) + /3, где /3
— любое.

19. fa\kth(Xx) -t\y(t)dt= /(ж),
./о
Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = kth(Xx).

20. [ \x-kth(Xt)\y(t)dt= f(x).
Jo
Частный случай уравнения 3.8.6 при д(х) = fcth(At).

3.3-4. Ядра уравнений содержат гиперболический котангенс

rb

21. / |с!Ь(Лж) -cth(Xt)\y(t)dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при д{х) = cth(Ax).

22. / \cthk x-cthkt\y(t)dt= f(x), 0 < k < 1.
./o

Частный случай уравнения 3.8.3 при #(ж) = cthfc x.

14*
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3.4. Уравнения, ядра которых содержат логарифмические

функции

3.4-1. Ядра содержат только логарифмические функции

\\n(x/t)\y(t)dt= f(x).
I

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = In ж.

Решение:

Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять определенным

соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

rb

2. / In |sc — t| i/(t) rft = /(as).
Ja

Уравнение Карлемана.
1°. Решение при b — а ф 4:

У(Х) =
1 Г [b V(t-a)(b-t)fj(t)dt

7T2,/(x-a)(b-x) [Ja t-x

№dt

^/(t-a)(b-t).
2°. При 6 — а = 4 для разрешимости уравнения должно выполняться условие

rb

/ f(t)(t-a)-1/2(b-t)-1/2dt = 0.
J a

В этом случае решение имеет вид

1 Г [ь ^(t-a)(b-t)fi(t)dt1 Г fb
у(х) = - /

7T2J(x-a)(b-x) [Jа(ж — а)(Ь — ж) [Jа t — x

где С
—

произвольная постоянная.

® Литература: Ф. Д. Гахов A977, стр. 591, 592).

rb

3. / (In \х - t\ + /3)y(t) dt = f(x).

Положим

В результате получим уравнение вида 3.4.2:

гв

/ In \z - r\ Y{t) dr = g(z), A = aep, В = bep.
Ja

4* /_aa(ln \xA^t\)y(t)dt=f(xh "а^ж^а-

Частный случай уравнения 3.4.3 при 6 = —а. Решение при 0 < а < 2А:

w(x, a) —

2 dx
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Здесь штрих соответствует производной и использованы следующие обозначения:

— 1 л/г(<-\

М@ = In
2А

w(x, £) =
£ / тгу£

- х

(•) Литература: И. Ц. Гохберг, М. Г. Крейн A967, стр. 245).

ж + tга

5. / In
./о ж — t

Решение:

y(t)dt=f(x).

. 2 d Г F{t)dt
У(х) = Y~T~-n-Zi Игр

d Гг sf{s)ds
тг2 cte /T Vt2 - ж2

' {4dtJ0 Vt2 - s2
F(t)

dt Jo

® Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 34).

Ч'Ja In y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = 1пA + Лж).
Решение:

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

rb

7. / |1п^ж -In? t\y(t)dt = /(ж), 0</3<1.

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = 1п^ х.

*■

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = In ж + А, где А
— любое.

3.4-2. Ядра содержат степенные и логарифмические функции

9. Г \к\пA + Лж) -t\y(t)dt = /(ж).

Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = /cln(l + Лж).

10. / |ж — feln(l + Xt)\ y(t) dt = /(ж),
./о
Частный случай уравнения 3.8.6 при д(х) = /cln(l + Xt).

x + t~
11

Г°° 1
. / —In
Jo t

Решение:

ж — t
y(t)dt= /(ж).

х d f°° df(t) 1 -
t2

dt.

(•) Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 34).
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Г
Jo x — t

Правая часть этого уравнения представляет собой итерированное преобразо-
преобразование Стилтьеса.

При некоторых допущениях решение интегрального уравнения можно пред-

представить в виде

у(х) = — lim ( — ) Dnx2nD2nx2nDn f (x), D= .

4тг п—уоо \ п / dx

Для получения приближенного решения в этой формуле вместо предела ограни-

ограничиваются заданием конкретного значения п.

® Литература: И. И. Хиршман, Д. В. Уиддер A958).

rb

13. / 1п\х? -tP\y(t)dt= f(x), /3>0.
Ja
Преобразование

приводит к уравнению Карлемана 3.4.2:

C В =/ \n\z-r\w{r)dr = F{z),
J A

14. / \n\xf3 -t»\y(t)dt= f(x), /3>0, /Lt>0.
Jo
Преобразование

z = xf3, r = t^, w(r) = t1-^iy(t
приводит к уравнению вида 3.4.2:

/ In \z - t\w(t) dr = F(z), F{z) = ^
Jo

3.4-3. Уравнение содержит неизвестную функцию сложного аргумента

Г1
15. / (Alnt+ B)y(xt)dt = f(x).

Jo
Замена £ = xt приводит к уравнению вида 1.9.3 при д(х) = —A In ж:

А\п£- А\пх + В)у(О d£ = xf{x).

3.5. Уравнения, ядра которых содержат

тригонометрические функции

3.5-1. Ядра уравнений содержат косинус

/•оо

1. / cos(xt)y(t) dt = f(x).
Jo

2 f°°
Решение: у(х) = — / cos(xt)f(t) dt.

7Г Jo
Исходное уравнение и выражение для его решения представляют собой прямое

и обратное косинус-преобразования Фурье (в несимметричной форме).

® Литература: Г. Бейтмен, А. Эрдейи (т. 1, 1973), В. А. Диткин, А. П. Прудников
A974, стр. 16).
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2. / |cos(Aa?)
- cos(At)| y(t) dt = f(x).

Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при g(x) = cos(Ax).
Решение:

2A dx [ sin(Ax)
Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять определенным

соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

га

3. / \cos(l3x) -cos (/jit) I у(t)dt= /(ж), /3 > 0, /u, > О.
./о

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = cos(/3x), A = ц/j3.

rb

4. / |cosfe ж — cosfe t| y(t) dt = /(ж), О < к < 1.
./a

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = cosfc x.

Решение:

2/с dx

Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять определенным

соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

„ |cos(Aa;)-cos-(^JFdt=/(a;)' °<fc<1-

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = cos(Ax) + /3, где C
— любое.

3.5-2. Ядра уравнений содержат синус

6. [ sin(xt)y(t) dt = /(ж),
./о

2 f°°
е: у(х) = — sin(xt)f(t) dt.

7Т Jo
Решение:

7Т JO

Исходное уравнение и выражение для его решения представляют собой прямое
и обратное синус-преобразования Фурье (в несимметричной форме).

® Литература: Г. Бейтмен, А. Эрдейи (т. 1, 1973), В. А. Диткин, А. П. Прудников
A974, стр. 16).

rb

7. / sin(A|ju — t\)y(t) dt = /(ж), —оо < а < Ъ < оо.

J a

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

rx rb

/ sin[\(x - t)]y(t) dt + sin[X(t - x)]y(t) dt = f(x). A)
J a J x

Продифференцируем A) дважды по х. Тогда

2Xy(x) - Л2 Г sm[X(x - t)]y(t) dt - Л2 f sin[A(t - x)]y(t) dt = f'Jx(x). B)

Исключая из A) и B) интегральные слагаемые, находим решение

-^ [/£,(*) +А2/(*)]• C)
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[
J a

2°. Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Полагая в A) х = а и х = 6, имеем два следствия:

8m[X(t-a)]y(t)dt = f(a), f sin[AF - t)]y(t) dt = f{b). D)
J a

Подставим в равенства D) решение C). Интегрируя по частям, получим искомые

условия для функции /(ж):

sin[AF - a)]f'x(b) - Acos[AF - a)]f(b) =

sin[AF - a)]fx(a) + Acos[AF - a)]f(a) = -

Общий вид правой части интегрального уравнения дается формулой

j(x) = F{x) + Ax + Б, F)
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция, а

коэффициенты А ж В выражаются через величины F(a), F(b), F^(a), F^(b) и

определяются в результате подстановки формулы F) в условия E).

гЬ

8. / {Asin(A|cc—1\) + В sin(/j,\x —t\)}y(t) dt= /(ж), —oo < a < b < oo.

J a

Раскроем модуль в подынтегральном выражении и продифференцируем урав-
уравнение дважды по ж. В результате получим

2(АА + Bfi)y(x) - / {АХ2 sin(A|x - t|) + Bfi2 sin(M|x - t|) }y(t) dt = f'Jx(x). A)
J a

Исключая отсюда с помощью исходного уравнение интегральное слагаемое с

членом sin(/i|sc — £|), имеем

2(АА + В^)у(х) + А(М2 - А2) / sm(X\x - t\)y(t) dt = fx'x(x) + fi2f(x). B)

При AX + B\i = 0 это уравнение вида 3.5.7, а при АХ + B\i ф 0 это уравнение

вида 4.5.29.

Правая часть f(x) должна удовлетворять определенным соотношениям, кото-

которые получаются подстановкой х = аих = Ьв исходное интегральное уравнение

(аналогичная процедура использовалась в 3.5.7).

гЪ

9. / |sin(A«) — sin(At)| y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = sin(Asc).
Решение:

v J
2A dx [ cos(Ax) J

Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять определенным

соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

10. f\sin(/3x) -sin(/xt)|i/(t)dt= /(ж), /3>0, /Lt>0.

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = sm(/3x), X = fi/C.

11. Г sin3(X\X-t\)у(t)dt= /(ж).
J a

уя формулу sin3 /3 = —-^

rb

/ [-\AsmCX\x - t\) + ^Asin(X\x - t\)]y(t) dt = f(x).
J a

Используя формулу sin3 /3 = —-^ sin 3/3 + -|-sin/3, приходим к уравнению

вида 3.5.8:

rb
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12. / 2^ Afcsin(Afc|aj-t|) \y(t)dt= /(ж), -оо < а < Ь < оо.

1°. Раскроем модуль в одном из слагаемых в подынтегральном выражении:

Ik(x)= I sin(Xk\x-t\)y(t)dt= I* sm[Xk(x-t)]y(t)dt+ [ sin[Xk(t-х)]у(t) dt. A)
Ja Ja Jx

Продифференцируем A) дважды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)
rx rb

Ik = Xk cos[Afc(x - t)]y(t) dt- Xk / cos[Xk(t - x)]y{t) dt,
J a J x

(cy\

I'k' = 2Xky(x) - X\ Г sin[Afc(* - t)]y(t) dt-X2k f sin[Afe(t - x)]y(t) dt.
J a J x

Из сопоставления формул A) и B) получим связь между I'k и Ik:

I'k' = 2Xky(x) - A|lfc, h = hi*)- C)

2°. Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

Е
fc=l

Дифференцируя D) дважды по ж, с учетом равенств C) имеем

Е АЛ = fix). D)
fc=l

<T1y(x)-Y,AkXlIk = f'Jx(x), "i=2^4V E)
fc=l fc=l

Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

п-1

*1У(х) + ]Г Afc(A^ - Al)/fc = f'Jx(x) + Л2/(х). F)
fc=l

Если продифференцировать это равенство дваж:ды по ж, а затем исключить ин-

интеграл In_i из полученного выраж:ения с помощью F), придем к аналогично-

аналогичному равенству, в левой части которого будет стоять линейный дифференциальный

оператор второго порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и

п-2

сумма J^ Вк1к. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования
к=1

последовательно исключать слагаемые /n_2? ^n-3> • • •

> придем в итоге к линейно-

линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянны-

постоянными коэффициентами порядка 2(п — 1).
3°. Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять опреде-

определенным соотношениям. Эти соотношения находятся в результате подстановки зна-

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

дифференцирования. (Эти соотношения можно найти, подставляя значения х = а

и х = b в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

двукратного дифференцирования.)

13

rb

. / |sinfe ж — sinfe t\ y{t) dt = /(ж), О < k < 1.
Jo

Частный случай уравнения 3.8.3 при g(x) = sinfc x.

Решение:

2k dx cos x sinfc 1
;



218 Линейные уравнения первого рода с постоянными пределами интегрирования

Правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетворять определенным

соотношениям. Из п. 3° уравнения 3.8.3 следует, что допустимый общий вид

правой части дается формулой

/(*) = F(x) + Ах + В, A = -Fx(b), В = \[bF'x(b) - F@) - F(b)],
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной).

/Ja 0<fc<l.
sin(Aa3) — si

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = sin(Ax) + /3, где /3
— любое.

15. Г iksin(Xx) - t y(t) dt = /(ж),
./о
Частный случай уравнения 3.8.5 при д(х) = ksin(Xx).

16. Г \x-ksin(Xt)\y(t)dt= f(x).
Jo
Частный случай уравнения 3.8.6 при g(t) = ksin(Xt).

3.5-3. Ядра уравнений содержат тангенс

rb

17. / |tg(Asu) — tg(At) | i/(t) dt = f(x).
Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = tg(Asc).
Решение:

Правая часть интегрального уравнения f(x) долж:на удовлетворять определенным

соотношениям (см. п. 2° уравнения 3.8.3).

18. [ |tg(/3as)-tg(/xt)|i/(t)dt=/(a!), /3 > О, д > О.

Частный случай уравнения 3.8.4 при д(х) = tg(/3x), A = ц/E.

rb

19 /
rb

. / |tgfca!-tgfct|i/(t)dt=/(a!), 0<fe<l.
./о

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = tgfc x.

Решение:

У(х) = -zr-r
cos2 ж ctg1*-1 xfx(x) .

Ik ax I J

Правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовлетворять определенным

соотношениям. Из п. 3° уравнения 3.8.3 следует, что допустимый общий вид

правой части дается формулой

f(x) = F(x) + Ax + Б, А = -F'x(b), B=\ [hF'x(b) - F@) - F(b)\,
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной).

20. [ -— -^_-__-dt=/(aj), 0<fe<l.

Частный случай уравнения 3.8.7 при д(х) = tg(Ax) + /3, где E
— любое.
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21. fa\ktg(\x) -t\y(t)dt= /(ж).
Jo

Частный случай уравнения 3.8.5 при g(x) = ktg(Xx).

22. [a\x-ktg(\t)\y(t)dt= /(ж).
Jo
Частный случай уравнения 3.8.6 при g(t) = /ctg(At).

3.5-4. Ядра уравнений содержат котангенс

rb

23 /
rb

. / |ctg(AaO - ctg(At)| y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = ctg(Ax).

rb

24. / \ctgkx-ctgkt\y(t)dt= /(ж), 0<fc<l.
Ja

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = ctgfc x.

3.5-5. Ядра содержат комбинации тригонометрических функций

/•оо

25. / [cos(xt) + sin(xt)]y(t) dt = /(ж).
J — оо/ — оо

Решение:
1 f°°

у{х) = —- / [cos(xt) + sin(xt)] f{t) dt.
^7f J — oo

Исходное уравнение и выражение для его решения представляют собой прямое и

обратное преобразования Хартли.

® Литература: D. Zwillinger A989).

/•оо

26. / [sin(xt)
— xtcos(xt)]y(t) dt = /(ж).

-'О

Это уравнение можно свести к частному случаю уравнения 3.7.1 при и =
у.

Решение:

2 [°° sin(xt) -ajtcos(ajt)

3.5-6. Уравнения, содержащие неизвестную функцию сложного аргумента

гтг/2
27. / y(£)dt= f(x), £ = xsint.

Уравнение Шлёмилъха.

Решение:

Jo
^

(•) Литература: Э. Уиттекер, Дж. Ватсон A963, стр. 323), Ф. Д. Гахов A977,
стр. 602).
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/•т/2
28. / y{$)dt= /(ж), £

Jo

Обобщенное уравнение Шлёмильха.

Частный случай уравнения 3.5.30 при Л = 0, т = 0.

Решение:

у(х) = ж~^~ \хТ I sintf(£)dt ,

тг dx [ Jo J

утг/2
29 . Г sinA ty(i)dt= /(ж),

^0

Частный случай уравнения 3.5.30 при m = 0.

Решение:

гтг/2
30. / sinA t cosm t y(i) dt= /(ж), £ :

1°. Пусть Л>— 1, m > — 1, /с > 0. Преобразование

A A-i

приводит к уравнению вида 1.1.43:

Г* m—l

Jo

2°. Решение при —1 < m < 1:

тг L 2 J dx Jo

где ^ = x sinfc t.

3.5-7. Сингулярное уравнение

31. /
"

ctg(^-^)y(t) dt = /(ж), 0 < ж < 2тг.
Jo V 2 /

Здесь интеграл понимается в смысле главного значения по Коши, а правая

удовлетворяет условию / f(t)dt = O.
Jo

часть

Решение:

г2тг

где С
—

произвольная постоянная, причем / y(t) dt = 2тгС
Jo

Исходное уравнение и выраж:ение для его решения представляют собой прямое
и обратное преобразования Гильберта (в несимметричной форме).

® Литература: Ф. Д. Гахов A977).
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3.6. Уравнения, ядра которых содержат комбинации

элементарных функций

3.6-1. Ядра содержат гиперболические и логарифмические функции

гЪ

1. / 1п|сЬ(Лж) -ch(\t)\y(t)dt = /(ж).
Jа
Частный случай уравнения 3.8.9 при д(х) = сЬ(Лж).

2. / ln\sh(Xx) -sh(Xt)\ у(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 3.8.9 при д(х) = sh(Asc).

3-

Решение при 0 < а < А:

1 Г d fa

2M'(a) [ da J-a

2 dx J\x
где штрих обозначает производную по соответствующему аргументу и

=и

® Литература: И. Ц. Гохберг, М. Г. Крейн A967, стр. 245).

4. / ln|th(A«) -th(\t)\y(t)dt = /(ж).

Частный случай уравнения 3.8.9 при д(х) = th(Ax).

5. /a ln[cth(-^|as-t|)] y{t)dt= /(ж), -а^ж^а.
—а

Решение:

2 йж J\x\ M

где штрих обозначает производную по соответствующему аргументу и

^Р_1/2(СПСM Q-i/2(cnC)
— функции Лежандра первого и второго рода.

® Литература: И. Ц. Гохберг, М. Г. Крейн A967, стр. 245).
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3.6-2. Ядра содержат логарифмические и тригонометрические функции

rb

6. / 1п|соз(Лж) — cos(At)| y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 3.8.9 при д(х) = cos(Ax).

fb
7. / 1п|зт(Аж) — sin(At)| y(t) dt = /(ж).

Ja
Частный случай уравнения 3.8.9 при д(х) = sin(Ax).

8. Г ln[ ^[jA) }y(t)dt=f(X), -а^ж^а.
У_а [ 2sin(-|-|a5 —t\) J
Решение при 0 < а < А:

w(x, а) —

2 dx J M'@ [i
V ; У>

где штрих обозначает производную по соответствующему аргументу и

= [ln( cos(jg)M(Q

(•) Литература: И. Ц. Гохберг, М. Г. Крейн A967, стр. 245).

3.7. Уравнения, ядра которых содержат специальные

функции

3.7-1. Ядра содержат функции Бесселя

[ tJv(xt)y(t)dt= /(ж), v>-\.
o

Здесь Jv
— функция Бесселя первого рода.

Решение:
/•оо

у{х) = / tJu(xt)f(t)dt.
Jo

Исходное уравнение и выражение для его решения представляют собой прямое
и обратное преобразования Ханкеля.

® Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 77).

гЪ

2. /Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при д{х) = Ju(\x), где Jv —функция Бесселя

первого рода.
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. / \Y»(\x) -Yt/(Xt)\y(t)dt = f(x).

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = Yu(Xx), где Yu — функция Бесселя

второго рода.

3.7-2. Ядра содержат модифицированные функции Бесселя

гЬ

4. / |1„(АаО -It/(Xt)\y(t)dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = 1и(Хх), где 1и — модифицирован-
модифицированная функция Бесселя первого рода.

. / \К„(Хв) -K1/(Xt)\y(t)dt = /(ж).
Ja
Частный случай уравнения 3.8.3 при д(х) = Ки(Хх), где Kv — модифициро-

модифицированная функция Бесселя второго рода (функция Макдональда).

/•оо

6. / VztKu(zt)y(t)dt= f(z).
Jo
Здесь Ки — модифицированная функция Бесселя второго рода (функция

Макдональда).
Левая часть этого уравнения с точностью до постоянного множителя являет-

является преобразованием Мейера функции y(t) (переменная z рассматривается в ком-

комплексной плоскости).
Решение:

-| рс-\-гоо

Ш Jc-ioc
Для конкретных функций f(z) для вычисления интеграла можно использовать

таблицы интегральных преобразований Мейера.

® Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 479).

7. [°° K0(\x-t\)y(t)dt= f(x).
J — оо

Здесь Ко
— модифицированная функция Бесселя второго рода.

Решение:

у(х) = _ __1 / K0(\x-t\)f(t)dt.тг2 V dx2 ' '

® Литература: D. Zwillinger A989).

3.7-3. Другие ядра

Jo \x + t J x + t
JK }8.

Jo

f1 dt
Здесь K(z) = / —

=■
— полный эллиптический интеграл

Jo
/л ' w"

первого рода.

Решение:

УКХ)
тг2 dx Jx VW^^

'
-
v"

dt Jo VW^^

® Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 35).
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- Jo IT' ^^' м>
(^ + *2

Здесь 0 < а ^ оо, 0 < C < \i < /3+1, F(a, 6, с; г) — гипергеометрическая функция.
Решение:

v(x) =
^'2 d Г

УУ '
Г{1 +/3 - ц) dx Jx

_

2 r(/?)sin[(/?-Афт] lag d /•* s2»'-1/(s)ds
91 j "

тгГ(м) Л
Если а = оо и функция /(ж) дифференцируема, то решение можно представить

также в следующем виде:

где А = ЕШИ2»
~ & 8in№ ~^

(•) Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 34).

3.8. Уравнения, ядра которых содержат произвольные

функции

3.8-1. Уравнения с вырожденным ядром

гЪ

/Jа
Это интегральное уравнение имеет решения только тогда, когда его правая

часть представима в виде

/(ж) = А1д1(х) + А2д2(х), Ах — const, А2 — const. A)
В этом случае любая функция у = у(ж), удовлетворяющая условиям типа норми-

нормировки

^1(t)y(t)dt = A1, / ^2(t)y(t)dt = A2, B)
J a

будет решением интегрального уравнения.
Если правая часть уравнения имеет вид, отличный от A), то интегральное

уравнение не имеет решений.

rb n 1

2. / ]Г gk(x)hk(t)\y(t)dt=f(x).
Это интегральное уравнение имеет решения только тогда, когда его правая

часть представима в виде
п

/W = Е Ак9к{х), A)
к=о

где Ак — некоторые постоянные. В этом случае любая функция у = у(ж),
удовлетворяющая условиям типа нормировки

ГЬ

hk(t)y(t) dt = Ак (к = 1,...,п), B)

будет решением интегрального уравнения.
Если правая часть уравнения имеет вид, отличный от A), то интегральное

уравнение не имеет решений.
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3.8-2. Уравнения, содержащие знак модуля

3. [ \g(x) -g(t)\y(t)dt=f(x).
Jа

Пусть а^ж^б, а ^ £ ^ 6; в пп. 1° и 2° считаем, что 0 < дх(х) < сю.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г [д(х) - g{t)} y{t) dt+ I [g(t) - g(x)] y(t) dt = f(x). (l)
J a J x

Дифференцируя A) по ж, имеем

g'x(*) Г V(t) dt - g'x{x) [ y(t) dt = fx(x). B)
J a J x

Поделим обе части B) на дх(х) и продифференцируем полученное выражение. В
итоге находим решение

у{х)-1±\1Ж\ C)V{X}- 2 dx[g'x(x)\- C)

2°. Покаж:ем, что правая часть интегрального уравнения /(ж) должна удовле-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая вA)ж = аиж = 6, имеем два

следствия:

/ [g(t)-g(a)]y(t)dt = f(a), f [g(b) - g(t)]y(t) dt = f(b). D)

Подставим в равенства D) функцию у(ж) из C). После интегрирования по частям

получим искомые условия для функции /(ж):

9х(а)

Отметим полезное следствие этих условий: fx(b)gx(a) + fx(a)gx(b) = 0.

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части рассмат-

рассматриваемого интегрального уравнения

/(ж) = F{x) + Ax + B, F)

где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной), а коэффициенты А л В вычисляются по

формулам

Л= 9'МК(Ъ) + g'x(b)Fx(a)

9'М + 9'Х{Ь)

В = _| Л(а + Ъ) - \ [F(a) + F(b)} -

g(&) "^ [A + F^(a)}.

3°. Если вблизи границы области интегрирования для ж —► а функцию д(х) мож:но

представить в виде д(х) = О(х— а)к при 0 < к < 1 (т. е. производная дх неограничена

при ж—»а), то решение интегрального уравнения такж:е описывается формулой C).
При этом правая часть интегрального уравнения должна удовлетворять условиям

Да)+/F) = 0, /£(Ь)=0. G)
Общий вид правой части интегрального уравнения, как и ранее, определяется

выражением F), где коэффициенты А и В вычисляются по формулам

А = -Fx(b), В = \ [{а + b)Fx(b) - F(a) - F(b)].

15 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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4°. При дх(а) = 0 правая часть интегрального уравнения должна удовлетворять

условиям

/» = 0, [д(Ь) - g(a)]fx(b) = [/(о) + /(Ь)К(Ь).
Общий вид правой части интегрального уравнения, как и ранее, определяется

выражением F), где коэффициенты А л В вычисляются по формулам

А = -F'x(a), В = \ [(а + b)Fx(a) - F(a) - F(b)} + ^'^ [К(Ь) - Fj(o)].

4. fa\g(x)-g(\t)\y(t)dt= f(x), A > 0.
Jo

Считаем, что 0 ^ ж ^ a, 0 ^ t ^ a; 0 < gx(x) < oo.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г [д(х) - g(Xt)] y(t) dt + Г [g(Xt) - д(х)] y(t) dt = /(ж). A)
Jo Jx/X

Дифференцируя A) по ж, имеем

д'х{х) Г y(t) dt - д'х{х) Г y(t) dt = f'x(x). B)
Jo Jx/X

Поделим обе части B) на дх(х) и продифференцируем полученное выраж:ение.
Имеем у(х/Х) = -^- А[/^,(ж)/^^,(ж)] ^.

Заменяя здесь ж на Аж, находим решение

z = Аж. C)

2°. Покаж:ем, что правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетво-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая в A) и B) х = 0, имеем два следствия:

fa[g(\t)-g(O)}y(t)dt = f(O), дх@) Г y(t)dt =-f'x@). D)
Jo Jo

Подставим в равенства D) функцию у(х) из C). После интегрирования по частям

получим искомые условия для функции /(ж):

f'x(O)g'x(\a) + &(\а)д'х(О) = О,

b(AaM@)]4^4
дх{ла)

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части рассмат-

рассматриваемого интегрального уравнения

f(x) = F(x) + Ax + B, F)
где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной), а коэффициенты А и В вычисляются по

формулам

g'x(O)F^\a) + g'x(Xa)Fx(O)

д'х@) + д'х(\а)

В = -\АаХ - \ НО) + F(Aa)] - ^'^ [Л + КШ ■

3°. Если вблизи границы области интегрирования для х —► 0 функцию д(х) можно

представить в виде д(х) = О(хк) при 0 < к < 1 (т. е. производная дх неограничена

при ж^О), то решение интегрального уравнения также описывается формулой C).
При этом правая часть интегрального уравнения должна удовлетворять условиям

ДО) + ДАа) = 0, /£(Аа) = О. G)
Общий вид правой части интегрального уравнения, как и ранее, определяется

выражением F), где коэффициенты А и В вычисляются по формулам

А = -Fx(Xa), В = \ [aAi^(Aa) - F@) - F(Xa)].
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5. Г\д(х) -t\y(t)dt= f(x).
Jo

Считаем, что О^ж^а, O^t^a; g@) = 0, 0 < дх(х) < сю.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г [g{x)-t]y{t)dt+ ( [t - g(x)]y(t) dt = /(ж). A)
Jo Jg(x)

Дифференцируя A) по ж, имеем

gx(x) f9
X

y(t) dt - g'x{x) Г y{t) dt = fx(x). B)
./o Jg(x)

Поделим обе части B) на дх(х) и продифференцируем полученное выражение.
Имеем 2дх(х)у(уд(х)) = [/^(ж)/д^(ж)] . Отсюда находим решение

z = g-\x), C)

где д~^ —обратная функция к д.

2°. Покажем, что правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетво-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая в A) и B) х = 0, имеем два следствия:

gfx@) fa
-'о

D)

Подставим в равенства D) функцию у(х) из C). После интегрирования по частям

получим искомые условия для функции /(ж):

Ю + />аШ0) =0, ха= д-^а);

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части рассмат-

рассматриваемого интегрального уравнения

f(x) = F(x) + Ax + B, F)

где F(x) — произвольная ограниченная дважды дифференцируемая функция (с
ограниченной первой производной), а коэффициенты А и В вычисляются по

формулам

А_

В = -\Аха - 1 [F@) + F(xJ] - j^ [A + ^@)].

3°. Если вблизи границы области интегрирования для х —>■ 0 функцию д(х) мож:но

представить в виде д(х) = О(хк) при 0 < к < 1 (т. е. производная дх неограничена

при х—>0), то решение интегрального уравнения также описывается формулой C).
При этом правая часть интегрального уравнения должна удовлетворять условиям

Общий вид правой части интегрального уравнения, как и ранее, определяется

выражением F), где коэффициенты А и В вычисляются по формулам

А = -F'x(xa), B=\ [xaFx(xa) - F@) - F(xa)].

15*
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6. fa\X-g(t)\y(t)dt= f(X).
Jo
Считаем, что О^ж^а, O^t^a; д@) = 0, 0 < дх(х) < сю.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Г
Х

[я - 9(t)] y(t) dt + Г [g(t) - х] y(t) dt = /(ж), A)
JO Jg-X{x)

где g~x —обратная функция к д. Дифференцируя A) по ж, имеем

Г
Х

V(t)dt- Г y(t)dt = fx(x). B)
Jo Jg~1{x)

Дифференцируя полученное выражение, имеем 2у(д~1(х)) = g/x(x)f/jx(x). Отсюда
находим решение

y(x) = ±g'z(z)fz'z(z), z = g(x). C)
2°. Покажем, что правая часть интегрального уравнения f(x) должна удовлетво-

удовлетворять определенным соотношениям. Полагая в A) и B) х = 0, имеем два следствия:

Г g(t)y(t) dt = /@), Г y(t) dt = -/i@).
Jo Jo

D)

Подставим в равенства D) функцию у(х) из C). После интегрирования по частям

получим искомые условия для функции f(x):
^Ы = №)+/Ы, /£@) + /£(яа) = 0, ха=д(а). E)

Условия E) позволяют найти допустимый общий вид правой части рассмат-

рассматриваемого интегрального уравнения:

f(x) = F{x) + Ax + Б,

А = ~\ К@) + ^Ы] >
£ =

Т KKW ~ F(Xa)
где F(x) — произвольная ограниченная дваж:ды дифференцируемая функция

(с ограниченной первой производной).

\g(x)-
Пусть д'х ф 0. Преобразование

z = д(х), т = g(t), w(t) = —T7—
9t\l)

приводит к уравнению вида 3.1.30:

B
w(t)

= g{a), В = д(Ь),
\z-t\"--^~"

где функция F = F(z) получается путем исключения ж из равенств z = д(х),
F = f(x).

dt = /(ж), О < к < 1.

Пусть 0@) = 0, 0A) = 1,д'х> 0; /г@) = 0, /гA) = 1, h't > 0.

Преобразование

г = д(х), г = h(i), w(t) = y(t)

приводит к уравнению вида 3.1.29:

rl w(t)
1 -dr = F(z),

где функция F = F(z) получается путем исключения х из равенств z = д(х),
F = f(x).
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9. [ y(t)\n\g(x) -g(t)\dt= f(x).
J a

Пусть g'x ф 0. Преобразование

z = д(х), г = g(t), w{t) = -y
9 i9tit)

приводит к уравнению Карлемана 3.4.2:

гВ

/ \n\z-r\w(r)dr = F(z), А = д(а), В = g(b),
JА

где функция F = F(z) получается путем исключения х из равенств z = д(х),
F = f(x).

10. Г y(t)\n\g(X) -h(t)\dt= f(x).
Jo

Пусть 0@) = 0, 0A) = 1,д'х> 0; /г@) = 0, /гA) = 1, h't > 0.

Преобразование

z = д(х), т = h(t), w(t) = -rn{t)
nKit)

*v'

приводит к уравнению вида 3.4.2:

rl

\n\z-r\w(r)dr = F(z),

где функция F = F(z) получается путем исключения х из равенств z = д(х),
F = f(x).

3.8-3. Уравнения с разностным ядром: K(x,t) = К(х — t)

11. I K(x-t)y(t)dt= Axn, n= 0,1,2,...
J — оо

1°. Решение при п = 0:

У(я) = 4' В= Г K(x)dx-
& J -оо

2°. Решение при п = 1:

А АС Г°° Г°°
у(х) = —-х+——, В= K(x)dx, C= хК(х).

В & J — oo J — oo

3°. Решение при п ^ 2:

12. /°° K{x-t)y{t)dt= AeXx.
J — оо

f K(x)e~Xx dx.
J -оо

I — ОО

Решение:

= —еЛж, В =
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13. { K(x-t)y(t)dt= АжггеЛж, г* =1,2,...
i-oo

1°. Решение при п = 1:

у(х) -
в

хе +
в2

,

В
I — оо

2°. Решение при п ^ 2

Г ОС Г ОС

= / K(x)e~Xxdx, C= xK(x)e~Xxdx.
J — оо J —ос

/•оо

14. / КГ(ж —t)y(t) dt = Acos(Xx) + Bsin(Xx).
J — оо/ — оо

Решение:

У(х) = AITc
+ iIs cos(Ax) + BITc2^Is sin(Ax),

/"OO /"OO

/c = / K(z) cos(A^) d^, /s = / K(z) sin(A^) d^.
J — oo J — oo

15. /°° K(x-t)y(t)dt= f(x).
J — oo

Для решения этого уравнения используют преобразование Фурье.

1°. Решение:

2тт J_oo X(w)
1 />ОО 1 ГОО

/Ы = -= / 1{х)е~гих dx, К(и) = —= \ К(х)е~гих dx.

Справедливо утверждение. Пусть f(x) £ L2(—оо, оо), К(х) £ Ь1(—оо, оо). Тогда для

того чтобы существовало решение интегрального уравнения у(х) £ L2(—оо,оо),
необходимо и достаточно, чтобы f(u)/K(u) £ L2(—оо,оо).
2°. Пусть функция P(s), определенная равенством

является полиномом степени п с вещественными корнями вида

Тогда решение интегрального уравнения дается формулой

у(х) = P(D)f(x), D= -£-.
® Литература: И. И. Хиршман, Д. В. Уиддер A958), В. А. Диткин, А. П. Пруд-
Прудников A974, стр. 27).

16. [ K(x-t)y(t)dt= /(ж).
./о
Уравнение Винера-Хопфа первого рода. Об этом уравнении см. в книге

Ф. Д. Гахова, Ю. И. Черского A978).
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3.8-4. Другие уравнения вида /^ K(x,t)y(t) dt = F(x)

— oo

Решение:

( \ B K()( z) dz.

17. f°° K{ax - t)y{t) dt = AeXx.
J — oo

Решение:

y(x) = — exp(—x\ B=
В V a / J-

18. I K(ax-t)y(t)dt= f(x).
J — oo

Замена z = ax приводит к уравнению вида 3.8.15:

Г K{z-t)y{t)dt = f{z/a).
J-oo

19 f°°
Решение:

. f°° K(ax + t)y(t) dt = AeXx.
J— oo

:

y(x) = —expf ж), B= K(z)exp( z) dz.
В V a / J-oo V a /

/•oo

20 /
J oo

гоо

I K(ax -\- t)y(t) dt = f{x).
J — oo

Преобразование т = —t, z = ax, y(t) = Y(r) приводит к уравнению вида 3.8.15:

Г K(z-r)Y(r)dt = f(z/a).
J — oo

21.
J — oo

Решение:

Л Л

1. /°° [еРгК(ах + t) + е^М(ах - t)]y(t) dt = AeXx.
J — oo

7т(рOт(д) а а

где
r oo /-oo

Ik(q)= K(z)e^+q^zdz, Im(q)= M(z)e~^+^z dz.
./-oo •/ — oo

22. /" g(xt)y(t)dt= f(x).
Jo
Положим

В результате получим интегральное уравнение с разностным ядром вида 3.8.15:
гоо

/ G(z - t)w(t) dr = F(z).
J —oo

23. Г g(y^)y{t)dt=f{X).
Положим

В результате получим интегральное уравнение с разностным ядром вида 3.8.15:
гоо

/ G{z - t)w{t) dr = F{z).
J —oo
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24. [ g(xf3tx)y(t)dt = /(ж), /3>0, Л > О.
./о

Положим

x = ezW, t = e~^x, y(t)=e^xw(r), g(£) = G(ln£), /(£) = -^F(/31n£).
В результате получим интегральное уравнение с разностным ядром вида 3.8.15:

[°° G(z - t)w(t) dr = F(z).
J -oo

25. f°° g(?—\y(t)dt= f(x), /3>0, Л>0.
Jo V £ /

Положим

В результате получим интегральное уравнение с разностным ядром вида 3.8.15:

гоо

/ G(z - t)w(t) dr = F(z).
i-oo

3.8-5. Уравнения вида ja K(x,t)y(' • •) dt = F(x)

rb

26. / f(t)y(xt)dt = Ax + B.
Ja

Решение: lution

B f

Решение:

А В fb fb
y{x) = —ж + —, Io= f{t) dt, I1= tf{t) dt.

-*
1 -*0 J оь J a

rb

27. / f{t)y{xt) dt = Ax13.
Ja

rb

28. / f(t)y(xt)dt= A In x + B.
Ja

Решение:

y(x) = pin ж + q,

где коэффициенты р и. q вычисляются по формулам

А В AIj fb fb
Р=—, Q=- т^, Io= №dt, It= f(t)\ntdt.

I0 I0 I0 Ja Ja

rb

29. / f(t)y(xt) dt = Ax13 In x.
Ja

Решение:

y(x) = par In x + qx@,
где коэффициенты р и q вычисляются по формулам

А
р= —•> я. =

--
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rb

30. / f(t)y(xt)dt= A cos(\nx).
Jа
Решение:

Ah „ , .
AL

Ь

/с = / /(t)cos(lnt)dt, /s = /
rb

: / /(t)cos(hl t)dt,
J a

rb

31. / f(t)y(xt)dt= Asin(\nx).
J a

Решение:

AT
, Ah

t/y^J
—

Г2 _i Г2 V1±±1Л// i

Г2 _i Г2 V '-'-'-M)i

с ""•" s с "т" Js

/c = / /(t) cos(ln t) dt, I8= f(t) sin(ln t) dt.
./a ^a

/•b

32. / f(t)у(xt) dt= Ax@ cos(\nx)-\-Bx@ sin(\nx).
J a

Решение:

2/(ж) = px@ cos(ln x) + дж^ sin(ln ж),
где коэффициенты р и q вычисляются по формулам

AT Df AT I P Г

/2 + /2
' Ч

/2 + /2

rb
t, / =w

/•b

33. / f(t)y(x-t)dt = Ax + B.
J a

Решение:

2/(ж) = рж + q,

где коэффициенты р и. q вычисляются по формулам

A AI В fb fb
Р=—, Я=-?г +

-г> I0= f(t)dt, h= tf(t)dt.

34. f f(t)y(x-t)dt=AeXx.
Ja

Решение:
A fb

y(x) = —eXx, В = / f(i) exp(-At) dt.
В Ja

rb

35. / f(t)y(x-t)dt = Acos(Xx).
Ja

Решение:

AL
. ^ ч .

AL

T2
Ic

/c =
/•b /-b

c
= / f(t) cos(Xt) dt, Is= f(f) sin(At) dt.

•/ a «/a
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rb

36. / f(t)y(x-t)dt = Asin(Xx).
Ja
Решение:

AI AI
^ i(A) +

Ic= f f{t) cos(At) dt, /s = / /(t) sin(At) dt.

rb

37. / f(t)y(x-t)dt= e»x(Asin\x + BcosXx).
Ja
Решение:

у(ж) = емж (р sin Аж + q cos Аж),
где коэффициенты р и q вычисляются по формулам

/c2 +JS2
' *

/с2 +JS2
'

/•Ь /-b

/c = / /(t)e~Mt cos(At) dt, /s = / /(t)e~Mt sin(At) dt.

38. / f(t)y(x-t)dt = g(x).
J a

n

1°. Для правой части д(ж) = XI ^fcехр(А^ж) решение уравнения имеет вид
fc=i

п
^

fc=l
fc

n

2°. Для полиномиальной правой части уравнения д(х) = XI Акхк решение имеет
к=о

вид
п

у(х) = ^^ ^/еЖ '

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = еЛж XI Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

y(x)=eXxJTBkxk,
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = J2 ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = XI Ак sin(Afca?) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.
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п

6°. Для правой части g(x) = cos(Ax) ^2 Akxk решение уравнения имеет вид
fc=o

п п

у(х) = c ^2
k

^
k

k=0 k=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

7°. Для правой части д(х) = sin(Ax) Yl Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

п п

к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

8°. Для правой части д(х) = е^х J2 ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

yyXJ
— о 7 к ^Uo^AiuX^ ~\~ С / к \ к ) ">

к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

9°. Для правой части д{х) = е^х Yl ^ks^n(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = е^х ^2 Вк cos(Afcx) + е^х ^ Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

10°.Для правой части д(х) = cos(Ax) Yl Ak exp(/ifcx) решение уравнения имеет
к=1

ВИД
п п

к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

11°.Для правой части д(х) = sin(Ax) J^ Ak ехр(//^ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

У\Х) = cos(Aic) У Вк ехр(//^ж) -|- sin(Aic) У Ск ехр(//^ж),
к=1 к=1

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

39.

Решение:

у(х) =

где коэффициенты р л q вычисляются по формулам

А В А1Л* rb rb
Р= —, 10= [ f(t) dt, I1= f tf(t) dt.
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гЪ

40. / f(t)y(x + /3t) dt = АеХх.
Ja
Решение:

у(х) = 4еЛж, В = f f(t) exp(A/%) dt.

rb

41. / f(t)y(x + /3t)dt = Asin\x + В cos Xx.
Ja

Решение:

y(x) = p sin Xx + q cos Лж,

где коэффициенты р и q вычисляются по формулам

AIC + BIS BIC - AIS

/c = / f(t) cos(X/3t) dt, Is= /(*) sin(A/3t) dt.
•/ a ^ a

42. / y(i)dt=f(x), £ = g(x)t.
Jo
Считаем, что д@) = 0, g(l) = 1, g'x ^ 0.

/•i1°. Замена z = й'(ж) приводит к уравнению вида 3.1.41: / y(zt) dt = F(z), где

функция F(z) находится путем исключения х из равенств z = g(x), F = /(ж).
2°. Решение у = у(^), записанное в параметрическом виде:

wW = -7TT/i(*)+ /(*). « = SW.

43. / txy(i)dt= /(Ж), € = flf(sB)t.

Считаем, что ^@) = 0, ^A) = 1, ^ ^ 0.
/•1

1°. Замена z = й'(ж) приводит к уравнению вида 3.1.42: / t^y(zt) dt = F(z), где
Jo

функция F(z) находится путем исключения х из равенств z = g(x), F = /(ж).
2°. Решение у = y(z), записанное в параметрическом виде:

y{z) = ^j±-fx{x) + (\+l)f(x), z = g(x).

44. / f(t)y(£)dt=
Ja

Решение:

у(х) = j^xP, B = Jf(t)[v(t)fdt. A)

45. / f{t)y{$)dt =
Ja

1°. Для правой части д(х) = j^ Akxk решение уравнения имеет вид
к=0

п д_

к=0 Вк
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п

2°. Для правой части д(х) = Y2 Akx k
решение уравнения имеет вид

fc=o

v(x) = Е 4^жЛ"' вк= [ /(*)[<*>(*)]Afc d*-
fc=O Bk Ja

n

3°. Для правой части уравнения д{х) = In ж Е Akxk решение имеет вид
fc=o

y(x)=lnx E ^fc^+ E Ckxk,
k=0 k=0

где постоянные Bk и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = ^ Afc(lnx)fc решение уравнения имеет вид
fc=o

2/W= E ^(In^)",
fc=o

где постоянные 5fc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = J2 Ak cos(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
fc=i

fc=i fc=i

где постоянные 5fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части д(х) = ^ Afc sin(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = Yl Bk cos(Afc In ж) + Yl Cksm(Xk\nx),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

гЪгЪ

46. /J a
п

1°. Для правой части д(х) = ^ ^fc ехР(^/еж) решение уравнения имеет вид
к=1

У{*)= Е ^
fc=l Bk

n

2°. Для полиномиальной правой части уравнения д(х) = ^ Акхк решение имеет

к=0
вид

уМ = Е вкх\
к=0

где постоянные 5fc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = еЛж j^ Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

у(х)=еХх Е Вкхк,
к=о

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.
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п

4°. Для правой части д(х) = Е ^-kC0S(Xkx) решение уравнения имеет вид
fc=i

у(х)= Е Bkcos(\kx)+ Е Cksin(Xkx),
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = Е Ак sin(Afcx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х)= е Bkcos(xkx)+ Е cksin(xkx)i
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части д(х) = cos(Ax) Е Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

у(х) =cos(Ax) X; JBfcxfc+sin(Ax) J] Cfc^^'
fc=o fc=o

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

7°. Для правой части д{х) = sin(Ax) Yl Akx решение уравнения имеет вид
к=0

у(х) =cos(Ax) f; Bkxk +sm(\x) f) Cfcxfc,
fc=o fc=o

где постоянные Б^ и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

8°. Для правой части д(х) = е^ж J^ Akcos(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=1

fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

9°. Для правой части д(х) = е^ж J2 Aksin(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=1

fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

10°.Для правой части д(х) = cos(Ax) E ^fc ехР(М/еж) решение уравнения имеет
к=1

ВИД
п п

y(x)=cos(\x) E 5fcexp(/ifcx) + sin(Ax) E Cfc ехРО/сж)>
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

11°.Для правой части д(х) = sin(Ax) E Ak exp(/xfca;) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = cos(Xx) E Bk exp(/ifcx) + sin(Ax) E Cfc ехР(М/еж)'
fc=i fc=i

где постоянные f?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.



4. Линейные уравнения второго рода
с постоянными пределами

интегрирования

► Обозначения: f = f(x), g = д(х), h = h(x), v = v(x), w = w(x), К = K(x) —

произвольные функции А, В, С, D, E, a, b, c, I, a, C, 7, 5, X, \i, v — свободные

параметры; п
—

целое неотрицательное число; г — мнимая единица.

► Предварительные замечания. Число Л называется характеристическим

значением или характеристическим числом интегрального уравнения

fb
у(х)-Х / K(x,t)y(t)dt = f(x),

Jа

если существуют нетривиальные решения соответствующего однородного уравне-

уравнения (/(ж) = 0). Сами же эти нетривиальные решения называются собственными

функциями интегрального уравнения, соответствующими характеристическому
значению Л. Если Л есть характеристическое значение, то число 1/Л называет-

называется собственным значением или собственным числом интегрального уравнения.

Правильным значением параметра Л называется такое его значение, при кото-

котором упомянутое однородное уравнение имеет только тривиальное решение. Ино-

Иногда характеристические значения и собственные функции интегрального урав-
уравнения Фредгольма называют характеристическими значениями и собственными

функциями ядра K(x,t). В приведенном выше уравнении обычно считается, что

а < х < Ъ.

4.1. Уравнения, ядра которых содержат степенные

функции

4.1-1. Ядра уравнений линейны по аргументам ж, t

rb

l.y(x)-\ (x-t)y(t)dt= f(x).
J a

Решение (при любом действительном Л):

y{x) = f{x) + \{A1x + A2),

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

_

12/1+6Л(/1А2-2/2А1)
_

-12/2+2ЛC/2А2-2/1А3)
1
~

А2 А? + 12
' 2

~

А2 А? + 12

Л = / f(x) dx, /2 = ( xf(x) dx, An = bn-an.

rb

2.y(x)-\ (x + t)y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

6F + a) + 4^3(a2 + ab + 62)
_

6F + a) - 4^3(a2 + ab + 62)
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1°. Решение при Л ф Л12:

у(х) = /(х) + Л(А1х + А2),
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

_

12/1-6Л(/1А2-2/2А1)
_

12/2-2ЛC/2А2-2/1А3)
1

12 - 12ЛА2 - А2Д?
2

12 - 12ЛА2 - Л2Д|

/х = / /(*) dx, }2= I х}{х) dx, An = bn-an.
J a J a

2°. Решение при Л = Л: ф Л2 и Д = /2 = 0:

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
1 6 + а

3°. Решение при Л = Л2 т^ А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Л]^ и ^!(ж) соответственно на Л2 и у2(х).
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

гЬ

З.у(х)-Х (Ax + Bt)y(t)dt=f(x).
Ja

Характеристические значения уравнения:

3(А + В)(Ь + а) ± ^9(А - БJF + аJ + 48АВ(а2 + аб + б2)
х'2

~

АВ(а - 6K
1°. Решение при Л ^ А12:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

=
12АД - 6АДЛ(ДА2 - 2f2A±)

=
12Вf2 - 2АБЛC/2А2 - 2ДА3)

1

126(А + Б)ЛА АБЛ2А|
' 2

12 - 6(А + Б)ЛА2 -

Л = / /(ж) ^, /2 = / xf(x) dx, An = bn-an.
J a J a

2°. Решение при Л = Л: ф Л2 и Д = /2 = 0:

у(х) = /(х) + Су1(х),
где С — произвольная постоянная, a Vi(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^

УЛХ) Х+
XlA(b-a) Г

3°. Решение при Л = Л2 ф Л1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и ^! (ж) соответственно на Л2 и у2(ж).
4

4°. Решение при Л = Л1?2 = А, и Д = /2 = 0, где Л,, = —

у/± -\- ±3jyo a )
двукратное характеристическое значение:

у{х) =

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая Л^:
.. ,^__ (А-В)(Ь + а)
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гЪ

4.у(х)-Х [A+B(x-t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = 1.

Решение:

у(х) = f(x) + А(А1 + А2х),

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.8.

гЪ

5. у(х) — X (Ах +Bt+C)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.7 при д(х) = ж, h(t) = 1.

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.7.

\x-t\y(t)dt= f(x).

Частный случай уравнения 4.9.36 при g(t) = A.

1°. Функция у = у(х) удовлетворяет линейному неоднородному обыкновенному

дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами

/»*(*)• A)

Граничные условия для уравнения A) имеют следующий вид (см. 4.9.36):

у(а) + у{Ь) + F - а)у'х(а) = Да) + f(b) + (b - a)f'x(a).
B)

Уравнение A) вместе с граничными условиями B) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения.

2°. При А < 0 общее решение уравнения A) дается формулой

у{х) = Сх ch(bO + C2 sh(bO + f{x) + к Г s\v[k{x - t)]f{t) dt, к = л/^2А, C)
J a

где С1? С2—произвольные постоянные.

При А > 0 общее решение уравнения A) дается формулой

у(х) = Сх cos(kx) + C2 sin(kx) + /(ж) -к Г sin[k(x - t)]f(t) dt, к = V2A. D)
J a

Условия B) позволяют найти постоянные интегрирования С1? С2 в решени-

решениях C) и D).

3°. В частном случае а = О, А > 0 решение интегрального уравнения определяется
по формуле D), где

/„A + cos А) — /_(Л + sin A) /_ sin А + /_A + cos А)
1
~

2 + 2 cos A + A sin A
' 2

~

2 + 2 cos A + A sin A
'

у fb fb
k = V2A, X = bk, Is= 8in[k(b-t)]f(t)dt, Ic= cos[k(b-t)]f(t)dt.

Jo Jo

16 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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4.1-2. Ядра уравнений квадратичны по аргументам ж, t

rb

7. y(x)-X (ж2 + t2)y(t)dt = /(ж).
J a

Характеристические значения уравнения:

Al = /
; A2 =

^F3 - a3) + ^/}F5 - a5)F - a) \{№ - a3) - ^/}F5 - a5)F - a)

1°. Решение при А ф А12:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

(*) dx, /2 = / ^2/(^) «te, Дп = Ъп - ап.
J a

2°. Решение при А = А1 ^ А2 и Д = /2 = 0:

у(х) = f(x) + СУ1(х), У1(х) = х2

где С — произвольная постоянная, a Hi(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 Ф А1 и f1 = /2 = 0:

где С — произвольная постоянная, а у2(ж)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А2.
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

rb

8. y(x)-X (x2 -t2)y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

1

Al,2 —

1°. Решение при А ф А12:

у(х) = f(x) + \(AlX2 + A2),
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

(*) dx, /2 = / ^2/(^) dx, Дп = 6n - a".

2°. Решение при А = A-l ф А2 и Д = /2 = 0:

j/(x) = /(x) + CVl(x), Vl(x) = x2 + 3~У ~f} ,

где С — произвольная постоянная, а Ui(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
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3°. Решение при Л = А2 Ф Х1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Hi(x) соответственно на А2 и у2(х).
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

9. у(х)-\[ (Ах2 + Bt2)y(t)dt = f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

\{А + В)Д3 ± у^(Л-ВJД| + i-^ВДХД

1°. Решение при Л ф Х1 2:

у(х) = f(x) + Л(А1ж2 + А2),

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

/i = / /(ж) dx, f2= f x2f(x)dx.

2°. Решение при Л = Л: ф Л2 и Д = /2 = 0:

у(х) = /(ж) + Су^х), У! (ж) = х

2 3-Л1АF3-а3)

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^

3°. Решение при Л = Л2 ф Л1 и f1 = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и ^!(ж) соответственно на Л2 и у2(х).

4°. Решение при Л = Л12 = А* и Д = /2 = 0, где Л^ =

^ 3
_ аЗ)

двукратное характеристическое значение:

Здесь С1 —произвольная постоянная, а у*(х) —собственная функция уравнения,

соответствующая Л^:

2 (A-B)(bs-as)
Ух(х) = х

— ■

6А{Ь - а)

гЪ

1О.у(х)-Х (xt-t2)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при А = 0, В = 1, h(t) = t.

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.8.

16*
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гЬ

11. у(х)-Х1 (ж2 -xt)y(t)dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 4.9.10 при А = 0, В = 1, h(x) = х.

Решение:

у(х) = /(*) + А(£1а:2 + Е2х),
где £^ и Е2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.10.

12. у(х)-Х1 (Bxt+Ct2)y(t)dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 4.9.9 при А = 0, /i(t) = £.

Решение:

y(x) = f(x) + \(A1+A2x),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.9.

гЪ

13. у(х)-Х (Вх2+ Cxt)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.11 при А = 0, h(x) = х.

Решение:

у(х) = f(x) + Х(А1х2 + А2ж),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.11.

гЬ

14. у(х)-Х (Axt+ Вх2 + Сж + D)y(t)dt= /(ж).
./а

Частный случай уравнения 4.9.18 при д1(х) = Bx2+Cx+D, h1(t) = 1, д2(х) = ж,

/г2й = At.

Решение:

у(х) = f(x) + Л^^Бж2 + Сх + £>)
где А]^ и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

гЬ

15. у(х)-Х (Ах2 + Bt2 + Сх+Dt+E)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д±(х) = Аж2 + Сх, h1(t) = 1, #2(ж) = 1,
h2(t) = Bt2 +Dt + E.

Решение:

у(х) = /(ж) + Л[А!(Аж2 + Сх) + А2],
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

гЪ

16. у(х)-Х [Ax + B+(Cx + D)(x-t)]y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д±(х) = Сж2 + (А + D)x + Б, h1(t) = 1,
g2(x) = Cx + D,h2(t) = -t.

Решение:

у(х) = /(ж) + А^Сж2 + Аж + Dx + Б) + А2(Сж + D)],

где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.
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17. y(x)-\f [At+B+(Ct+D)(t-x)]y(t)dt=f(x).
Jа

Частный случай уравнения 4.9.18 при дх(х) = 1, h1(t) = Ct2 + (A + D)t + В,
g2{x) = x,h2{t) = -{Ct + D).

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

18. у(Х)-\[ (x-tJy(t)dt=f(x).

Частный случай уравнения 4.9.19 при д(х) = ж, h(t) = —t, m = 2.

I9.y(x)-X (Ax + BtJy(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.19 при д(х) = Ах, h(t) = Bt, m = 2.

4.1-3. Ядра уравнений в виде кубических полиномов по аргументам ж, t

20. у(х)-Х (ж3 +ts)y(t)dt= /(ж).
./а

Характеристические значения уравнения:

Н44) У!G7)()
' '

1°. Решение при Л ф Л12:

y(x) = f(x) + \(AlXs + A2),

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

,
_

/iA(j/1A4/2A1)
_

/2Л(^/2А4
1

А2A^Д|-|Д1Д7)-|АД4 + 1'
2

Л2A^Д|-^Д1Д7)

Д = / f(x) dx, f2= Г x3f(x) dx, An = bn-an.
J a J a

2°. Решение при Л = A-l ф Л2 и f1 = /2 = 0:

у(х) = /(ж) + СУ1(х), У1(х) = Xs +

где С — произвольная постоянная, a 2/i(sc)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф Х± и Д = /2 = 0:

у{х) = f(x) + Су2(х), у2{х) = Xs - J
Ъ ~ а

,

у 7F — а)

где С
—

произвольная постоянная, а у2{х) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению А2.
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.
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rb

21.у(х)-\ (ж3 -t3)y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

= ±

1°. Решение при Л ф Л12:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

1
Л2 (ХДД ^Д|) + 1

' 2

Л2 (

Л = / /(ж) dr, /2 = / 23Д*) dr, Дп = Ьп - ап.
J a J a

2°. Решение при Л = A-l ф Л2 и Д = /2 = 0:

2/(х) = /(х) + СУ1(х), У1(х) = х3 +
4 " AlF' " a4)
4^F-а)

где С — произвольная постоянная, а у-\_(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и 2/х(ж) соответственно на А2 и у2(х).
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

22. у(Х)-\[ (Ах3 + Bt3)y(t) dt = f(X).
J a

Характеристические значения уравнения:

7—i о i \

( 1 Л2 1Л А
1Тб" 4

~~

7 ^1^7^

1°. Решение при А ф А12:

у(Ж) = /(ж) + А(А1Ж3 + А2

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

1

ABX>(-feAl-±A1A7)-±\(A + B)Ai

А2 =

rb rb

/i = / /(х) dr, /2 = / х3/(ж) dr.
•/ a J a

2°. Решение при А = А^^ ф А2 и Д = /2 = 0:

j/(x) = /(x) + Cy1(x), yi(») = »+^ff.4А1Л(о — а)

где С — произвольная постоянная, a Vi(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
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3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и ух(ж) соответственно на А2 и у2(х).
8

4°. Решение при А = А1 2
= А^ и Д = /2 = 0, где А^ = — —— —

'

(А + В){Ъ — а )
двукратное характеристическое значение:

„00=/(*)+<*,.(*), ^)=^-(А:АУ74)-8Л(о — а)

Здесь С — произвольная постоянная, а у*(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А*.

23. У(х)-хГ(хЬ2 -t3)y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при А = О, В = 1, h(t) = t2.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.8.

rb

24. у(х)-Х (Bxt2 + Ct3)y(t)dt= /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 4.9.9 при А = 0, h(t) = t2.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.9.

rb

25. у(х)-Х (Ax2t+ Bxt2)y(t)dt= /(ж).
-/а

Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = ж2, /г(ж) = х.

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.17.

26. у{х) -XI (Ах3 + Bxt2)y(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 4.9.18 при д^{х) = ж3, /&]_(£) = А, д2(х) = ж,

/г2й = Bt2.
Решение:

у(ж) = /(ж) + А(А1ж3 + А2ж),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

rb

27. у(х) -XI (Ах3 + Bx2t + Сж2 + r>)y(t) dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 4.9.18 при д-\_(х) = Аж3 + Сж2 + D, h1(t) = 1,
^2(ж) = ж2, h2(i) = Bt.

Решение:

у(х) = /(ж) + А^^Аж3 + Сж2 + D) + А2ж2],
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.
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гЬ

28. у{х) -X (Axt2 + Bt3 + Ct2 + D)y{t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = х, h1(t) = At2, g2(x) = 1>
/i2(t) = Bts + Ct2 + D.

Решение:

y(x) = /(x) + A(A1x + A2),

где А1 и A2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

гЬ

29.у(х)-Х (x-tKy(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.19 при д(х) = ж, h(t) = —t, m = 3.

30. у(ж) - А / (Аж + BtKy(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.19 при д(х) = Ах, h(t) = Bt, m = 3.

4.1-4. Ядра уравнений в виде полиномов более высокой степени

rb

З1.у(х)-Х (хп +tn)y(t)dt= /(ж), n=l,2,...
Ja

Характеристические значения уравнения:

Л1,2 = -т—, /д л
=

> гДе лп = 7т(ЪП+1 ~ аП+1)-

1°. Решение при А т^ А1 2:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

Л /1-A(/1An-/2A0) /2-A(/2Aw-/iA2w)
1

А2(А2 - А0А2п) - 2ААП + 1
' 2

А2(А2п - А0А2п) - 2ААП + 1
'

rb rb i

Д = / /(ж) cte, /2 = / xnf{x) dx, An = Fn+1 - an+1).
«7 a «/a 77- + 1

2°. Решение при А = Хг ф А2 и Д = /2 = 0:

y(x) = f(x) + Cyi(x), У1(х)=хп-

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^

3°. Решение при А = А2 ф \х и Д = /2 = 0:

у{х) = f(x) + Су2{х), у2{х) =хп-

где С — произвольная постоянная, а у2(х) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению А2.

4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.



4-1. Уравнения, ядра которых содерэюат степенные функции 249

гЪ

32.у(х)-\ (хп -tTl)y(t)dt = /(ж), п=1,2,...
Jа

Характеристические значения уравнения:

(Ь^ - а^)F - а)

1°. Решение при Л ф \12:

y{x) = f{x) + \{AlXn + A

где постоянные Аг и А2 вычисляются по формулам

_
/1+Л(/1Ап-/2А0)

=
-/г

1
Л2(ДДД2) + 1'

2

Л = Г /(х) dr, /2 = Г х"/(х) dx, An = ^7(bn+1 " an+1)-

2°. Решение при Л = Хг ф Л2 и Д = /2 = 0:

СУ1(х), У1(х) = хп+ 1\Х'Ап ,

где С — произвольная постоянная, a 2/i(sc)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению Хг.
3°. Решение при Л = Л2 ф Хг и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и 2/х(ж) соответственно на Л2 и у2(х).
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

rb

ЗЗ.у(х)-\ (Ахп + Btrt)y(t)dt= /(ж),
./а

Характеристические значения уравнения:

± У(Д - ВJД2 + 4ЛВА0А2л _
0А2п

_

1
+1

1°. Решение при Л ф Х1 2:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

А =
Af1-AB\(f1An-f2A0)

Bf2 - AB\(f2An -

(x)dx, /2= / x"/(
J a

2°. Решение при Л = A-l ф Л2 и Д = /2 = 0:

у(х) = f{x) + СУ1 (х), Vl (х) = х"

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и ^! (ж) соответственно на А2 и у2(ж).
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2

4°. Решение при Л = А1?2 = А^ и Д = /2 = 0, где Л^ = двукратное
(А + В)Ап

характеристическое значение:

у(х) = f(x) + Су, (х), у, (х) = хп-
{А~ В)Ап

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А*.

fb
З4.у(х)-Х (x-t)trny(t)dt = /(ж),

J а
т= 1,2,...

Частный случай уравнения 4.9.8 при А = 0, В = 1, h(t) = £m.

Решение:

у{х) = /(ж) + А(А1+А2ж),
где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.8.

35. у(х)-Х (X-t)xrny(t)dt= /(ж),
Ja

т= 1,2,...

Частный случай уравнения 4.9.10 при А = 0, В = 1, h(x) = хт.

Решение:

у(х) = fix) + А(А1жт+1 + А2жт),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.10.

гЪ

36. у(х)-Х (Ажт+
1
+Bxrnt+Cxrn +D)y(t)dt= /(ж), т=1,2,...

Ja
Частный случай уравнения 4.9.18 при дг(х) = Axrn+1 + Схт + D, h^t) = 1,

д2(х) = хш, h2(t) = Bt.

Решение:

у(х) = fix) + А[А1(Ажт+1 + Схт + D) + A2xm],

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

гЪ

37. у(х)-\ (Axt™ +Btm+
1
+0*™ +D)y(t)dt= /(ж), m=l,2,...

-/а
Частный случай уравнения 4.9.18 при ^^(ж) = ж, /&]_(£) = Atm, g2ix) = 1,

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

гЪ

38. у(х)-Х (Axntn+Bxrritrri)y(t)dt=f(x), n,m=l,2,..., ri^m.
-/а

Частный случай уравнения 4.9.14 при д(х) = хп, hit) = t171.

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.14.
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то, га= 1, 2,. . .
, пфт.

гЬ

39. у(х)-\ (Axrttrn+Bxrntri)y(t)dt=f(x),
J а

Частный случай уравнения 4.9.17 при g(x) = жп, h(t) = t171.

Решение:

у(х) = f(x) + \(AlXn + А2хт),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.17.

rb

4О.у(х)-Х (x-t)rny(t)dt= /(ж), т=1,2,...
-'а

Частный случай уравнения 4.9.19 при д(х) = ж, /i(t) = —t.

rb

41. у(х)-Х (Ах +Bt)rny(t)dt= f(x), m=l,2,...
-/a

Частный случай уравнения 4.9.19 при д(ж) = Аж, h(t) = f?£.

42. у{х) + А / |ж - t|tfey(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.36 при g(t) = Atk. Решение интегрального
уравнения сводится к задаче для обыкновенного дифференциального уравнения
УхХ + 2Axky = fxX(x), общее решение которого мож:ет быть выраж:ено через

функции Бесселя или модифицированные функции Бесселя (граничные условия

указаны в 4.9.36).

rb

43. у(х) + А \x-t\2n+1y(t)dt= /(ж), п =0,1,2,...
J a

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х) + А Г{х - tJn+1y(t) dt + A f\t - xJn+1y(t) dt = f(x). A)
J a J x

Дифференцируя A) k раз по ж, имеем

у£Цх) + ABk j\x - tJn+1-ky(t)dt + (-l)kABk f\t - xJn+1-ky(t)dt = /«(*),
J a J x

Bk = Bn + l)Bn) .. . Bn + 2 - k), k = 1, 2, .

..,
2n + 1.

B)
Дифференцируя B) при k = 2n + 1, для функции у = у(ж) получим линейное

неоднородное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами

Уравнение C) должно удовлетворять граничным условиям, которые получаются

в результате подстановки значения ж = а в равенства A) и B):

у(а) + AJ (t- aJn+1y(t) dt = /(а),

V{xX°) + Ы)кАВк I (t- aJn+1-ky(t) dt = 4fc)(a), к = 1, 2, .

..,
2n + 1.

Эти условия можно преобразовать к более привычному виду, не содержащему

интегралов. Для этого из уравнения C) надо выразить у через ухП и fx
n

и

подставить в D), а затем проинтегрировать полученные выражения (достаточное
число раз) по частям.
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4.1-5. Ядра уравнений содержат рациональные функции

44. y(x)-xj (-i- + i-

Частный случай уравнения 4.9.2 при д(х) = 1/х.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.2.

45. y(x)-\[b(—-^-)y(t)dt=f(X).Ja V ж t /

Частный случай уравнения 4.9.3 при д(х) = 1/х.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.3.

46. у(Х) -\J(A + -j^v(t) dt = f(X).

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = 1/х.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.4.

47. у(Х)-\[Ja /3

Частный случай уравнения 4.9.5 при д(х) = , hit) =
х + а £ + /:

Решение:

у(х) = /(ж) -\-\(а1-

где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.5.

[ъ ( х t

48. у(х) — Л / (
J оь V ^ Ж

Частный случай уравнения 4.9.16 при <?(ж) = ж, h(t) = 1/t.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.16.
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49. у(ж)-А/ (-— + )y(t)dt=f(X).Ja \ t x )

Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = ж, h(t) = 1/t.
Решение:

у(х) = f(x) +

где А-^ и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.17.

50. „(в)_/в(^^ + |)«()/()
Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = х + a, h(t) =

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.17.

fbV (X-\-OL)n (t-\-OL)n 1
51. у(х)—Х А-^ -^-+Ву ^—-\y(t)dt=f(x), ?г, m=0,1, 2,. . .

Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = (ж + ск)п, /i(f) = (t + /3)~m.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.17.

52. у{х)-\Г J!*!Ldb=f(x), l^
Ji x + t

TshGrr)F(r)

1 ^ ж < oo, —oo < тгЛ < 1.
7l X-\- Z

Решение:

Г
= /Jo ch(vrr) - тгЛ 2+гтЧ

F(r) = J™ f(x)P_i.+iT(x)dx,

где Р1/(ж) = F(—v, v + 1,1; -j(l — ж)) —сферическая функция Лежандра первого
рода, для определения которой можно использовать интегральное представление:

, л ч
2 [а cos(rs)dsР 1 , . (cha) = — /

v y

(•) Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 90)

53. (ж2 + 62)у(Ж) = А Г <fvW dt,
тг У_оо а2 + (ж — tJ

Это уравнение встречается в атомной и ядерной физике.
Решение ищем в виде ряда
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коэффициенты которого Аш удовлетворяют следующим уравнениям:

ХАт_1=0, g Am = 0. B)
т=0

Разрешая первое из этих уравнений, выражая Аш через Ао (Ао можно выбрать
произвольно) и подставляя результат во второе уравнение B), после сокращения

на Ао получим

1+уА-^ 1 = 0. (з)
^ ш! A + 2Ь/а)B + 2Ь/а)...(га + 2Ь/а)

Из определения функций Бесселя первого рода следует, что уравнение C)
можно записать в виде

А"Ь/а%/аB^Л)=0. D)
В задачах такого типа обычно считается, что величины а и Л известны и

требуется определить величину 6, которая пропорциональна энергии системы. Эта

величина определяется по таблицам нулей функций Бесселя. В некоторых случаях
величины 6 и а считаются заданными, а ищется величина Л.

® Литература: И. Снеддон A955).

4.1-6. Ядра уравнений содержат произвольные степени

гЪ

54. у(х)-\ (x-t)t»y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.8 при А = О, В = 1, h(t) = t^.

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.8.

гЪ

55. у(х)-\ (x-t)x"y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при А = 0, В = 1, h(x) = xv'.

Решение:

у(х) = f(x) + \{ElXv+1 + E2xv),
где Е-^ и Е2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.10.

56. y(x)-\[\x» -t»)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.3 при д(х) = ;

Решение:

где А^ и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.3.

57. у(х)-\[ (Ах»+ Bt»)t»y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.6 при д(х) = Xй, h(t) = t^.

Решение:

у{х) = f{x) + \{AlX» + A2),
где А-^ и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.6.
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58. у(х)-\[ (Dx» + Et^)x^y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при g1(x) = xv+1, h1(t) = D, g2(x) = ж7,
/i2(£) = £^\

Решение:

y(x) = f(x) + A(A^+7 + А2ж7),
где А1 и A2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

59. у{х) - Л / {Axut» + Bx~*t8)y{t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = Xй, h1(t) = At^, g2{x) — ж7?

^2(t) = Bts.
Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

rb

60. у(х)-\ {А+Bxt»+ Ct»+1)y{t)dt= f{x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.9 при h(t) = t^.

Решение:

у{х) = f{x) + \{A1+A2x),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.9.

61.

rb

. у{х) -XI (Ata + Вх^Ь» + Ct»+~*)y{t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = 1, h^t) = Ata-\-Ct^/Jr'y, 92(%) = x@,
h2(t) = Bt^.

Решение:

у(х) = /(х) + Л(А1+А2х^),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

rb

62. у(х) - Л / (Аха& + Вж^^ + Cx^tu)y{t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = Аха-\-Вх@, /&]_(£) = ^7, 92(%) = х^,
h2(t) = Ctv'.

Решение:

у(х) = f(x) + А^Аг" + Вх?) + А2^],
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

Частный случай уравнения 4.9.18 при дх(х) = (х + рг)Р, h^t) = A(t + Ц\) 7,
flf2(x) = (ж +р2Г, /г2(t) = B(t + q2)-s.

Решение:

у(х) = f(x) + A[Ax(x +р1)/3 + А2(х+р2Г],
где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.
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64. у(х) - Х^ {А^±^ + B^±^y{t) dt = f(x).

A
Частный случай уравнения 4.9.18 при д\(х) = х^ + a, h1(t) =

,

Решение:

у(х) = f(x) + XlA^x» + а) + А2(Ж^ + с)],
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

4.1-7. Сингулярные уравнения

В этом разделе сингулярные интегралы понимаются в смысле главного значения

по Коши.

65. Ау(х) + — Г У{€) М
= f(X), -1< х < 1.

7Г 7-1 t — X

Не умаляя общности, можно считать, что А2 + В2 = 1.

1°. Решение, ограниченное на обоих концах отрезка:

1-хI-", A)

где ск — решение тригонометрического уравнения

А + В ctgGva) = 0 B)
на интервале 0 < а < 1. Решение у(ж) существует тогда и только тогда, когда

-Ц4- dt = 0.

2°. Решение, ограниченное при х = 1 и неограниченное при ж = — 1:

у(х) = Af(x) - ^ 1^ 9& /W^, <,(*) = (!+ *)«(!-*)-«, C)

где ск — решение тригонометрического уравнения B) на интервале —1 < ск < 0.

3°. Решение, неограниченное на обоих концах отрезка:

= Af(x)-— Г
7Г J_i

, D)

где С — произвольная постоянная, а — решение тригонометрического уравне-
уравнения B) на интервале —1 < а < 0.

® Литература: И. К. Лифанов A995).

66.у(х)-\[ (-i —L-—\y(t)dt=f(x), 0<Ж<1.
Jo \ t — х х + t — 2xt )

Уравнение Трикоми.
Решение:

f1 t°(l-*)° / 1 1 \
_

1
, C(l-xf

а = — arctg(Avr) (-1 < а < 1), tg — = Атг (-2 </3 < 0),
7Г 2

где С
—

произвольная постоянная.

® Литература: Ф. Трикоми A960), П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968,
стр. 206).
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4.2. Уравнения, ядра которых содержат экспоненциальные

функции

4.2-1. Ядра уравнений содержат экспоненциальные функции

rb

y(x) — X (e@x + e/3*)y(t) dt = f(x).
Ja

Характеристические значения уравнения:

ef3b _ ef3a _|_ w-L/3F — a)(e2^

1°. Решение при А^ А1 2:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

1 \2Гд2 (и „\л 1 о\л ii' 2
Л2 [Д| - F - а)А2р] -

2AA^ + 1
' 2

Л2 [А| - F - а)А2/3] -

2AA^ + 1
'

, /2= (x)edx, Д/3
Р

2°. Решение при Л = Л: ф Л2 и Д = /2 = 0:

у(х) = f(x) + СУ1(х), У1(х) = е?х + J ,

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при Л = Л2 ф \х и Д = /2 = 0:

/ е2(ЗЪ _ е2Cа
у(х) = f{x) + Су2(х), у2(х) = е?х -

2/3F - a)
'

где С
—

произвольная постоянная, а у2(х) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению Л2.
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

2. у(х)-\[ (е?х -ef3t)y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

А1>2 = ±-

1°. Решение при Л ф \12:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

1
—

Л о г/т w 7~Тй ! ^~' ^-2 —

А = / /(х) dx, /2 = / f(x)e?x dx, A0 = ±-(e?b - e?a).
J a J a P

17 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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2°. Решение при Л = Л: ф А2 и Д = /2 = 0:

у(х) = /(*) + CVl (х), У1 (х) = е?х + д~(ьА1^ .

где С — произвольная постоянная, а У\{х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению Х1.
3°. Решение при Л = Х2 Ф Х1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Hi(x) соответственно на Л2 и у2(х).
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

3. y(x) — Л / (Ае^х + Вегг)у{€) dt = /(ж).
Ja

Характеристические значения уравнения:

(А + В)Ар ± J(A - ВJА2 + 4АБF - a)A2/g
1 = ^(еРЬ_еРау

1°. Решение при X ф Х-^ 2:

y{x) = f{x) + X{A1ePx+A
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

1
~

АБЛ2 [А2 - F - а)А2/3] - (А + В)ЛА/3 + 1
'

АБА2 [А2 - F - а)А2р] - (А + Б)АА/3 + 1
'

ГЬ rb

J a

2°. Решение при А = Лх ^ ^2 и /l = /2 = ^:

I-AA^^(х) = /(х) + СУ1 (х), У1 (х) = е?х
A(b-a)X1

'

где С — произвольная постоянная, a Ui(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при Л = Л2 ф Л1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Vi(x) соответственно на Л2 и у2(х).
2

4°. Решение при Л = Л: 2
= Л^ и Д = /2 = 0, где Л^ = двукратное

(А + В)Ар
характеристическое значение:

у(х) = f(x) + Cy,(x), y^(x) = e^- (f f •

2АF — а)
Здесь С — произвольная постоянная, а у*(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая Л^.

4. у(х)-\ [AeP(x-V +B]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = е^ж, h1(t) = Ае~@г, д2(х) = 1,
= В.

Решение:

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.
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гЪ
5. у{х) - Л / [Ае/Зж+/Х* + Ве(/3+/Х>*] y(t) dt = f(x).

./а

Частный случай уравнения 4.9.6 при д(х) = е^ж, h(t) = e^*.
Решение:

у(х) = /(х) + Л(А1е^+А2),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.6.

6

Частный случай уравнения 4.9.14 при д(х) = еаж, /i(t) = е&ь.
Решение:

у(х) = f(x) + Л(А1еаж + А2е^ж),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.14.

гЬ

7. у(х)-Х (Аеа;ж+/3* + Bef3x+OLt)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.17 при д{х) = еах, h(i) = е^3*.
Решение:

у(х) = f(x) + \(А1еах + А2е?х),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.17.

гЪ

8. у(х)-\ [De^+/i^ + Ee"t+»x]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при дх{х) = е^+^х, h1(t) = D, д2{х) = е^ж,
/i2(t) = ^e17*.

Решение:

у(х) = f(x) + \[Aie
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

9. у(х) - л/(Аео;ж+^ + Be~tx+St)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при дх{х) = еах, h1(t) = Ае^*, д2{%) = е7Ж,

/г2й = Бе5*.
Решение:

у(х) = f(x) + \{Ахеах + А2е^ж),
где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.18.

10. у(х)-\[ \JTJa lk=i
Частный случай уравнения 4.9.20 при д^(х) = e7fcX, hk(t) = Ake~lkt.

11. у(Ж) - i- f°° er\x-%(t) dt = Ле^, О < /x < 1.
2 Jo

Решение:

y(x) = C(l + ж) + A/i~2 [(/i2 - l)e^x -

м + 1],
где С

—

произвольная постоянная.

® Литература: П. П. Забрейко, А. И. Кошелев и др. A968, стр. 307).

17*
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12. ;= f(x).

Решение:

А /"ОО

у(х) = f(x) - —== / exp(-vTT2A|x-t|)/(t)dt+
V1 + 2Л Jo

+ Л-—^=L^ /°°ехр[-л/ТТ2Л(л + *)]/(*)^,
\ V J- + ^л / Jo

где Л > -

у.

® Литература: Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 88).

13.y(x)-\f e-\x-tly(t)dt=O, Л > О.
J — оо

Уравнение Лалеско — Пикара.
Решение:

1СХ
ехр(ж\/1 - 2Л) + С2 ехр(-жл/1

- 2Л) при 0 < Л < -^>

Сх + С2ж при Л = у,

Сх cos(^V2A
- 1) + С2 sin(^V2A

- 1) при Л > \,
где С1, С2—произвольные постоянные.

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 138).

14.

1°. Решение при Л > — ^-:

у(х) = f{x) - exp(-vTT2A|x-t|)/(t)dt.

2°. При условии Л ^
—

y для разрешимости уравнения необходимо выполнение

условий
/•ОО /"ОО

/ /(ж) cos(ax) dx = 0, / /(ж) sin(ax) йж = О,
•/ — оо •/ — оо

где a = л/—1 — 2Л. В этом случае решение имеет вид

у(х) = f(x) - ■

2a
sin(a£)/(a + t) dt, (-00 < ж < оо).

Если рассматривать решения, не принадлежащие L2(—оо, +оо), то однородное

уравнение при / = 0 имеет нетривиальное решение. В этом случае общее решение

соответствующего неоднородного уравнения при Л ^
—

у имеет вид

у(х) = Сг sm(ax) + C2 cos(ax) + f(x) —
4a

sm(a\x -t\)f(i)dt.

® Литература: Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 48).

15.

Частный случай уравнения 4.9.37 при g(t) = A.
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1°. Функция у = у(х) удовлетворяет линейному неоднородному обыкновенному

дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами

ylx + АBА - Х)у = fx'x(x) - X2f(x). A)
Граничные условия для уравнения A) имеют следующий вид (см. 4.9.37):

t/i(a) + At/(a) = /» + A/(a),

Vlx{b)-XV(b)=!'x{b)-Xf(b).

Уравнение A) вместе с граничными условиями B) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения.

2°. При ЛBА — Л) < 0 общее решение уравнения A) дается формулой

C)

D)

2АХ fx
у(х) = Сх ch(kx) + С2 sh(kx) + f(x) / sh[k(x - i)]

k Ja

k= y/X(X-2A),
где C1, С2—произвольные постоянные.

При ЛBА — Л) > 0 общее решение уравнения A) дается формулой

2АЛ f x

у(х) = Сх cos(kx) + C2 sin(kx) + f(x) / sm[k(x - i)] f(i) dt,
k J a

k= y/\BA-X).

При Л = 2А общее решение уравнения A) дается формулой

у(х) = Сх + С2х + f(x) - 4А2 Г(х - t)f(t) dt. E)
Ja

Условия B) позволяют найти постоянные интегрирования С1? С2 в решени-

ях C)-E).
3°. В частном случае а = О, ХBА — Л) > 0 решение интегрального уравнения

определяется по формуле D), где

=
1

A(kIc-XIs) с =

(Л — A) sin \i
— k cos \i

'

к (Л — A) sin \i
— к cos \i

'

- Л), ji = 6fc, /s= / sin[feF-t)]/(t)dt, /c =

16. y(x) + / [ ^ Ak exp(Afe |ж - t|) 1 y(t) dt = f(x), -oo < a < b < oo.

1°. Раскроем модуль в одном из слагаемых в подынтегральном выражении:

1к(х)= [ exp(Xk\x-t\)y(t)dt= [ exp[Afe(x-t)]y(t)dt+ / exp[Afe(t-x)]y(t) dt.

A)
Продифференцируем A) дважды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

1'к = Хк Г exp[Afc(* - t)]y(t) dt-Xk f exp[Afc(t - x)]y(t) dt,
J a Jx frx\

rx rb
V'

I'k' = 2Xky{x) + X\ / exp[Afc(x - t)]y(t) dt + X\ exp[Afc(t - x)]y(t) dt.
J a J x

Из сопоставления формул A) и B) получим связь между 1к и 1к:

I'i = 2\ку(х) + \\1к, 1к = 1к(х). C)
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2°. Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

п

y(x) + J2AkIk = f(x). D)
fc=i

Дифференцируя D) дважды по ж, с учетом равенств C) имеем

п п

y':x(x) + any(x) + YiAkXllk = f'Jx(x), <xn = 2]TAfcAfc. E)
fc= l fc= l

Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

п-1

v'L{*) + К - лпМ*) + Е Afc(Afc - xn)h = f'x'x(x) - а£/(*). F)
fc=l

Если продифференцировать равенство F) дважды по ж, а затем исключить ин-

интеграл In_i из полученного выражения с помощью F), придем к аналогичному

равенству, в левой части которого будет стоять линейный дифференциальный опе-

оператор четвертого порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и

п-2

сумма 2_^ Вк1к. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования
к=1

последовательно исключать слагаемые /n_2? ^n-3> • • •

•> пРидем в итоге к линейно-

линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянны-

постоянными коэффициентами порядка 2п.

3°. Граничные условия для функции у(х) находятся в результате подстановки

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с

помощью дифференцирования. (Эти условия можно найти, подставляя значения

х = а и х = Ь в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

двукратного дифференцирования.)

4.2-2. Ядра уравнений содержат экспоненциальные и степенные функции

17. у(х)-\[ (x-t)e*ty(t)dt=f(x).
Jа

Частный случай уравнения 4.9.8 при А = О, В = 1, h(t) = e7t.

rb

lS.y(x)-X (x-t)e~?xy(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при А = 0, В = 1, h(x) = е1Х.

rb

19. у(х)-Х (x-t)e~YX+»ty(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д1(х) = же7Ж, h1(t) = е^*, д2(х) = е7Ж,
h2(t) = -te^.

fb
20. у(х)-\ [A+(Bx + Ct)e~rx]y(t)dt= f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.11 при h(x) = е1Х.

21. у(х)-\[ (х2+t2)e~r(<x+t)y(t)dt= f(x).
Jo

Частный случай уравнения 4.9.15 при д(х) = ж2е7Ж, h(t) = e7t.
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22. у(х) -л/\ж2 -t2)e^x-^y(t)dt= /(ж).
Jo

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = ж2е7Ж, h1(t) = e~7t, g2(x) = е7Ж,
h2{t) = -t2e-^K

г* =2,3,...23. y(x) - л/ (Ажп + В±п)еах+Р*у(±) dt = /(ж),
Jo

Частный случай уравнения 4.9.18 при дг(х) =хпеах, h1(t) = Ае^*, д2{х) = еаж,

/i2(t) = BtnePK

24. у(ж) -Л/ \У Akt^ea^x^^
a Lk=1

y(t)dt= /(ж), ?г= 2,3,...

Частный случай уравнения 4.9.20 при дк(х) = еакХ, hk(t) = AktUk

fb\n 1
25. у(х) — X У^ AkxUheOChxJtCht \y(t) dt = /(ж), п=2,3,...

Частный случай уравнения 4.9.20 при дк(х) = А^ж^^е"^^, /i^(^) = e^fct,

26. y(x)-xf (x-t)rier(x-t)y(t)dt= f(x), r* =2,3,...

Частный случай уравнения 4.9.20.

27. у(ж) -\f(x-t)neax^ty(t)dt=f(x)9 n=2,3,...

Частный случай уравнения 4.9.20.

28. y(x)-\f (AX + Bt)rie(*x+Cty(t)dt= /(ж), г* =2,3,...
./a

Частный случай уравнения 4.9.20.

29. У(х) +

Частный случай уравнения 4.9.37 при д(£) = At. Решение интегрального

уравнения может быть выражено через функции Бесселя (или модифицированные
функции Бесселя) порядка 1/3.

30. у(х) + [ (а+Ъ\х- t\) ехр(-|ж - t\)y(t) dt = /(ж).
./о

Пусть биквадратный полином Р(к) = к4 + 2(а — 6 + 1)/с2 + 2а + 26 + 1 не имеет

вещественных корней, а к = ск + г/3
—

корень уравнения Р(к) = 0, удовлетворяющий
условиям а > 0, /3 > 0. Решение в этом случае имеет вид

гоо

у(х) = f(x) + р / ехр(-/3|ж - t|) cosF> + a\x - t\)f(t) dt+
Jo

=- / ехр[-/3(ж + t)] cos[^ + a(x
4a2 Jo
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где параметры р, в, R, "ф определяются из системы алгебраических уравнений,
которая получается после отделения действительных и мнимых частей в выраже-

выражениях

гв
=

М R^ =
(/3 ~ 1 ~ iaL

P-ia' 8a2(f3-ia)

® Литература: Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 56-58).

4.3. Уравнения, ядра которых содержат гиперболические

функции

4.3-1. Ядра уравнений содержат гиперболический косинус

rb

1. y(x) -X ch(/3x)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ch(Cx), h(t) = 1.

rb

2. у(х) -X ch(/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = ch(Ct).

rb

3. y(x)-X ch[/3(x -t)]y{t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.13 при д(х) = сЬ(/Зж), h(i) = sh(/3f).
Решение:

у(х) = f{x) + X[A± ch(px) + A2 sh{Cx)],
где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.13.

rb

4. у(х)-Х сЬ[/3(ж + t)]y(t)dt = /(ж).
./а

Частный случай уравнения 4.9.12 при д(х) = сЬ(/Зж), h(t) = sh(/?t).
Решение:

у(х) = f(x) + A[A: ch(/3x) + А2 sh(px)],
где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.12.

5. у(х)-х[ { J^ Akch\pk(x-t)]\y(t)dt=f(x), n=l,2,...
•/а l

fc=i
j

Частный случай уравнения 4.9.20.

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ch(px), h(t) =

Частный случай уравнения 4.9.1 при <?(ж) = —г——, h(t) = ch(/?t).
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rb
8. у{х) - Л/ сЬ^/Зж) chm (/xt)i/(t) dt = f(x).

Частный случай уравнения 4.9.1 при g{x) = chk(f3x), h(i) = chm(/if).

fb
9.y(x)-X tk M™ {Cx)y{t) dt = f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = chm(f3x), h(t) = tk.

rb

10. y{x)-\l xk ch™ (/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = xk, h(t) = chm(/3t).

fb
11. y(x)-X [A+B(x-t)ch(/3x)]y(t)dt= f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = ch(Cx).

rb

12. y(x)-X [A+B(x-t)ch(pt)]y(t)db= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = ch(Ct).

— t)]

Решение при 6 > тг|Л|:

6 /тгЛ
k=— arccos ( —-V 6

ух = /(х - / —^ -(f / t dt,

® Литература: Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 88).

4.3-2. Ядра уравнений содержат гиперболический синус

rb

14. у(х)-Х sh(/3x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = sh(/3x), h(t) = 1.

rb

I5.y(x)-X sh(pt)y(t)db=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = sh(/3t).

rb

16. y(x)-X sh[@(x - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.16 при д{х) = sh(Cx), h(i) = ch(Ci).
Решение:

y(x) = f(x) + X[A± 8h(px) + A2 ch(px)],

где А1 и A2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.16.
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rb

17. у(х)-Х sh[/3(x + t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.15 при д(х) = sh(px), h(t) = ch(pt).
Решение:

у(х) = f(x) + X[A± sh(px) + A2 ch(px)],

где А1 и А2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.15.

fb Г
п

"\
18. у(х)-Х \ J2 Aksh[f3k(X-t)]\y(t)dt =Ja l fc=i j

Частный случай уравнения 4.9.20.

19. y(X) —

Ja Stl(pt)

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = sh(px), h(t) =
sh(pt)

'

fb sh(/3t)
20. y(X) — A / —y(t) dt = /(ж).

J a Sl\y/JXj

Частный случай уравнения 4.9.1 при gix) = , hit) = shipt).
sh(px)

rb

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = shfc (/Зж), /i(t) = shm(fit).

22. y(x)-xf tk sh™ (CX)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = shm (px), h(t) = tk.

rb

23. y(X)-X Xk sh™ (f3t)y(t) dt = f(X).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = хк, h(t) = shrn(pt).

rb

24. у(х)-Х [A+B(x-t)sh(pt)]y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = sh(pt).

rb

25. у(Х)-Х [A+B(x-t)sh(Px)]y(t)db= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = sh(px).

rb

26. y(x) + A sh(X\x-t\)y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.38 при g(t) = А.
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1°. Функция у = у(х) удовлетворяет линейному неоднородному обыкновенному

дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами

ylx + ХBА - \)у = fjjx) - \2f(x). A)
Граничные условия для уравнения A) имеют следующий вид (см. 4.9.38):

sh[AF - а)КF) - Ach[AF - а)ЫЬ) = Л^(а),
= _

sh[\{b-a)](pfx{a) + \ch[\{b-a)](p{a) = -\(p{b),
^У J УУ J M J' У J

Уравнение A) вместе с граничными условиями B) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения.

2°. При АBА — А) = —к2 < 0 общее решение уравнения A) дается формулой

2АА fx
) = Сх ch(kx) + C2 sh(kx) + f(x) / sh[k(x - t)]f(t) dt,

& J a

где Cl5 С2—произвольные постоянные.

При АBА — А) = к2 > 0 общее решение уравнения A) дается формулой

2АА [х
у(х) = Сх cos(kx) + C2 sin(kx) + f(x) / sin[k(x - i)]f(i) dt. D)

к J a

При A = 2А общее решение уравнения A) дается формулой

у{х) = С1+ С2х + f(x) - 4А2 Г(х - t)f(t) dt. E)
J a

Условия B) позволяют найти постоянные интегрирования С1, С2 в решениях

C)-E).

гЪ

27. у(х) + А / tsh(\\x - t\)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.38 при g(t) = At. Решение интегрального

уравнения может быть выражено через функции Бесселя (или модифицированные
функции Бесселя) порядка 1/3.

гь
28. у(х) + А sh3(\\x-t\)y(t)dt= /(ж).

J a

Используя формулу sh3 C= -^ sh 3/3— -|- sh /3, приходим к уравнению вида 4.3.29

при п = 2:

у(х)+ / [±A8hC\\x-t\)-±A8h(\\x-t\)]y(t)dt = f(x).
J a

29. у{х) + / 5Z ^fcsh(Afc|aj-t|) y(t)dt= /(ж), -оо < а < Ъ < оо.

1°. Раскроем модуль в одном из слагаемых в подынтегральном выражении:

[\ fIk(x)= f 8h(Xk\x-t\)y(t)dt= [\h[Xk(x-t)}y(t)dt+ f 8h[Xk(t-x)]y(t)dt. A)
Ja Ja Jx

Продифференцируем A) дважды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

1'к = Ч Г ch[Afc(* - t)]y(t) dt-Xk f ch[Xk(t - x)]y(t) dt,
Ja Jx ^\

rx rb
{*>

I'k' = 2Xky{x) + X\ / sh[Afc(x - t)]y(t) dt + X\ sh[Afe(t - x)]y(t) dt.
J a J x
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Из сопоставления формул A) и B) получим связь между 1'к и 1к:

Гк' = 2\ку(х) + \%1к, 1к = 1к(х). C)

2°. Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

п

у(х) + ]Г AkIk = f{x). D)
fc= l

Дифференцируя D) дважды по ж, с учетом равенств C) имеем

= 2 ]Г AfcAfc. E)
к=1

Исключая интеграл 1п из D) и E), получим

УМ + К ~ А^М*) + Е Ak(Xl - XDh = f'Jx(x) - X2nf(x). F)
fc=l

Если продифференцировать равенство F) дважды по ж, а затем исключить ин-

интеграл In_i из полученного выраж:ения с помощью F), придем к аналогичному

равенству, в левой части которого будет стоять линейный дифференциальный опе-

оператор четвертого порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и

п-2

сумма J2 Вк1к. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования
fc=i

последовательно исключать слагаемые /n_2? ^n-3> • • •

•> пРидем в итоге к линейно-

линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянны-

постоянными коэффициентами порядка 2п.

3°. Граничные условия для функции у(х) находятся в результате подстановки

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с

помощью дифференцирования. (Эти условия можно найти, подставляя значения

х = а и х = Ь в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

двукратного дифференцирования.)

4.3-3. Ядра уравнений содержат гиперболический тангенс

гЪ

30. у(х)—Х th(/3x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = th(Cx), h(t) = 1.

rb

31. у(х)-Х th(/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = th(/3t).

rb

32. y(x)-X [Ath(/3as)+Bth(/3t)]i/(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = ih{j3x).

33. y(x)-Xl —^-Ly(t)dt=f{x).

1
Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = th(/3x), h(t) =

th(Ct)
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Частный случай уравнения 4.9.1 при gix) = , hit) = th(/?t).
th(/3x)

rb

35. y(x)-\ thk (/3x) th™ (/j,t)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = thfc(px), h(t) = thm(/i£).

rb

36. y(x)-\ tk th™ (/3x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = thm(f3x), h(t) = tk.

rb
37. y(x)-\ xk th™ (Ct)y(t) dt = f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = xk, h(t) = thm(f3t).

rb

38. y(x)-X [A+B(x-t)th(pt)]y(t)db= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = th(/3t).

rb

39. y(x)-X [A+B(x-t)th(f3x)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = th(/3x).

4.3-4. Ядра уравнений содержат гиперболический котангенс

rb

40. у(х) - Л / cth(/3x)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cth(/3x), h(t) = 1.

rb

41. у(х) - Л/ cth(/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = cth(Ct).

rb

42. y(x)-X [Acth(/3x) + В cth(/3t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = cth(/3x).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cth(Cx), h(t) =
cth(fit)

Частный случай уравнения 4.9.1 при gix) = —-, hit) = cth(/3t).
cth(Cx)
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rb

45. у{х) -X cthk{Cx) cthm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cthfc(/Зж), h(t) = cthm{fit).

46. у(ж) - A / tfe cthm(/3aj)?/(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cthm(/3x), /i(t) = £fc.

/•ь
47. у(ж) -Л/ ж^ cthm(/3t)y(t) dt = /(ж).

./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = хк, h(t) = cthm(/3t).

rb

48. у(х)-Х [A+B(x-t)cth(pt)]y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = cth(/3t).

rb

49. у(х)-Х [A+B(x-t)cth(f3x)]y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = cth(/3x).

4.3-5. Ядра уравнений содержат комбинации гиперболических функций

rb

50. у{х) -XI chk{Cx) shm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = chk(f3x), h(t) = shm(/it).

rb

51. y(x) -X [Ash(aa5)ch(/3t) + В shfrx) chFt)]y(t) db = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д\(х) = sh(ax), h1(t) = Ach(Ct),
g2(x) = () () ()

/•b
52. y(x)-X thfe(^) cthm (fjLt)y(t) dt = /(ж).

./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при #(ж) = thfcGa?), /i(t) = cthm(/it).

53. -Л/ [Ath(aa5)cth(/3t) + Bth('7a5)cthFt)]i/(t)dt= /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.18 при дг(х) = th(ax), h1(t) = Acth(pi),
д2(х) = thG^), /i2(t) = Bcth(St).

4.4. Уравнения, ядра которых содержат логарифмические

функции

4.4-1. Ядра уравнений содержат только логарифмические функции

1. y(x)-xf ln(<yx)y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пGж), h(t) = 1.
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rb

2.у(х)-Х ln(<yt)y(t)dt=f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) =

rb

3. у(х) — X (In x — In t)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.3 при д(х) = In ж.

4. у(х) - \J ^^V(t) dt = f(x).

1
Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пGж), h(t) =

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = —-——, hit) = lnGt).
1пGж)

fb
6. у{х)-Х \nk(-rx)\nrn(^t)y(t)dt= f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = lnfcG^c), h(t) = lnm(/i£).

4.4-2. Ядра уравнений содержат степенные и логарифмические функции

rb

7.у(х)-\ tk\nrnAx)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = lnmG^), h(t) = tk.

rb

8.у(х)-\ xk\nrnAt)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = xk, h(t) = lnmG^)-

9. y(x)-\[ [A+B(x-t)ln(<yt)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = lnGt).

rb

10. y(x)-X [A+B(x-t)ln(<yx)]y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = 1пGж).

rb

11. у{х)-Х [A+(Bx + Ct)\n(~rt)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.9 при h(t) = lnGt).

rb

12. y(x)-X [A+(Bx + Ct)ln(<yx)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.11 при h(x) = 1пGж).
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rb

13. у(х)-Х [Atn 1пт(/3ж) + Bxk\nl (yt)]y(t) dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = 1пт(/3ж), h^{t) = Atn,
l

4.5. Уравнения, ядра которых содержат

тригонометрические функции

4.5-1. Ядра уравнений содержат косинус

rb

1. у{х) -X cos(/3x)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cos(/3x), h(t) = 1.

rb

2. у{х) -XI cos(/3t)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = 1, h(i) = cos(Ci).

rb

3. y(x)-X cos[/3(x -t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.12 при д{х) = cos(Cx), h(i) = sm(Ci).
Решение:

y(x) = f(x) + Х[Аг cos(f3x) + A2 sm(Px)],
где А1 и A2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.12.

rb

4. у(х)-Х cos[/3(x + t)]y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.13 при д(х) = cos(/3x), h(t) = sm(/3t).
Решение:

у(х) = f(x) + X[A± cos(f3x) + A2 sin(#E)],
где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.13.

5. у(х) - X f cos(xt)y(t) dt = 0.
./о

Характеристические значения: Л = zb^/2/тг. При этих значениях интеграль-

интегральное уравнение имеет бесконечное множество линейно независимых собственных

функций.
Собственные функции при Л = +^/2/тг:

у+{х) = f(x) + J- Г f(t) cos(xt) dt, A)V 7Г Jo

где / = f(x) — любая непрерывная функция, абсолютно интегрируемая на

полуинтервале [0, оо).
Собственные функции при Л = — ^/2/тг:

у_(х) = f{x) - J— Г f(t) cos(xt) dt, B)V 7Г Jo
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где / = /(ж) — любая непрерывная функция, абсолютно интегрируемая на

полуинтервале [0, оо).
Из формул A), B) при f(x) = е~ах, в частности, получим

п

при \ = +J —,
тг а2 + х2 V тг

а

при A=-W—,
тг а2 + ж2 V тг

где а > 0
— любое.

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 139-

141).

6. у{х) -\[°° cos(xt)y(t) dt = /(ж).
Jo

Решение:

где Л ^

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 148-

150).

| J2 Akcos[Ck{x-t)]\y{t)dt= /(ж), п= 1,2,...

Это уравнение сводится к частному случаю уравнения 4.9.20. Следует исполь-

использовать формулу cos[f3(x — t)] = cos(f3x) cos(pt) + sin(f3x) sin(/?t).

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = cos(Cx), hit) =
cos(/?t)

9. y(x)-[b C°S^t\
Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = , hit) = cos(/?t).

cos(/3x)

10. у(ж) - A / cosfe(/3a?) cosm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = cosfc(/3x), /i(t) = cos171 (fit).

rb

11. y(x)-X tk со8т(/3ж)у(t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при #(ж) = cosm(/3x), /i(t) = tk.

/•b

12. y(x)-X xk cos™ (f3t)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.1 при #(ж) = ж*0, /i(t) = cosm(/3t).

18 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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rb

13. у(х)—Х [A+B(x—t)cos(/3x)]y(t)dt=f(x).
J а

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = cos(/3x).

rb

14. у(х)-Х [A+B(x-t)cos(/3t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = cos(/3t).

4.5-2. Ядра уравнений содержат синус

rb

15. у(х)-Х sin(/3x)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = sin(/3x), h(t) = 1.

rb

16. у(х) -X sin(/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = sin(/3t).

rb

17. y(x)-X sin[C(x - t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.16 при д(х) = sin(/3x), h(t) = cos(/3t).
Решение:

y(x) = f(x) + Х[Аг sm(Px) + A2 cos(Px)],
где А1 и A2 — постоянные, которые можно определить с помощью формул,

указанных в 4.9.16.

fb
18. у{х)-Х sin[C(x + t)]y(t)dt= f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.15 при д(х) = sin(px), h(t) = cos(pt).
Решение:

у(х) = f(x) + А[АХ sin(/3x) + A2 cos(px)],
где А1 и А2 — постоянные, которые мож:но определить с помощью формул,

указанных в 4.9.15.

гоо

19. у(х) — X sin(xt)y(t) dt = 0.
./о

Характеристические значения: А = zb^/2/тг. При этих значениях интеграль-

интегральное уравнение имеет бесконечное множество линейно независимых собственных

функций.
Собственные функции при А = +^/2/тг:

уАх) = fix) + \
— f fit) sin(xt) dt,

V 7Г Jo

где / = fix) — любая непрерывная функция, абсолютно интегрируемая на

полуинтервале [0, оо).
Собственные функции при А = — ^/2/тг:

у_ ix) = fix) - у-?- J°° fit) sin(xt) dt,

где / = fix) — любая непрерывная функция, абсолютно интегрируемая на

полуинтервале [0, оо).

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 141).
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гоо

20. у(х) — Л / sin(xt)y(t) dt = f(x).
Jo

Решение:

X _V

где Л

(•) Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 150),
Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 88).

21. у(х) -\[ ( ^ Afcsin[/3fc(ж-t)])i/(t)dt= /(ж), п= 1,2,...
7а L k=i j

Это уравнение сводится к частному случаю уравнения 4.9.20. Следует исполь-

использовать формулу sin[/3(x — £)] = sin(f3x) cos(/?t) — sin(/?t) cos(/3x).

22.

a Sin(/3t)
1

Частный случай уравнения 4.9.1 при <?(ж) = sin(/3x), /i(t) = —

sin(pt)

Частный случай уравнения 4.9.1 при <?(ж) = , hit) = sin(/?t).
sin(/3x)

rb

24. у(ж) -A I sinfe(/3a?) sinm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = sinfc (/Зж), h(t) = sinm(/it).

25. y(x)-\ th sin™ (/3x)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = sinm (/Зж), /i(t) = tk.

26. y(x)-\ xk sin™ (Ct)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = xk, h(t) = sinm(/3t).

rb

27. y(x)-X [A+B(x-t)sin(pt)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = sin(/?t).

rb

28. y(x)-X [A+B(x-t)sin(/3x)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = sin(/3x).

18*
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rb

29. у(х) + А / sin(A|aj - t\)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.39 при g(t) = A.

1°. Функция у = у{х) удовлетворяет линейному неоднородному обыкновенному

дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами

y'^ + \BA + \)y = f'x'x(x) + \lf(x). A)
Граничные условия для уравнения A) имеют следующий вид (см. 4.9.39):

sin[AF - а)]<р'х(Ъ) - Acos[AF - а)М&) = \<р(а),
ф(х) = у{х) — f(x). B)

sin[AF — а)]срх(а) + Acos[AF — а)]ср(а) = —X(p(b),

Уравнение A) вместе с граничными условиями B) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения.

2°. При АBА + А) = —к2 < 0 общее решение уравнения A) дается формулой
2АХ [х

у{х) = Сх сЦкх) + С2 sh(kx) + /(ж) / sh[k(x - t)] f(t) dt, C)
K> J a

где C1, С2—произвольные постоянные.

При АBА + А) = к2 > 0 общее решение уравнения A) дается формулой
2АА fx

у(х) = Сх cos(kx) + C2 sin(kx) + f(x) / sin[k(x - t)] f(t) dt. D)
к J a

При A = 2А общее решение уравнения A) дается формулой

у(х) = С1+ С2х + f{x) + 4А2 f\x - t)f(t) dt. E)
J a

Условия B) позволяют найти постоянные интегрирования С1, С2 в решени-

решениях C)-E).

rb

30. у(х) + А tsin(X\x-t\)y(t)dt= /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.39 при g(t) = At. Решение интегрального

уравнения может быть выражено через функции Бесселя (или модифицированные
функции Бесселя) порядка 1/3.

rb

31. у{х)-\-А1 sin3(\\x— t\)y(i)dt= f(x).
Ja

Используя формулу sin3 /3 = —-^ sin 3/3 + -|-sin/3, приходим к уравнению

вида 4.5.32 при п = 2:

rb

у(х) + / [— -2j-AsinCA|a?
— £|) + -jAsm(X\x — t\)]y(t) dt = f(x).

J a

fb Г v^ 1
32. y(x) + / > Ak sin(Afe \x — t\)\ y(t) dt = fix), —oo < a < b < oo.

Ja 1^г J

1°. Раскроем модуль в одном из слагаемых в подынтегральном выражении:

rb rx rb

Ik(x)= 8in(\k\x-t\)y(t)dt= 8m[\k(x-t)]y(t)dt+ sin[Xk(t-x)]y(t) dt. A)
J a Ja J x

Продифференцируем A) дваж:ды по ж. В результате имеем (штрихи обозначают

производные по х)

Гк = Хк Г cos[Afc(* - t)]y(t) dt-Xk I cos[Afc(t - x)]yit) dt,
Ja Jx

B)

I'k' = 2Xky(x) - X2 Г sin[Afc(x - t)]y{t) dt-X2 f sin[Afe(t - x)]y(t) dt.
J a J x
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Из сопоставления формул A) и B) получим связь между I'k и Ik:

l'k' = 2Xky(x) - A|/fc, Ik = Ik(x). C)
2°. Интегральное уравнение с помощью A) можно записать в виде

п

у(х) + ]Г AkIk = f{x). D)
fc=i

Дифференцируя D) дважды по ж, с учетом равенств C) имеем

п п

у'1х(х) + апУ(х)-^Ак\2к1к = Г:х{х), <х„ = 2 ]Г AfcAfc. E)
fc= l fc= lfc= l

Исключая интеграл In из D) и E), получим

2/ххW + К + ЛпМ*) + Е А^Лп - Xl)h = fxx(x) + Л2 f{x). F)
fc= l

Если продифференцировать равенство F) дважды по ж, а затем исключить ин-

интеграл In_i из полученного выраж:ения с помощью F), придем к аналогичному

равенству, в левой части которого будет стоять линейный дифференциальный опе-

оператор четвертого порядка с постоянными коэффициентами (действующий на у) и

п-2

сумма J2 Вк1к. Продолжая далее с помощью двукратного дифференцирования
fc=i

последовательно исключать слагаемые /n_2? ^n-3> • • •

•> пРидем в итоге к линейно-

линейному неоднородному обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянны-

постоянными коэффициентами порядка 2п.

3°. Граничные условия для функции у{х) находятся в результате подстановки

значения х = а в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с

помощью дифференцирования. (Эти условия можно найти, подставляя значения

х = а и х = Ь в интегральное уравнение и все его следствия, полученные с помощью

двукратного дифференцирования.)

. у(Х)-\Г 5МХ t}
y(t)dt=f(X).

J -oo X
— t

33

Решение:

■/: л Ф JA.
V

W(x) /(x) + Г т а, л Ф J
V27T — ТТЛ J-oo X — t V 7Г

® Литература: Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 87).

4.5-3. Ядра уравнений содержат тангенс

34. у(х) - Л/ tg(/3as)i/(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = tg(/3x), /i(t) = 1.

rb

35. у(ж) - Л/ tg(/3t)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = tg(/3t).

36. у(Х)-\[ [Atg(/3X) + Btg(/3t)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = tg{j3x).
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37. у(Х) - \£ ^M-y(t) dt = f(X).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = tg(Cx), h(t) =

38. y(x)-xf
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = —-—-, hit) = tgiCt).
tg(Px)

39. y(x)-\[ tgk(CX)tg™(»t)y(t)dt=f(X).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = tgfc((Зх), h(t) = tgm(/it).

rb

4O.y(x)-\ tktgrn(Cx)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = tgm(/3x), h(t) = tk.

41. y(x) -\[Ь xktgrn(Ct)y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = хк, h(t) = tgm(/3t).

rb

42. у(х)-Х [A+B(x-t)tg(pt)]y(t)db=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = tg(/3t).

rb

43. у(х)-Х [A+B(x-t)tg(f3x)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = tg{j3x).

4.5-4. Ядра уравнений содержат котангенс

rb

4,4,. у(х) -X ctg(/3x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ctg(f3x), h(t) = 1.

rb

45. у(х) -X ctg(/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = ctg(Ct).

rb

46. y(x) -X [Actg(/3x) + В ctg(/3t)]y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = ctg(f3x).

47. у(х)-[ \f()f()Ja Ctg(/3t)

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ctg(/3x), hit) =
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Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = , hit) = ctgij3t).
ctg(/to)

49. y(x)-xf ctgk (Cx) ctg™ (vt)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = ctgfc(/3x), h(i) = ctgm(/i£).

50. у(ж) -xf tk ctgm(/3a0?/(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = ctgm(/3x), /i(t) = tk.

51. »(«) - A/ as* ctgm(/3t)y(t) dt = /(as).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = xk, h(i) = ctgm(/3t).

52. y(x)-X [A+B(x-t)ctg(pt)]y(t)dt=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = ctg(/3t).

ЛЬ

53. y(x)-X [A+B(x-t)ctg(Px)]y(t)db=f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = ctg(/3x).

4.5-5. Ядра уравнений содержат комбинации тригонометрических функций

гЪ

54. у{х) —XI cosk(/3x) sinm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cosfc(/Зж), /i(t) = sinm(/it).

/•ь
55. у(ж) — Л / [A sin(cx.x) cos(/3t) + S з1п(^уж) cos(St)]y(t) dt = /(ж).

J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = sin(ax), h1(t) = Acos(ftt),
g2(x) = sinG^), h2(t) = E)

56. y{x)-Xj t^k{yx) ctgm (/Lit) у{t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при #(ж) = tgk(^x), h(t) = ctgm(/it).

ЛЬ

57. у(ж) - Л/ [Atg(aaj) ctg(/3t) + Btg(~yx) ctg(St)]y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д-\_(х) = tg(ax), h^{t) = Actg(/3t),
Sf2(x) = tgGx), /i2(t) E)
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4.5-6. Сингулярное уравнение

j^ г2тт . £ Ж \
58. Ау(х) / ctg( )y(t) dt = f(x), О < ж < 2тг.

2тг Jo V 2 /

Здесь интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Без потери

общности можно считать, что А2 + В2 = 1.

Решение:

В Г27* / t - х \ В2 Г27Г
у(х) = А/(х) + — / ctg ( —— ) f(t) dt + —— / f(t) dt.

Z7T Jq ^ Z/KJ\. Jq

(•) Литература: И. К. Лифанов A995, стр. 57).

4.6. Уравнения, ядра которых содержат обратные
тригонометрические функции

4.6-1. Ядра уравнений содержат арккосинус

гЪ

1. у(х) — Л / arccos(/3a3)y(t) dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arccos(/3x), h(t) = 1.

rb

2. у(х) - \ arccos(/3t)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = arccos(/3t).

3. у{х) - \J —-—^-J-y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arccos(/3x), h(t) =
arccos(/3t)

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = , hit) = arccos(/3f).
arccos(/3x)

5. y(x) - X arccosfe(/3a?) arccosm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arccosfc(/3x), /i(t) = arccosm(/it).

rb

6. у(ж) - Л / tfe arccosm0&c)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arccosm(/3x), h(t) = tk.

rb

7. у(ж) - A/ xk arccosm(/3t)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = хк, h(t) = arccosm(/3t).
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rb
8. у(х) — X [А+ В(х — t) arccos(/3x)]y(t) dt = f(x).

Jа
Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = arccos(/3x).

rb

9. у(х) — X [A+B(x—t)arccos(/3t)]y(t)dt=f(x).
J а

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(i) = arccos(/3f).

4.6-2. Ядра уравнений содержат арксинус

rb

10. у(х) —A/ arcsin(/3x) у(t) dt = f(x).
J а

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = arcsin(/3x), h(t) = 1.

rb

11. у(х) - Л / arcsin(/3t)y(t) dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = arcsin(/3t).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arcsin(/3x), h(t) =

13. у(х) -х[J a
Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ;—-——, hit) = arcsin(/?t).

14. у(ж) - Л / arcsinfe(/Зж) arcsinm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = arcsinfc (/Зж), /i(t) = arcsinm(/it).

15. y{x)-\l tk arcsin™ (/3x)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arcsinm (/Зж), h(t) = tfc.

/•b

16. y(x) -X xk arcsinm(/3t)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = xk, h(t) = arcsinm(/3t).

ЛЬ

17. y(x)-\ [A+B(x-t)arcsin(pt)]y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.8 при /i(t) = arcsin(/?t).

18. y(x) — X [A + В(ж — t) arcsin(^)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = arcsin(/3x).
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4.6-3. Ядра уравнений содержат арктангенс

rb

19. у(х) -X arctg(/3x)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arctg(/3sc), h(t) = 1.

rb

20. у(х) -X arctg(/3t)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = arctg(/3t).

rb

21. у(х) -X [Aarctg(/3aj) + Barctg(/3t)]y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = arctg(/3x).

22. y(X)-x[arCt^y(t)dt =/(,).
У arctg(/3t)

Частный случай уравнения 4.9.1 при gix) = arctg(/3x), hit) =
arctg(/3t)

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = —-, hit) = arctg(/3f).
arctg(/3x)

/•ь
24. y(x) -X arctgfe(^) arctgm (/Ltt)y(t) dt = /(ж).

./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arctgfc(/3x), /i(t) = arctgm(/it).

rb
25. у(ж) - A/ tfe arctgm(^)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arctgm(/3x), /i(t) = tk.

26. у(ж) - Л/ ж^ arctgm(/3t)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ж^, h(t) = arctgm(/3t).

27. у(х)-Х [A+B(x-t)arctg(pt)]y(t)dt= /(ж).
-/а

Частный случай уравнения 4.9.8 при /i(t) = arctg(/3t).

rb

28. у(х)-Х [A+B(x-t)arctg(f3x)]y(t)dt=f(x).
J а

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = arctg(/3x).

4.6-4. Ядра уравнений содержат арккотангенс

rb

29. у(х) -X arcctg(/3x)y(t) dt = /(ж).
J а

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arcctg(/3x), h(t) = 1.
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rb
30. у(х) - Л / arcctg(/3t)y(t) dt = /(ж).

J а

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = arcctg(/3t).

rb

31. у(х) - Л/ [Aarcctg(/3aj) + Вarcctg(/3t)]y(t) dt = f(x).
J а

Частный случай уравнения 4.9.4 при д(х) = arcctg(/3x).

32. y(x)-Xl ___J!jaM(y(t)dt=f(x).
1

Частный случай уравнения 4.9.1 при <?(ж) = arcctg(/3x), /i(t) =
arcctg(/3t)

33. vW-A/^^yWdt =/(,).
J arcctg(/3a3)

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = , hit) = arcctg(/3t).
arcctg(/3x)

rb

34. у(ж) - Л/ arcctgfc(/3a!) arcctg™ (/Ltt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arcctgfc(/3x), /i(t) = arcctgm(/it).

35. у(ж) — Л / tk arcctgm(/3«)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = arcctgm(/3x), /i(t) = tfc.

rb

36. у(ж) - Л/ xk arcctgm(/3t)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = xk, h(t) = arcctgm(/3t).

rb

37. y(x)-X [A+B(x-t)arcctg(/3t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = arcctg(/3t).

rb

38. у(ж) - Л / [A + B(x - t) arcctg(/3as)]i/(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = arcctg(/3x).

4.7. Уравнения, ядра которых содержат комбинации

элементарных функций

4.7-1. Ядра содержат экспоненциальные и гиперболические функции

rb

1. у(х)-\ e^x-^ch[/3(x-t)]y(t)dt= /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при д±(х) = е^жсЬ(/Зж), h^{t) = е—/х* ch(/?t),
flf2(x) = e^xsh(/3x), h2(t) = -e-^()
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2. у{х) -\[ е^х-^ sh[/3(x - t)]y{t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при д1(х) = е^х sh(Cx), h1(t) = e~^* ch(Ct),
g2(x) = е^жсп(/3ж), h2(t) = -е-"*()

rb

. y(x)-\ te^x-tUh[/3(x-t)]y(t)dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.18 при ^(ж) = е^ж sh(/3x), h1(t) = te"^* ch(/?t),
x) = e^xch(f3x), h2(t) = -te~^* ()

4.7-2. Ядра содержат экспоненциальные и логарифмические функции

4.у(х)-\ e»tln(Px)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1п(/3ж), h(t) = e^*.

5. у(х)-\ е»х \n(Ct)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = е^ж, h(i) = ln(/?t).

6. у(х)-\[ е^-^ \n(Cx)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = е^х 1п(/3ж), h(i) = е~^ь.

7. у(х)-\[ e^x-tUn(^t)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = е^ж, /i(t) = e-/xt ln(/?t).

8. y(x)-X е^ж-*)Aпж - In t)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при gi(x) = e^x In ж, /*i(t) = e-/it, д2(х) = е^ж,

52 a2 f°° 1 / ж i \
9. у(ж) + / —

exp -a In— \)y(t)dt= f(x).
2a Jot v £ I /

Решение при a > 0, 6 > 0, ж > 0:

{) f{) + -иф(-Ып- )Jo t V t I/
V{x) f{x) +

2о Jo

® Литература: Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский A978, стр. 91).

4.7-3. Ядра содержат экспоненциальные и тригонометрические функции

rb

10. у(х) -X е^* cos(l3x)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cos(f3x), h(t) =
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гЪ
11. у(х) -X е»х cos(/3t)y(t) dt = /(ж).

Jа

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = е^х, h(t) = cos(Ct).

12. у{х) - X [°° е^-^ cos(xt)y(t) dt = f(x).
Jo

Решение:

1 - -|-Л2 i - улл Jo

13 . у(х)-\[ e^x-^cos[/3(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д1(х) = е^х cos(/3x), h1(t) = е~^1 cos(/3t),
д2(х) = e^xsin(f3x), h2(t) = е~^ sin(/3t).

гь
14. у(ж) - Л/ е^* sin(/3as)i/(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = sin(/3x), /i(t) = e^*.

ЛЬ

15. у(ж) - Л/ е^ sin(/3t)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = е^ж, /i(t) = sin(/?t).

16. у(ж) - Л /°° е^*-*) sin(ajt)i/(t) dt = /(ж).
./о

Решение:

1 9~А^
sin(xt)/(t) dt, Л

rb

17. у(х) -X е^х~^ sin[/3(x - t)]y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.18 при дг(х) = е^х sm(/3x), h1(t) = е~^ь cos(/3t),

fb Г
n

1
18. y(x)-X e^-Vl }2 Ak sin[/3fc(aj-t)] \y(t) dt= /(ж), n=l,2,...

•'a ^ ь —i ^fc = l

Частный случай уравнения 4.9.20.

гЪ

19. у(х)-Х te^x-t)sin[/3(x-t)]y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.18 при ^(ж) = е^х sm(/3x), h1(t) = te~^1 cos(/3t),
g2(x) = e^xcos(f3x), h2(t) = -te~»* 8m(Ct).

rb

20. y(x)-X xe^x-t)sin[/3(x-t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при дг(х) = хе^х sin(f3x), h^t) = e~^f cos(/?t),
g2(x) = xe^xcos(f3x), h2(t) = -e~^ sin(/%).
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гЪ

21.у(х)-Х е^ tg(/3x)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = tg(f3x), h(t) = e^*.

rb

22.у(х)-Х е»х tg(Ct)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = е^х, h(t) = tg(Ct).

23. у(х) -\[ e^x-^[tg(^x) -tg(Ct)]y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.18 при д1(х) = e^xtg(Cx), h1(t) =

rb
24. y(x) -X e^ ctg(Px)y(t) dt = f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = ctg(f3x), h(t) = е^*.

25. у(х) -\[ е»х ctg(/3t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = е^ж, h(t) = ctg(/3t).

4.7-4. Ядра содержат гиперболические и логарифмические функции

26. у(Ж) -[ (/^ (M)y()

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = chk(f3x), h(t) = l

27. у(ж) - A/ chfe(/3t) lnm(^)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пт(//ж), h(t) =

rb

28. y{x)-\l shk (/3x) In™ (/jit)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = shk(f3x), h(t) = lnm(/i£).

/•b

29. y(x)-X shk(f3t) lnm (/хж) у(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пт(//ж), /i(t) = shk (f3t).

rb

30. y(x)-X thk (f3x) In™ (ij,t)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = thh(f3x), h(t) = lnm(/it).

/•b

31. y(x)-X tnk (Ct) In™ (iJLx)y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пт(//ж), h(t) = thk(f3t).
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rb
32. у(х) -X cthk(f3x) lnm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).

Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = cthk(Cx), h(t) = In171 (fit).

rb

33. y(x) -X cthk(f3t) In™ (/j,x)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = In171 (fix), h(t) = cthfc(/3f).

4.7-5. Ядра содержат гиперболические и тригонометрические функции

rb

34. у{х) -XI chk{Cx) cosm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = chk(f3x), h(t) = cos171 (fit).

rb

35. y{x) -XI chk (/3t) cosm (/jix)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cosm(/ix), h(t) = chfc(/3t).

36. y{x) -XI chk{Cx) sinm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = chk(f3x), h(t) = sinm(/if).

rb

37. у(ж) - Л/ chfe(/3t) sinm(/Li^)y(t) dt = /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = sinm(fix), h(t) = chfc(fit).

rb

38. y{x)-Xj shk (/3x) cos™ (/jit)y(t) dt = f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = shh(f3x), h(t) = cosm(fit).

rb

39. y(x) -X shfe(/3t) cosm {^x)y{t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cosm(fix), h(t) = shk(f3t).

rb

40. y(x)-X shk(Cx) sinm (ij,t)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(ж) = shfc(/3x), /i(t) = sin171 (fit).

41. у(ж) - Л Г shfe(/3t) sin^ (^)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = sinm(fix), h(t) = shk(f3t).

42. у(ж) -х[Ь thk(Cx) cos™ (vt)y(t)dt= /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(ж) = thfc(/3x), /i(t) = cos171 (fit).
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rb

43. у{х) -X thk{Ct) cos™ (/j,x)y(t) dt = /(ж).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = cosm(/ix), h(i) = thk (f3t).

rb

44. y(x) -X thk (f3x) sin™ (/j,t)y(t) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = thk(f3x), h(t) = sinm(/i£).

fb
45. y(x)-X thk (Ct) sin™ (/jix)y(t) dt = f(x).

J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = sinm(/iic), h(t) = thk(f3t).

4.7-6. Ядра содержат логарифмические и тригонометрические функции

rb

46. у{х) -XI cosk(/3x) lnm(/Ltt)y(t) dt = /(ж).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = cosfc(/Зж), /i(t) = lnm(/i£).

47. у(ж) - X cosfe(/3t) lnm(^)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пт(//ж), h(t) = cosk(f3t).

48. у(ж) - л/ sinfe06te) In™ (vt)y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = sinfc(/3x), h(i) = lnm(/it).

/•b

49. y(x) -X sinfe(/3t) lnm(^y(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д{х) = 1пт(//ж), /i(t) = sinfc(/3t).

50. у{Х) - A/ tg*^) lnm(/**)!/(*) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = tgk(Cx), h(t) = In171 (fit).

rb

51. y(x)-X tgk(/3t)\nrn(ij,x)y(t)dt= /(ж).
-'a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пт(//ж), /i(t) = tgk(Ct).

rb

52. у(ж) - X ctgfc(/3aO lnm (Mt)y(t) dt = /(ж).
-/a

Частный случай уравнения 4.9.1 при #(ж) = ctgfc(/3x), h(t) = lnm(/it).

53. у(ж) - х[Ь ctgfe(/3t) lnm(/xa!)i/(t) dt = /(ж).
./a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1пт(//ж), /i(t) = ctgfc(/3t).
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4.8. Уравнения, ядра которых содержат специальные

функции

4.8-1. Ядра уравнений содержат функции Бесселя

rb

1. у(х)-Х Ju{Cx)y{t)dt = /(ж).
Jа

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = Jiy(f3x), h(t) = 1.

rb

2.у(х)-Х Jv(Ct)y(t)dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = Ju(Ct).

З.у(х) + х[ tJv(xt)y(t)dt= f(x),
Jo

Решение:

У(х) = -^4f -

1 7T / tJA
1 - X2 1 - X2 Jo

dt, X ф ±1.

4. y(x) + X JvBVxi)y(t)dt = /(ж).
./о

Положим ж = у £2, £ = у^25 У(ж) = Y(z), f(x) = F(;z). В результате приходим
к уравнению вида 4.8.3:

Y(z) + А Г tJv(zt)Y(t) dr = F(z).
Jo

rb

5. y(x)-X [A+B(x-t)Jv(/3t)]y(t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = Jv(Ct).

rb

6. y{x)-X [A+B(x-t)Jv(Cx)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = Ju(Cx).

fb
Ja

Частный случай уравнения 4.9.5 при д(х) = AJ (ax), h(t) = BJu(f3t).

rb

Ja
Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = J (x), h(t) = Ju(t).

rb

9. у(х)-Х Yu(Cx)y(t)dt= /(ж).

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = Yu(Cx), h(t) = 1.

rb

1О.у(х)-Х Yu(Ct)y(t)dt= /(ж).
./а

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, /i(£) = Yu(f3t).

19 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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rb

11. у(х)-\ [A+B(X-t)Yv(Ct)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = Yu(/3t).

12. у(Х)-\[ [A+B(X-t)Yv(CX)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = Yv(j3x).

rb

13. у(Х)-\ [AY>x(oLX) + BYl;(Ct)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.5 при д(х) = AY^(ax), h(t) = BYv(Et).

rb

14. y(X)-\ [AY^(X)Yv(t) + BYJ;(X)YJ;(t)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.14 при д(х) = Y^(x), h(t) = Yu(t).

rb

15. y(X)-X [AYt,(X)Yv(t) + BYl;(X)Yt,(t)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = Y^(x), h(t) = Yu(t).

4.8-2. Ядра уравнений содержат модифицированные функции Бесселя

rb

16.у(Х)-\ Iv(CX)y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = Iu(Cx), h(t) = 1.

17. у{Х) - A/ Iv(l3t)y(t) dt = f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = Iv{l3t).

rb

18. у(Х)-\ [A+B(X-t)Iv(Ct)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = I„(fit).

rb

19. y(X)-X [A+B(X-t)Iv(CX)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = Iu(f3x).

rb

20. y(X) -X [AI^{olX) + BIu(Ct)]y(t) dt = f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.5 при д(х) = Al^(ax), h(t) = BIv(Et).

rb

21. y(X)-X [AIt,(X)It,(t) + BIv(X)Il;(t)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.14 при д(х) = I (x), h(t) = Iu(t).

rb

22. у(Х)-Х [AIt,(X)Iv(t) + BIl;(X)It,(t)]y(t)dt= f(X).
J a

Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = I (x), h(t) = Iv(t).
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rb

23.у(х)-Х Kv{Cx)y{t)dt= f(x).
Ja

Частный случай уравнения 4.9.1 при g(x) = Kv{j3x)^ h(t) = 1.

rb

24. у(х) -X К„(C±)у(±) dt = f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.1 при д(х) = 1, h(t) = Kv{j3t).

rb

25. y{x)-X [A+B(x-t)Kv(Ct)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.8 при h(t) = Kv{Ct).

rb

26. y{x)-X [A+B(x-t)Kv(Cx)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.10 при h(x) = Ku(f3x).

27. y(x) -xf [AK^olx) + BKv(Ct)]y(t) dt = f(x).
J

Частный случай уравнения 4.9.5 при д(х) = AK^(ax), h(t) = BKv{Ct).

rb

28. y(x)-X [AKiX(x)KiX(t) + BKu(x)Ku(t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.14 при д(х) = К (х), h(t) = K^it).

rb

29. у(х)-Х [AK^{x)Ku(t) + BKu{x)K^(t)]y(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 4.9.17 при д(х) = K^(x), h(t) = Ku(t).

4.9. Уравнения, ядра которых содержат произвольные

функции

4.9-1. Уравнения с ядром вида К(х, t) = дг (x)hi (t) + • • • + дп (x)hn (t)

rb

l.y(x)-X g(x)h(t)y(t) dt = f(x).
J a

f fb Ч 
1°. Случай Л ф I g{t)h{t) dt) .

Решение:

y(x) = f(x) + Xkg(x), где k=(l-X f g(t)h(t) dt) f h(t)f(t) dt.

2°. Случай Л = ( ! g(t)h(t) dt) .

rb

При / h(t)f(t) dt = 0 решение имеет вид
J a

у = f{x) + Cg(x),
где С

—

произвольная постоянная.
rb

При / h(i)f(i) dt^O решения
J a

При условии существования соответствующих несобственных интегралов пре-
пределы интегрирования могут принимать значения а = —оо и (или) b = оо.

19*
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2. у(х) - а/ [д(х) + g(t)]y(t) dt = f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

где
rb rb

9i= g{x)dx, g2 = g2{x)dx.
J a J a

1°. Решение при А ф \х 2:

y(x) = f(x) + \[Al9(x) + A2],
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

А _

Л ~ -M/iffi - (Ь - а)/2] л _

/2 - A(/2#i - /1^2)

Л = / /О) ^ж, /2 = / f(x)g(x)dx-
J a J a

2°. Решение при А = A1 Ф А2 и Д = /2 = 0:

УО) = /(ж) + Cy1(x), y1(x)=g(x)- , _
.

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф \х и Д = /2 = 0:

у(х) = /О) + Су2(х), у2(х) = д(х) - J
2

,

у о — а

где С
—

произвольная постоянная, а у2(х) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению А2.
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

3. у(х)-\[ [g(x)-g(t)]y(t)dt=f(x).

Характеристические значения уравнения:

У д\ — (Ь — о)д2 V д\ — (Ь — а)д2
где

rb rb

9i= g(x)dx, g2= g2(x)dx.
J a J a

1°. Решение при А^ А1 2:

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

А =
h+Kh9i-(b-a)f2]

=
-f2

1

[Fа)^^2]А2 + 1
' 2

[F
rb rb

2°. Решение при А = A: ф А2 и fx — f2 — 0:

y(x) = f(x) + Cyx(x), yx(x) = g(x) + -——

-,

X^b-a)
где С — произвольная постоянная, a yi(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
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3°. Решение при Л = А2 Ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Ui(x) на Л2 и у2(х) соответственно.

4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

4. у(Ж) - л/ [Agfa) + Bg(t)]y(t) dt = f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

_

(A + B)9l ± л/(A - BJg\ + AAB(b - a)g2
h2

"

2AB[gl-{b-a)g2]
'

где
rb rb

9i= g(x)dx, g2= g2(x)dx.
J a J a

1°. Решение при \ф \12.

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

Bf2-XAB(f2gi-fig2)
, А2 =

D)9lA-\-L

Л = / /(ж) ^ж5 /2 = / f(x)g(x)dx-

2°. Решение при Л = Л: ф Л2 и Д = /2 = 0:

Л-у/±уо
—

а)

где С — произвольная постоянная, а У\{х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^

3°. Решение при Л = Л2 ф Л1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и Ui(x) на Л2 и у2(х) соответственно.

2

4°. Решение при Л = А1 2
= Л^ и Д = /2 = 0, где Л^ = двукратное

(А + В)д1
характеристическое значение:

у(х) = f(x) + Су*(х), у*(х) = д(х) - ±
- B)9l

2A{b - a)

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая Л^.

5. у(х) - А/ [д(х) + h(t)]y(t) dt = /(as).

Характеристические значения уравнения:

_

«1 + «3 ± V(S1 ~ S3J + 4(b - a)S2

где

s1

/•b rb rb

= / ^(ж) dsc, s2 = / g(x)h(x) dx, s3 = / /г(ж) dsc.
•/ a •/ a •/ a
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1°. Решение при Хф Х1 2:

у(х) = /(ж) + Х[А1д(х) + А2],

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

/2 - A(/2s1 - Дв2)4
1

[Sls3 - F - a)s2] A2 - (Sl + s3) A + 1
' 2

[Sls3 - F - a)s2] A2 - (Sl + s3)A + 1
'

/(я)<&, /2= / f(x)h(x)dx.

2°. Решение при А = А: ф Х2 и Д = /2 = 0:

2/(ж) = /(ж) + Су1(х), ух(х) = ;

где С — произвольная постоянная, а у^(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и f1 = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и 2/]_(ж) на А2 и у2(ж) соответственно.

2

4°. Решение при А = Ai 2
= А^ и /-. = /2 = 0, где А^ = двукратное

si + S3
характеристическое значение:

Здесь С
—

произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая Л^.

гЪ

6. у(х) - Л/ [Ад(х) + Bg(t)]h(t) y(t) dt = f(x).
Ja

Характеристические значения уравнения:

_

(A + B)s1 ± y/(A - BJsf + 4ABs0s
h2~ 2AB{sl-sQs2)

где
rb rb rb

s0
= / h(x) dx, s1 = / g(x)h(x) dx, s2 = / g2(x)h(x) dx.

J CL J a J a

1°. Решение при А ф А12:

y{x) = f{x) + \[Aig{x) + A2l

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

Bf2-AB\(f2Sl-flS2)
' 21

AB(s2 -s0s2)A2 - (A + BjsxA + l
' 2

AB(s2 - s0s2)A2 - (A + B)s1\+1
'

/i = / /(ж)Л(х) dx, f2= f f(x)g(x)h(x) dx.
J a J a

2°. Решение при А = A: ф Х2 и Д = /2 = 0:

y(x) = /(ж) + С^(ж), Vl(x) = g(x) +
: Sl

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Ух(х) на А2 и у2(х) соответственно.
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2
4°. Решение при Л = А1 2

= А^ и f1 = /2 = 0, где А^ = двукратное
(А + B)s1

характеристическое значение:

Здесь С
—

произвольная постоянная, а у*(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:
а) если А ф В, то 4ABs0s2 = -(А - BJs2 и

z/is0

b) если А = В, то в силу равенства 4Af?s0s2 = ~(^ ~~ BJs2 = 0 имеем

Г #0) при s0 7^ 0, s2 = О,
2/^(ж) = < 1 при s0

= 0, Б2ф 0,
I Схд(х) + С2 при s0

= s2 = 0,

где С-у и С2
—

произвольные постоянные.

гЪ

7. у(х) - Л / [Ад(х) + Bflf(t) + C]/i(t) y(t) dt = f(x).
Ja

Характеристические значения уравнения:

(A + B)s1 + Cs0 ± л/(А - BJs2 + 2(A + B)Cs1s0 + C2s§

где
rb rb rb

s0
= h(x)dx, s± = g(x)h(x)dx, s2 = / g2(x)h(x)dx.

J a J a J a

1°. Решение при А ф А12:

где постоянные А^ и А2 вычисляются по формулам

А =
Af1-AB\(f1s1-f2sQ)

1

AB(s2 - s0s2)X2 - [(А + B)s1 + Cso}\ + 1
'

2

AB{s2 - s0s2)X2 - [{A + B)s1 + Cso]X + 1
'

rb rb

/l = / f{x)h{x) dx, f2= f(x)g(x)h(x) dx.

2°. Решение при X = X1 ф Х2 и f1 = f2 = 0:

y[x) = j{x) + ^У\\х)-, У\\х) == ^(ж) Н j

где С — произвольная постоянная, а 2/1(ж)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и f1 = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Л1 и Ух(х) на А2 и у2(х) соответственно.

4°. Решение при A = Ai 9 = А:ки f-, = fo = 0, где Ал = двукратное
(А + B)s -\-Cs

характеристическое значение:

Здесь С
—

произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:
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a) если (А - B)s1 - Cs0 ф 0, то 4:Aso(Bs2 + Cs^ = -[(A - B)s1 - Cs0]2 и

(А - B)8l - Cs0
уАх) = д(х) —

—;y*V J УУ J
2As0

b) если (А — B)s1 — Cs0 = 0, to в силу равенства AAso(Bs2 + Cs-^) = 0 имеем

{g(x)
при s0 Ф 0, Bs2 = —Cs^

1^ ^

при s0
= 0, Bs2 ф -Cs1,

Cxg{x) + C2 при s0 = 0, Bs2 = —Cs1,

где С]^ и C2 — произвольные постоянные.

rb

8. y(x)-X [A+B(x-t)h(t)]y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

A(b -a)± л/[А(Ь - a) - 2Bhx\2 + 2Bho[A(b2 - a2) - 2Bh2]
1>2

~

B{ A(b - a)[2h1 - (b + a)h0] - 2B{h\ - h0h2)}
'

где
rb rb rb

h0 = / h(x)dx, h1 = / xh(x)dx, h2 = / x2h(x)dx.
J a J a J a

1°. Решение при \ф \12\

y{x) = f(x) + A(AX + А2ж),
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

Д
— А [#(/]_ Л-1 + /2^2) —j^^2(^2

~ а2)]
1
~

Б {АF - а) [Лх
- уF + а)/г0] - B{h\ - h0h2)} A2 + A(b

- а)А + 1
'

2
~

В {А(Ь - a) [hx -\{Ъ + a)h0] - B[h\ - h0h2)} A2 + A(b
- а)А + 1

'

/1=а/ f{x)dx-B f xf(x)h(x)dx, f2 = В f f(x)h(x)dx.
J a J a J a

2°. Решение при А = A: ф А2 и Д = /2 = 0:

где С — произвольная постоянная, а yi(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^^.
3°. Решение при А = А2 ф А1 и f1 = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и ^!(ж) на А2 и у2(х) соответственно.

2

4°. Решение при A = A-l 2= Х^ и/1=/2=0, где А^ = — — (Аф0) — двукратное

характеристическое значение:

у(х) = f(x) + Cy*(x).
Здесь С — произвольная постоянная, а у*(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:
a) если А(Ь - а) - 2Bhx ф 0, то

, А(Ь-а)- 2Bhx
УЛХ) = 1 ~ —гттъ п\ 7-^j— ж;

А(Ь2 — а2) — 2Bh2

b) если A(b — а) — 2Bh1 = 0, то в силу равенства ho[A(b2 — а2) — 2Bh2] = 0

имеем

{1
при h0 ф0, A(b2 -a2) = 2Bh2,

х при h0 = 0, A{b2 -а2) ф2ВК2,
Сх + С2х при h0 = 0, А(Ь2 - а2) = 2Bh2l

где Сх и С2 — произвольные постоянные.
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9. у(х)-\[ [A+(Bx + Ct)h(t)]y(t)db=f(x).
Jа

Характеристические значения уравнения:

_

l2
~

_

lj2
~

В{А(Ь - a)[2/i! - F + a)h0] + 2C(h2 - h0h2)}
'

D = [A(b - a) + (C - £)/h]2 + 2Б/го[АF2 - a2) + 2C7i2],
где

/•b rb rb

h0 = / h(x)dx, h1 = / xh(x)dx, h2 = / x2h(x)dx.
J a J a J a

1°. Решение при А^ А1 2:

y(x) = /(ж) + Л(А1+А2ж),
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

А = В { А(Ъ - a) [hx
- \(Ъ + a)h0] + C{h\- h0h2)} Л2+ [АF - а) + (В + С)/^]А + 1,

f1 = Af f(x)dx + C f xf(x)h(x)dx, /2 = Б /" f(x)h(x)dx.
J a J a, J a

2°. Решение при Л = Л: ф Л2 и Д = /2 = 0:

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению Хг.
3°. Решение при Л = Л2 ф Хх и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Ух(х) на Л2 и у2(х) соответственно.

2

4°. Решение при Л = А1 2
= Л^ и Д = /2 = 0, где Л^ =

'

А(Ь — а) + (В + C)^i
двукратное характеристическое значение:

Здесь С
—

произвольная постоянная, а у*(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая Л^:
a) если А(Ь - а) + (С - B)h1 ф 0, то

, ч 1 АF-а) + ((
У*W = !

777^ ^V
A(oz

— az)

b) если АF — a) -\- (С — B)h1 = 0, то в силу равенства ho[A(b2 — а2) + 2C/i2] = 0

имеем

{1
при h0 ф 0, А(Ь2 - а2) = -2C7i2,

ж
^

при h0 = 0, АF2 - а2) ф -2Ch2,
Сх + С2ж при h0 = 0, А(Ь2 - а2) = -2C7i2,

где С1 и С2 — произвольные постоянные.

rb

10. у(х)-Х [A+B(x-t)h(x)]y(t)db=f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

А(Ь -а)± л/[А(Ь - а) + 2Bh1]2 - 2Bho[A(b2 - а2) + 2Bh2]
1>2

~

B{ho[A(b2 - а2) + 2Bh2] - 2кг[А(Ь - а) + В^]}
где

/•Ь /*Ь /*Ь

h0 = h(x)dx1 h1 = I xh(x)dx1 h2 = / x2h(x)dx.
J a J a J a
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1°. Решение при Л ф Х1 2:

у(х) = f(x) + Х[АЕг + (ВЕгх + E2)h(x)},
где постоянные Ег и Е2 вычисляются по формулам

E1=A-1[f1-^XB(f1h1-f2h0)]i
Е2 = ВА !- +̂ Л/2 [А(Ъ

- а) + Bh±] + АД [\А(Ь2 - а2) + Bh2]},
А = B{h0 [\А(Ъ2 -a2) + Bh2] -h^Aib-a) -\-Bh^} A2 - АF-а)А+1,

Д = / fix) dx, f2 = [ xf(x) dx.

2°. Решение при А = A: ф А2 и Д = /2 = 0:

= /(x) + CVl (x), Vl(x) = A + Bxh(x) +
l-

X1n0

где С — произвольная постоянная, а у1(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Hi(x) на А2 и 2/2(ж) соответственно.

2

4°. Решение при A = A-l 2
— ^* иД=/2=07 гДе ^* = —7 г (^7^0) — двукратное

характеристическое значение:

у{х) = f{

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:
а) если А(Ъ - а) ф -2Bh1, то

у.{х) = А + Bxh(x) - h{x)
2h0

b) если A(b — a) = —2Bh11 то в силу равенства ho[A(b2 —a2) -\-2Bh2] = 0 имеем

{A
+ Bxh(x) при h0 фО, A(b2 -a2) = -2Bh2,

h(x) при h0 = 0, A{b2 - а2) ф -2Bh2,
С^А + ВхЦх)] + C2h(x) при h0 = 0, A(b2 -a2) = -2Bh2l

где Сг и С2 — произвольные постоянные.

11. у(х)-\[ [A+(Bx + Ct)h(x)]y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

А(Ь - а) + (В + С)КХ ± y/D
12

~

C{2h1[A(b-a) + Bh1] - ho[A(b2 -a2) + 2Bh2]}
'

D = [A(b -a) + (B- C)^]2 + 2Cho[A(b2 - a2) + 2Bh2],

где
rb rb rb

h0 = / h(x)dx, h1 = / xh(x)dx, h2 = / x2h(x)dx.
J a J a J a

1°. Решение при А 7^ A12:

x + E2)h(x)],
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где постоянные Е± и Е2 вычисляются по формулам

El = A-^-XCihK- }2h0)},
Е2 = СД-1{/2-Л/2[А(Ь-а) + В/г1] - \fx[\A{b2 - а2) + Bh2] },
Д = Clh^Aib - а)+В/гх] - ho[\A(b2- a2)+Bh2] } А2- [А(Ь - а)+{В + C)/iJA+l,

Л = / f{x) dx, /2 = / xf(x) dx.
J Ob J Ob

2°. Решение при Л = X1 ф A2 и f1 = /2 = 0:

у(х) = /(х) + СУ1(х), У1(х) = А + БхЛ(х)

где С — произвольная постоянная, a Ui(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 Ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и ^! (ж) на А2 и 2/2 (ж) соответственно.

2

4°. Решение при А = Ai 9 = А^ и f-, = f9 = 0, где А^ =
Р х'2 * Jl J2 ' *

А(Ь - а) + (В + С)^
(А ф 0) —двукратное характеристическое значение:

Здесь С
—

произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:
а) если А(Ь — а) + Bhx ф Ch1, то

„.(*) = А + ВхМх) -

Л("-а) + (Б-С)/1'
h(x);

2/i0

б) если АF — а) + Bh1 = С/г17 то в силу равенства ho[A(b2 — а2) + 25/г2] = 0

имеем

{A
+ Bxh(x) при h0 фО, А(Ь2 -а2) = -2Bh2,

h(x)
^

при /г0 = 0, А(Ъ2 - а2) ф -2Bh2,
C^A + Bxhix)] + C2h(x) при h0 = 0, АF2 - а2) = -2Б/г2,

где ^ и С2 — произвольные постоянные.

rb

12. y{x)-XJ [g{x)g{t) + h{x)h{t)]y{t)dt= f{x).
J a

Характеристические значения уравнения:

SI
r~f I / I C1 C1 I £ I /\ r~t ^ r~f | r~t / I C1 C1 I ^ I /1 r~f ^

1 ~T~ ^Q ~T~ Л/ V 1 4 / ~T~ ^О *^ 1 ~T~ *~* Q Л/ V 1 *-w ~T~ ^О

1-

2(Sls3-s2)
' 2"

2(Sls3-s2)
где

s1= / flf2(x)da:, s2= / g(x)h(x)dx, s3 = [ h2(x)dx.
J Ob J Ob J Ob

1°. Решение при А ф А1 2:

2/(ж) = /(ж) + А[А-[_G(ж) + А2/г(ж)],

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

/2-
= A =

1
~

(Sls3 - s2)A2 - (Sl + s3)A + 1
' 2

~

(Sls3 - s2)A2 - (Sl + s3)A

/1 = / /(x)flf(x) da:, /2 = / f(x)h(x) dx.
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2°. Решение при Л = Л: ф А2 и Д = /2 = 0:

у(х) = f(x) + СУ1(х), У1(х) = д(х) +
1~Х181

Цх),
A1S2

где С — произвольная постоянная, a Ui(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^

3°. Решение при Л = А2 Ф А1 и f1 = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и ^! (ж) на Л2 и у2(ж) соответственно.

4°. Решение при Л = А1 2
= Л^ и Д = /2 =0, где Л^ = — —

двукратное

характеристическое значение:

где С1, С2 — произвольные постоянные.

13. у(х) - Л / [flf(jc)flf(t) - h(«)h(t)]y(t) dt = f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

2
~ 4s2

где
rb rb rb

s-l
= / g2(x)dx1 s2 = / g(x)h(x)dx, s3 = / h2(x)dx.

J a J a J a

1°. Решение при А^ А1 2:

у(ж) = j(x) + А[А1^(ж) + А2/г(ж)],

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

/l H~ A(/ls3 ~~

J2S2) л ~J2 ~~^~ A(/2S1 ~~

/lS
А =

1

0! - sis3)A
/•b rb

/1 = / /(^)flf(x) dx, /2 = / /(х
J a J a

2°. Решение при Л = A-l ф Л2 и Д = /2 = 0:

у(х) = /(ж) + СУ1(х), У1(х) = д(х) + /г(ж),
1^2

где С — произвольная постоянная, a Ui(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^

3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и ^! (ж) на А2 и 2/2 (ж) соответственно.

2

4°. Решение при А = А^^ 2
= А^ и Д = /2 = 0, где А^ = двукратное

si
~

S3
характеристическое значение:

у(х) = f(x)
Sl+S3

x), yjx) flf(x) /iW-
2s2

Здесь С — произвольная постоянная, у*(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А*.



4-9. Уравнения, ядра которых содерэюат произвольные функции 301

rb
14. у(х) - Л / [Ag(x)g(t) + Bh(x)h(t)]y(t) dt = f(x).

Характеристические значения уравнения:

_

Asx + Bs3 ± л/{Аб1 - Bs3J
12

~

2AB(s1 s3 -sf)
'

где
rb rb rb

s1
= / g2(x)dx1 s2 = / g(x)h(x) dx1 s3 = / h2(x)dx.

J a J a J a

1°. Решение при А^ А1 2:

y(x) = /(x) + A[Alflf(x) + A2^(x)],

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

2«2) А Bf2-XAB(f28l-fl82)

/•Ь

Л = / /(^)^(^) ^, /2 =
J a

2°. Решение при А = A-l ф А2 и Д = /2 = 0:

2/@;) = /(*) + CVl(x), Vl(x) = g(x) +
1~XlASl

h(x),
А-^ -^i-S2

где С — произвольная постоянная, а У\{х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф \х и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Hi(x) на А2 и 2/2(ж) соответственно.

2

4°. Решение при А = Ai 9
= А* и /-. = /9 = 0, где А* = двукратное

Asx + Бв3
характеристическое значение:

у{х) = f{x) + Cy,{x).

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:
а) если As-l ф Bs3, то ^ABs2. = —(As1 — Bs3J, АБ < 0 и

если AS]^ = 5s3, то в силу равенства s2 = 0 имеем

где С1 и С2 — произвольные постоянные.

15. у(аО - A/ [s(a!)b(t) + h(x)g(t)]y(t) dt = f(x).

Характеристические значения уравнения:

1
=

~1^^^ i 2
~~

где
rb rb rb

sx
= / h(x)g(x)dx, s2 = / h2(x)dx, s3 = / g2(x)dx.

J a J a J a
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1°. Решение при Л ф Л12:

у(х) = f(x) + X[Al9(x) + A2h(x)],
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

А =
1
=

A ~

А =

(s2-s2s3)A2-2s!A+l
' 2

(s2 -s2s3)A2 -25^ + 1
'

/1= / f(x)h(x)dx, f2= f f(x)g(x)dx.
J a Ja

2°. Решение при А = Лх ^ А2 и Д = /2 = 0:

y(x) = f(x) + CVl(x), Vl(x) = g(x) + J^- h(x),
V ^2

где С — произвольная постоянная, a Ui(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф Хг и Д = /2 = 0:

Jу(х) = f(x) + Су2(х), у2(х) = д(х) - J

где С
—

произвольная постоянная, а у2(ж) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению А2.
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.

rb

16. у(х) - Л / [g(x)h(t) - h(x)g(t)]y(t) dt = f(x).
J a

Характеристические значения уравнения:

1 / 2"
' ^ / 2"

'

где
/•b rb rb

s1 = h(x)g(x)dx, s2 = / h2{x)dx1 s3 = / g2(x)dx.
J a J a J a

1°. Решение при А^ А1 2:

y(x) = /(ж) + A[Alflf(x) + A2h(x%
где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

л /l +A(/lsl -/2S2) л _ -/2 +A(/2S1 -/ls3)

(s2s3 — s2)A2 + 1
'

(s2s3—s2)A2-
rb rb

A = / f(x)h(x)dx, /2=/ f(x)g(x)dx.
J a J a

2°. Решение при А = A-l ф А2 и f1 = /2 = 0:

= f(x) + СУ1(х), У1(х) = g(x) (),
S2

где С — произвольная постоянная, a Vi(x)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и f1 = /2 = 0:

= f{x) + Су2(я), у2(х) = д(х) -
S2

где С
—

произвольная постоянная, а у2(х) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению А2.
4°. Уравнение не имеет кратных характеристических значений.
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rb
17. у(х) - Л / [Ag(x)h(t) + Bh(x)g(t)]y(t) dt = f(x).

Характеристические значения уравнения:

{A + B)s1 ± л/{A - BJs2 + 4ABs2s3
lj2

~

2AB(sl - s2s3)
где

rb rb rb

s±= h(x)g(x)dx, s2 = h2(x)dx, ss = / g2(x)dx.
J a J a J a

1°. Решение при Л ф Л12:

у{х) = f{x) + X[Al9(x) + A2h{x)l

где постоянные А1 и А2 вычисляются по формулам

А Afx - XAB(flSl - f2s2)
A

Bf2-\AB{f281-f1sz)
1

AB(s2 - s2s3)A2 - (A + B)s1 A + 1
' 2

AB(sf - s2s3)A2 - (A + B)s1 A + 1

/i= / f(x)h(x)dx, f2= [ f(x)g(x)dx.
J a J a

2°. Решение при А = A-l ф А2 и Д = /2 = 0:

y(x) = /(ж) + Суг(х), ух(х) = g(x) +
~

^
Sl

где С — произвольная постоянная, а У\(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая характеристическому значению А^
3°. Решение при А = А2 ф А1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

Х1 и Ух(х) на А2 и у2{х) соответственно.

2

4°. Решение при А = А1 2
= А^ и Д = /2 = 0, где А^ = —

двукратное

характеристическое значение:

у(х) = /(ж) + Су*(х), у*(х) = д{х) — -h(x).

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А*.

rb

18. у(х)-Х [g1(x)h1(t)+g2(x)h2(t)]y(t)dt= f(x).
J a

Характеристические значения уравнения А1 и А2 даются формулами:

л ^11 ' ^22 v V^ll ^22/ ' 12^21

2(S11S22 "~ S12S2l)
причем существуют следующие определенные интегралы:

rb rb

n = / h1(x)g1(x)dx, s12= h1(x)g2(x) dx,

= / h^g^dx, s22= h2{x)g2{x)dx.S21

1°. Решение при X ф Х1 2:

у(х) = /О) + Х[А1д1(х) + А2д2(х)],
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где постоянные А1 и А2 заданы соотношениями

л /l-A(/iS22-/2Sl2) л /2-A(/2Sll-/lS2l)

^, /2= / f(x)h2(x)dx.

2°. Решение при Л = X1 ф A2 и Д = /2 = 0:

где С
—

произвольная постоянная, а У\(х) —собственная функция ядра, соответ-

соответствующая характеристическому значению А^

Vl(x) = 9l(x) +
l - AlSl1

g2(x) = 9l(x) +
1 A\S21 g2(x).

1 1 *? 1 (?(?

3°. Решение при А = A2 7^ A1 и Д = /2 = 0 получается из формул п. 2° заменой

A-l и Ui(x) на А2 и у2(ж) соответственно.

4°. Решение при А = А: 2
= А^ и Д = /2 = 0, где А^ = двукратное

'

Sll + S22

характеристическое значение (при s11 =
—

s22 такого числа не существует):

Здесь С — произвольная постоянная, а у#(х)—собственная функция уравнения,

соответствующая А^:

a) если sn ф s22, то s12 = ~x(sii -S22J/S2D S2i ^ 0 и

у*(х) = 9l(x) -
Sll~S22

92(x), (s12s21 < 0);
2s12

b) если sn = s22, то в силу равенства s12s21 =
— -^(s11 — s22J = 0 имеем

Г ^(ж) при s12 7^ 0, s21 = 0,
2/*(ж) = < g2(x) ПРИ si2

= °» S2i ^ 0,
l С^) + С2д2(х) при s12 = 0, s21 = 0,

где С]^ и C2 — произвольные постоянные.

rb

19.y(x)-\ [g(x) + h(t)]m y(t) dt = f(x), m=l,2,...
./a

Частный случай уравнения 4.9.20 при дк(х) = дк(х), hk(t) = C^nhrn~k{t),
к = 1,. ..,

m.

Решение:

где Ак —постоянные, которые мож:но определить на основании 4.9.20.

2О.у(Х)-\[ []Г gk(X)hk(t)]y(t)dt= f(x), тг=2,3,...
Ja lk=i J

Характеристические значения интегрального уравнения А^ (их ровно п штук
с учетом кратности) являются корнями следующего алгебраического уравнения:

А(А) = 0,
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где

А(Л) =
21 AS22 ' ' ' AS2n

= (-X)n
^21 ^22 '

Snn~X—Xsnl —Xsn2
причем существуют определенные интегралы

fb
srnk= hm{x)gk{x)dx; га, к = 1,.. .,

п.

J a

1°. Решение при регулярном А:
n

y(x) = f(x) + A ^2 Ak9k(x)i
fc=i

где постоянные Ак есть решение следующей системы алгебраических уравнений:
п „Ь

Ат ~ Л Yl SmkAk = /m» fm= f(X)hm(X) dxi Ш = 1, . . .

,
П.

fe= l
Ja

Постоянные Afc можно определить по формулам Крамера

Afc=Afc(A)/A(A),
где

1-As,

-As,'21 /2 ~

—Asln

-Asnl • • • Asnfc_1 fn Asnfc+1
• • • 1 As^

2°. Решение при характеристическом А и f(x) = 0:

v

У(х) = ^2СгУг(Х)>
г=1

где Ci — произвольные постоянные, у^(х) — линейно независимые собственные

функции уравнения, соответствующие характеристическому значению А:

п

УЛХ) = Yl AHi)9k(x)-
fc=i

Здесь постоянные Ак^\ составляют р (р ^ п) линейно независимых решений

следующей однородной системы алгебраических уравнений:

A
m(i) smkAk(i)=^ m = l,...,n, г = 1,...,р.

fc= l

3°. Решение при характеристическом А и /(ж) ф 0 существует тогда и только

тогда, когда правая часть уравнения удовлетворяет следующим дополнительным

условиям:

fc=i

Здесь постоянные Вк^ составляют р линейно независимых решений однородной
системы алгебраических уравнений, которая является транспонированной к си-

системе, рассмотренной в п. 2°. В этом случае решение имеет вид
v

где уо(х) — частное решение исходного неоднородного уравнения, а сумма пред-

представляет собой общее решение соответствующего однородного уравнения (см.
п. 2°). В частности, если f(x) ф 0, но все fk равны нулю, то уо(х) = f(x).

® Литература: С. Г. Михлин A959, стр. 59).

20 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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4.9-2. Уравнения с разностным ядром: K(x,t) = К(х — t)

21. у(х) = \Г K(x-t)y(t)dt, К(х) = К(-х).
J — 7Г

Характеристические значения:

Лп =
, ап =— / К(х) cos(nx) dx (n = О,1, 2,...).

ттап тг J-к

Соответствующие им собственные функции:

уо(х) = 1, У^\х) = cos(nx), У^(х) = sm(nx) (га = 1, 2,...).

Каждому значению Лп при п^О отвечают две линейно независимые собственные

функции уп(х) и уп(х).

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 103).

22. у(ж) + /°° K(x-t)y(t)dt= АеХх.
J — оооо

Решение:

q =

/•оо

23. у(х) + / K(x-t)y(t)dt= Acos(Xx)-\-В sin(Xx).
J — oo-оо

Решение:

У(х) = AITc2l%Is cos(Ax) + Ш1 ^ sin(Ax),

roo rex

- / K(z)co8(\z)dz, Is = I
J — oo J — с

24. у(ж) - / КГ(ж - t)y{t) dt = f(x).
J — oo

Здесь —oo < x < +00, f(x) £ L1(—00, 00), K(x) £ L1(—00, 00).

Для разрешимости интегрального уравнения (в L-^) необходимо и достаточно

выполнения условия

1 - \ГЪкК{и) ф 0, -оо < и < оо, A)
~

/"ОО

где X(w) =
* / K(x)e~luxdx — преобразование Фурье функции К(х). При

«^ — оо

выполнении условия A) уравнение имеет единственное решение, представимое

формулой

Г R(x-t)f(t)dt,
J — оо

1 Г ~ ~

R(x) = ^= / R(u)elux du, R(u) =V }

/2^ У
^-4 .

1-у/2тгК(и)

(•) Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 25).
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25. y(x) - / K(x - t)y(t) dt = f(x).
Jo

Уравнение Винера — Хопфа второго рода.

Здесь 0 ^ ж < оо, К(х) е ^(-оо, оо), /(ж) е 1^@, оо), у(х) е L^O, оо).
Для разрешимости интегрального уравнения необходимо и достаточно выпол-

выполнения условия

П(и) = 1 - 1С(и) ф 0, -оо < и < оо, A)
/•оо

где }С(и) = / Х(ж)егиж dx — преобразование Фурье (несимметричная форма)
J — оо

функции К(х). При выполнении условия A) определяется индекс уравнения

v = -ind П{и) = —±- [arg Q(u)] ^.

1°. Решение при v = 0:

где

■Г R(x,t)№dt,

/•оо

/ R+(x-s)R_(t-s)ds,Jo
а функции Д_|_(ж) и R_(x), такие что R_^_(x) = 0 и R_(x) = 0 при х < 0, однозначно

определяются своими преобразованиями Фурье:

/•О

/
Jo

1
1 + / Д± (t)e±iut dt = exp In ОД т

Jo L 2 2тгг t — U

Функции Д_|_(ж) и R_(x) можно также получить, построив решения следую-

следующих уравнений:

0 < х < оо,

0 < х < оо.

dt,

R+(x) + / К(х - t)RAt) dt = K(x),
io
/•оо

Я_ (ж) + / K(t - x)R_ (t) dt = K(-x),
io

2°. Решение при i/ > 0:

У\Х)
— J \JL) -|- / j ^Jrn'L е

m=l

где Cm —произвольные постоянные,

Я (ж, t) = i?\ (ж
— t) + i?_ (t — ж) -

R°(x,t)

- s) ds,

а функции i?:j_ (ж) и i?_ (ж) однозначно определяются своими преобразованиями
Фурье:

Jo 2 2тгг J_oo t-w

no(w)(w + i)^ = Q(u)(u - i)u.

3°. Решение при z/ < 0 существует лишь в случае, когда выполнены условия

f(x)il>m(x)dx = 0, m = l,2,...,-z/,
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где ф^(х), . ..

, фи(х) —система линейно независимых решений транспонирован-
транспонированного однородного уравнения

[ K(t - x)i/;(t) dt = 0.
o

Тогда

y(x) = f(x)+ Г R*(x,t)f(t)dt,
Jo

где
г oo

R* (x, t) = R{+\x - t) + R^\t - x) + / R{l\x - s)R^\t - s) ds,
Jo

а функции R+ (x) и R_(x) однозначно определены в п. 2° своими преобразова-
преобразованиями Фурье.

® Литература: В. И. Смирнов A974, стр. 195), Ф. Д. Гахов, Ю. И. Черский
A978, стр. 55, 56), Математическая Энциклопедия A979, т. 2, стр. 598, 599).

4.9-3. Другие уравнения вида у(х) -\- ja K(x,t)y(t) dt =

26. y(x) - / K(x + t)y(t) dt = f(x).
J — oo

Для решения этого уравнения используют преобразование Фурье.
Решение:

у(х) =

где

f(u) = -^= Г f(x)e-*ux dx, K(u) = -L, Г К(х)е~гих dx.

(•) Литература: В. А. Диткин, А. П. Прудников A974, стр. 28).

27. у(х)+ [°° ef3tK(x + t)y(t)dt= АеХх.
JJ — оо

Решение:

"У/.6 д
.. , *(А)=/ К{

1 — k(X)k(—C — X) J-oo

28. у{х) + [°° [е^К(х + t) + М(ж - t)]i/(t) dt = AeXx.
/ — оо

Решение:

где
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29. y(x) - / K(xt)y(t) dt = f(x).
Jo

Решение находится с помощью формулы обращения преобразования Меллина

2т

где через / и К обозначены преобразования Меллина правой части и ядра

интегрального уравнения:

J(s)=[ f(x)xs~1dx1 K(s)=[ K(x)xs~1dx.
Jo Jo

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 147).

30. у(х) - f K(xt)tPy(t) dt = Ахх.
Jo

Решение:

у{х) = А-
1 — I I M

Считается, что все несобственные интегралы существуют.

31. у(х) - [°° K{xb)tPy{t) dt = f(x).
Jo

Решение находится с помощью обратного преобразования Меллина

у(х) = J_ Г f{s)tk{s)f{l+fis)x.t
2т Jc-ioo l-K(s)K(l+C-s)

где через / и К обозначены преобразования Меллина правой части и ядра

интегрального уравнения:

/(s) = [°° f{x)xs~1 dx, K(s) = f°° K(x)xs~1 dx.
Jo Jo

32. y(x) - f°° g(xt)xxt»y(t) dt = f(x).
Jo/о

Это уравнение можно записать в виде уравнения 4.9.31, если обозначить

33. у(х) - / —К( — )y(t) dt = 0.
Jo t V t /

Вид собственных функций этого интегрального уравнения определяется кор-

корнями следующего трансцендентного (алгебраического) уравнения относительно

параметра Л:

>-1dz = l. A)

1°. Действительным (однократным) корням Лп уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции
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2°. Действительным корням Ап кратности г отвечают г собственных функций

уп1(х)=хх™, Уп2{%) = жлМпж, ..., упг{х) = хх^\пг~1х.

3°. Комплексным (однократным) корням Лп = ап + г(Зп уравнения A) отвечает

пара собственных функций

4°. Комплексным корням Лп = ап + iCn кратности г отвечают г пар собственных

функций

= a^Mn7"-1 xsin(f3n\nx).

Общее решение представляет собой линейную комбинацию (с произвольными
постоянными) собственных функций однородного интегрального уравнения.

. у{Х) - [°° ±-K(^-)y(t) dt = АХЬ.
Jo t v t J

34

Решение:
л

Считается, что несобственный интеграл существует л В ^ 0. Общее решение рас-

рассматриваемого неоднородного интегрального уравнения представляет из себя сум-

сумму полученного решения и общего решения однородного интегрального уравне-
уравнения 4.9.33.

35. у(Х) - |о JK(|)t/(t) dt = /(a,).

Решение находится с помощью обратного преобразования Меллина:

1 /-с+*°° 7(S)
у(х) = / \J

2ш Jc_ioo 1 - к
x

s

ds,
K(s)

где через / и К обозначены преобразования Меллина правой части и ядра

интегрального уравнения:

7(s) = [°° f{x)xs~1 dx, K(s) = f°° K(x)xs~1 dx.
Jo Jo

В частном случае при f(x) = Ае~Хх, К(х) = \е.~х решение интегрального

уравнения имеет вид

4А
—

при Хх > 1,

C-2С)(ЛхK
у{х) =

-2А V / при Лж < 1.

Здесь С = 0.5772... —постоянная Эйлера, i/j(z) = [1пГ(^)]^ —логарифмическая
производная гамма-функции, sk —отрицательные корни трансцендентного урав-
уравнения: F(sfc) = 2, где T(z) —гамма-функция.

® Литература: М. Л. Краснов, А. И. Киселев, Г. И. Макаренко A968, стр. 146).



4-9. Уравнения, ядра которых содержат произвольные функции 311

гЬ
36. у(х) + / \х - t\g(t)y(t) dt = /(ж), а^х^Ь.

Ja

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х) + Г(х - t)g(t)y(t) dt+ f (t- x)g(t)y(t) dt = /(ж). A)
J a J x

Дифференцируя A) по ж, имеем

У'х№ + Г 9(t)y(t) dt- I g{t)y{t) dt = fx(x). B)
J a J x

Дифференцируя B), приходим к следующему обыкновенному дифференциально-
дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Будем считать, что пределы

интегрирования удовлетворяют условиям
—оо<а<6<оо. Полагая в A) х = а

и ж = 6, имеем два следствия:

rb

у(а) + / {t - a)g{t)y{t) dt = /(а),

2/F) + / (b-t)g(t)y(t)dt = f(b).

Выразим из уравнения C) произведение g(x)y через ухх и fxx и подставим

в D). После интегрирования по частям получим искомые граничные условия для

функции у(ж):

у(а) + у(Ъ) + F - a)[f'x(b) - ух(Ъ)} = /(а) + /F),

у(а) + у(Ь) + (а - b)[f'x{a) - у'х{а)] = /(а) + /F).

Отметим полезное следствие равенств E):

yi(a)+yi(b) = /£(a) + /£F), F)

которое можно использовать вместе с одним из условий E).
Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения. Условия E) позволяют найти постоянные интегри-

интегрирования, которые получаются в результате решения дифференциального уравне-
уравнения C).

гЬ

37. у(х) + / eAlas-*lflf(t)i/(t) dt = /(ж), а^х^Ъ.
Ja

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

Исключая из A) и B) интегральные члены, приходим к следующему обыкновен-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

у'^х + 2\д{х)у - Х2у = fxfx(x) - X2f(x). C)

у(х) + Г ex^-^g(t)y(t) dt+ ( ex^-^g(t)y(t) dt = f(x). A)
J a J x

Дифференцируя A) дважды по ж, имеем

2 Г ex^-^g(t)V(t) dt+X2 f eMt-^g{t)y{t) dt = f'Jx(x). B)
J a J x
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2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Будем считать, что пределы

интегрирования удовлетворяют условиям
—оо<а<6<+оо. Полагая в A) х = а

и х = 6, имеем два следствия:

f
Jа

eXtg(t)y(t)dt =

у(Ь) + exb / e-xtg(t)y(t) dt = f(b).
J a

Выразим из уравнения C) произведение д(х)у через ухх и fxx и подставим в D).
После интегрирования по частям получим

Отсюда после некоторых преобразований найдем граничные условия для функ-

функции у(х):

<^(a) + A^(a)=0, <^F)-А^F)=0; <р(х) = у(х) -/(х). E)

Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения. Условия E) позволяют найти постоянные интегри-

интегрирования, которые получаются в результате решения дифференциального уравне-
уравнения C).

гЬ

38. у(х) + / 8Ь(Л|ж - t\)g(t)y(t) dt = /(ж), а < х < Ь.
J a

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х) + Г sh[A(x - t)]g{t)y{t) dt+ ( sh[A(t - x)]flf(t)y(t) dt = /(ж). A)
J a J x

Дифференцируя A) дважды по ж, имеем

у^х(х) + 2Хд(х)у(х) + А2 /" sh[A(x - t)]g(t)y(t) dt

+ Л2 f sh[A(t - x)]ff(t)y(t) dt = /£,(*). B)

Исключая из A) и B) интегральные члены, приходим к следующему обыкновен-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(х):

ylx + 2\д{х)у - Х2у = f'x'x(x) - X2f(x). C)
2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Будем считать, что пределы

интегрирования удовлетворяют условиям
—оо<а<6<+оо. Полагая в A) х = а

и х = 6, имеем два следствия:

гЪ

у(а) + / sh[A(t - a)]g{t)y{t) dt = /(a),

£ D)

y(b) + / sh[AF - t)]g(t)y(t) dt = f(b).
J a

Выразим из уравнения C) произведение д{х)у через ухх и fxx и подставим в D).
После интегрирования по частям получим

sh[AF - а)]<р'х(Ъ) - Ach[AF - a)]ip(b) = \ip(a),

sh[AF - a)]v'x(a) + Ach[AF - а)Ыа) = -\ip(b); ф) = y{x) - f(x).
[ }

Уравнение (З) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения. Условия E) позволяют найти постоянные интегри-

интегрирования, которые получаются в результате решения дифференциального уравне-
уравнения C).
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rb
39. у(х) + / 8т(Л|ж - t\)g(t)y(t) dt = /(ж), а <: ж ^ Ъ.

J a
1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х) + Г 8ш[А(ж - t)]g(t)y(t) dt+ ( sin[A(t - x)]g(t)y(t) dt = /(ж). A)
J a J x

Дифференцируя A) дважды по ж, имеем

гх

Ухх(х) + 2Л#ОЖЖ) - х2 sin[X(x - i)]g(i)y(i) dt
J a
rb

- A2 / sin[A(t - x)]g(t)y(t) dt = fxx(x). B)
J x

Исключая из A) и B) интегральные члены, приходим к следующему обыкновен-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

ylx + 2Хд{х)у + Х2у = fx'x(x) + А2/(ж). C)
2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Будем считать, что пределы

интегрирования удовлетворяют условиям —оо<а<6<+оо. Полагая в A) х = а

и ж = 6, имеем два следствия:

rb

у(а) + / sin[A(t - a)]g(t)y(t) dt = /(а),
D)

sin[AF - t)]g{t)y{t) dt = /F).

Выразим из уравнения C) произведение д(х)у через ухх и fxx и подставим в D).
После интегрирования по частям получим

sin[AF - а)]ч>'х(Ъ) - Acos[AF - а)]у>(Ь) Лу(а),

sin[AF - a)]ipfx{a) + Acos[AF - а)](р{а) = -Х(р{Ъ); ф) = у{х) - f{x).

Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения. Условия E) позволяют найти постоянные интегри-

интегрирования, которые получаются в результате решения дифференциального уравне-
уравнения C).

I 4.9-4. Уравнения вида у(х) + J^ K(x, t)y(- • •) dt = F(x) I

rb

40. y(x) + / f(t)y(x -t)dt= 0.
J a

Вид собственных функций этого интегрального уравнения* определяется кор-
корнями следующего характеристического (трансцендентного или алгебраического)
уравнения относительно параметра ц:

f(t) exp(-/xt) dt = -1. A)

1°. Действительным (однократным) корням цк уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции
Ук(х) =(

*

Аргументы уравнений, содержащих в подынтегральном выражении у(х — £),
могут изменяться, например, в следующих пределах: 1) — оо < ж < оо,

—оо < t < оо

при а = —

оо, b = оо; 2) а ^ t ^ 6, — оо ^ х < оо, где а и 6 любые, удовлетворяющие
условиям —оо < а < Ъ < оо. Случай 2) следует из случая 1), когда функция fit)
отлична от нуля только на отрезке a ^t ^b.
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2°. Действительным корням цк кратности г отвечают г собственных функций

ук1{х) = ехрО^ж), Ук2{х) = жехрО^ж), ..

., укг{х) = хг~х exp(^fex).
3°. Комплексным (однократным) корням \±к

= ак + iCk уравнения A) отвечает

пара собственных функций

у{к\х) = exp(akx)cos(f3kx), у{к\х) = exp(akx)sin(f3kx).
4°. Комплексным корням цк = ак -\-ij3k кратности г отвечают г пар собственных

функций

Vki(x) = exp(afcx)cos(/3fcx), У{к1(х)
os(f3kx) У (x) =

ykj(x) = xr x
exp(akx) cos(f3kxI Укг(х) = xr x

exp(akx) sm(/3kx).
Общее решение представляет собой линейную комбинацию (с произвольными

постоянными) собственных функций однородного интегрального уравнения.

► Для уравнений 4-9-41~4-9-46 приведены только частные решения. Общие

решения этих уравнений можно получить, прибавив к частным решениям

уравнений общее решение однородного уравнения 4-9-40.

rb

41. у(х) + / f(t)y(x -t)dt= Ax + В.
Ja

Решение:

у(х) = рх + q,

где коэффициенты р и q вычисляются по формулам

rb

42. у(х) + / f(t)y(x -t)dt= АеЛж.
J a

Решение:

А [ь
у(х) = —еЛж, B = l+ f(t) exp(-At) dt.

■В J a

rb

43. у(х) + / f(t)y(x -t)dt= Asin(Xx).
J a

Решение:

где коэффициенты /с и /s вычисляются по формулам
rb rb

/c = 1 + / f(t) cos(At) dt, /s = / /(t) sin(At) dt.
J a J a

rb

44. y(x) + / f(t)y(x -t)dt= Acos(Xx).
J a

Решение:
AI AI

^ % [(X) +
C

(X)У^ =Г2 i %2 s[n(Xx) + t2 i T2

где коэффициенты /с и /s вычисляются по формулам

/с =с
= 1 + / f(i) cos(At) dt, /s = / /(t) sin(At) dt.

J a J a
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гЬ
45. у(х) + / f(t)y(x-t)dt = e/xa3(AsinAa? + BcosXx).

Ja

Решение:

у(ж) = е^ж (р sin \х + q cos Лж).
где коэффициенты р и q вычисляются по формулам

А1С - BL AL + В1С
а =

I2 +J2
' Ч

I2 +J2
'

/•ь
Г. = 1 + / f(t)e~lxt cos(s(At) dt, /s = / f(t)e~^ sin(Xt) dt.

J a

rb

. y(x) + / /(t)y(^ -t)dt = g(x).
J a

46.

1°. Для правой части #(ж) = ^ Ак ехр(А^ж) решение уравнения имеет вид

exp(Afex), Bk = l+ f(t) exp(-Afet) dt.

fc=i

п

2°. Для полиномиальной правой части уравнения д(х) = J2 Акхк решение имеет

вид
п

у(х) = ^ Вкхк:»
fc=O

где постоянные 5fc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = еЛж J^ Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

y(x)=eXxJTBkxk,
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = J2 ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = J2 Ак sin(Afcx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части д(х) = cos(Ax) ^2 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) 2_j Bkx + sin(Ax) ^^ Скх ,

к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.
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п

7°. Для правой части д{х) = sin(Ax) Yl Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

8°. Для правой части д(х) = е^х ^2 Akcos(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = е»х ]Г Вк cos(Afex) + е»х ]Г Ск sin(Afex),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

9°. Для правой части д(х) = е^х ^ Aksin(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=1

у(х) = е»х J2 Вк ^s(Xkx) + е»х ^ Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные 5fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

10°.Для правой части д(х) = cos(Ax) J^ Akex.p(fikx) решение уравнения имеет
к=1

вид
п п

у(х) = COs(Aic) 2_\ Вк ехР(М/еЖ) + sin(Aic) 2_\ ^к ехР(М/еЖ)'
fc=l fc=l

где постоянные Б^ и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

11°.Для правой части д{х) = sin(Ax) Yl Ak exp(/ikx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = COs(Aic) 2_\ Вк ехР(М/еЖ) + sin(Aic) 2_\ ^к ехР(М/еЖ)'
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

гЪ

47. у(х) + / f(t)y(x + /3t) dt= Ax + В.
J а

Решение*:

у(х) = рх + q,

где

48. y(x) + / f(t)y(x + /3t) dt = AeXx.

Решение:

*
Аргументы уравнений, содерж:ащих в подынтегральном выражении у(х-\- /3t),

при C > 0 могут изменяться, например, в следующих пределах: 1) 0 ^ х < оо,
О ^ t < ею при a = 0, b = оо; 2) а ^ t ^ Ь, 0^ж<оо, где a и 6

— любые,
удовлетворяющие условиям 0 ^ a < 6 < оо. Случай 2) следует из случая 1), когда

функция fit) отлична от нуля только на отрезке a ^t ^b.
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rb

49. у(х) + / f(t)y(x + /3t) dt= A sin Лж + В cos Лж.
Jа

Решение:

у(х) = р sin Аж + q cos Лж,

где коэффициенты р и q
— вычисляются по формулам

/•b /-b

/c = 1 + / /(t) cos(A/5t) dt, /s = / /(t) sin(A/5t) dt.
«У Q, J Ob

rb

50. у(ж) + / f(t)y(x + /3t) dt = g(x).
J a

n

1°. Для правой части g(x) = Yl Ak ехр(Л^ж) решение уравнения имеет вид
fc=i

fc=i Bfc
П

2°. Для полиномиальной правой части уравнения g(x) = Yl Akxk решение имеет
fc=o

вид
п

у(х) = ]Г Bkxk,
k=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = еЛж X] Akxk решение уравнения имеет вид

k=o

где постоянные Bk определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = Yl ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
fc=i

п п

у(х) = J2Bk cos(Afex) + 5Z Cfc sin(Afex),
fc=i fc=i

где постоянные Bk и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = XI ^ks^n(^kx) решение уравнения имеет вид
fc=i

п п

У(ж) = Yl Bk соз(ЛА,ж) + ^ Ск sin(Afex),
fc=l fc=l

где постоянные £?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части д{х) = соз(Лж) Y1 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = соз(Лж) Y^ вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.



318 Линейные уравнения второго рода с постоянными пределами интегрирования

п

7°. Для правой части д{х) = sin(Ax) Yl Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=о к=о

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

8°. Для правой части д(х) = е^х ^ Akcos(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=1

у(х) = е»х ]Г Вк cos(Afcx) + е"* ]Г Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

9°. Для правой части д{х) = е^х Yl ^ks^n(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

у(х) = е»х JT Вк СО8(А,Ж) + е»х ^ Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные 5fc и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

10°.Для правой части д(х) = cos(Ax) J2 Ак e^p(fikx) решение уравнения имеет
к=1

вид
п п

у{х) = cos(Ax) Y^ вк ехР(М/еж) + sin(Ax) ^2 Ск exp(Mfca?),
fc=l fc=l

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

11°.Для правой части д(х) = sin(Ax) J2 Ак e^p(fikx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = COs(Aic) 22 Вк ехР(М/еЖ) + sin(Aic) 22 ^к ехР(М/еЖ)'
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

51. у(х)+ / f(t)y(xt)dt=O.
J а

Вид собственных функций этого интегрального уравнения* определяется кор-
корнями следующего трансцендентного (алгебраического) уравнения относительно

параметра А:

x

1°. Действительным (однократным) корням Хк уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции:

Ук{х)=ххК

*
Аргументы уравнений, содержащих в подынтегральном выражении y(xt),

могут изменяться в следующих пределах: 1H^ж^1,0^£^1 при а = 0,
6=1,2) 1^ж<оо, 1 ^t <оо при а = 1, Ь = оо, 3H<ж<оо, 0<£<оо при а = 0,
b = оо, 4) a^t^b, 0^х< оо, где а и 6 — любые, удовлетворяющие условиям
0 ^ а < Ь ^ оо. Случай 4) следует из случая 3), когда функция f(t) отлична от

нуля только на отрезке a ^t ^6.
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2°. Действительным корням Хк кратности г отвечают г собственных функций

ук1(х) =хХк, Ук2(х) = хХк In ж, ..., укг(х) = хХк \пг~1х.

3°. Комплексным (однократным) корням Хк = ак + г(Зк уравнения A) отвечает

пара собственных функций

у{к1\х) = xafccos(/3fclnx), y{k\x) = xaksin(f3k\nx).
4°. Комплексным корням Хк = ак -\-iCk кратности г отвечают г пар собственных

функций

у$(х) = хак cos(/3fclnx), у$(х) = хак 8

у$(х) = хак \nxcos(/3k\nx), Ук22(х) = х<

У$(х) = хак \nr-1xcos(f3k\nxI yk2J(x) = хак \nr-1xsin(f3k\nx).
Общее решение представляет собой линейную комбинацию (с произвольными

постоянными) собственных функций однородного интегрального уравнения.

► Для уравнений 4-9-52-4.9.58 приведены только частные решения. Общие
решения этих уравнений можно получить, прибавив к частным решениям

уравнений общее решение однородного уравнения 4-9.51.

гЪ

52. у(х) + / f(t)y(xt) dt= Ax + В.

Решение:

У(х) = т^ГГх + TtV' 7о = / /(*) dt, h = f tf(t) dt.

rb

53. y(x) + / f(t)y(xt) dt = Ax13.
J a

Решение:

f(t)tPdt.

rb

54. y{x) + / f(t)y(xt) dt = A In x + B.
J a

Решение:

y(x) = pin ж + q,

где

rb

55. y(x) + / f(t)y(xt) dt = Ax& 1пж.
J a

Решение:

у(ж) = px^ In x +

где
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rb

56. у(х) + / f(t)y(xt)dt = A cos(ln ж).
J а

Решение:

AI AI

{)
с

(l) +
s

sin(lnx),/2 _i_ /21c ^ 1s

rb rb

c
= 1 + / f(t) cos(ln t) dt, /s = / /(£) sin(ln t) dt.

J CL J a
/c =

rb

57. y(x) + / f(t)y(xt)dt= A sin(ln ж).

Решение:

/c = 1 + f f(t) cos(lnt) dt, /s = / /(t) sin(lnt) dt.
J a J a

rb

58. y(x) + / f(t)y(xt) dt = Ax& cos(Alna?) + Bx& sin(Aln«).
J a

Решение:

у(ж) = px^cos(Alnx) + дж^ sin(Alnx),
где

AIc~ BIS AIS + ДJc

/ P Г
c

== 1 ~\~ j J \tjt COS^A In tj dt^ 1 „
== /

/ f(t)y(£) dt = 0, £ = xcp(t).
Ja

59. y(a

Вид собственных функций этого интегрального уравнения определяется кор-
корнями следующего трансцендентного (алгебраического) уравнения относительно

параметра А:
rb

it=-l. A)

1°. Действительным (однократным) корням Хк уравнения A) отвечают собствен-

собственные функции:

Ук{х)=ххК
2°. Действительным корням Хк кратности г отвечают г собственных функций:

3°. Комплексным (однократным) корням Хк = ак + г/Зк уравнения A) отвечает

пара собственных функций:
ц(^ (т\ — ггак та(Я In тЛ <?/2) f тЛ — ^ак о\п(Я In тЛ
Ук \х)

— х cos\Pkmx)i Ук \х) — х sin^mxj.

4°. Комплексным корням Хк = ак + ij3k кратности г отвечают г пар собственных

функций:

(х) = хак \nxcos(f3k\nx),

Общее решение представляет собой линейную комбинацию (с произвольными
постоянными) собственных функций однородного интегрального уравнения.
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60. у(х) + / f(t)y(i) dt = Ax?, £ = xcp(t).

Решение:

у(х) = 4^, В = 1 + Г f(t)[<p(t)fdt.
& J a

Считается, что В ф 0. К решению A) может быть добавлена линейная комбинация
из собственных функций соответствующего однородного уравнения (см. 4.9.59).

61. у(Х) + / f(t)y(i) dt = д(Х), £ = Xcp(t).

1°. Для правой части д(х) = Yl Akxk решение уравнения имеет вид

к=0 Вк J
= Е 4^ж"' вк = 1 + Г №Mt)]kdt. A)

к=0 Вк J*
п

2°. Для правой части уравнения д(х) = In ж J2 Акхк решение имеет вид
к=о

к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = Y1 Ак(\пх)к решение уравнения имеет вид
к=о

y(x) = J2Bk(^*)k, C)
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = J2 Ак cos(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = ^ Вк C0S(Afc 1пж) + Е Ск sin(Afc 1пж)' D)
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = J2 Ак sin(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

y(x) = ^Bkcos() _

fc=l fc=l

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

Замечание. К решениям A)-E) может быть добавлена линейная комбинация
из собственных функций соответствующего однородного уравнения (см. 4.9.59).

4.10. Некоторые формулы и преобразования
Пусть решение интегрального уравнения

гЬ
K(x,t)y(t)dt = f(x) A)

имеет вид
rbrb

/
J a

R(x,t)f(t)dt. B)

21 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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Тогда решение более сложного интегрального уравнения

^ f{x) C)4 ' '

9{t)

дается формулой
fb я(х)

y(x) = fix) + / R(x, t) \ ч fit) dt. D)
Ja g(t)

Ниже приведены формулы для определения решений интегральных уравне-
уравнений вида C) для некоторых конкретных функций д(х). Во всех случаях считается,

что решение уравнения A) известно и дается выражением B).
1°. Решение уравнения

у(х)+ I K(Xlt)(x/t)xy(t)dt = f(x)
J a

имеет вид
гЪ

у(х) = /(ж) + / R(x, t)(x/t)xf(t) dt.
J a

2°. Решение уравнения

гЪ

у(х)+ K(x,t
J a

имеет вид

у(х) = f(x) + / R(x, t
J a



5. Нелинейные уравнения с переменным

пределом интегрирования
► Обозначения: f, g, h, (p — произвольные функции сложных аргументов,

указанных в круглых скобках после знака функции (аргумент может зависеть

от t, х, у); А, В, С, а, Ь, с, к, C, X, fi
—

произвольные параметры.

5.1. Уравнения с квадратичной нелинейностью,
содержащие произвольные параметры

5.1-1. Уравнения вида jx y(t)y(x — t) dt = F(x)

- / y(t)y(x—t)dt= Ax +B, A,B>0.
JoJo

Решения:

vix} = ±^ bfeexp("ih)+ /4 erf(Vih
2 fz

где erf z = —— / exp(—t2) dt — интеграл вероятностей.
yvr Jo

rx

2. / y(t)y(x - t) dt = A2xx.
Jo
Решения:

где T(z) —гамма-функция.

rx

3. / y(t)y(x -t)dt = Ахх~г + Вхх, Л > 0.
Jo

Решения:

УЩ /Л+1 Л В

где Ф(а, с;ж)—вырож:денная гипергеометрическая функция (функция Куммера).

4. f y(t)y(x-t)dt= А2еХх.
Jo

Решения: у(х) = zb

5. Г y(t)y(x -t)dt= (Ax + B)eXx, А, В > О.
Jo

Решения:
'

A

2 fz
— / exp(-t2
2 f

где erf z = —— / exp(—t2) dt — интеграл вероятностей.

21*



324 Нелинейные уравнения с переменным пределом интегрирования

6. / y(t)y(x-t)dt= А2ж/хеЛж.
Jo
Решения:

, ч Ал/ГО + 1) м

7. Г y{t)y{x-t)dt= (Ax»-1 +Вж/х)еЛж.
./о
Решения:

8. [ y(t)y(x -t)dt= А2 сЬ(Лж).

Решения:

у{х) ±
V7T dx o

где /0
— модифицированная функция Бесселя.

гх

9. / y(t)y(x -t)dt= Ash(A«).

Решения:

y = ±VAXI0(Xx
где /0 — модифицированная функция Бесселя.

гх

10. / y(t)y{x — t) dt =
Jo
Решения:

У =

где /_]/4—модифицированная функция Бесселя.

11. Г y(t)y(x -t)dt= A2 cos(Лж).
./о
Решения:

где Jo — функция Бесселя.

12. / y(t)y{x -t)dt = Asin(Aa5).

Решения:

где Jo — функция Бесселя.

гх

13. / y(t)y{x — t) dt = Asi
Jo

Решения:

у = ±V

где J_i/4—функция Бесселя.
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14. / y(t)y(x -t)dt= А2е/хжсЬ(Лж).
Jo
Решения:

V7T dx Jo

где /0 — модифицированная функция Бесселя.

15. [ y(t)y(x -t)dt = Ae»x
Jo

Решения:

у = ±у/А\е*мх10(\х),
где /0 — модифицированная функция Бесселя.

16. [Х y(t)y(x-t)dt= А2е/хжсо8(Лж).

Решения:

где Jo — функция Бесселя.

гх

17. / y(t)y(x -t)dt = Ae^x sin(Xx).
Jo

Решения:

у = ±VAXe^xJ0(Xx),
где Jo — функция Бесселя.

5.1-2. Уравнения вида jx K(x,t)y(t)y(x — t) dt = F(x)

18. f tky(t)y(x-t)dt= АжЛ, А > О.
./о

Решения:

АГ(Л+1)
1

V 2

где Г(,г) —гамма-функция.

19. [ tky(t)y(x -t)dt= АеЛж.
Jo

\±l-k

Решения:
A

где T(z) —гамма-функция.

20. Г tky(t)y(x -t)dt= Аж/хеЛж.
Jo

1/2

Решения:

где Г(^) —гамма-функция.
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21.

/о ах + bt

Решения:

I= Л*Jo а + bz

22.
ах + bt

Решения:

23.
ах + bt

Решения:

= С
Jo a + bz

24. Г »(«)»(
Уо Уаж2 + 6t2

^ .-A

Решения:

1=

25.
/о л/ах2 + 6t2

Решения:

dz

о Va + bz2

26. Г f
Jo Уаж2Jo Уаж2 + 6t2

Решения:

y(x) = ±J— 1= f1
Jo

dz

5.1-3. Уравнения вида J* G(-• •) dt = F(x)

rx

27. / y(t)y(ax + bt)dt = Axx.
Jo

Решения:

/ А А-1 / Л-1

y(x) = ±J — х—, 1= / ^^V 1 Jo

Л-1

/•ж

28. / y{t)y{ax - t) dt = АеХх , а ^ 1.
Jo
Решения:
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29. [ y(t)y(ax - t) dt = Аж/хеЛж, а ^ 1.
Jo
Решения:

y(x) = ±\ —x 2 ехр(Лж/а), /= / z 2 (a - z) 2 cb.

V / Jo

5.1-4. Уравнения вида y{x) + f£ K(x,i)y2(i) dt = F(x)

30. y(x) + А Г y2(t) dt= Bx+ C.
Ja

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.

1°. Решение при АВ > 0:

-а)]+уа-к и

2°. Решение при АВ < 0:

у(х) = fctg[Afc(a-x) + arctg^j, k = J~^г, Уа = аВ + С.

3°. Решение при В = 0:

()

/•Ж

31. у(ж) + к / (ж - t)y2(t) dt = Аж2 + Вх + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.5 при /(у) = /су2.
Решение в неявном виде:

Г [ААи - 2kF{u) + В2 - AAC]
~1/2 du = ±{х - а),

Jyo

F(u) = | (us - yg), y0 = Aa2 + Ba + С

32. у(ж) + А /Ж txy2(t) dt = БжЛ+1 + С.

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = Ay2. Это интегральное уравнение

сводится к к обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися

переменными.

Решение в неявном виде:

(Л + 1) Г ,
Jya A - В(Х

/•ж

33. у(х) + A x~x-1y2(t)dt= Вхх,
Jo

Решения: У\(х) = [З-^х^ и у2(ж) = /^2жЛ> гДе /^1 2 —корни квадратного уравне-

уравнения А/32 + BЛ + 1)/3 - ВBХ + 1) = 0.

34. у(ж) + /Ж ^~
Jo «a

=л.
аж + bt

Решения: У\(х) = Л^^ и у2(ж) = ^2» г^е ^1 2 —корни квадратного уравнения

—")Л2 + 6Л-А6 = 0.
a /
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Решения: у1(х) = Хгх и у2(х) = А2ж, где Л1?2 —корни квадратного уравнения

^J Л-Б = 0.

Jo /2 + Ы2Jo л/ах2 +
Решения: У\(х) = Л1 и у2(х) = ^2» гДе ^1 2 —корни квадратного уравнения

= Г1 «

Jo va + bz

37. у(ж) + а[ (ах™ + ЪЬп) ^~y2(t)dt = Bxx.
Jo

Решения: У\(х) = [31х'к и у2(ж) = 02х^у гДе /^1 2 —корни квадратного уравне-

уравнения

Г1 Л+1
+ C - В = 0, / 2X ( )

Г1

/ z2X (a + 6zn)

38. у(ж) + А Г exty2(t) dt = BeXx + С.

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = Ay2. Это интегральное уравнение

сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися

переменными.

Решение в неявном виде:

39. y{x) +

Частный случай уравнения 5.8.12. Это интегральное уравнение сводится к

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными

Ух + ау2 - ху + хв = °> у(а) = в-

Решение в неявном виде:

(У du
\- x - а = 0.

Аи2 - Хи + ХВ

40. у(х) + kl ex(<x-^y2(t) dt = AeXx + В.

Решение в неявном виде:

fV 1 ГЪ VW =x~ai Уо = АеХа + в-

JyQ Хи - ки2 - ХВ

41. у{х) + kfX sh[\(x - t)]y2 (t) dt = AeXx + ВеГХх + С.
J a,

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = ky2.
Решение в неявном виде:

С У

[Х2и2 - 2Х2Си - 2kXF(u) + Л2(С2 - 4АВ)]
 /2dw = ±(х - а),

)

F(W) = | (w3 - yg), у0 = АеХа + Бе-Ла + С.
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42. у(х) + k I sh[A(a? - t)]y2(t) dt = АсЬ(Лж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = ку2.
Решение в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Ви - 2kXF(u) + А2(Б2 - А2)]
~1/2 du = ±{х - а),

F(u) = -i- (us - yg), yo = A ch(Xa) + B.

43. y(x) + kf sh[\(x-t)]y2(t)dt= Ash(\x) + B.
J a

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = ку2.
Решение в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Ви - 2kXF(u) + А2(А2 + В2)]
 /2du = ±(х - а),

F{u) = у (w3 -Уо), У0 = Ash(Ла) + В.

/•ж

44. у(ж) + fe / sin[A(« — t)]y2(t) dt = Asin(Aa3) + В cos(Xx) + С.
./а

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = /су2.
Решение в неявном виде:

ГУ

/ [А2£> - A2w2 + 2A2Cw - 2kXF(u) ]
~1/2

du = ±(ж - а),
J
Уо

уо
= A sin(Xa) + Б cos(Ла) + С, D = А2 + Б2 - С2, F(u) = у (w3 - yg) •

5.1-5. Уравнения вида у(ж) + j^ K(x,i)y(i)y(x — i) dt = F(x)

45. у(ж) + А / y(t)y(x — t)dt= AB2x

Решение: у(ж) = -В.

46. у(ж) + A / y(t)y(x -t)dt= (AB2x

Решение: у(х) = BeXx.

47. у(Ж) + -А /Ж у(^у(Ж -t)dt= ±/
*P Jo

Решение: у(ж) = /З/^Аж), где /х (ж) — модифицированная функция Бесселя.

48. у(х) - -А. Г у(^у(Ж -t)dt= \р*1ъ(Хв).
*Р Jo

Решение: у(ж) = /З^(Аж), где ^(ж)—функция Бесселя.

гх

49. у(ж) + А / «~A~1y(t)y(« —t)dt= Bxx.
Jo

Решения: У\{х) = /31хх и у2(ж) = /^2жЛ> гДе /^1 2 —корни квадратного уравне-

уравнения

AJ/32+/3-B = 0, I=
o 2)
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5.2. Уравнения с квадратичной нелинейностью,
содержащие произвольные функции

5.2-1. Уравнения вида f*G(-- •) dt = F(x)

1. Г K(X,t)y2(t)dt= f(X).
J a

Замена w(x) = у (х) приводит к линейному уравнению

rx

/ K(x,i)w(i)dt = /(ж).
J a

2. Г K{t)y{X)y{t)dt=f{X).
J a

Решения:
Г rx 1-1/2

y(x) = ±f(x)\2 / K(t)f(t)dt\
I J a J

3. / f(— )y(t)y(X-t)dt=AXx.
Jo \ ж /

Решения:

A-i fi A-i

^
2

, / =

4. fXf(—)y(t)y(X-t)dt=AeXx.
Jo \x J

Решения:

/

л/гA - z)

5. [X( )X
о

Решения:

i Jo
Z Z

fX ( Ь\ А
'

Jo \ x J
Решения:

y(x) = ±J — x 2
, /= / /(ф 2 (a+ 62;) 2 d*.

v j Jo

7. f f(— )y(t)y(aX-t)dt=AeXx, a ^ 1.
Jo V ж /

Решения:

~~

(z) dz

o
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8. Г f(—)y(t)y(ax-t)dt=Ax»eXx,
Jo V ж У

a ^ 1.

Решения:

y(x) = ±\—ж^ ехр(Аж/а), I=f f(z)z~^ (a - z)^^ dz.
V 1 Jo

5.2-2. Уравнения вида у{х) + /^ K(x,i)y2(i) dt = F{x)

9. у(Ж)+ Г f(t)y2(t)dt=A.
Ja

[ [Х f(t)dt

Решение:

10. у(Ж)+ [X ex(<x-^g(t)y2(t)dt= f(x).
J a

Дифференцируя уравнение по ж, имеем

Ух + $(я)у2 + А Г ex(<x-^g{t)y2{t) dt = f'x(x). A)

Исключая отсюда интегральный член с помощью исходного уравнения, приходим
к обыкновенному дифференциальному уравнению Риккати

Ух + Ф)у2 - Ау + А/(ж) - f'x (ж) = 0 B)

с начальным условием у (а) = /(а). Уравнение B) сводится к линейному обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка. Для различных кон-

конкретных функций fug точные решения уравнения B) приведены, например, в

книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).

11. у(х)+ Г g(x)h(t)y2(t)dt= f(x).
J a

Дифференцируя уравнение по ж, имеем

yfx + g(x)h(x)y2 + дх(х) Г h(t)y2(t) dt = f'x(x). A)
J a

Исключая отсюда интегральный член с помощью исходного уравнения, приходим
к обыкновенному дифференциальному уравнению Риккати

у'х + g(x)h(x)y2 - Щ^-У = f'xfr) ~ ^TfW ^

с начальным условием у (а) = /(а). Уравнение B) сводится к линейному обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка. Для различных кон-

конкретных функций f,gnh точные решения уравнения B) приведены, например,
в книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).

[Х -Л-1 ( t \ 2 Л

Jo V ж У

Решения: У\{х) = /31хх и у2(ж) = /^2жЛ> гДе Pi 2 —корни квадратного урав-

уравнения
/•1

1C2 + C
- А = 0, / = / f(z)z2X dz.

Jo
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13. у(х) - Г ел*+/3ж/(ж - t)y2(t) dt = О.
J — оо

Частный случай уравнения 5.3.19 при к = 2.

14. y(x) - / ел*+/3ж/(ж - t)y2(t) dt = 0.
J x

Решение:

1 Z 0
у(ж) = —е-(л+/3)ж, А= / e~(x+2C)zf(-z)dz.

A Jo

5.2-3. Уравнения вида у(х) + J^ G(- - •) dt = F(x)

15. y(X)+ Г —f(—\y(t)y(x-t)dt=AeXx.
J0 X \X J

Решения:

y1(x) = B1eXx, y2(x) = B2eXx,
где В1 и В2 — корни квадратного уравнения

IB2 + В - А = 0, / = / /О) dz.
Jo

16. у(ж) + А Г x-x-1f(—) y(t)y(x -t)dt= Bxx.
Jo V ж У

Решения: У\(х) = f31xx и у2(ж) = $2Х^•> гДе /^1 2 —корни квадратного уравне-

уравнения
rl

А1C2 +/3-Б = 0, /=/ f(z)zx(l - z)xdz.
Jo

17. у(х) + f f(t- x)y(t - x)y(t) dt = ae~Xx.
J x

Решения: y(x) = bke~Xx, где 6fc (fc = 1,2) —корни квадратного уравнения

/•оо

62/ + 6-а = 0, /= / /(г)е~2Л2;^.

Для вычисления интеграла / удобно использовать таблицы преобразований Ла-
Лапласа с параметром р

= 2А.

5.3. Уравнения со степенной нелинейностью

5.3-1. Уравнения содержат произвольные параметры

1. у(х) + А Г txyk(t) dt = Вжл+1 + С.
Ja

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.
Решение в неявном виде:

Jvo
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[х yk(t)
2. у(х) + / ^— dt = A.

Jo ах + bt

Решение: у(х) = Л, где Л — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

1п(Ч + —)хк + ЬХ-АЬ = 0.
V а )

Решение: у(х) = Л, где Л — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

Л+ \АжХк = В.

I. „(„).■
г yk(t)dt

V ах2 + bt2

Решение: у(х) = Л, где Л — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

к
rl

rx Л-fcA

5. у(х) + А / (ажп + btn) гь

[
Jo у а + bz2

Л-fcA-l

(t) dt = Bxx.

Решение: у = /ЗжЛ, где E — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

/•1 A-fcA-l

А1(Зк + C
- В = 0, 1=1 zkX(a + bzn) n dz.

6. у(ж) + А Г exty^(t) dt = BeXx + C.
Ja

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.
Решение в неявном виде:

Л Г — + еХх - еХа = 0, уо = ВеХа + С.
Jvn Аи» -ВХ

УоJyo

7. у{х) -\-kfXex(<x-^ytx(t)dt= AeXx + В.
J

Решение в неявном виде:

/ = х
-

а, «п = АеХа + В.

Jyo Xt W XB
°

Xt - W -XB

8. у(х) + к[ 8Ь[Л(ж - t)]y»(t) dt = AeXx + ВеГХх + С.
./а

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = /су^.
Решение в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Си - 2kXF(u) + Л2(С2 - 4АВ)]
 /2du = ±(х - а),

Jyo

F(u) = —L-lu^1 - <+1), y0 = AeXa + Be~Xa + С
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9. у(х) + к I sh[A(a? - t)]y» (t) dt = АсЬ(Аж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) =
Решение в неявном виде:

гу

Г [Х2и2 - 2Х2Ви - 2k\F(u) + Х2(В2 - А2)]
~1/2 du = ±(х - а),

•*Уо

F(u) = -^T(u^1-y^1I yo = Ach(Xa) + B.

10. у(х) + к Г sh[A(a? - t)]y» (t) dt = A sh(Aa?) + B.
J a

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) =
Решение в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Ви - 2kXF(u) + Х2(А2 + В2)]
 /2du = ±(х - а),

Jyo

F(u) = -^r[(u^1-y^1), yo = Ash(Xa)+B.

rx

11. y(x) + k sin[A(a? - t)]y»(t) dt = Asin(Xx) + В cos(Xx) + С
Ja

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) =
Решение в неявном виде:

Г [Г [X2D - Х2и2 + 2Х2Си - 2kXF(u) ]
 /2du = ±(х - а),

Jyo

у0 = Asin(Xa) + В cos(Xa) + С, D = А2 + В2 - С2, F{u) =

5.3-2. Уравнения содержат произвольные функции

12. Г K{x,t)yx{t)dt= f{x).
Ja

Замена w(x) = у^(х) приводит к линейному уравнению

Г K{x,t)w{t)dt = f{x).
J a

13. у(х) + Г f(t)yk(t) dt = A.
J a

Решение:
j

у(х)= [^"^(fe-l) Г f(t)dt]
X~

14. у(х) - Г f(x)g(t)yk(t) dt = 0.
J a

1°. Это уравнение путем дифференцирования с последующим исключением ин-

интегрального слагаемого (с помощью исходного уравнения) можно свести к диф-
дифференциальному уравнению Бернулли

,.* /£(
у'х - f(x)g(x)yk -

±^-j-y = 0, у(а) = 0.
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2°. Решение при к < 1:

1

у(х) = f(x) \A - к) Г fk{t)g{t) dt]
X~k

.

При к > 0 существует также тривиальное решение у(х) = 0.

15. у(х)+ Г xx-kX-1f(—\yk{t)dt=AXx.
Jo V ж У

Решение: у(ж) = /ЗжЛ, где /3 — корень алгебраического уравнения

/•1

//3fc+/3-A = O, /= / f(z)zkXdz.
Jo

16. у(ж)+ Г f(—\\fy{€)dt= Ax2.
Jo V ж У

Решения: у^(ж) = В\х2, где £?fc —корни квадратных уравнений

В2 ± IB - А = 0, / =
f1
/ zf(z) dz
Jo

17. у(Х)- ftaf(Jo

Решение:
а+fc/ а+fc

1-^
= / ^ i-fe f(z) dz.

Jo

18. у(ж) - f еЛ*+/3ж/(ж - t)yfe(t) dt = О,
-'ж

Решение:

y(x)=Aexp(- j-x), A1 k= exp ^ z)f(-z)dz.v l - fe / Jo v l — к /

) - Г ел*+^ж/(Ж - t)yfe(t) dt = О, к ф 1.
J —сю

19-
/ —oo

Решение:

5.4. Уравнения с экспоненциальной нелинейностью

5.4-1. Уравнения содержат произвольные параметры

1. y(x) + A / exp[Ay(t)] dt = B.

Решение:

у(х) = -^-\п[АХ(х - а) + е~вх]
Л



336 Нелинейные уравнения с переменным пределом интегрирования

2. у(х) + А / exp[Ay(t)] dt = Вх + С.
J a

При В = 0 см. уравнение 5.4.1.

Решение при В ф 0:

/ А \
г + Г

° ~

~ЁГ/

/•ж

3. у(ж) -\- к (ж — t) exp[Ay(t)] dt = Аж2 + Вж + С
./а

1°. Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = кеХу. Решение этого интеграль-

интегрального уравнения определяется путем решения автономного обыкновенного диффе-
дифференциального уравнения второго порядка

ухх + кеХу - 2А = О

с начальными условиями

у(а) = Аа2 + Ва + С, у'х(а) = 2Аа + В.

2°. Решения в неявном виде:

Г [ААи - 2F{u) + В2 - AAC]
~1/2 du = ±{х - а),

F(u) = — (еХи - еХу°), у0 = Аа2 + Ва + С.
Л

4. у(ж) + А ( tx exp[/3y(t)] dt = ВжЛ+1 + С.

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.

Решение в неявном виде:

Решение: у(ж) = /3, где /3 — корень трансцендентного уравнения

3. у(х) + Г
./о

exp[Ay(t)]

л/ах2 + Ы2

Решение: у{х) = /3, где /3 — корень трансцендентного уравнения

кеХC + /3
- А = 0, к

7. у(ж) + А Г exp[At + /3y(t)] dt = ВеХх + С.

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.
Решение в неявном виде:

J
УО
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rx

8. y(x) + к / ехр[Л(ж — t) + /3y(t)] dt = A.
./a

Решение в неявном виде:

ГУ dt
/ = х

—
а.

JA Xt-kefr-XA

9. у(х) + к [ ехр[Л(ж - t) + /3y(t)] dt = АеЛж + В.

Решение в неявном виде:

Г ^ = ж
-

а, у0
= АеХа + Б.

10. у(ж) + к [ s\y[X{x - t)] exp[/3y(t)] dt = АеЛж + ВеГХх + С.

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = ке@у.

11. у(ж) + fe /" зЬ[Л(ж - t)] exp[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = ке@у.

/•ж

12. у(х)-\-к sh[X(x—t)]exp[/3y(t)] dt = A sh(Xx)-\-В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = ке@у.

/•ж

13. у(ж) + к / з1п[Л(ж — t)] exp[/3y(t)] dt = Аз1п(Лж) + В cos(Xx) + С.
./a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = ,

5.4-2. Уравнения содержат произвольные функции

14. у(ж) + Г f(t) exp[Ay(t)] dt = А.
J a

у(х) = -\\ъ\х ГA L J a

Решение:

15. у(х) + / flf(t) exp[Ay(t)] dt = /(ж).
./а

1°. Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка для функции у = у(ж):

у'х + д(х)ехУ = fx(x) A)

с начальным условием у (а) = /(а). Замена и> = е~Ху приводит A) к линейному
уравнению

w'x + Xf'x(x)w - Хд(х) = 0, w(a) = ехр[-Л/(а)].
2°. Решение:

у(х) = f(x) - -1 ln( 1 + Л Г g{t) exp [\f{t)\ dt] .

22 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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16. у(х) + — Г f(-) exp[Ay(t)] dt = А.
х Jo \х J

Решение: у(х) = /3, где C — корень трансцендентного уравнения

C + IeXf3 - А = 0, / = / /О) dz.
Jo

5.5. Уравнения с гиперболическими нелинейностями

5.5-1. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида ch[/3y(t)]

1. у(х) + кГ ch[/3y(t)] dt = A.
J a

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = kch(/3y).

rx

2. у(х) + kl ch[/3y(t)] dt= Ax + B.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = kch(/3y).

3. y(x) + k [ (x-t) ch[/3y(t)] dt = Ax2 +Вж + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = kch(Cy).

4. y(x) + кГ tx ch[/3y(t)] dt = Вхх+г + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = kch(Cy).

5. y{x) + Г g{t) ch[/3y(t)] dt = A.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = ch(Cy).

6. y(x) + Г dt= A.
ax + bt

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = ch(Cy).

7. y(x) + Г
./о л/ах2 + bt2

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = ch(/3y).

8. у(х) + к f ext ch[/3y(t)] dt = ВеХх + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = kch(/3y).

9. y(x) + k[ ел<ж-*) ch[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = kch(/3y).

10. y(x) + k[X еЛ<ж-*) ch[/3y(t)] dt = AeXx + B.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = kch(/3y).
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11. у(х) + k I sh[A(a? - t)] ch[/3y(t)] dt = AeXx + ВеГХх + С
Ja

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = kch(Cy).

12. y(x) + k [ sh[A(a? - t)] ch[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = kch(py).

rx

13. y(x) + k sh[A(a? - t)] ch[/3y(t)] dt = Ash(Xx) + B.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = kch(fty).

rx

14. y(x) + к / sin[A(a? — t)] ch[/3y(t)] dt = Asin(Aa?) + В cos(Xx) + С
-/a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = kch(/3y).

5.5-2. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида sh[/3y(t)]

rx

15. у{х) + к sh\j3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = ksh(/3y).

rx

16. у(х) + к / sh[/3y(t)] dt= Ax-\- В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = ksh(/3y).

17. у(х) + к [ (x-t) sh\j3y(t)] dt = Ах2 + Вх + С.
./а

Частный случай уравнения 5.8.5 при /(у) = /csh(/3y).

18. у{х) + кГ tx sh[/3y(t)] dt = ВжЛ+1 + С.

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = ksh(/3y).

19. у(ж) + [ g(t) sh\fiy(t)] dt = A.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = sh(/3y).

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = sh(/3y).

Vax2 + bt2

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = sh(/3y).

22. у{х) + kl ext sh[/3y(t)] dt = BeXx + С
./a

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = ksh(/3y).

22*



340 Нелинейные уравнения с переменным пределом интегрирования

23. у(х) + кГ ел(ж-*> sh[/3y(t)] dt = A.
Jа

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = ksh(Cy).

24. у(х) + к Г еЛ(ж~*) sh[/3y(t)] dt = АеХх + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = ksh(/3y).

25. у(х) + к Г sh[A(a? - t)] sh[/3y(t)] dt = AeXx + Be~Xx + С
J a

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = ksh(fty).

rx

26. y(x) + k sh[A(a? - t)] sh[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = ksh(fty).

rx

27. y(x) + k sh[A(a? - t)] sh[/3y(t)] dt = A sh(Aa?) + B.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = ksh(Cy).

28. y(x) + k [ sin[A(a? - t)] sh[/3y(t)] dt = A sin(Aa?) + В cos(Aa?) + С

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = ksh(Cy).

5.5-3. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида th[/3y(t)]

rx

29. у(х) + к th[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = kth(fty).

rx

30. у(х) + к th[/3y(t)] dt= Ax-\- В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = kth(Cy).

31. у(х) + к [ (x-t) th[/3y(t)] dt = Ах2 + Вх + С.

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = kth(Cy).

32. у(х) + к [ tx th[/3y(t)] dt = ВжЛ+1 + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = kth(Cy).

33. у(х) + Г g(t) th[/3y(t)] dt = А.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = th(Cy).

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = th(/3y).
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35. y(x) + Г ^[^(^1
^ dt = Аф

Уо л/ах2 + Ы2

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = th(/3y).

36. у(х) + к Г ext th[/3y(t)] dt = ВеХх + С.

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = kth(/3y).

37. у(ж) + к Г еЛ(ж~*) th[/3y(t)] dt = A.
./а

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = kth(Cy).

38. у(х) + к[Х еЛ(ж-*> th[/3y(t)] dt = AeXx + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = kth(Cy).

39. у{х) + к[Х 8Ь[Л(ж - t)] th[/3y(t)] dt = АеХх + Ве~Лж + С.
./а

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = /cth(/3y).

40. у(х) + к [ sh[A(a? - t)] th[/3y(t)] dt = А сЬ(Лж) + В.

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = kth(Cy).

rx

41. y(x)-\-k sh[\(x-t)]th[/3y(t)]dt= Ash(\x) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = kth(fty).

rx

42. y{x) + k sin[A(« - t)] th[/3y(t)] dt = A sin(Aa?) + В cos(Aa?) + С
Ja

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = kth(fty).

5.5-4. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида cth[/3y(t)]

43. у{х) + к[ cth[/3y(t)] dt = A.
J a

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = kcth(py).

rx

44. у(х) + к cth[/3y(t)] dt = Ах + В.
J a

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = kcth(fty).

rx

45. у(х) + kl (x-t) cth[/3y(t)] dt = Ax2 + Bx+C.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = kcth(fty).

46. y(x) + k I* tx cth[/3y(t)] dt = БжЛ+1 + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = kcth(/3y).
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47. у(х) + Г g(t) cth[/3y(t)] dt = А.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = cth(/3y).

48. Г
Jo

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = cth(/3y).

49. „(«)+/ Cth[M±)]
dt=A.

Jo л/ах2 + Ы2

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = cth(/3y).

50. у(х) + к [ ext cth[/3y(t)] dt = ВеХх + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = kcth(/3y).

51. у(х) + к[ ел(ж-*> cth[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = kcth(Cy).

52. у(х) + к [ еЛ(ж~*) cth[/3y(t)] dt = AeXx + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = kcth(/3y).

53. у(х) + к[Х sh[\(x - t)] cth[/3y(t)] dt = АеЛж + Be~Xx + С.

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = kcth(Cy).

54. у(ж) + к I sh[A(a? - t)] cth[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = kcth(/3y).

rx

55. у(ж) + к / sh[A(« - t)] cth[/3y(t)] dt = Ash(Xx) + B.
J a

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = kcth(Cy).

rx

56. y(x) + kl sin[A(a? — t)] cth[/3y(t)] dt = Asin(Xx) + Bcos(Aa?) + С
Ja

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = kcth(/3y).

5.6. Уравнения с логарифмической нелинейностью

5.6-1. Подынтегральные выражения содержат степенные функции

1. у(х) + кГ ln[Xy(t)] dt = A.
J a

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = к\п(Ху).
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2. у{х) + к [ \n[Xy(t)] dt= Ax + В.
Jа

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = kln(Xy).

3. у(х) + к [ (аз - t) ln[Xy(t)] dt = Ax2 + Bx + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = к\п(Ху).

4. у(х) + к Г tx \n[ixy(t)] dt = ВжЛ+1 + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = k\n(fiy).

5. у(х) + Г
Jo

dt= A.
ах -\- bt

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = ln(Ay).

у о VajK + bt

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = \n(Xy).

5.6-2. Подынтегральные выражения содержат экспоненциальные функции

7. у(х) + к / еЛ* ln[/Lty(t)] dt = BeXx + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = kln(fiy).

8. у{х) -\- к ех<<х t} ln[/Lty(t)] dt = А.

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = ,

гх

./a
Частный случай уравнения 5.8.13 при /(у) = к\п(цу).

5.6-3. Другие подынтегральные выражения

10. у(х) + Г g(t) ln[Xy(t)] dt = А.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = \n(Xy).

11. у(х) + к[Х sh[X(x - t)] ln[/Lty(t)] dt = AeXx + Be~Xx + С

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = kln(fiy).

12. y(x) + k [ sh[A(a? - t)] ln[/u,y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = k\n(/iy).
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13. у(х) + к I sh[A(a? - t)] ln[/u,y(t)] dt = Ash(Xx) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = к\п(цу).

rx

14. у(х) + к sin[A(a? - t)] ln[/Lty(t)] dt = Asin(Xx) + Bcos(Acc) + С
-/a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = к\п(цу).

5.7. Уравнения с тригонометрическими нелинейностями

5.7-1. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида cos[/3y(t)]

cos\fiy(t)] dt = A.

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = kcos(py).

rx

2. у(х) + kl cos[/3y(t)] dt= Ax + B.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = kcos(/3y).

3. y(x) + k [ (x-t) cos[/3y(t)] dt = Ax2 + Bx + С
J a

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = kcos(py).

4. y(x) + k [ tx cos[/3y(t)] dt = БжА+1 + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = kcos(/3y).

5. y(x) + I g(t) cos\fiy(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = cos(/3y).

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = cos(/3y).

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = cos(/3y).

8. у(ж) + к Г ext cos\fiy(t)] dt = BeXx + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = kcos(Cy).

9. у(х) + к[ ел(ж-*) cos[/3y(t)] dt = A.
./a

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = kcos(/3y).
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10. у(х) + кГ ел(ж-*> cos\fiy(t)] dt = АеХх + В.
J а

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = kcos(fty).

11. у(х) + к Г sh[A(a? - t)] cos[/3y(t)] dt = AeXx + ВеГХх + С
./a

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = kcos(/3y).

12. у(ж) + fe /" sh[A(« - t)] cos[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = kcos(Cy).

13. y(x) + k [ sh[A(« - t)] cos[/3y(t)] dt = A sh(Acc) + B.

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = kcos(py).

14. у(ж) + fe / sin[A(« - t)] cos[/3y(t)] dt = A sin(Acc) + В cos(Acc) + С
./a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = kcos(fty).

5.7-2. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида sin[/3y(t)]

15. у(ж) + к [ sin[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = ksm(/3y).

rx

16. у(х) + к sin\j3y(t)] dt= Ax-\- В.
J a

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = ksin(fty).

rx

17. у{х) + к I (ж — t) sin[/3y(t)] dt = Ax2 + Bx + С
-/a

Частный случай уравнения 5.8.5 при /(у) = ksin(/3y).

18. у(ж) + fe I tx sin[/3y(t)] dt = БжЛ+1 + С.
-/a

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = ksm(/3y).

19. у(ж) + Г g{t) sin[/3y(t)] dt = A.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = sm(/3y).

q ax -\- bt

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = sin(/3y).

rx
*т

21. y(X) + / -^Jo vaл/ax2 + bt2

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = sin(/3y).
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22. у(х) + к [ ext sin[/3y(t)] dt = ВеХх + С.
Jа

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = ksin(/3y).

23. у(х) + к Г еЛ(ж~*) sin[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = ksin(/3y).

24. у(х) + кГ еЛ(ж-*> sin\fiy(t)] dt = AeXx + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = ksin(fty).

25. у{х) + к[Х 8Ь[Л(ж - t)] sin[/3y(t)] dt = АеХх + Ве~Лж + С.
./а

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = /csin(/3y).

26. у(ж) + fe /" sh[A(a? - t)] sin[/3y(t)] dt = А сЬ(Лж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = ksm(/3y).

27. y(x) + k [ sh[A(« - t)] sin\j3y(t)] dt = Ash(Xx) + B.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = ksin(/3y).

rx

28. y(x) + к sin[A(a? — t)] sin[/3y(t)] dt = Asin(Xx) + Bcos(Aa?) + С
J a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = ksin(fty).

5.7-3. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида tg[/3y(t)]

29. у(х) + к[ tg[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = ktg{j3y).

30. у(х) + к[ tg[/3y(t)] dt = Ax + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = ktg{j3y).

31. у{х) + k[(x-t) tg[/3y(t)] dt = Ax2 +Bx + C.
J a

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = ktg(py).

32. y(x) + k[X tx tg[/3y(t)] dt = Вхх+г + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = ktg(Cy).

33. y(x) + Г flf(t) tg[/3y(t)] dt = A.
-/a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = tg(/3y).
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/о ах + bt

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = tg(Cy).

35. у{х) + / ,toL^v /J
dt = A.

Jo Уаж2 + 6t2

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = tg(Cy).

36. у(ж) + к Г ext tg[/3y(t)] dt = BeXx + С.
J a

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = ktg(Cy).

37. y(x) + k[ ел<ж-*) tg[/3y(t)] dt = A.
./a

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = ktg(py).

38. у(ж) + fe /Ж еЛ(ж"*) tg[/3y(t)] dt = AeXx + В.
J a

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = ktg{j3y).

39. y(x) + k Г sh[A(cc - t)] tg[/3y(t)] dt = АеЛж + Be~Xx + С
-/a

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = ktg(/3y).

40. у(ж) + k Г sh[A(« - t)] tg[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = ktg(Cy).

41. y(x) + k[ sh[\(x-t)]tg[/3y(t)]dt= Ash(\x) + В.

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = ktg{Ey).

42. y{x) + k [ sin[A(« - t)] tg[/3y(t)] dt = Asin(Acc) + В cos(Xx) + С
./a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = ktg{j3y).

5.7-4. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида ctg[/3y(t)]

43. у(ж) + к Г ctg[/3y(t)] dt = A.
./a

Частный случай уравнения 5.8.3 при f(y) = kctg(py).

44. у(ж) + fe / ctg[/3y(t)] dt = Ax + В.
./a

Частный случай уравнения 5.8.4 при f(y) = kctg{j3y).

rx

45. у(ж) + fe / (ж — t) ctg[/3y(t)] dt = Аж2 + Bx + С
-/a

Частный случай уравнения 5.8.5 при f(y) = kctg(/3y).
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46. у(х) + к I tx ctg[/3y(t)] dt = Вжл+1 + С.
Jа

Частный случай уравнения 5.8.6 при f(y) = kctg(/3y).

47. у(х) + Г g(t) ctg[/3y(t)] dt = А.
J a

Частный случай уравнения 5.8.7 при f(y) = ctg(Cy).

q ax -\- bt

Частный случай уравнения 5.8.8 при f(y) = ctg(/3y).

Частный случай уравнения 5.8.9 при f(y) = ctg(Cy).

50. y(x) + k[X ext ctg[/3y(t)] dt = BeXx + C.

Частный случай уравнения 5.8.11 при f(y) = kctg(py).

51. у(ж) + к Г еЛ(ж"*) ctg[/3y(t)] dt = A.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.12 при f(y) = kctg{j3y).

52. у(х) + к[Х еЛ(ж"*) ctg[/3y(t)] dt = АеЛж + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.13 при f(y) = kctg{j3y).

53. у{х) + к [ sh[A(cc - t)] ctg[/3y(t)] dt = АеЛж + Ве~Лж + С.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.14 при f(y) = kctg(/3y).

54. у(х) + к [ sh[A(cc - t)] ctg[/3y(t)] dt = АсЬ(Лж) + В.

Частный случай уравнения 5.8.15 при f(y) = kctg(Cy).

55. у(х) + к [ sh[A(« - t)] ctg[/3y(t)] dt = A sh(Acc) + B.

Частный случай уравнения 5.8.16 при f(y) = kctg(py).
rx

56. у(ж) + к / sin[A(« - t)] ctg[/3y(t)] dt = Asin(Acc) + В cos(Xx) + С
-/a

Частный случай уравнения 5.8.17 при f(y) = kctg(py).

5.8. Уравнения с нелинейностями общего вида

5.8-1. Уравнения вида f* G(- • •) dt = F(x)

1. Г K(X,t)V>(y(t))dt=f(x).
J a

Замена w(x) = ip(y(x)) приводит к линейному уравнению

K(x,i)w(i)dt = f{x).
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2. Г K(x,t)<p(t,y(t))dt = f(x).
J а

Замена w(x) = </?(ж,у(ж)) приводит к линейному уравнению

Г K(x,t)w(t)dt = f(x).
J a

5.8-2. Уравнения вида у(х) + f* K{x,t)G(y{t)) dt = F(x)

3. у(х)+ Г f{y(t))dt=A.
J a

Решение в неявном виде:

ГУ du

Ja Тыf(u)

4. у(х) + Г f(y(t)) dt=Ax + В.
Ja

Решение в неявном виде:

[У du

5. у(х) + [ (х- t)f{y(t)) dt = Ax2 + Вх + С.
J a

1°. Частный случай уравнения 5.8.19. Решение этого интегрального уравнения

определяется из автономного обыкновенного дифференциального уравнения вто-

второго порядка

У'хх + /Ы - 2А = О

с начальными условиями

у(а) = Аа2 + Ва + С, у'х{о) = 2Аа + В.

2°. Решения в неявном виде:

Г [4:Аи - 2F(u) + В2 - ААС]
~1/2 du = ±(х - а),

J Уо

F{u) = Г f{t) dt, y0 = Аа2 + Ва + С.
Jvo

6. у(х) + Г txf(y(t)) dt = Вхх+г + С.
J a

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.
Решение в неявном виде:

Г
* Х+1 A+1 X+1

JVУа f(u) — В(Х + 1)

7. у(х) + Г g(t)f(y(t)) dt = A.
J a

Решение в неявном виде:
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/о о,х + bt

Решение: у(х) = А, где А — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

lnfl H )f{X) + 6А- Ab = 0.
V а /

гж f(y(t))
9. у(ж) -|- / — dt = -А.

Решение: у(ж) = А, где А — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

10. y(X) + XJoXf{y(t))-^ = А.

Решение: у(х) = А, где А — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

А+^тг/(А)= А

11. у(Х) + Г extf(y(t)) dt = BeXx + С.
Jа

Это интегральное уравнение путем дифференцирования сводится к обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными.
Решение в неявном виде:

Гу du л л л

Л / -7Г~\ ^V + е ~ е = °' Уо = Ве + С-

Jyo f(u) - ВХ

гх

12. у(х) + / eA(a3~*)/(y(t)) dt = A.
Ja

Решение в неявном виде:

duГ

J AА Хи — f(u) — ХА

13. у(х) + Г eA^-*)/(y(t)) dt = AeXx + В.
J a

Решение в неявном виде:

ГГ
Jyo

= х
~

а' Уо
= АеХа + В-

o Xu - f(u) - ХВ

14. у(х) + Г 8Ь[Л(ж - t)]/(i/(t)) dt = AeXx + Ве~Лж + С.
./а

1°. Частный случай уравнения 5.8.23. Решение этого интегрального уравнения

определяется из автономного обыкновенного дифференциального уравнения вто-

второго порядка
2

с начальными условиями

у(а) = АеХа + Ве~Ха + С, у'х(а) = АХеХа - ВХе~Ха.



5.8. Уравнения с нелинейностями общего вида 351

2°. Решения в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Си - 2XF(u) + А2(С2 - 4АВ)]
~1/2 du = ±(х - а),

F(u) = Г f(t) dt, y0 = АеХа + Ве~Ха + С.

15. у(х) + Г sh[X(x - t)]f(y(t)) dt = Ach(Xx) + В.
Ja

Частный случай уравнения 5.8.14.

Решение в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Ви - 2XF(u) + А2(Б2 - А2)]
~1/2 du = ±(х - а),

F{u) = JU f{t) dt, y0 = АсЦХа) + В.

16. y(x) + Г 8Ь[Л(ж - t)]f(y(t)) dt = Ash(A^) + В.
J a

Частный случай уравнения 5.8.23.

Решение в неявном виде:

Г [Х2и2 - 2Х2Ви - 2XF(u) + А2(А2 + В2)]
 /2du = ±(х - а),

ги

F(u) = / f(t) dt, y0 = Ash(Aa) + В.

rx

17. у(х) + / sin[A(cc — t)]f(y(t)) dt = Asin(Xx) + Вcos(Xx) + С
Ja

1°. Частный случай уравнения 5.8.25. Решение этого интегрального уравнения

определяется из автономного обыкновенного дифференциального уравнения вто-

второго порядка

с начальными условиями

у(а) = Asin(Aa) + В cos(Xa) + С, у'х{о) = AAcos(Aa) — BAsin(Aa).
2°. Решения в неявном виде:

Г [X2D - Х2и2 + 2A2Cw - 2XF{u) ]
 /2du = ±(x - a),

Jyo

у0 = Asin(Aa) + В cos(Xa) + С, D = А2 + В2 - С2, F{u) = f f(t) dt.

Jyo

I 5.8-3. Уравнения вида у(х) + f* K(x,t)G(t,y(t)) dt = F(x) |

18. y(x)+ Г f(t,y(t))dt = g(x).
J a

Решение этого интегрального уравнения определяется из обыкновенного диф-

дифференциального уравнения первого порядка

y'x+f(x,y)-g'x(x)=0
с начальным условием у (а) = д(а). Точные решения нелинейных обыкновенных

дифференциальных уравнений первого порядка для различных функций f(x,y)
и д(х) см. в книгах Э. Камке A976), В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).
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19. у(х)+ f (x-t)f(t,y(t))db = g(x).
J a

Дифференцируя уравнение по ж, имеем

Ух+ f(t,y{t))dt = gx{x). A)
Ja

Дифференцируя это равенство по ж, получим нелинейное обыкновенное диффе-
дифференциальное уравнение второго порядка

Полагая ж = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем начальные условия

для функции у = у(ж):

у(а)=д{а), у'х(а) = д'х{а). C)

Уравнение B) с условиями C) определяет решение исходного интегрального

уравнения. Точные решения нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений второго порядка B) для различных функций /(ж, у) и д(х) см. в книгах

В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).

20. у(х) +

Дифференцируя уравнение п + 1 раз по ж, для функции у = у(ж) получим
нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение (п + 1)-го порядка

Ухп+1) + п\ /(ж, у) - £*>+1) (ж) = 0.

Это уравнение с начальными условиями

у(а) =д(а), у'х (а) = дх (а), ..

., у™ (а) = д™ (а)

определяет решение исходного интегрального уравнения.

21. у(х)+ Г ел<ж-*) f(t,y(t)) dt = g(X).
J a

Дифференцируя уравнение по ж, имеем

у'х + f(x,y(x)) + А Г eA<*-*)/(t, »(t)) dt = д'х(х).
J a

Исключая отсюда слагаемое с интегралом с помощью исходного уравнения,

получим нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка

у'х + Дж> у) - ху + Ы*) - д'Ах) = о-

Искомая функция у =у(х) должна удовлетворять начальному условию у(а) = д(а).
Точные решения нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений пер-
первого порядка для различных функций /(ж, у) и д(х) см. в книгах Э. Камке A976),
В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).

22. у(х)+ Г сЬ[Л(ж - t)]f(t, у(t)) dt = д(х).
J a

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

yfx(x) + f(x, у(х)) + Л Г sh[X(x - t)]/(t, y(t)) dt = gfx(x), A)
J a

y'^(x)+[f(x,y(x))}'x + \2 Г ch[X(x-t)]f(t,y{t))dt = g';x{x). B)
J a
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Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к нелинейному обыкновенному дифференциальному урав-
уравнению второго порядка

ylx + [/(*, у)] 'Х-\2У + Х2д(х) - д£х(х) = 0. C)

Полагая ж = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(ж):

у(а)=д(а), у'х{а) = g'Ja) - /(а, д{а)). D)

Уравнение C) с условиями D) определяет решение исходного интегрального

уравнения.

23. у(х) + Г sh[\(x-t)]f(t,y(t))dt = g(x).
J a

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

У'х(?) + Л Г СМЛ(Ж - *)]/(*> У^)) dt = £х(ж)> С1)
Ja

Ухх(?) + V(x,y(x)) + Л2 Г sh[A(x - t)]f(t,y(t)) dt = д'^х(х). B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к нелинейному обыкновенному дифференциальному урав-
уравнению второго порядка

уЧх + \f(x, у) - Х2у + \2д(х) - д';х{х) = 0. C)

Полагая х = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(х):

у(а) = д{а), у'х(а) = д'х(а). D)

Уравнение C) с условиями D) определяет решение исходного интегрального

уравнения. Точные решения нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений второго порядка C) для различных функций /(ж, у) и д(х) см. в книгах

В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).

24. у(х)+ Г со8[Л(ж - t)]f(t, у(t)) dt = д(х).
J a

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

у'х{х) + f{x,y(x)) - А Г 8in[A(x - t)]f(t,y(t)) dt = д'х{х), A)
J a

r/xxW+lfMx))],-*2 fXcoS[\(x-t)}f(t,y(t))dt = g'x'x(x). B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к нелинейному обыкновенному дифференциальному урав-
уравнению второго порядка

у';х + [f{x, у)] 'х + \2у- \2д(х) - д';х{х) = 0. C)

Полагая х = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(ж):

у(а) = flf(a), ух(а) = д'х(а) - /(а, д(а)). D)

Уравнение C) с условиями D) определяет решение исходного интегрального

уравнения.

23 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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25. у(х) + Г sin[\(x-t)]f(t,y(t))dt = g(x).
Ja

Дифференцируя уравнение два раза по ж, получим

ух(х) + А Г со8[А(ж - t)]/(t, y(t)) dt = g'x(x), A)
Ja

y^x(x) + \f(x,y(x))-\2 Г sin[A(x- t)]f{t,y(t))dt = g^x(x). B)
J a

Исключая из равенства B) интегральное слагаемое с помощью исходного

уравнения, приходим к нелинейному обыкновенному дифференциальному урав-
уравнению второго порядка

Ух*х + А/(ж, у) + Х2у - Х2д(х) - д'^х{х) = 0. C)

Полагая х = а в исходном уравнении и равенстве A), имеем следующие начальные

условия для функции у = у(х):

у(а)=д(а), ух(а) = дх(а). D)

Уравнение C) с условиями D) определяет решение исходного интегрального

уравнения. Точные решения нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-
уравнений второго порядка C) для различных функций /(ж, у) и д(х) см. в книгах

В. Ф. Зайцева, А. Д. Полянина A995, 1997).

5.8-4. Другие уравнения

26. у(Х) + — Г f(— 9 y(t)) dt = А.
х Jo \х J

—

корень а.

A = 0, F(X)= ( f(z,\)dz.
Jo

ные решени5

27. y(X) + Г /(-, *Щ dt = АХ.
Jo V ж t J

—

корень а

A = 0, F(X)= ( f(z,\)dz.
Jo

Решение: у(х) = А, где А — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

Разным корням отвечают разные решения.

Решение: у(х) = Аж, где А — корень алгебраического (или трансцендентного)
уравнения

Разным корням отвечают разные решения.

28. у(х) + [ f(t- ж, y(t - x))y(t) dt = ае~Хх.
J X

Решение: у(х) = /Зе~Лж, где E — корень алгебраического (или трансцендент-

трансцендентного) уравнения
/•оо

C + /3/(/3) = а, /(/3)= / f(z,f3e-Xz)e-Xzdz.
Jo

Разным корням отвечают разные решения.



6. Нелинейные уравнения с постоянными

пределами интегрирования

► Обозначения: f, g, h, (p — произвольные функции сложных аргументов,

указанных в круглых скобках после знака функции (аргумент может зависеть

от t, х, у); А, В, С, а, Ь, с, s, C, 7, А, /х
—

произвольные параметры; k, m, n —

целые неотрицательные числа.

6.1. Уравнения с квадратичной нелинейностью,
содержащие произвольные параметры

6.1-1. Уравнения вида j^ K(t)y(x)y(t) dt = F(x)

1- / y(x)y(t)dt= АжЛ, A>0,
./о

Частный случай уравнения 6.2.1 при f(x) = АжЛ, g(t) = 1, а = О, b = 1.

Решения: у(х) = ±л/А(Х + 1)жЛ.

/•1

2. / y(x)y(t) dt = Ае^х, А > О.

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = Ае@х, д(£) = 1, а = 0, 6 = 1.

А/3
Решения: у(х) = =Ь

/•1
3. / y(x)y(t) dt = АсЬ(/Зж), А > О.

•/О

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = АсЬ(/Зж), g(t) = 1, а = О, Ъ = 1.

/ А/3Решения: у(ж) = ±ч/ сЬ(/Зж).

/•1
4. / y(x)y(t) dt = Ash(/3x), A/3 > О.

•/О

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = Ash(/3x), g(t) = 1, а = О, Ъ = 1.

Решения: у(ж) = zbw sh(/3sc).

/•1
5. / y(x)y(t) dt = Ath(/3x), A/3 > 0.

Частный случай уравнения 6.2.1 при f(x) = Ath(/3sc), gf(t) = 1, a = 0, 6 = 1.

/ A3
Решения: y(x) = ±J -—— th(f3x).

23*
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Г1
6. / y(x)y(t) dt= А 1п(/3ж), АAп /3 - 1) > О.

./о

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = А1п(/3ж), g(t) = 1, а = О, Ъ = 1.

Решения: у(ж) = ±ч / 1п(/3ж).

/•1

7. / y(x)y(t) dt = Acos(/3x), A > О.
./о

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = Acos(Cx), g(t) = 1, а = О, Ъ = 1.

Решения: у(ж) = ±ч / cos(/3sc).
У sin/3

/•1
8. / y(x)y(t) dt = Asin(/3x), A/3 > О.

./о

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = Asin(^), g(t) = 1, а = О, Ъ = 1.

/ А/3
Решения: у(ж) = ±ч/ sin(/3sc).

у 1 — cos p

9. / y{x)y{t)dt= Atg(/3aO, A/3>0.
^о
Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = Atg(/3sc), ^(t) = 1, а = О, Ъ = 1.

/ —A3
Решения: у(х) = ±J

ln|cos/3|

10

/•l

. / t»y(x)y(t)dt = Ажл, А > О, д+Л>-1.
^о

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = АжЛ, g(t) = t^, a = О, Ъ = 1.

Решения: у(ж) = ±^/А(/х + Л + 1) ж\

/•1
11. / e»ty(x)y(t)dt= Ае^, А > О.

^о

Частный случай уравнения 6.2.1 при /(ж) = Ае^ж, #(£) = е^*, а = 0, 6 = 1.

Решения: w(x) =
— 1

6.1-2. Уравнения вида Ц G(-• •) dt =

12. f y(t)y(xt) dt = A, O
^o

Частный случай уравнения 6.2.2 при f(t) = 1, а = 0, 6 = 1.

1°. Решения:

ух(х) = у/А, у2{х) = -у/А,

у3(х) = у/А(Зх- 2), у4(х) = -у/А(Зх - 2),

у5(х) = л/АA0х2 -12ж + 3), у6(х) = -л/АA0х2 - 12ж + 3
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2°. Интегральное уравнение имеет также и другие решения, например:

у7(х) = -^- [{2С + 1)хс - С - 1], у8(х) = -^- [BС + 1)хс - С - 1],

У9(х) = л/А (In ж + 1), Ую(х) — -л/А (In ж + 1),

где С
—

произвольная постоянная.

3°. О других решениях см. в 6.2.2.

13. [ y(t)y(vtP) dt = А, /3>0.
«/о

1°. Решения:

ух(х) = у/А, у2(х) = -у/А,

Уз(х) = у/В [(/3 + 2)х - C - 1], у4(х) = -у/В [(/3 + 2)х - C - 1],

2А
где В =

2°. Интегральное уравнение имеет также и другие более сложные решения поли-
п

номиального вида у{х) = Yl Bkxк, где постоянные Вк находятся из соответству-
к=0

ющей системы алгебраических уравнений.

14. Г y(t)y(xt)dt= Ах~х, X > О, 1^ж<оо.
Ji

Частный случай уравнения 6.2.3 при fit) = 1, а = 1, Ъ = оо.

1°. Решения:

Уз (ж) = В[BА-3)ж-2А + 2]ж-\ у4(х) = -В[BЛ - 3)х - 2Л + 2]ж~л, Л > -|;

где В =

2°. При достаточно больших Л интегральное уравнение имеет также более слож-
п

ные решения полиномиального вида у(х) = ^ Вкхк, где постоянные Вк находят-
к=о

ся из соответствующей системы алгебраических уравнений. О других решениях
см. в 6.2.2.

15. Г e~xty(t)y(xt)dt= А, Л > О, О < ж < оо.

./о

Частный случай уравнения 6.2.2 при f(t) = e~Xt, a = 0, b = оо.

1°. Решения:

у2(х) = -л/АЛ,
- 2).

2°. Интегральное уравнение имеет также более сложные решения полиномиаль-
п

ного вида у(х) = ^ Вкхк, где постоянные Вк находятся из соответствующей
к=о

системы алгебраических уравнений. О других решениях см. в 6.2.2.
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Г1
16. / y(t)y(x + At) dt = А, О < ж < оо.

./о

Частный случай уравнения 6.2.7 при f(t) = 1, а = 0, b = 1.

Решения:

ух(х) = у/А, у2{х) = -у/А,

ys{x) = л/ЗА/Х{1 - 2х), у4{х) = -у/ЗА/\A - 2х).

17. [ y(t)y(x + \t)dt=
./о

А,А,/3>0, О < ж < оо.

Частный случай уравнения 6.2.9 при fit) = 1, а = О, Ъ = оо.

Решения:

Уз(х) = В[р(\ +

где В = УА/3(Л+1)/Л.

у2(х) = -

х, у4(х) = -В[/3(\

Г1
18. / y(t)y(x —t)dt= А, —с» < ж < с».

./о

Частный случай уравнения 6.2.10 при f(t) = 1, а = 0, b = 1.

1°. Решения при А > 0:

2/х(ж) = у/А, у2(х) = -л/А,

2/з(ж) = л/5АFж2 - 6ж + 1), у4(ж) = -\/5АFж2 - 6ж + 1).

2°. Решения при А < 0:

у:(ж) = л/-ЗАA - 2ж), у2(ж) = -л/-ЗАA - 2ж).

Интегральное уравнение имеет также более сложные решения полиномиаль
п

ного вида у(х) =

к=о
к\ где постоянные f?fc находятся из соответствующе]

системы алгебраических уравнений.

19. [ e-xty(—)y(t)dt= Ахъ, А > О.
J V t[ e-xty(—
Jo V t

Решения: у(х) = ±у/А\хь.

6.1-3. Уравнения вида у(ж) + Ц K(x,t)y2(t) dt = F(x)

rb

20. y{x) + Al xxy2(t)dt=0.
J a

Решения:

у1(х) = 0, у2(х) =
-

rb

21. у(х) + A/ xxt»y2(t)dt = 0.
./а

с) = 0, У2(ж) = —77

2A + 1

Решения:
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22. y(x) + A[be-Xxy2(t)dt=0.J a

Решения:

23. У(х) + а[ е-Ла
J a

Решения:

У1{Х) — U, У2\Х)
—

А(е-2ХЬ - е-2Ла)

гЬ

24. у(х) + A xxe-»ty2(t)dt=0.
Ja

Частный случай уравнения 6.2.20 при /(ж) = АжЛ, g(t) = е~^ь.

гЬ

25. у(х) + А e-<xxtxy2(t)dt=0.
J a

Частный случай уравнения 6.2.20 при /(ж) = Ае~^х, #(£) = tA.

/•1

26. у{х) + А\ y2(i)dt=Bx^, /л>—1.
Jo

Частный случай уравнения 6.2.22 при g(t) = А, /(ж) = Вх^, а = 0, Ъ = 1.

Решение: у(ж) = 5ж^ + Л, где Л определяется из квадратного уравнения

2 1 / 2АВ \ В2
А2 + — 1 + —— А + -——- = 0.

А \ /х + 1 J 2/x + 1

Разным корням отвечают разные решения.

гЬ

27. у(х) + А tf3y2(t)dt= Bx».
Ja

Частный случай уравнения 6.2.22 при g(i) = Atf3, /(ж) = Бж^.

28. У(х) + а[ ef3ty2(t)dt= Ве»х.
Ja

Частный случай уравнения 6.2.22 при g(t) = Ае^*, /(ж) =

29. у(ж) + А I х^у2 (t) dt = Вжм.

Частный случай уравнения 6.2.23 при д(х) = Ах@, /(ж) =

30. у(ж) + А \ е^ху2(t) dt = Be^.
-/а

Частный случай уравнения 6.2.23 при д{х) = АеCх, /(ж) =

6.1-4. Уравнения вида у(х) -\- ja K(x,t)y(x)y(t) dt = F(x)

rb

З1.у(х) + А tCy(x)y(t)dt=Bx>x.
J a

Частный случай уравнения 6.2.25 при g(i) = Atf3, /(ж) =
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гЪ

32. у{х) + А / еРьу(п)у(€) dt =
J a

Частный случай уравнения 6.2.25 при g(t) = Ae^*, f(x) =

rb

33. у(ж) + А / xCy{x)y{t) dt = Вх».
-/а

Частный случай уравнения 6.2.26 при д(х) = Ах@, /(ж) =

34. y(x)-\-A ef3xy(x)y(t)dt =

Частный случай уравнения 6.2.26 при д(х) = Ае@х, /(ж) =

I 6.1-5. Уравнения вида у(х) + J^ G(- • •) dt = F(x) I

35. У(х)-\-а[ y(t)y(xt)dt=O.
Jo

Частный случай уравнения 6.2.30 при fit) = А1 а = 0, Ъ = 1.

1°. Решения:

11 1

Т=
,
m = 0,1,2,

2C + m + l
' ' ' '

где С ^ 0 — произвольная постоянная.

Существуют более сложные решения вида у(х) = хс Yl Bkxk\ где С —

к=о

произвольная постоянная, а коэффициенты Вк определяются из соответствующей
системы алгебраических уравнений.

2°. Решение:

v(x)-
(h-h)^ + h-hxc j

A
m_012

где С, /3
—

произвольные постоянные.
п

Существуют более сложные решения вида у(х) = хс J2 Dkxk@, где С, E —
к=о

произвольные постоянные, а коэффициенты Dk определяются из соответствую-

соответствующей системы алгебраических уравнений.

3°. Решение:

V^)=XC{JJllaX~J2\ Jm=
J0J2 ~

Jl

где С — произвольная постоянная.

Существуют более сложные решения вида у(х) = хс J2 Ек(\пх)к, где С
—

к=о

произвольная постоянная, а коэффициенты Ек определяются из соответствующей
системы алгебраических уравнений.

36. у(х) + а[ y(t)y(xt) dt = 0.

Частный случай уравнения 6.2.30 при f(t) = А, а = 1, b = оо.
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37. у(х) + Л [°° y(t)y(xt) dt = Ax?.
Ji

Частный случай уравнения 6.2.31 при fit) = Л, а = О, Ъ = 1.

38. У(х) + а[ y(t)y(x + \t)dt=O.
Jo

Частный случай уравнения 6.2.35 при fit) = А, а = О, Ъ = 1.

1°. Решение:

где С
—

произвольная постоянная.

п

2°. Существуют более сложные решения вида у(х) = еСх J2 В^х171, где С —

т=0

произвольная постоянная, а коэффициенты Вга определяются из соответствую-

соответствующей системы алгебраических уравнений.

39
/•оо

. у(х) + А / y(t)y(x + At) dt = О, Л > О, О < ж < оо.

./о

Частный случай уравнения 6.2.35 при f(t) = А, а = 0, b = оо.

Решение:

/ ч ^(Л+1) _Сх
У{%) = -^—~е ,

где С > 0 — произвольная постоянная.

40. y(X) + A[e-xty(^-)y(t)dt = 0, Л > О.
J v t /

Решение: у(ж) = ж
, где С

—

произвольная постоянная.

41. y(X) + A[e-xty(^-)y(t)dt=BXb, Л>0.
./о v t /

Решения:

У1(Ж)=/31ЖЬ, y2(x)=f32xb,
где /3: и /32 —корни квадратного уравнения А/32 + Л/3

— БЛ = 0.

6.2. Уравнения с квадратичной нелинейностью,
содержащие произвольные функции

6.2-1. Уравнения вида f*G(-- •) dt = F(x)

1. I g(t)y(x)y(t)dt=f(x).
J a

Решения:

f
-1/2

Л= /
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гЪ

2. / f(t)y(t)y(xt)dt= А.

1°. Решения*:

2/10*0 = у/а/10,
Уз(х) =

где
rb / л \ 1/2

Im= tmf{t)dt, q= ,
m = 0,l,2.

^а \ ^СГ2
"~

7172 /

Интегральное уравнение имеет также более сложные решения полиномиаль-

ного вида у(х) = J2 Вкх , где постоянные Вк находятся из соответствующей
к=о

системы алгебраических уравнений.
2°. Решения:

у5{х) = д(/1жС - /2), у6(х) = -q{hxC - /2),
/ л \1/2 гъ

а
- ( ] j - ft

\ I I2 - I2I J ' Ja
где С — произвольная постоянная.

п

Уравнение имеет также более сложные решения вида у(х) = ^ ВкхкС,

где С
—

произвольная постоянная, а коэффициенты Вк находятся из соответству-

соответствующей системы алгебраических уравнений.
3°. Решения:

у7(х) =p(J0\nx- Jx), y8(x) = -p(J0\nx- JJ,
1/2

Уравнение имеет такж:е более слож:ные решения вида у(ж) = ^ ,Б^Aпж)^, где
к=0

постоянные Ек находятся из соответствующей системы алгебраических уравне-
уравнений.

3. / f(t)y(t)y(Xt)dt=AXC.
J

где

2°. Замена у{х) = ж^гс(ж) приводит к уравнению вида 6.2.2:

g{t)w{t)w{xt) dt = А, д{х) = f{x)x2p.ГJ a
Поэтому рассматриваемое интегральное уравнение имеет также и другие решения.

*
Аргументы нелинейных уравнений, содержащих в подынтегральном выраже-

выражении сомножитель y(xt), могут изменяться в следующих пределах: 1) 0 ^ t ^ 1,
О < х < 1 при а = 0, 6 = 1; 2) 1 < £ < оо, 1^ж<оо при а = 1, b = оо; 3) 0 < t < оо,
О ^ ж < оо при а = 0,6 = оо;4) a^t^b, 0^ж<оо, где а, 6 — любые, удовлетворяю-
удовлетворяющие условиям 0 ^ а < b ^ оо. Случай 4) следует из случая 3), когда функция fit)
отлична от нуля только на отрезке a ^t ^b.
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rb

4. / f(t)y(t)y(xt)dt= A In х + В.
Jа

Это уравнение имеет решения вида у(х) = pin ж + q. Постоянные р и q

определяются из системы двух алгебраических уравнений второго порядка

o W = В,

где
rb

Im= f{t){\nt)m dt, m = 0,l,2.
J a

rb

5. / f(t)y(t)y(xt)dt = Axx In x + Bxx.
Ja

Замена у(х) = x^w(x) приводит к уравнению вида 6.2.4:

rb

/ g(t)w(t)w(xt) dt = A\nx + B, g(t) = f(t)t2X.
J a

6. f°° f(t)y(t)y(^-) dt = Axx.
Jo
Решения:

f o

7. / f(t)y(t)y(x + At) dt = А, Л > 0.
./a

1°. Решения*:

2/10*0 =

где

/ tmf(t)dt, q=J = 5->

2°. Интегральное уравнение имеет такж:е более слож:ные решения полиномиаль-

п

ного вида у(х) = Yl Bkxk, где постоянные Вк находятся из соответствующей
к=о

системы алгебраических уравнений.

rb

8. / f(t)y(t)y(x + \t)dt = Ах + В, А > 0.
Ja

Решение: у(х) = /Зх + /j, где постоянные /3 и /j, определяются путем решения

алгебраической системы уравнений

/•Ь
2 ^ Л/з/З2 =Б, Jm=/ tmf(t)dt. A)

-'a

*
Аргументы нелинейных уравнений, содержащих в подынтегральном выраже-

выражении сомножитель y(x-\-Xt), могут изменяться в следующих пределах: 1) 0 ^ t < оо,
0 ^ х < оо при а = 0, b = оо; 2) а ^ £ ^ 6, 0 ^ ж < оо, где а, 6

— любые, удовлетво-
удовлетворяющие условиям 0 ^ а < Ъ < оо. Случай 2) следует из случая 1), когда функция
f(t) отлична от нуля только на отрезке a ^t ^b.
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Умножим первое уравнение на В, а второе
— на —А, и сложим полученные

равенства. В результате получим квадратное уравнение

AI0z2 + [(Л + 1) А1г - BI0] z + ХА12 - В1г = О, z = ц/{3. B)

Каждому корню этого уравнения B) в общем случае отвечает два решения

системы A). Поэтому исходное интегральное уравнение максимально может иметь

четыре решения такого вида. Если дискриминант уравнения B) меньше нуля, то

интегральное уравнение таких решений не имеет.

Интегральное уравнение имеет также более сложные решения полиномиаль-

п

ного вида у(х) = Yl $кхк •> гДе постоянные (Зк находятся из соответствующей си-

к=о

стемы алгебраических уравнений.

гЬ
9. / f(t)y(t)y(x + At) dt = Ае-Рх, А > О.

1°. Решения:

У1(х) = у/А/Ь>е-Рх, у2(х) = -у/А/Ь>е-Рх,
Уз0*0 = ЯAО^ ~ h)e~Px, У*(х) = P

где

2°. Уравнение имеет также более сложные решения вида у(х) = е
@х Yl ^kx^ ^

к=0

где постоянные Вк находятся из соответствующей системы алгебраических урав-
уравнений.

3°. Замена у(х) = e~@xw(x) приводит к уравнению вида 6.2.7:

e-P^^)tf^t)w(t)w(x + At) dt = А.

10. f f(t)y(t)y(X-t)dt=A.

1°. Решения*:

УЛХ) = \/А/70' У2(х) = -\/А/70'

где

1т =
m= [btmf{t)dt,J а

2°. Интегральное уравнение имеет также более сложные решения полиномиаль-
п

ного вида у(х) = ^2 ^кхк» гДе постоянные Хк находятся из соответствующей си-

к=о

стемы алгебраических уравнений. При п = 3 такое решение указано в 6.1.18.

*
Аргументы нелинейных уравнений, содержащих в подынтегральном выраже-

выражении сомножитель y(x—t), могут изменяться в следующих пределах: 1) — оо < t < оо,

—оо < х < оо при а = —оо, b = оо; 2) а ^ t ^ 6, —оо ^ х < оо, где a, b
— любые,

удовлетворяющие условиям —оо < а < b < +оо. Случай 2) следует из случая 1),
когда функция f(t) отлична от нуля только на отрезке а ^ £ ^6.
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rb

11. / f(t)y(t)y(x-t)dt=Ax

Решение: у(х) = Хх -\- /л, где постоянные Аи/i определяются путем решения

алгебраической системы уравнений

rb

Л2 = А, 10ц2 - /2Л2 = В, Im= tmf{t)dt, га = 0,1,2. A)
./а

Умножим первое уравнение на В, а второе
— на —А, и сложим полученные

равенства. В результате получим квадратное уравнение

AI0z2 - BIoz - AI2 - BIX = 0, z = fi/X. B)

Каждому корню этого уравнения B) в общем случае отвечает два решения

системы A). Поэтому исходное интегральное уравнение максимально может иметь

четыре решения такого вида. Если дискриминант уравнения B) меньше нуля, то

интегральное уравнение таких решений не имеет.

Интегральное уравнение имеет также более сложные решения полиномиаль-

п

ного вида у(х) = Y1 ^к°°к > гДе постоянные Хк находятся из соответствующей си-

к=о

стемы алгебраических уравнений.

[Ъ _ у- к

Ja
У

j^Q
Решения этого уравнения имеют вид

к=о

где постоянные Хк находятся из системы алгебраических уравнений, которые
получаются после подстановки выражения A) в исходное интегральное уравнение

в результате выделения членов при одинаковых степенях х.

rb

13. / f(t)y(x-t)y(t)dt=AeXx.
Ja

Решения:

с, у4(х) = -q(Iox-
где

rb I Л

т — \ +т г(,\
1.

_ / _ п 1 о
1т —

J
Z Т\Чаг1 Я — \

/ /2 _ /2j
'

rn — D,i.,Z.

п

Уравнение имеет также более сложные решения вида у(х) = еЛж J^ Bkxk, где по-

к=0

стоянные Вк находятся из соответствующей системы алгебраических уравнений.

rb

14. / f(t)y(t)y(x-t)dt = AshXx.
Ja

Решение:

y(x) = pshXx + qchXx. A)

Здесь р и q
—

корни алгебраической системы уравнений

Iopq + /cs(p2 - q2) = A, Iccq2 - Issp2 = 0, B)
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где использованы следующие обозначения:

rb гЪ

h = / /W dt, Ics = / f(t) ch(Xt) sh(Xt) dt,
J a J a

Icc= I f(t)ch2(Xt)dt, /ss= f f(t)sh2(Xt)dt.
J a J a

Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A) инте-

интегрального уравнения.

Из второго уравнения системы B) имеем q
= ±y/lss/Iccp. Исключая с

помощью этого равенства величину q из первого уравнения B), находим решения:

У1,2(x) = p(sh Аж ± kchXx), Уз,4(х) = —p(shAx ± kchXx),

P=

rb

15. / f(t)y(t)y(x — t)dt= A chXx.
J a

Решение:

у(х) = psh Xx + qch Xx. A)
Здесь р и q

—

корни алгебраической системы уравнений

Iopq + Ics(p2-q2) = 0, Iccq2 - Issp2 = А, B)
где использованы те же обозначения, что и в аналогичной системе для уравне-

уравнения 6.2.14. Различным решениям системы B) соответствуют различные реше-
решения A) интегрального уравнения.

rb

16. / f(t)y(t)y(x-t)dt= AsinXx.
Ja

Решение:

у(х) = р sin Xx + q cos Xx. A)
Здесь р и q

—

корни алгебраической системы уравнений

Iopq + /cs(p2 + q2) = A, Iccq2 - Issp2 = 0, B)

где

Io= f f(t) dt, Jcs = / f(t) cos(At) sin(At) dt,
J a J a

Icc= I f(t) cos2 (Xt)dt, Jss = f f(t) sin2 (Xt)dt.

Из второго уравнения системы B) имеем q
= zb^//ss//ccp. Исключая с

помощью этого равенства величину q из первого уравнения B), находим решения:

у1 2 (ж) = р (sin Аж ± к cos Аж), у3 4 (ж) = ~Р (sin Аж ± /с cos Аж),

I.
b

f(t)y(t)y(x -t)dt= A cos Xx.

Решение:

у(ж) = р sin Аж + q cos Аж. A)
Здесь р и q

—

корни алгебраической системы уравнений

Iopq + Ics(p2 + q2) = 0, /ccg2 - /ssp2 = A, B)
где использованы те же обозначения, что и в аналогичной системе для уравне-

уравнения 6.2.16. Различным решениям системы B) соответствуют различные реше-
решения A) интегрального уравнения.
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18. [1y(t)y(£)dt=A,Jo
1°. Решения:

y3(t) = y/ACt- 2), y4(t) = -y/ACt - 2),

y5(t) = VAA0t2 - 12t + 3), y6(t) = -VAA0t2 - 12t

2°. Интегральное уравнение имеет также и другие более сложные решения поли-
п

номиального вида y(t) = Yl Bkt, где постоянные Bk находятся из соответству-
fc=o

ющей системы алгебраических уравнений.
3°. Замена z = f(x) приводит к уравнению вида 6.1.12.

6.2-2. Уравнения вида у(х) + Ц K(x,i)y2(i) dt = F(x)

rb

19. y(x) + / f(x)y2(t) dt = 0.
J a

r- rb i—l
Решения: y1(x) = 0 и y2{x) = А/(ж), где А = — / f2(t) dt\

J a

rb

20. y(x) + / f(x)g(t)y2(t) dt = 0.

Частный случай уравнения 6.8.29.

Решения: Vl(x) = 0 и у2(х) = А/(ж), где А = - [ f f{t)g{t)dt\ \

rb

21. у(х) + А y2(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27.

Решение: у(х) = /(ж) + А, где А определяется путем решения квадратного

уравнения
rb rb

A(b-a)X2 + A + 2A/1)A + AI2 = 0, где h = f(t)dt, /2 = / f(t)dt.
J a J a

22. у(Ж)+ I g(t)y2(t)dt= f(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29.

Решение: у(х) = f(x) + А, где А определяется путем решения квадратного

уравнения
rb

/0А2 + A + 2/1)А + /2=0, где 1т = / fm(t)g(t) dt, m = 0,l,2.
-'а

Разным корням отвечают разные решения.

rbrb

23. у{х) + / g{x)y2{t) dt = /(ж).
./а

Решение: у(х) = Хд(х) + /(ж), где А определяется путем решения квадратного

уравнения

/99Л2 + A + 2//9)Л + /// = 0,

Jss= / 92(t)dt, Ifg = I f{t)g(t)dt, Iff= I f\t)dt.
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rb

24. у(х) + / [g1(X)h1(t)+g2(x)h2(t)]y2(t)dt= f(x).

Решение: у(х) = \1д1(х) + \2д2(х) + f(x), где постоянные А: и Л2 определяются

путем решения алгебраической системы двух уравнений второго порядка (эту
систему можно получить из более общей системы, указанной в 6.8.39).

6.2-3. Уравнения вида у(х) + Ц £ Knm (ж, t)yn (x)yrn (t) dt = F(x)

25. у(х)+ [ g(t)y(x)y(t)dt= f(x).
J a

Решения:

Vl(x) = XJ(x), y2(x) = A2/(x),
где Х1 и Л2 — корни квадратного уравнения

/Л2 + Л - 1 = О, I = / /(t)flf(t) dt.
-/а

rb

26. у(ж) + / g{x)y{x)y(t) dt = /(ж).
./а

Решение:

1 + Xg(x)
'

где Л — корень алгебраического (или трансцендентного) уравнения

rb
X-
Л 1

Разным корням отвечают разные решения интегрального уравнения.

rb

27. у(х) + / [gi(t)y2(x) + 92{x)y(t)} dt = /(ж).
J a

Решение в неявном виде:

у(х) + 1у2(х) + Хд2{х) - f(x) = 0, I=[ 9l(t) dt, A)
J a

где параметр Л определяются путем решения алгебраического уравнения

Х= [ y(t)dt. B)

В правую часть B) следует подставить функцию у(х) = у(х. Л), которая получается

путем разрешения квадратного уравнения A).

rb

28. у(х) + / [9i(t)y2(x) + 92(x)y2(t)] dt = f(x).
J a

Решение в неявном виде:

rb

y(x) + Iy2(x) + \g2(x)-f(x) = 01 1= flf!(t)dt, A)
J a

где параметр Л определяются путем решения алгебраического уравнения

y2(-/:Х= f y2(t)dt. B)

В правую часть B) следует подставить функцию у(х) = у(х. Л), которая получается

путем разрешения квадратного уравнения A).
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rb

29. у(х)+ / [gn(x)h11(t)y2(x) + gi2(x)h12(t)y(x)y(t) +

+ g22(x)h22(t)y2(t) + g1(x)h1(t)y(x) + g2(x)h2(t)y(t)] dt = f(x).

Частный случай уравнения 6.8.44.

6.2-4. Уравнения вида у(х) + j^ G(- • •) dt = F(x)

rb

30. y(x) + / f(t)y(t)y(xt) dt = 0.
J a

1°. Решения:

tflK^J — T У2\^)
—

7-7-7-2 '

^0 1Q12
"~

^1

Jm= /" f(t)t2C+mdt, m = 0,l,2,
-'a

где С
—

произвольная постоянная.

Существуют более сложные решения вида у(х) = ж^ J^ Bkxk, где С —

произвольная постоянная, а коэффициенты Вк определяются из соответствующей
системы алгебраических уравнений.

2°. Решение:

УЗ\Х) = ~Г~Г _

г2
Х '

Jm = / f(t)t2C+rnC dt, m = 0,1, 2,
./a

где С, /3 — произвольные постоянные.
п

Существуют более сложные решения вида у(х) = хс Yl Dkxk@, где С, /3 —
fc=o

произвольные постоянные, а коэффициенты Dk определяются из соответствую-

соответствующей системы алгебраических уравнений.

3°. Решение:

rb

J a

где С
—

произвольная постоянная.

Существуют более сложные решения вида у(х) = хс J2 Ек(\пх)к, где С
—

к=о

произвольная постоянная, а коэффициенты Ек определяются из соответствующей
системы алгебраических уравнений.

4°. Уравнение имеет также тривиальное решение у(х) = 0.

5°. Замена у(х) = x@w(x) приводит к уравнению аналогичного вида

rb

w(x) + / g(t)w(t)w(xt) dt = 0, g(x) = f(x)x2f3.
J a

24 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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rb

31. у{х) + / f(t)y(t)y(xt) dt = Ах?.

1°. Решения:

ух{х) = к±хр, у2{х) = к2хр,
где к1 и к2 — корни квадратного уравнения

rbrb

Ik2 + к - А = 0, / = / f(t)t2f3 dt.
Ja

2°. Решения:

у(х) =ж/3(Аж

где коэффициенты Аи/i определяются из следующей системы двух алгебраиче-
алгебраических уравнений (эта система сводится к квадратному уравнению):

/2Л + 1-^+1 = 0, I1X/jj + 1ф2 + [I
- А = 0,

rb

где Im= f{t)t2C+rn dt, m = 0,1, 2.
^ а

п

3°. Существуют более сложные решения вида у(х) = х@ J2 ^тжт, где коэффи-
т=0

циенты Вш определяются из соответствующей системы алгебраических уравне-
уравнений.

rb

32. у(х) + / f(t)y(t)y(xt) dt = A In x + В.
J a

Это уравнение имеет решения вида у{х) = pin ж + д, где постоянные р и q

определяются из системы двух алгебраических уравнений второго порядка.

33. у(х) + [ f(t)y(t)y(^-) dt = 0.
Jo v t /

1°. Решение:

Г Z 0 1
—1

с, к=\ f(t)dt\ ,

где С
—

произвольная постоянная.

2°. Уравнение имеет также тривиальное решение у(х) = 0.

3°. Замена у(х) = x@w(x) приводит к такому же уравнению

w(x) + [°° f(t)w(t)w( — ) dt = 0.
Jo \ t У

34. у(х) + [°° f(t)y(^)y(t) dt = Axb.
Jo v t /

Решения:

где Л]^ и Л2 — корни квадратного уравнения

IX2 + Л - А = 0, / = / /(t) dt.
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rb

35. у(х) + / f(t)y(t)y(x + At) dt = О, Л > О.

1°. Решения:

1 I — I х
У1(х) = -— ехр(-Сж), у2 (ж) = -| р-— ехр(-Сж),

^0 М
"~

^СГ2
rb

Im= tmeKp
-/а

где С
—

произвольная постоянная.

п

2°. Существуют более сложные решения вида у(х) = ехр(—Сх) Yl Akxk, где С
—

fc=o

произвольная постоянная, а коэффициенты Ак определяются из соответствующей
системы алгебраических уравнений.

3°. Уравнение имеет также тривиальное решение у(х) = 0.

4°. Замена у(х) = e@xw(x) приводит к уравнению аналогичного вида

rb

w(x)+ g(t)w(t)w(x + \t)dt = O, g(t) =
J a

36. y(X) + / f(t)y(X + At)y(t) dt = Ae~»x, Л > 0.
-/a

1°. Решения:

У1(х) = к1е-»х, у2(х) = к2е~^,
где /С]^ и /c2 — корни квадратного уравнения

2°. Существуют более сложные решения вида у(х) = е
^х J2 В^х171, где коэф-

т=0

фициенты Вт определяются из соответствующей системы алгебраических урав-
уравнений.

3°. Замена у(х) = e@xw(x) приводит к уравнению такого же вида

rb

w(x) + / g(t)w(t)w(x -t)dt = Ае(х-^х, g(t) = f{t)e^x+1^.
J a

rb

37. y(x) + / f(t)y(t)y(x -t)dt= 0.
J a

1°. Решения:

Vl(x) = --i- ехр(СЖ), y2(x) = ]l
~

[lX exp(Cx), Im= j tmf(t) dt,

где С
—

произвольная постоянная, т = 0,1, 2.
п

2°. Существуют более сложные решения вида у{х) = ехр(Сж) Yl Akxfc, где С
—

fc=o

произвольная постоянная, а коэффициенты Ак определяются из соответствующей
системы алгебраических уравнений.

3°. Уравнение имеет также тривиальное решение у(х) = 0.

4°. Замена у(х) = exp(Cx)w(x) приводит к уравнению такого же вида

rbrb

w(x) + / f(t)w(t)w(x -t)dt = 0.
J a
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rb

38. у{х) + / f(t)y(x - t)y(t) dt = АеХх.

1°. Решения:

ух(х) = кхеХх, y2(
где к1 и к2 — корни квадратного уравнения

rb

k2 /Ik2 + к - А = 0, / = / f(t) dt.

rb
= /

J a

2°. Замена у(х) = eCxw(x) приводит к уравнению такого же вида

rb

w(x) + / f(t)w(t)w(x -t)dt = Ае^х-^х.
J a

rb

39. y(x) + / f(t)y(t)y(x-t)dt = AshXx.
Ja

Решение:

y(x) = psh Xx + qch Xx. A)

Здесь р и q
—

корни алгебраической системы уравнений

р + Iopq + Ics(p2 -q2) = A, q + Iccq2 - Issp2 = 0, B)

где использованы следующие обозначения:

Io= [ f(t) dt, Ics = [ f(t) ch(Ai) sh(At) dt,
J a J a

Icc= I f(t)ch2(Xt)dt, /ss= f f(t)sh2(Xt)dt.
J a J a

Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A) инте-

интегрального уравнения.

rb

40. у(х) + / f(t)y(t)y(x-t)dt= AchXx.
Ja

Решение:

у(х) = pshXx + qchXx. A)

Здесь р и q
—

корни алгебраической системы уравнений

р + Iopq + Ics(p2 - q2) = 0, q + Iccq2 - Issp2 = A, B)

где использованы те же обозначения, что и в аналогичной системе для уравне-

уравнения 6.2.39. Различным решениям системы B) соответствуют различные реше-
решения A) интегрального уравнения.

rb

41. у(х)+ / f(t)y(t)y(x-t)dt= A sin \х.
J a

Решение:

у(ж) = р sin Xx + q cos Xx. A)
Здесь р и q

—

корни алгебраической системы уравнений

р + Iopq + Ics{p2 + g2) = A, g + /ccg2 - /ssp2 = 0, B)

где использованы следующие обозначения:

rb rb

Io= f(t) dt, Ics = / f(t) cos(Xt) sin(Xt) dt,
J a J a

/cc = [ f(t) cos2 (Xt)dt, Jss = f f(t) sin2 (Xt)dt.
J a J a

Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A) инте-

интегрального уравнения.
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rb

42. у(х) + / f(t)y(t)y{x -t)dt= A cos Лж.
Jа

Решение:

у(х) = р sin Лж + q cos Лж.

Здесь р и q
—

корни алгебраической системы уравнений

р + Iopq + Ics(p2 + а2) = 0, a + /сса2 - /ssp2 = А,

A)

B)

где использованы те же обозначения, что и в аналогичной системе для уравне-

уравнения 6.2.41. Различным решениям системы B) соответствуют различные реше-
решения A) интегрального уравнения.

6.3. Уравнения со степенной нелинейностью

6.3-1. Уравнения вида Ц G(- • •) dt = F(x)

Решение:

y(x) = A[f(x)]V,

2. / exty»{X)yl3(t)dt= f{x).
J a

Решение:

3.

dt

Решение:

V(X) = (у)
S+1 X\

roo

= / f(tW dt, /3 =
Jo

a + с + ab

к — a — as1
a + с + as + bk + cs

к — a — as

6.3-2. Уравнения вида у(х) + Ц K(x,t)yP(t) dt = F(x)

rb

4. y{x) + A I txyP(t) dt = g{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) =

5.

6.

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) =

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Ay@'.
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гЪ

7. у(х) - / g(x)yP(t)dt=O.
Ja

Решение:

у{х) = \д{х), X-

При C > 0 уравнение имеет также тривиальное решение у(х) = 0.

8. у(х)- f g(x)yP(t)dt=h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = —у@.

9. у(х) ~\- А сЬ(Аж + fj,t)yP (t) dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t, у) =

rb

10. у(х) + A sh(A« + /Ltt)y/3(t)dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.32 при /(£, у) =

11. у(х)-\-а[ cos(Aa? + /Ltt)y/3(t)dt = h{x).

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Ay$'.

/•Ь

12. у(х)-\-A sin(\x-\-/jit)уf3(t)dt= h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Ay13.

/•оо / t \
13. у(х) + / /( — ) л/у(*) ^* — ^ж2.

2

/•оо

■=/ */(*)<**.

Решения: у^{х) = /З^ж2, где /3fc (/с = 1, 2)
—

корни квадратных уравнений:

14. У(х) - Г txf(—) [y(t)f dt=O, /3^1.

Решение:
l+Л /-oo Л+/3

y(x) = Аж i-/3
,

A1'? = 2H /(^) d^.
Jo

15. у(ж)
- Г extf(ax + bt) [y(t)]^ dt = 0, b ф О, a/3 ^ -6.ext

/ — oo

Решение:



6.3. Уравнения со степенной нелинейностью ЗТ5

6.3-3. Уравнения вида у{х) + J^ G{- • •) dt = F{x)

16. у(х) + а[ yC{x)y^{t)dt = f(X).
J a

Решение в неявном виде:

у(я) + АА/(я) -/(я) = 0, A)

где Л определяется путем решения алгебраического (или трансцендентного) урав-
уравнения

Л= [by»(t)dt. B)

В правую часть B) следует подставить функцию у{х) = у(х, А), которая находится

путем разрешения A). Разным корням уравнения B) соответствуют разные

решения исходного интегрального уравнения.

Решение: у(х) = Л/(ж), где Л определяется путем решения алгебраического
(или трансцендентного) уравнения

17. у(х)+ f g(t)y(x)y»(t)dt= f(x).
J a

яет

+ A-1 = O, 1= f g(t)f^(t)dt.
J a

rb

18. y(x) + / g(x)y(x)y» (t) dt = f(x).
J a

Решение:

1 + Aflf(x)
где А является корнем алгебраического (или трансцендентного) уравнения

х_[> М)л
=а

Разным корням отвечают разные решения интегрального уравнения.

rb

19. у(Ж)+ / [gi(t)y2(x)+g2(x)y»(t)]dt= f(x).

Решение в неявном виде:

у(х) + 1у2(х) + Хд2(х) - f(x) = 0, I=[ 9l(t) dt, A)
J a

где А определяется путем решения алгебраического (или трансцендентного) урав-
уравнения

rb

А = / y^(t)dt. B)

В правую часть B) следует подставить функцию у(х) = у(х. Л), которая получается

путем разрешения квадратного уравнения A).

20. у(х)+ f [fln (ж) Лх (*) l/fe (ж) i^ (*) + д2(Х)Н2(±)уР(Х)уЦ±)] dt = f(X).
J a

Частный случай уравнения 6.8.44.

rb

21. у(х) + А y(xt)yf3(t)dt = O.
J a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Ay@'.
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6.4. Уравнения с экспоненциальными нелинейностями

6.4-1. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида exp[/3y(t)]

rb

1. у{х) + А / exp[/3y(t)] dt = д(х).
J а

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Аехр(/3у).

rb

2. у(х) + А / t» exp[/3y(t)] dt = д(х).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) =

rb

3. у(х) + А / exp [/Lit + /3y(t)] dt = д(х).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Aexp(/i£) exp(/3y).

4. у(ж) + А / ехр [Л(ж - t) + /3y(t)] dt = д(х).
-'а

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Аехр(/3у).

5. У(ж) + / д(х) exp[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = ехр(/3у).

rb

6. у(ж) + А / сЬ(Лж + /Lit) exp[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Аехр(/3у).

rb

7. у(ж) + А / 8Ь(Лж + /Lit) exp[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Аехр(/3у).

rb

8. y(x) + A / соз(Лж + /jit) exp[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Aex.p(f3y).

rb

9. y(x) + A / з1п(Лж + /jit) exp[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Aex.p(f3y).

6.4-2. Другие подынтегральные выражения

rb

10. у(х) + А / ехр [/Зу(х) + ~yy(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = Аехр(/3у), f(t,y) = ехрGу)-

rb

11. у(ж) + А / |/(ajt) exp[/3y(t)] dt = О.
-'а

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Аехр(/3у).
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6.5. Уравнения с гиперболическими нелинейностями

6.5-1. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида ch[/3y(t)]

ch\fiy(t)]dt = g(x).

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Ach(fty).

rb

2. у(х) + А / t» chfe [Cy(t)] dt = g(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^chk(f3y).

rb

3. y(x) + A ch(/xt)ch[/3i/(t)]dt = flf(a!).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Ach(/it) ch(/3y).

rb

4. y(x) + A / еЛ<ж-*) ch[/3y(t)] dt = g(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Ach(Cy).

rb

5. y(x) + / g(x) ch[/3y(t)] dt = h{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = ch(f3y).

rb

6. y(x) + A / сЬ(Лж + /xt) ch[/3y(t)] dt = /i(as).
-/a

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Ach(/3y).

rb

7. у(ж) + A / sh(A« + /Lit) ch[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Ach(Cy).

rb

8. y(x) + A / cos(Acc + /Lit) ch[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Ach(/3y).

rb

9. y(x) + A / 8ш(Лж + /xt) ch[/3y(t)] dt = /i(as).
-/a

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) =

6.5-2. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида sh[/3y(t)]

rb

10. у(ж) + А / sh[/3y(t)] dt = д(ж).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Ash(Cy).

rb

11. у(х)-\-А t»shk[Cy(t)]dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^shk(/3y).
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rb

12. у(х) + А sh(Mt)sh[/3y(t)]dt = д(ж).
J а

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Ash(fit) sh(/3y).

rb

13. y(x) + A / ел<ж-*) sh[/3y(t)] dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Ash(Cy).

rb

14. y(x) + / g(x) sh[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = sh(/3y).

rb

15. y{x) + A l сЬ(Лж + /Lit) sh[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Ash(/3y).

rb

16. y(x) + A / sh(Aa? + /Lit) sh[/3y(t)] dt = Ь(ж).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Ash(/3y).

rb

17. y(x) + A / cos(Aa? + /Lit) sh[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Ash(/3y).

rb

18. y(x) + A / sin(Aa? + /Lit) sh[/3y(t)] dt = Ь(ж).
-/a

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Ash(/3y).

6.5-3. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида th[/3y(t)]

rb

19. у(х) + А / th[/3y(t)] dt = д(х).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Ath(/3y).

rb

2О.у(х) + А txt\
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^thk(f3y).

rb

21. у(х)-\-А th(Mt)th[/3y(t)]dt = д(ж).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Ath(fit) th(Cy).

rb

22. y(x)-\-A ex<<x-tUh[Cy(t)]dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Ath(/3y).

rb

23. y(x) + / g(x) th[/3y(t)] dt = h{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = th(/3y).
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rb

24. у(х) + А / сЬ(Аж + fit) th[Cy(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Ath(/3y).

rb

25. y(x) + A / sh(Aa? + /Lit) th[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Ath(Cy).

rb

26. y(x) + A / cos(Aa? + /Lit) th[/3y(t)] dt = /i(as).
J a

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Ath(Cy).

rb

27. y(x) + A / sin(Aa? + /Lit) th[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Ath(/3y).

6.5-4. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида cth[/3y(t)]

rb

28. у(х) + А / cth[/3y(t)] dt = д(х).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Acth(/3y).

rb

29. у(х) + А / t» cthfe \py(t)] dt = g(x).

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = AW cthfc{Cy).

30. y{x) + A / cth(/Ltt) cth[/3y(t)] dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Acth(/it) cth(/3y).

31. у(х) + а[ ех<<х-^ cth[Cy(t)]dt = g(x).

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Acth(/3y).

rb

32. y(x) + / g(x) cth[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = cth(/3y).

rb

33. y(x) + A / сЬ(Лж + fit) cth[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Acth(/3y).

rb

34. y(x) + A / sh(Aa? + /Lit) cth[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Acth(/3y).

rb

35. y(x) + A / cos(Aa? + /Lit) cth[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Acth(py).
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rb

36. у(х) + А / sin(Aa? + ixt) cth[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Acth(fty).

6.5-5. Другие подынтегральные выражения

rb

37. у(х) + А / сЬ[/Зу(ж)] ch[<yy(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = Ach(/3y), f(t,y) = ch("yy).

rb

38. y(x) + A / ^(ast) ch[/3y(t)] dt = 0.

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Ach(fty).

rb

39. у(ж) + А /

rb

/

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = Ash(/3y), f(t,y) =

rb

40. у(ж) + А / |/(ajt) sh[/3y(t)] dt = 0.
-/a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Ash(/3y).

rb

41. y(x) + A / th[/3i/(aj)] th[7y(t)] dt = h{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = Ath(/3y), f(t,y) =

rb

42. y(x) + A / |/(ajt) th[/3y(t)] dt = 0.
./a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Ath(Cy).

rb

43. у(ж) + A / cth[/3y(«)] cth[7y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = Acth(/3y), f(t,y) = cth(jy).

rb

44. y(x) + A / |/(ajt) cth[/3y(t)] dt = 0.
J a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Acth(/3y).

6.6. Уравнения с логарифмическими нелинейностями

6.6-1. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида ln[/3y(t)]

ln\fiy(t)]dt = g(x).

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = А\п(/3у).
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rb

2. у{х) + А / t» lnfe \py(t)] dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = AW lnfc{Cy).

3. у(Ж) + A f ln(/xt) ln[/3y(t)] dt = д(Ж).
-'a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = A\n(/it) ln(Cy).

4. у(Ж) + А [ еЛ<ж-*) ln[/3y(t)] dt = g(X).
J a

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = А\п(/3у).

rb

5. y(x) + / g(x) ln[/3y(t)] dt = h(x).

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = ln(/3y).

rb

6. y(x) + A / сЬ(Лж + /Lit) ln[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Aln(/3y).

rb

7. y(x) + A / sh(A« + /Lit) ln[/3y(t)] dt = Ь(ж).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Aln(/3y).

rb

8. y(x) + A / cos(A« + /Lit) ln[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Aln(/3y).

rb

9. y(x) + A / sin(Acc + /Lit) ln[/3y(t)] dt = Ь(ж).
-/a

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Aln(/3y).

6.6-2. Другие подынтегральные выражения

rb

10. у(х) + А / \п[/3у(х)] ln[-yy(t)] dt = h{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = А\п(Cу), f(t,y) =

rb

11. у(х) + А / y(xt) \n[/3y(t)] dt = О.
J a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Aln(/3y).

6.7. Уравнения с тригонометрическими нелинеиностями

6.7-1. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида cos[/3y(t)]

rb

1. у(х) + А / cos[/3y(t)] dt = д(х).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Acos(f3y).
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rb

2. у{х) + А / t» cosfe \py(t)] dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^ cosfc{Cy).

3. у(ж) + A I cos(/Ltt) cos[/3y(t)] dt = g(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Acos(fj>i)cos(Cy).

rb

4. y(x) + A / ел<ж-*) cos[/3y(t)] dt = <?(ж).
-'a

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Acos(f3y).

rb

5. у(ж) + / g(x) cos[/3y(t)] dt = h{x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = cos(/3y).

rb

6. y(x) + A / сЬ(Лж + /Lit) cos[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Acos(/3y).

rb

7. y(x) + A / sh(A« + /Lit) cos[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Acos(f3y).

rb

8. y(x) + A / cos(Aa3 + /Lit) cos[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Acos(f3y).

rb

9. y(x) + A / sin(Aa3 + /Lit) cos[/3y(t)] dt = Ь(ж).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Acos(/3y).

6.7-2. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида sin[/3y(t)]

rb

10. у(х) + А / sin[/3y(t)] dt = д(ж).

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Asin(/3y).

rb

U.y(x) + A t» sink[Cy(t)]dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^smk(f3y).

rb

12. y(x) + A / sin(/Ltt) sin[/3y(t)] dt = д(ж).
-'a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Asind^t) sin(/3y).

rb

13. y(x)-\-A ex(<x-tU\n[Cy(t)]dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Asin(/3y).
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rb

14. у(х) + / д(х) sin[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = sm(Cy).

rb

15. y(x) + A / сЬ(Лж + /Lit) sin[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Asin(/3y).

rb

16. y{x) + A I sh(Aa? + /Lit) sin[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Asin(fty).

rb

17. y(x) + A / cos(Aa? + /Lit) sin[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Asm(py).

rb

18. y(x) + A / sin(Aa? + /Lit) sin[/3y(t)] dt = Ь(ж).
J a

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Asm(/3y).

6.7-3. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида tg[/3y(t)]

rb

19. у(х) + А / tg[/3y(t)] dt = д(ж).

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Atg(Cy).

rb

2О.у(х) + А t»tgk[Cy(t)]dt = g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^tgk(f3y).

rb

21. у(х) + А tg(/j,t)tg[f3y(t)]dt=g(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Atg(/it)tg(l3y).

22. у(х) + А [ еЛ<ж-*) tg[/3y(t)] dt = д(х).
J a

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Atg(py).

rb

23. у(х) + / д(х) tg[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = tg(/3y).

rb

24. у(ж) + А / сЬ(Лж + /xt) tg[/3y(t)] dt = /i(as).

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Atg(/3y).

rb

25. у(ж) + A / sh(A« + /Lit) tg[/3y(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Atg(/3y).
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rb

26. у(х) + А / со8(Лж + /Lit) tg[/3y(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Atg(/3y).

rb

27. y(x) + A / 8т(Лж + /Ltt) tg[/3y(t)] dt = h(x).

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Atg(Cy).

6.7-4. Подынтегральные выражения с нелинейностью вида ctg[/3y(t)]

rb

28. у(х) + А / ctg[/3y(t)] dt = д(ж).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Actg{Ey).

rb

29. у(х) + А / t^ ctgfe \fiy(t)] dt = д(х).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = At^ ctg^ {Cy).

30. у(ж) + A / ctg(/Ltt) ctg[/3y(t)] dt = g{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.27 при f(t,y) = Actg(/it) ctg(/3y).

31. y(x) +

Частный случай уравнения 6.8.28 при f(t,y) = Actg(Cy).

rb

32. y(x) + / д(ж) ctg[/3y(t)] dt = /i(aj).
-'a

Частный случай уравнения 6.8.29 при f(t,y) = ctg(/3y).

ЛЬ

33. y(x) + A / сЬ(Лж + /Lit) ctg[/3y(t)] dt = Ь(ж).
-/a

Частный случай уравнения 6.8.31 при f(t,y) = Actg(/3y).

rb

34. y(x) + A / 8Ь(Лж + /xt) ctg[/3y(t)] dt = Ь(ж).

Частный случай уравнения 6.8.32 при f(t,y) = Actg(Cy).

rb

35. y(x) + A / со8(Лж + /Lit) ctg[/3y(t)] dt = Ь(ж).
-/a

Частный случай уравнения 6.8.33 при f(t,y) = Actg(/3y).

rb

36. y(x) + A / 81п(Лж + /Lit) ctg[/3y(t)] dt = Ь(ж).

Частный случай уравнения 6.8.34 при f(t,y) = Actg(/3y).
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6.7-5. Другие подынтегральные выражения

rb

37. у(х) + А / cos[/3y(x)] cos[yy(t)] dt = h(x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.43 при g(x,y) = Acos(f3yI f(t,y) =

rb

38. y(x) + A / y(xt) cos[/3y(t)] dt = 0.
J a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Acos(fty).

rb

39. y(x) + A / sin[/3i/(aj)] sin[-yy(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при g(x,y) = Asm(/3y), f(t,y) = sin^y).

rb

40. y(x) + A / y(cct) sin[/3y(t)] dt = 0.
./a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Asm(/3y).

rb

41. у(ж) + A / tg[/3i/(aj)] tg[-7i/(t)] dt = h(x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при g(x,y) = Atg(/3y), f(t,y) =

rb

42. y(x) + A / |/(ajt) tg[/3y(t)] dt = 0.
./a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Atg(py).

rb

43. у(ж) + A / ctg[/3i/(aj)] ctg[7y(t)] dt = h{x).
J a

Частный случай уравнения 6.8.43 при д(х,у) = Actg(/3y), f(t,y) = ctgG2/)-

rb

44. y(x) + A / y(xt) ctg[/3y(t)] dt = 0.
J a

Частный случай уравнения 6.8.45 при f(t,y) = Actg{Ey).

6.8. Уравнения с нелинейностями общего вида

6.8-1. Уравнения вида /^ G(- • •) dt = F(x)

rb

1. / y(x)f(t,y(t))dt = g(x).
J a

Решение: у(х) = Xg{xI где Л определяется из следующего алгебраического
rb

(или трансцендентного) уравнения: А / f(t,Xg(t)) dt = 1.
J a

2. /
Решение: у(х) = Л[^(ж)]1//с, где Л определяется из следующего алгебраическо-

гЪ

го (или трансцендентного) уравнения: Л / ff^t^Xg1^ (£)) dt = 1.
J a

25 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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гЪ

3. / cp(y(X))f(t,y(t))dt = g(X).
J a

Решение в неявном виде:

Х(р(у(х)) -д{х) = 0, A)

где А определяется из алгебраического (или трансцендентного) уравнения

А - F(A) = 0, F(A) = / /(t, y{t)) dt. B)

В уравнение B) следует подставить функцию у(х) = у(х,Х), которая получается

путем разрешения A).
Число решений интегрального уравнения определяется числом решений,

полученных из A) и B).

гЪ

4. / y(xt)f(t,y(t))dt= А.
J a

1°. Решения: у(х) = Afc, где Хк — корни следующего алгебраического (или
гЪ

трансцендентного) уравнения: А / /(£, A) dt = A.
J a

2°. Решения: у(х) = рх + q, где р и q определяются из системы алгебраических

(или трансцендентных) уравнений

ь

= А.

гЪ гЪ

/ tf(t,pt + q)dt = O, q f(t,
J a J a

При f(t,y(t)) = f(t)y(t) решения этой системы см. в 6.2.2.

3°. Интегральное уравнение может иметь также и другие решения полиномиаль-
п

ного вида у(х) = ^2 Вкхк, где постоянные Вк определяются из соответствующей
к=0

системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений.

4°. Интегральное уравнение может иметь решения логарифмического вида, ана-

аналогичные указанным в п. 3° для уравнения 6.2.2.

fb
5. / y(xt)f(t, y{t)) dt= Ax + В.

Ja

1°. Решение:

y{x)=px + q, A)

где р и q определяются из системы алгебраических (или трансцендентных)
уравнений

р tf(t,pt + q)dt-A = O, q f(t,pt + q)dt-B = O. B)
J a J a

Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A) инте-

интегрального уравнения.

2°. Интегральное уравнение может иметь также и другие решения полиномиаль-

п

ного вида у(х) = XI Вкх , где постоянные Вк определяются из соответствующей
к=0

системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений.
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rb

6. / y(xt)f(t,y(t))dt=AxP.
Решение:

у(х) = ЬД A)
где к — корень алгебраического (или трансцендентного) уравнения

rb

kF{k) - А = О, F(k) = / t^fit, kt13) dt. B)
J a

Каждому корню кп уравнения B) отвечает соответствующее решение уп = уп(х)
нелинейного интегрального уравнения, которое находится по формуле A).

rb

7. / y{xt)f(t,y{t)) dt = А1пж + В.
Ja

Решение:

у(х) =p\nx + q, A)
где р и q определяются из системы алгебраических (или трансцендентных)
уравнений

rb rb

р f(t, plnt + q)dt
- A = 0, / (pint + q)f(t, pint + q) dt - В = 0. B)

J a J a

Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A) инте-

интегрального уравнения.

rb

8. / y(xt)f(t, y(t)) dt = Л/ In ж.
J a

Это уравнение имеет решения вида у(х) =рх@ 1пж + дж^, где р и q
—

некоторые

постоянные.

rb

9. / y(xt)f(t,y(t)) dt = Acos(/3lnx).
J a

Это уравнение имеет решения вида у(х) = р cos(/3 In x) + q sin(/3 In x), где р и q
—

некоторые постоянные.

rb

10. / y(xt) f (t, у(t)) dt= A sin(/3 In x).
Ja
Это уравнение имеет решения вида у(х) = р cos(/3 In x) + q sin(/3 In x), где р и q

—

некоторые постоянные.

rb

11. / y(xi)f(t,y(i)) dt = Ax@ cos(/3\nx) + Bx@ sin(/3\nx).
J a

Это уравнение имеет решения вида у(х) = рх$ cos(/31na?) + qx$ sin(/31nsc), где

р и g
—

некоторые постоянные.

rb

12. / y(x + pt)f(t,y(t))dt=Ax + B, /3>0.
-'а

Решение:

у(х) =px + q, A)
где р л q определяются из системы алгебраических (или трансцендентных)
уравнений

rbrb rb

р f(t,pt + q)dt-A = O, / (Ppt + q)f(t,pt + q)dt-B = O. B)
J a J a

Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A) инте-

интегрального уравнения.

25*
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rb

13. / y{x + Ct)f(t,y{t))dt = Ае-Лж, /3>0.
Jа

Решения:

уп(х) = кпе~Хх,
где кп — корни алгебраического (или трансцендентного) уравнения

rb

kF{k)- A = 0, F{k)= / f(t,ke-Xt)
J a

rb

14. / y(x + Ct)f(t,y(t))dt = AcosXx, /3>0.
-/a
Это уравнение имеет решения вида у(х) = psinXx + дсовАж, где р и. q—

некоторые постоянные.

rb

15. / y(x + Ct)f(t,y(t))dt = AsinXx, /3>0.
-/a
Это уравнение имеет решения вида у(х) = рвтАж + qcosXx, где р и q

—

некоторые постоянные.

rb

16. / у(х + /3t)f(t,y(t)) dt = e-»x(Acos\x + BsinXx), /3 > О.
Ja

Это уравнение имеет решения вида у(х) = е~^ж (р sin \x-\-q cos Аж), где р и q
—

некоторые постоянные.

rb

17. / y(x-t)f(t,y(t))dt= Ax + B.
Ja

Это уравнение имеет решения вида у{х) = рх -\- q, где р и q
—

некоторые

постоянные.

18. / y(x-t)f(t,y(t))dt= АеХх.
J a

Это уравнение имеет решения вида у(х) =реЛж, где р
—

некоторая постоянная.

rb

19. / у(х — t)f(t,y(t)) dt = A cos Лж.
J a

Это уравнение имеет решения вида у(х) = psinXx + gcosAx, где р и q
—

некоторые постоянные.

rb

20. / у(х — t)f(t,y(t)) dt = e~»x(Acos\x + BsinXx).
J a

Это уравнение имеет решения вида у(х) = е~^х (р sin \x-\-q cos Лж), где р л q
—

некоторые постоянные.

6.8-2. Уравнения вида у(х) + /^ K(x,t)G(y(t)) dt = F(x)

rb

21. y(x) + / \x - t\f(y(t)) dt = Ax2 +Bx+C.
Ja

Частный случай уравнения 6.8.35 при f(t, у) = f(y), g(x) = Ах2 + Вх + С.

Функция у = у(х) удовлетворяет автономному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

^ = 2А.
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Его решение записывается в неявном виде:

ГУ Ло, Г и

{Ulv)= f(t)dt, A)
Jv

где уа
= у(a), wa = yx(a) —постоянные интегрирования. Эти величины вместе с

аналогичными неизвестными уъ = уF), wb = у'х(Ъ) определяются путем решения

алгебраической (или трансцендентной) системы уравнений

Уа + Уъ
~ (а ~ b)wa = (b2 + 2ab - °>2)А + 2bB + 2С,

-ya) -4F(yb,ya), B)

d\ .„, =±{b-a).

Здесь первое уравнение получено из второго условия E) в 6.8.35, а второе

уравнение
— из условия F) в 6.8.35; третье и четвертое уравнения являются

следствиями A).
Различным решениям системы B) соответствуют различные решения A)

интегрального уравнения.

22. у(х)+ / eAl{B-*l/(i/(t))dt= A+BeXx + Се~Хх
rb

. у(х)+ / eAl{B-*l/(i/(t))dt= A+BeXx + Се~
Jа

Частный случай уравнения 6.8.36 при f(t,y) = /(у), д(х) = А-\- ВеХх + Се~Хх.

Функция у = у(х) удовлетворяет автономному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

у'1х + 2Л/Ы - \2у = -\2А. A)
Его решение записывается в неявном виде:

г и

(<r.-a)i F(U,V)= f(t)dt,
Jv

a y
B)

где уа
= у(a), wa = у'х{а) —постоянные интегрирования. Эти величины вместе с

аналогичными неизвестными уъ = уF), wb = ух(Ъ) определяются путем решения

алгебраической (или трансцендентной) системы уравнений

wb
- \Уъ = -АХ -

wl =w2a + Х2(У2Ь ~ У2*) ~ 2АЛ2(уь - ya) - 4\F{yb,ya), C)

= ±(b — a).
y)

f

Здесь первое и второе уравнения получены из условий E) в 6.8.86, а третье и

четвертое уравнения являются следствиями B).
Различным решениям системы C) соответствуют различные решения инте-

интегрального уравнения.

23. у(Х)+ ( еЛ1ж-*1 f(y(t)) dt = /ЗсЬ(ЛЖ).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.22 при А = 0, B = C=-jC.

rb

24. у(х)+ / eAl{B-*l/(i/(t))dt = /3sh(AsB).
J a

Частный случай уравнения 6.8.22 при А = 0, В — у/3, С = — у/3.
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rb

25. у(х) + / sh(A|a? -t\)f(y(t)) dt = А+ В ch(\x) + Csh(\x).
Ja

Частный случай уравнения 6.8.37 при f(t,y) = f(y), g(x) = A +

Функция у = у(х) удовлетворяет автономному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

i£x + 2А/(у) - \2у = -\2А.

Его решение записывается в неявном виде:

У г]ц Ги

= ±(ж-а), F(u,v)= f(t)dt,

где уа
= 2/(a), wa = y'x(a) —постоянные интегрирования, которые определяются

из граничных условий E) в 6.8.37.

гЬ

26. у(х) + / sin(A|cc — t\)f(y(t)) dt = А + Вcos(Xx) + Csin(Xx).
J a

Частный случай уравнения 6.8.38 при f(t,y) = f(y), g(x) = A +

+ С sin Xx.

Функция у = 2/(ж) удовлетворяет автономному дифференциальному уравне-
уравнению второго порядка

у%х + 2А/(у) + \2у = \2А.

Его решение записывается в неявном виде:

u,ya) Jv
fit) dt,

где уа
= у(a), wa = y'x(a) —постоянные интегрирования, которые определяются

из граничных условий E) в 6.8.38.

I 6.8-3. Уравнения вида у(х) + J^ K(x,t)G(t,y(t)) dt = F(x) I

27. у(х) + [ f{t,y(t)) dt = д(х).
J a

Решение: у(х) = д(х) + А, где А определяется из алгебраического (или
трансцендентного) уравнения

fb
X + F(A) = 0, F(A) = / /(t, flf(t) + A) dt.

J a

28. у(Ж)+ / ex<<x-Vf(t,y(t))dt = g(x).
J a

Решение: у(х) = EeXx + #(ж), где А определяется из алгебраического (или
трансцендентного) уравнения

E + F(/3) = О, F(/3) = [ e~xtf{t, Eext + g(t)) dt.
J a

rbrb

29. y(x) + / g(x)f(t,y(t)) dt = h(x).
J a

Решение: у(х) = Xg(x) + h(x), где А определяется из алгебраического (или
трансцендентного) уравнения

rb

X + F(X) = 0, F(X) = / /(t, Xg(t)
-/a
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гЪ

30. у(х)+ / (Ax + Bt)f(t,y(t))dt = g(x).

Решение: у(х) = д(х) + Хх + /х, где постоянные А и /х определяются путем

решения алгебраической (или трансцендентной) системы уравнений
/•Ь fb

А + А / /(t, #0) + Xt + /х) dt = О, /х + Б / tf(t, g(t) + Xt + /x) dt = 0.
«У О, «У Q,

/•b
31. y(x) + / сЬ(Лж + fJ.t)f(t,y(t)) dt = h(x).

J a
Используя формулу сЦАж + fit) = ch(Asc) ch(/x£) + sh(/xt) sh(Aa;), приходим к

уравнению вида 6.8.39:

/•b

у{х) + J

32. y(x)+ /
Используя формулу sh(Ax + /xt) = ch(Asc) sh(/x£) + ch(/xt) sh(Ax), приходим к

уравнению вида 6.8.39:

у{х) + J [ch(Xx) f^t, у(t))+sh(Xx)f2(t, у(t))]dt = h(x),

Д (t, 2/(t)) = sh(^t)/(t, 2/(t)), /2 (t,

/•b
33. у(ж) + / со8(Лж + »t)f(t,y(t)) dt = h(x).

J a

Используя формулу cos(Ax + fit) = cos(Ax) cos(/xt) — sin(/xt) sin(Ax), приходим
к уравнению вида 6.8.39:

/•b

у{х) + / [со8(Ах)Д
J a

Д (t, y(t)) = cos(Att)/(t, y(t)), /2 (t,

rb

34. у(ж) + / sin(AsB + »t)f(t,y(t)) dt = h(x).
J a

Используя формулу sin(Ax + fit) = cos(Ax) sin(/xt) + cos(/xt) sin(Ax), приходим
к уравнению вида 6.8.39:

у(х) + / [со8(Ах)Д
J a

Д (t, y(t)) = sin(/xt)/(t, y(t)), /2 (t,

rb

35. /
rb

/ |as-t|/(t,i/(t))dt = flf(a!), a < ж < 6.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выраж:ении. В результате получим

у(х)+ [X(x-t)f(t,y(t))dt+ I (t-x)f(t,y(t))dt = g(x). A)
•У а «/ж

Дифференцируя A) по ж, имеем

2/i(*)+ Г f{t,y(t))dt- I f(t,y(t))dt = g'x(x). B)
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Дифференцируя B), приходим к следующему обыкновенному дифференциально-
дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

y"x + if(x,y) = g"x(x)- (з)
2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Считаем, что —оо < а < 6 < оо.

Полагая в A) ж = а и ж = 6, имеем два следствия:

гЬ

у{а)+ / (t-a)f(t,y(t))dt = g(a),

2/F) + / (b-
Ja

Выразим из уравнения C) функцию f(x,y) и подставим в D). После интегриро-
интегрирования по частям получим искомые граничные условия для функции у(ж):

у(а) +у(Ь) + (Ь- а) [д'х{Ъ)-у'х{Ъ)]=д{а) + д{Ъ),

у{а) + у{Ь) + {а-Ь) [д'х(а)
- у'х(а)} = д(а) + д{Ь).

Отметим полезное следствие равенств E):
Ух(°)+Ух(Ъ)=9'х{о)+9'х{Ъ), F)

которое можно использовать вместе с одним из условий E).
Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения (этих решений может быть несколько). Условия E)
позволяют найти постоянные интегрирования, которые получаются в результате

решения дифференциального уравнения C).

rb

36. у(х)+ / exlx-tlf(t,y(t))dt = д(х), а < х < Ъ.
J a

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х) + Г ел<*-*)/(i, y(t)) dt + I" ел<*-*)/(i, y(t)) dt = g(x). A)
J a J x

Дифференцируя A) дважды по ж, имеем

a x

B)
Исключая из A) и B) интегральные члены, приходим к следующему обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

Ух*х + 2Л/(ж,у) - Х2у = д'^х{х) - Х2д(х). C)
2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Считаем, что —оо<а<6<оо.

Полагая в A) ж = а и ж = 6, имеем два следствия:

у(а) + е~Ха [ extf{t, y(t)) dt = д(а),

/ e-xtf(t,y(t))dt =
J a

Выразим из уравнения C) функцию /(ж, у) и подставим в D). После интегриро-
интегрирования по частям получим

л х\), ф) = у(х) - д(х);

Отсюда находятся граничные условия для функции у(ж):

у4(а) + А<р(а)=0, ip'x(b)
- \ip(b) = 0; ф) = у(х) - д(х). E)

Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения (этих решений может быть несколько). Условия E)
позволяют найти постоянные интегрирования, которые получаются в результате

решения дифференциального уравнения C).
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а < ж < Ъ.
rb

37. у(х) + / 8Ь(Л|ж -t|)/(t, у(t))dt = g(x),

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х) + Г зп[А(ж - t)]f(t, y(t)) dt+ I sh[A(t - x)]/(t, y(t)) dt = g(x). A)

Дифференцируя A) дважды по ж, имеем

vZx(x) + 2\f(x, y(x)) + А2 Г sh[A(x

+ Л2 / sh[A(t -

Исключая из A) и B) интегральные члены, приходим к следующему обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

у%х + 2А/(х,у) - Х2у = д'^х{х) - Х2д(х). C)
2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Считаем, что —оо<а<6<оо.
Полагая в A) х = а и х = 6, имеем два следствия:

sh[A(t - a)]/(t, y(t)) dt = flf(a),
D)

sh[AF - t)]f(t, y(t)) dt = g(b).

Выразим из уравнения C) функцию f(x,y) и подставим в D). После интегриро-
интегрирования по частям получим

sh[AF - а)Ух{Ь) - Ach[AF - a)]ip(b) = \<р(а), ф) = у(х) - д(х);

sh[AF - а)](р'х{а) + Ach[AF - а)](р{а) = -\у>(Ь).

Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения (этих решений может быть несколько). Условия E)
позволяют найти постоянные интегрирования, которые получаются в результате

решения дифференциального уравнения C).

38. у(х)+ / sin(\\x-t\)f(t,y(t))dt =
J a

а < х < Ъ.

1°. Раскроем модуль в подынтегральном выражении. В результате получим

у(х)+ f sin[A(x-t)]/(t,y(t))dt+ / sm[X(t-x)]f(tiy(t))dt = g(x). A)
J a J x

Дифференцируя A) дважды по ж, имеем

У^(х) + 2А/(х,у(х)) -A2 [\m[\(x-t)]f(t,y(t))dt-J a
rb

-A2/ sm[\(t-x)]f(t1y(t))dt = g'xfx(x). B)
J х

Исключая из A) и B) интегральные члены, приходим к следующему обыкно-

обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка для функции у = у(ж):

у) + Х2у = g'^ix) + А2^(ж). C)
2°. Выведем граничные условия для уравнения C). Считаем, что —оо<а<6<оо.
Полагая в A) ж = а и ж = 6, имеем два следствия:

rb

у{а) + / sin[A(t - a)] /(t, y{t)) dt = g(a),
J a

y(b) + / sin[AF - t)] /(t, y(t)) ^ = flf(b).

D)
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Выразим из уравнения C) функцию /(ж, у) и подставим в D). После интегриро-
интегрирования по частям получим

sin[AF - а)] ф'х(Ь) - Acos[AF - а)] <р(Ь) = А<р(а), ip(x) = у(х) - д(х);

sin[AF - а)] (р'х(а) + Acos[AF - а)] <р(а) = -\ip(b).

Уравнение C) вместе с граничными условиями E) описывает решение исход-

исходного интегрального уравнения (этих решений может быть несколько). Условия E)
позволяют найти постоянные интегрирования, которые получаются в результате

решения дифференциального уравнения C).

6.8-4. Уравнения вида у(х) -\- ja G(x,t,y(t)^ dt = F(x)

39. y(x)+ [ [g1(X)f1(t,y(t))+g2(x)f2{t,y(t))]dt=h(X).
J a

Решение:

y{x) = h{x) + X1g1(x) + A2flf2(x),
где постоянные А1 и А2 определяется путем решения алгебраической (или транс-

трансцендентной) системы уравнений

rb

i+ / /i(t, h{t)
J a
rb

/ /2(Л h(t) + *i9i(t) + A2flf2(t)) dt = 0.
J a

rb

A2 /

40. y(x) + / \J2 9k(v)fk(t,y(t))\ dt=h(x).
Ja lk=i J

Решение:
n

y(x) = h(x) + ^2

где постоянные Хк определяется путем решения алгебраической (или трансцен-

трансцендентной) системы уравнений

fc=i

Различным корням этой системы отвечают различные решения интегрального

уравнения.

® Литература: А. Ф. Верлань, В. С. Сизиков A986).

6.8-5. Уравнения вида F(x,y(x)) + Ja G(x,t,y(x),y(i)) dt = О

rb

41. y(x) + / y(x)f(t,y(t))dt = g(x).
J a

Решение: у(х) = \g{xI где А определяется из алгебраического (или трансцен-
трансцендентного) уравнения

rb

А + AF(A) -1 = 0, F(A) = / /(t, Aflf(t)) dt.
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rb

42. у(х) + / g(x)y(x)f(t,y(t)) dt = h(x).
J a

h(x)
Решение: y(x) =

г^? гДе ^ определяется из алгебраического (или
1 + Хд(х)

трансцендентного) уравнения

rb

43. у(х) + / g(x,y(x))f(t,y(t))dt=h(x).
J a

Решение в неявном виде:

у(х) + Хд(х,у(х)) — h(x) = 0, A)

где А определяется из алгебраического (или трансцендентного) уравнения

А - F(A) = О, F(A) = ( /(t, y(t)) dt. B)
J a

В уравнение B) следует подставить функцию у(х) = у(х,Х), которая получается

путем разрешения A).
Число решений интегрального уравнения определяется числом решений,

полученных из A), B).

44. f{x,y(x))+ \Y^9k{v,y(x))hk(t,y(t))\dt=O.
Решение в неявном виде:

п

f(x, у(х)) + J2 Хк9к & у(х)) = 0, A)
fc=i

где Хк определяются путем решения системы алгебраических (или трансцендент-

трансцендентных) уравнений

Хк-Нк(\) = 0, к = 1,...,п;
rbfb -

= / h^y^dt, Л={Л1,...,ЛП}-

В систему B) следует подставить функцию у(х) = у(х,Х), которая получается

путем разрешения A).
Число решений интегрального уравнения определяется числом решений,

полученных из A), B).

6.8-6. Другие уравнения

rb

45. у(х) + / y(xt)f(t,y(t)) dt = 0.
J a

1°. Решение:

у(х) = кхс, A)
где С — произвольная постоянная, а зависимость к = к(С) определяется путем

решения алгебраического (или трансцендентного) уравнения
rb

/ tcf(t,ktc)dt = 0.
J a

Каждому корню уравнения B) отвечает соответствующее решение нелинейного

интегрального уравнения, которое находится по формуле A).
2°. Интегральное уравнение может иметь и другие решения, аналогичные ука-

указанным в пп. 1°—3° для уравнения 6.2.30.
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rb

46. у(х) + / y(xt)f(t, y(t)) dt= Ax + В.

Решение:

у(х) = px + q, A)

где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

tf(t, q)dt-A = O,

ъ B)

q + q / f(t,pt + q)dt-B = о.

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.

47. у(х) + / y(xt)f(t,y(t)) dt = Ax?.
J a

Решение:

у{х) = kxP, A)
где к — корень алгебраического (или трансцендентного) уравнения

rb

k + kF(k)-A = 0, F(k)= t13 f (t, kt13) dt. B)
J a

Каждому корню уравнения B) отвечает соответствующее решение нелинейного

интегрального уравнения, которое находится по формуле A).

rb

48. у(х)+ / y(xt)f(t,y(t))dt=Alnx + B.
J a

Решение:

у(х) =р\пх + q, A)

где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

Р + Р f(t, plnt + q)dt-A = O,

rb B)

q+ (jplnt + q)f(t,plnt + q)dt-B = O.
J a

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-
интегрального уравнения.

rb

49. у(х) + / y(xt)f(t,y(t)) dt = Ax? In ж.
J a

Решение:

у(х) =pxf3\nx + qxf3, A)
где р и q

—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

Р + Р tf3f(t,ptf3\nt + qtf3)dt = A,

;; B)
q + / (pt? In t + qtP)f(t, pt13 In t + qt13) dt = 0.

J a

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.
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rb

50. у(х)+ / у(xt) f(t, у(t))dt= A cos(\nx).
J a

Решение:

у(х) = pcos(lnx) + gsin(lnic),

где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений

rb

р+ I [pcos(lnt) + gsin(lnt)] f(t, pcos(lnt) + gsin(lnt)) dt = A,
J a
rb

q+ [qcos(lnt) -psin(ln £)]/(£, pcos(lnt) + gsin(ln£)) dt = 0.
J a

rb

51. y(x) + / у(xt) f(t, у(t))dt= A sin(lnx).
J a

Решение:

y(x) = pcos(lnx) + gsin(lnx),

где р ж q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений

rb

р+ [pcos(lnt) + qsm(lnt)]f(t, pcos(lnt) + gsin(lnt)) dt = 0,
J a

rb

Q + / [q cos(ln t) — p sin(ln t)]f(t, p cos(ln t) -\- q sin(ln t)) dt = A.

rb

52. y(x) + / y(xt)f(t,y(t)) dt = Ax13 cos(lna?) + Bx13 sin(lna?).
Ja

Решение:

y{x) = px^ cos(ln x) + дж^ sin(ln ж), A)
где р и q

—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений

rb

р+ t@[p cos(ln t) + q sin(ln t)] f (t, pt@ cos(ln t) + qt@ sin(ln t)) dt = A,

,°b
|; ^ ^ м_в

B)

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-
интегрального уравнения.

rb

53. у{х) + / y(xtC)f(t,y{t)) dt = д(ж), /3 > О.

та

1°. Для правой части д(х) = ^ Акхк решение уравнения имеет вид
к=1

п

у(х) = 2_^ Вкх ,

к= 1

где 5fc — корни алгебраических (или трансцендентных) уравнений

Bk + BkFk(B)-Ak = 0, Fk(B)= ft^fU JZ Bmtm)dt.Ja \ m=1 /

Различным корням соответствуют различные решения интегрального уравнения.
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п

2°. Для правой части уравнения д(х) = In ж ^2 Акх решение имеет вид
к=о

к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = Y1 Ак(\пх)к решение уравнения имеет вид
к=о

к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = J2 Ак cos(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = ^ Вк cos(Afc In ж) + ^ Ск sin(Afc In ж),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д{х) = Yl Ak sin(Afc In ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = ^ Вк cos(Afc In ж) + ^ Ск sin(Afc In ж),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

гЪ

54. у(ж) + / у(х- t)f(t, y(t)) dt = О.
Ja

1°. Решение:

у{х) = кеСх, A)
где С — произвольная постоянная, а зависимость к = к(С) определяется путем

решения алгебраического (или трансцендентного) уравнения

1 I* f(t,keCt)e-Ctdt = O. B)
J a

Каждому корню уравнения B) отвечает соответствующее решение нелинейного

интегрального уравнения, которое находится по формуле A).
п

2°. Уравнение имеет решения вида у(ж) = Y1 ^тхТП•> гДе постоянные Ега нахо-

тп=О

дятся методом неопределенных коэффициентов.

гЪ

55. у(х) + / у(х - t)f(t, y(t)) dt= Ax + В.
Ja

Решение:

у(х) =px + q, A)
где р и q

—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
гЪ

Р + Р f(t,pt + q)dt-A = О,

4+ /J a (q-pt)f(t,pt + q)dt-B = O.

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.
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rb

56. у(х)+ / y(x-t)f(t,y(t))dt = AeXx.

Решения:

уп(х) = кпех*,
где кп — корни алгебраического (или трансцендентного) уравнения

rb

к + kF{k) - А = 0, F(k) = / /(t, keXt)e~Xt dt.
J a

rb

57. y(x)+ / y(x-t)f(t,y(t))dt= AshXx.
J a

Решение:

у(ж) = pshXx + дсЬЛж, A)

где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений

fb
р+ (pchXt-qshXi)f(t, psh\t + qch\t) dt = А,

J:b B)
q+ (qchXt -psh\t)f(t, pshXt + qchXt) dt = 0.

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.

rb

58. у(х)+ / у(х - t) f(t, у(t))dt= A chXx.
Ja

Решение:

у(х) = р sh Лж + q ch Лж,

где р ж q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

р+ (pchXt
- qshXt)f(t, pshXt + qchXt) dt = 0,

fb
q+ I (qchXt-pshXt)f(t, pshXt + qchXt) dt = A.

J a

rb

59. y(x)+ / у(x - t)f(t, у(t))dt= A sin Xx.
J a

Решение:

y(x) = p sin Xx -\- q cos Лж, A)
где p n q

—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

V + / (pcos Xt + gsin Xt)f(t, psin At + gcos At) dt = A,
a

B)

9 + / {qcos Xt — psin Xi)f(t, psin At + gcos At) dt = 0.

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.

rb

. у(х) + / у(ж — t)f(t,y(t)) dt = A cos Лж.

у(х) = р sin Xx -\- q cos Лж,

60

Решение:
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где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

Р+ / (pcos At + qsin At)/(t, psin At + qcos At) dt = 0,
J a
rb

Я + / (qcos Xt — psin At)/(t, psin At + qcos At) dt = A.

rb

61. у(ж) + / y(x — t)f(t, у(t)) dt = е/хж(A sin Аж + В cos Аж).
./a

Решение:

2/(ж) = е^ж(р81п Аж + qcos Аж), A)

где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rb

р+ / (р cos Xt+ q sin Xt)e~^f(t, pe^ sin At + ge^ cos At) dt = A,
J a
rb

q+ I (q cos At-p sin Xt)e~^f(t, pe^ sin At + qe^ cos At) dt = B.
J a

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.

B)

rb

62. у(х)+ / y(x-t)f(t,y(t))dt =
J a

п

1°. Для правой части д(х) = Y1 Ак ехр(А^ж) решение уравнения имеет вид
fc=i

fc=i

где постоянные Вк определяются путем решения нелинейной системы алгебраи-

алгебраических (или трансцендентных) уравнений

11...1Вп}1 Fk(B)= Г
Ja

Различным корням этой системы соответствуют различные решения интеграль-

интегрального уравнения.

п

2°. Для полиномиальной правой части уравнения д(х) = Y1 Акхк решение имеет

к=0
вид

п

у(х) = J2 Bk*ki
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = еЛж Y1 Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

к=о

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.
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п

4°. Для правой части д(х) = XI ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = J2Bk cos(Afcx) + J2 Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные Bk и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = Y2 Ак sin(Afcx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = J2Bk cos(Afcx) + J2 Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные f?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части д{х) = cos(Ax) Yl Akxk решение уравнения имеет вид
к=о

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

7°. Для правой части д{х) = sin(Ax) Yl Akxk решение уравнения имеет вид
к=0

п п

у(х) = cos(Ax) ^2 вкхк + sin(Ax) ^ Скхк,
к=0 к=0

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

8°. Для правой части д(х) = е^х Yl ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = е^х Y^ вк cos(Afcx) + е^х ^ Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные 5fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

9°. Для правой части д(х) = е^ж ^ Afcsin(Afcx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у(х) = е»х ]Г Вк С08(А,Ж) + е»х ]Г Ск sin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные f?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

10°.Для правой части д(х) = cos(Ax) ^ Ак ехр(//^ж) решение уравнения имеет
fc=i

вид
п п

у(х) = cos(Ax) ^ Bk exp(/ifcx) + sin(Ax) ^ Ck exp(fikx),
к=1 к=1

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

11°.Для правой части д(х) = sin(Ax) ^ Ak ex.p([ikx) решение уравнения имеет вид
к=1

п п

у{х) = cos(Ax) ^2 Вк ехРО/сж) + sin(Ax) ^ Cfc exp(^fex),
fc=i fc=i

где постоянные 5fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

26 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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rb

63. у(х) + / у(х + /3t)/(t, y{t)) dt= Ax + В.
J a

Решение:

где р и q
—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений

Р + Р I f(t,pt + q)dt
- А — О,

\а B)

Л. Г
q+Ja

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-
интегрального уравнения.

rb

64. у{х) + / у{х + /3t)f(t,y(t)) dt = AeXx.
J a

Решения:

уп(х) = кпеХх,
где кп — корни алгебраического (или трансцендентного) уравнения

rb

k + kF{k) - А = 0, F(k) = / f(t,keXt)epxtdt.
Ja

rb

65. y(x) + / у(ж + /3t)f(t, y(t)) dt = AsinXx + В cos Xx.
Ja

Решение:

у(ж) = p sin Аж + q cos Аж, A)
где р и q

—

корни системы алгебраических (или трансцендентных) уравнений
rbrb

- / [pcos(X/3i) -qsm(X/3i)]f(t, p sin At + g cos At) dt = A,

- / [qcos(Xpt) +psin(A/3t)]/(t, p sin At + qcos At) dt = B.
J a

B)

Различным корням системы B) соответствуют различные решения A) интеграль-

интегрального уравнения.

rb

66. у(х) + / у(х + /3t)f(t,y(t)) dt = д{х).
J a

п

1°. Для правой части д(х) = J^ Ak ехр(А^ж) решение уравнения имеет вид
fc=i

fc= l

где постоянные Вк определяются путем решения нелинейной системы алгебраи-
алгебраических (или трансцендентных) уравнений

вк + вкрк(В) - Ак = 0, к = 1,...,п,

1,...,Вп}, Fk(B)= / /ft, E
J a \ m=l

Различным решениям этой системы соответствуют различные решения интеграль-
интегрального уравнения.



6.8. Уравнения с нелинейностями общего вида 403

п

2°. Для полиномиальной правой части уравнения д(х) = Е Акх решение имеет
к=о

вид

у(х) = Е Вкх\
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

3°. Для правой части д(х) = еЛж Е Акхк решение уравнения имеет вид
к=о

у(х)=еХх Е Вкхк,
к=0

где постоянные Вк определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

4°. Для правой части д(х) = Е ^kcos(^kx) решение уравнения имеет вид
к=1

у(х)= f: Bkcos(\kx)+ Z Cksm(Xkx),
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

5°. Для правой части д(х) = J2 Ак sm(Xkx) решение уравнения имеет вид
к=1

у(х)= Е Bkcos(\kx)+ E Cfcsin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные f?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

6°. Для правой части д{х) = cos(Ax) Yl Akxk решение уравнения имеет вид
к=0

у(х) =cos(Ax) f; Bkxk +sm(\x) f) Cfcxfc,
fc=o fc=o

где постоянные Б^ и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

7°. Для правой части д{х) = sin(Ax) Yl Akx решение уравнения имеет вид
к=0

у(х) =cos(Ax) f; Bkxk +sm(\x) f) Cfcxfc,
fc=o fc=o

где постоянные 5fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

8°. Для правой части д{х) = е^ж ^ Akcos(\kx) решение уравнения имеет вид
к=1

() Е fe(fe) E fc(fc)
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

п

9°. Для правой части д{х) = е^ж Е ^fcs^n(^fcx) решение уравнения имеет вид
к=1

у(х)=е»х Е Bfccos(Afcx) + e^ E Cfcsin(Afcx),
fc=i fc=i

где постоянные f?fc и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.

26*



404 Нелинейные уравнения с постоянными пределами интегрирования

п

10°.Для правой части д(х) = cos(Ax) J2 Ак ехр(/лкх) решение уравнения имеет
fc=i

вид
п п

у(х) = cos(Xx) Yl Bk exp(/ifcx) + sin(Ax) Yl £тсехР(М/сж)?
fc=i fc=i

где постоянные Вк и Cfc определяются методом неопределенных коэффициентов.
п

11°.Для правой части д(х) = sin(Ax) Yl Ак e^p(fikx) решение уравнения имеет вид
к=1

y(x)=COs(Xx) J2 кк
к=1 к=1

где постоянные Вк и Ск определяются методом неопределенных коэффициентов.

rb

67. у(х) + / y(£)f(t,y(t)) dt=O, £ = xcp(t).
J a

1°. Решение:

у(х) = кхс, A)
где С — произвольная постоянная, а зависимость к = к(С) определяется путем

решения алгебраического (или трансцендентного) уравнения

[b[ip(t)]Cf{t,ktc)dt = O. B)
J a

Каждому корню уравнения B) отвечает соответствующее решение нелинейного

интегрального уравнения, которое находится по формуле A).
п

2°. Уравнение имеет решения вида у(х) = J^ Ernxrn, где постоянные Еш нахо-

т=0

дятся методом неопределенных коэффициентов.

68. у(Х) + / y(£)f(t,y(t)) dt = д(Х), £ = Xcp(t).
J a

п

1°. Для правой части д(х) = Y1 Акхк решение уравнения имеет вид
к=1

1 +

y(x) = E
fc=i

где Bk — корни алгебраических (или трансцендентных) уравнений

Вк + BkFk(B) - Ак = 0, к = 1,...,п,

Б = {Б1,...,БП}, Fk{B)= [b[<p{t)]kf(t, £ Bmtm)Ja \ m=l /

Различным корням соответствуют различные решения интегрального уравнения.

2°. Вид решения для некоторых других функций д(х) указан в пп. 2°-5° инте-

интегрального уравнения 6.8.53.

dt.

гЪ

69. у(х)+ y(£)f(t,y(t))dt=O,
J a

1°. Решение:

у(х) = кеСх, A)
где С — произвольная постоянная, а зависимость к = к(С) определяется путем

решения алгебраического (или трансцендентного) уравнения
rb

c()^, kect) dt = 0. B)

Каждому корню уравнения B) отвечает соответствующее решение нелинейного

интегрального уравнения, которое находится по формуле A).
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п

2°. Уравнение имеет решения вида у(ж) = Y1 Е^х™•> гДе постоянные Ега нахо-

тп=0

дятся методом неопределенных коэффициентов.

Г
70. у(х)+

J a

1°. Для правой части д(х) = J2 Ак ехр(Л^ж) решение уравнения имеет вид
к=1

п

у(х) = Y1 ^/еехР(^/еЖ)'
к= 1

где постоянные Вк определяются путем решения нелинейной системы алгебраи-

алгебраических (или трансцендентных) уравнений

Вк + BkFk{B) - Ак = 0, к = 1,...,п,

В = {В1,...,Вп}, Fk(B)= / fit, Е В

2°. Вид решения для некоторых других функций д(х) указан в пп. 2°—11°

интегрального уравнения 6.8.66.



Приложение
Некоторые функциональные уравнения
1. Одномерные функциональные уравнения

1.1. Двучленные линейные функциональные уравнения

1. у(х + 1) — ау(х) = О.

Линейное однородное уравнение в конечных разностях первого порядка
с постоянными коэффициентами.

Решение:

y(x) = G(x)ax,
где Э(ж) = Э(ж + 1) —произвольная периодическая функция с периодом единица*.

При Э(ж) = const получим частное решение у(х) = Сах, где С
—

произвольная

постоянная.

2. у(Х + 1) - ау(Х) = f(X).
Линейное неоднородное уравнение в конечных разностях первого поряд-

порядка с постоянными коэффициентами.

1°. Решение:

у(х) = G(x)ax +у(х),
где 0(ж) = Э(ж + 1) —произвольная периодическая функция с периодом единица,

а у(х) — любое частное решение неоднородного уравнения.
п

2°. При /(ж) = Yl Akxn и а ф 1 частное решение неоднородного уравнения
к=0
п

имеет вид у(х) = Y1 Вкхп'', где постоянные Вк находятся методом неопределенных
к=0

коэффициентов.
п

3°. При /(ж) = J2 Ак ехр(Л^ж) частное решение неоднородного уравнения имеет

fc=i

п

вид у(х) = Y1 Вк ехр(Л^ж), где постоянные Вк находятся методом неопределенных
fc=i

коэффициентов.
п

4°. При f(x) = J2 ^kcos(^kx) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = J2 ^kC0S(^kx) + Е ^ks^n(^kx)^ гДе постоянные Вк и Dfc находятся
fc=i fc=i

методом неопределенных коэффициентов.
п

5°. При /(ж) = J^ Aksin(Xkx) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = XI ^kC0S(^kx) + £ ^fc ^п(^/сж)> гДе постоянные 5fc и Dfc находятся
fc=i fc=i

методом неопределенных коэффициентов.

* Здесь и далее в аналогичных случаях 0(ж) может быть произвольной перио-

периодической функцией с периодом Т =
—, где п — любое целое положительное чис-

число. Минимальному значению п = 1 отвечает функция с максимальным периодом
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3. у(х + 1) - ху(х) = 0.

Решение:
гоо

у(х) = 0(ж)Г(ж), Г(ж) = / tx-xe-bdt,
Jo

где Г (ж)
— гамма-функция, Э(ж) = Э(ж + 1) — произвольная периодическая

функция с периодом единица.

Простейшее частное решение соответствует случаю Э(ж) = 1.

® Литература: А. А. Миролюбов, М. А. Солдатов A981, стр. 46).

4. у(х + 1) — а(ж — Ь)(ж — с)у(х) = 0.

Решение:

у{х) = 0(ж)ажГ(ж - 6)Г(ж - с),

где Г (ж) — гамма-функция, Э(ж) — произвольная периодическая функция с

периодом единица.

® Литература: А. А. Миролюбов, М. А. Солдатов A981, стр. 52).

5. „(* + 1) - ЩхМх) = 0, ВД = „(^-AiKx-A^).. (Ж-Лта)
(ж — Д1)(ж — /л2) ... (ж — /Лт)

Решение:

где Г (ж) — гамма-функция, 0(ж) — произвольная периодическая функция с

периодом единица.

Простейшее частное решение соответствует случаю 0(ж) = 1.

(•) Литература: А. А. Миролюбов, М. А. Солдатов A981, стр. 52).

6. у(х + 1) - /(ж)у(ж) = 0.

Здесь /(ж) = /(ж + 1) —заданная периодическая функция с периодом единица.

Решение:

y(x) = Q(x)[f(x)]x,
где Э(ж) = Э(ж + 1) —произвольная периодическая функция с периодом единица.

При 0(ж) = const получим частное решение у(х) = С[/(ж)]ж, где С —

произвольная постоянная.

7. у(х + а) - Ьу(х) = 0.

Решение:

у(х) = 0(жNж/а,
где Э(ж) = Э(ж + а) —произвольная периодическая функция с периодом а.

При Э(ж) = const получим частное решение у(х) = С6Ж//а, где С
—

произволь-
произвольная постоянная.

8. у{х + а) — Ъу{х) = /(ж).
1°. Решение:

у(ж) = 0(жNж/а+у(ж),
где Э(ж) = Э(ж+а) —произвольная периодическая функция с периодом а, а у(х) —
любое частное решение неоднородного уравнения.
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п

2°. При /(ж) = ^ Акхп и Ъ ф 1 частное решение неоднородного уравнения
к=о
п

имеет вид у(х) = ^ Вкхп, где постоянные Вк находятся методом неопределенных
к=о

коэффициентов.
п

3°. При /(ж) = Yl Акехр(\кх) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п

вид у(х) = J2 Вк exp(Afcsc), где постоянные Вк находятся методом неопределенных
к=1

коэффициентов.
п

4°. При /(ж) = ^ Afc cos(Afcsc) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = J^ 5fc cos(Afcx) + J2 Dksin(Xkx), где постоянные Вк и Dfc находятся
fc=i fc=i

методом неопределенных коэффициентов.
п

5°. При /(ж) = X] Aksm(\kx) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = XI Bkcos(Xkx) + J^ Dfcsin(Afcx), где постоянные 5fc и Dfc находятся
fc=i fc=i

методом неопределенных коэффициентов.

9. у(х + а) — Ьху(х) ^0, а, Ь > 0.

Решение:
/•оо

у(х) = в(х) / t^/^-ie-VCab) dti
Jo

где 0(ж) = 0(ж + а) —произвольная периодическая функция с периодом а.

10. у(ж + а) - f(x)y(x) = 0.

Здесь /(ж) = /(ж + а) — заданная периодическая функция с периодом а.

Решение:

У(а:) = е(а:) [/(*)] */а,
где Э(ж) = Э(ж + а) —произвольная периодическая функция с периодом а.

При Э(ж) = const получим частное решение у(х) = С[/(ж)]ж , где С —

произвольная постоянная.

11. у(ах) — Ъу{х) = 0, а, Ъ > 0.

Решение:

у(х) = 0Aпж)жл, А= —,
In а

где Q(z) = 0(г? + In а) — произвольная периодическая функция с периодом In а.

При Q(z) = const получим частное решение у(х) = СжЛ, где С
—

произвольная
постоянная.

12. у(ах) -Ъу(х) = /(ж).

1°. Решение:

у(х) =У(ж) + у(ж),

где Y(x) — общее решение однородного уравнения Y(ax) — bY(x) = 0 (см. преды-

предыдущее уравнение), а у(х) —любое частное решение неоднородного уравнения.
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п

2°. При f(x) = J2 Akxn частное решение неоднородного уравнения имеет вид

1Ь

3°. При /(ж) = In ж Y1 Акхк частное решение неоднородного уравнения имеет вид

л о _
Ак п Акак\па

к=0

к=\ \ >

13. у(х) -у(а-х) = О.

Решение:

у(х) = Ф(ж, а — ж),

где Ф(х,г) = Ф(г,х)— любая симметричная функция двух аргументов.
В качестве функции Ф(ж,г) можно взять функцию Ф(ж,г) = y>(x,z) + y>(z,x),

где ip(x,z)—любая функция двух аргументов. Частным случаем этой формулы
является Ф(ж, z) = (p(x)-\-(f(z), где (f(x) — произвольная функция одного аргумента.

14. у(х) + у(а — ж) = О.

Решение:

где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.
В качестве функции Ф(х,г) мож:но взять функцию Ф(х,г) = (f(x,z) — (f(z,x),

где ip(x,z)—любая функция двух аргументов. Частным случаем этой формулы
является Ф(ж, z) = y>(x) — y>(z), где (f(x) — произвольная функция одного аргумента.

15. у(х) + у(а — х) = Ъ.

Решение:

у(х) = \Ъ + Ф(ж, а - ж),

где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

Частные решения: у(х) = 6 sin2 ( ) и у(х) = 6 cos2 ( ).

16. у(ж) + у(а - х) = /(ж).

Здесь функция /(ж) должна удовлетворять условию /(ж) = /(а — ж).
Решение:

у(х) = ^-/(ж) + Ф(ж,а-ж),

где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

17. у(х) - у(а - ж) = /(ж).

Здесь функция /(ж) должна удовлетворять условию /(ж) = —/(а — ж).
Решение:

у(х) = 4/(ж) + Ф(ж, а - ж),2 •

где Ф(ж,г) = Ф(^,ж) — любая симметричная функция двух аргументов.

18. у(х) + д(х)у(а — ж) = /(ж).
Решение:

f(x)-g(x)f(a-x)
1 -д(х)д(а-х)
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19. у(ха) — Ъу{х) = 0, а, Ъ > 0.

Решение:

у{х) = 0Aп|1пж|)|1пж|р, р= —,
In а

где Q(z) = 0(г? + In а) — произвольная периодическая функция с периодом 11па|.
При Q(z) = const получим частное решение у(х) = С|1пж|р, где С

—

произ-

произвольная постоянная.

20. у(х) - у(а/х) = 0.

Решение:

у(х) = Ф(ж, а/ж),
где Ф(х,г) = Ф(^,ж) — любая симметричная функция двух аргументов.

21. у(х) +у(а/х) = 0.

Решение:

у(х) = Ф(ж, а/ж),
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

22. у(х) + у(а/х) = Ь.

Решение:

у(х) = уб + Ф(ж, а/ж),

где Ф(х,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

23. у(х)+у(а/х) = f(x).
Правая часть уравнения должна удовлетворять условию /(ж) = /(а/ж).
Решение:

у{х) = -jf(x) + Ф(ж, а/ж),

где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

24. у{х) -у(а/х) = f(x).
Здесь функция /(ж) должна удовлетворять условию /(ж) = —/(а/ж).
Решение:

где Ф(х,г) = Ф(г,х) — любая симметричная функция двух аргументов.

25. у(х) + д(х)у(а/х) = /(ж).
Решение:

- д{х)д[а/х)

Решение:

у(х) = Ф(ж, ),1 + Ьх )

где Ф(х,г) = Ф(^,ж) — любая симметричная функция двух аргументов.

Решение:

у(х) = Ф(ж, ),
1 + Ъх )

где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.
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Функция fix) должна удовлетворять условию fix) = /(
V 1 + Ьх

Решение:

у(х) = -±-

где Ф(ж,2?) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

Здесь функция fix) должна удовлетворять условию fix) = —/(
V 1 + Ьх

Решение:

у(х) = -±-/(я) + ф(я,
где Ф(ж,2?) = Ф(£, ж) — любая симметричная функция двух аргументов.

30. у(х) - c»(^=|L) = /(as), с ф ±1.

Решение:

31. и(а!) + g

Решение:

_

/(ж) -g(x)f(z)
У[Х)~

l-g(x)g(z)
'

*"

1

32. у(Ж) + су(
аХ

~f ) =/(аО, /3 = а2 + а6+

Частный случай уравнения 11 из приложения 1.2.

33. у(ж) +
v a — ж /

Частный случай уравнения 11 из прилож:ения 1.2.

34. у(ж) + д(ж)у(
аЖ

~f ) = /(ж), /3=а2
V Ж + О /

Частный случай уравнения 12 из приложения 1.2.

35. у(х) + flffoW
ЬЖ + ^

) = /(ж), /3 = a2
v a — ж /

Частный случай уравнения 12 из прилож:ения 1.2.

36. у(х) - у(л/а? -ж2) =0, О < ж < а.

Решение:

у(х) = Ф(ж, V^2 — ж2 ),
где Ф(х,г) = Ф(^,ж) — любая симметричная функция двух аргументов.
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37. у(х) + у{\/а? — ж2 ) = О, О < ж < а.

Решение:

у(х) = Ф(ж, л/а2 — ж2 ),
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

38. у(х) + у(л/а2 - х2 ) = 6, О < х < а.

Решение:

2/(ж) = уб + Ф(ж, у а2 — ж2 ),
где Ф(ж,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

39. у(х) + у(л/а2 -х2) = /(ж), О < ж < а.

Здесь функция /(ж) долж:на удовлетворять условию /(ж) = /(л/а2 — ж2 ).
Решение:

у(ж) = |/(ж) + Ф(ж, Уа2-ж2),
где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

40. у(х) - у(л/а2 - х2 ) = /(ж), О < ж < а.

Здесь функция /(ж) должна удовлетворять условию /(ж) = —/(Va2 — ж2
Решение:

yy^j — у,

где Ф(ж,г) = Ф(^,ж) — любая симметричная функция двух аргументов.

41. у(х) -\- д(х)у(уа2 — ж2 ) = /(ж), О ^ ж ^ а.

Решение:

42. у(з!пж) — зДсовж) = О.

Решение в неявном виде:

y(smx) = Ф(8тж, cos ж),

где Ф(ж,г) = Ф(^,ж) — любая симметричная функция двух аргументов.

43. y(sin ж) + y(cosx) = О.

Решение в неявном виде:

y(smx) = Ф(8тж, cos ж),

где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

44. y(sin ж) + y(cosx) = a.

Решение в неявном виде:

y(sinx) = Ya + ^(sin^? cos ж),

где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

45. y(sin ж) + y(cos ж) = /(ж).
Здесь функция /(ж) должна удовлетворять условию /(ж) = /(-|— ж).
Решение в неявном виде:

y(sinx) = у/(ж) + Ф(8тж, cos ж),

где Ф(х,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.
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46. y(sinx) — тДсовж) = /(ж).

Здесь функция /(ж) должна удовлетворять условию /(ж) = —/(-|- — ж).
Решение в неявном виде:

2/(sinsc) = у/(ж) + Ф(втж, cos ж),

где Ф(ж,г) = Ф(г,х)— любая симметричная функция двух аргументов.

47. y(sinx) + g(x)y(cosx) = /(ж).

Решение в параметрическом виде:

f(t)-g(t)f(f-t)
ж = sini, у = —

—.

l-g(t)g(f-t)

48. у{х) — у{ш{х)) = О, где ш(ш(х)) = ж.

Решение:

у(х) = Ф(ж, и(х)),
где Ф(ж,г) = Ф(г,х) — любая симметричная функция двух аргументов.

49. у(х) + у(ш(х)) = О, где и;(и;(ж)) = ж.

Решение:

2/(ж) = Ф(ж, ш(х)),
где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

50. у(х) + y(uj{x)) = 6, где ш(ш(х)) = ж.

Решение:

у(х) = \Ъ + Ф(ж, и;(ж)),
где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

51. у{х) + у(и){х)) = /(ж), где ш(ш(х)) = ж.

Здесь функция /(ж) долж:на удовлетворять условию /(ж) = /(и;(ж)).
Решение:

у(х) = ±Нх) + Ф(х,ш(х)),
где Ф(ж,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

52. у(х) —у(и>(х)) = /(ж), где ш(ш(х)) = ж.

Здесь функция /(ж) долж:на удовлетворять условию /(ж) = —/(и;(ж)).
Решение:

где Ф(ж,г) = Ф(г,х) — любая симметричная функция двух аргументов.

53. у{х) + g{x)y(uj{x)) = /(ж), где ш(ш(х)) = ж.

Решение:

f(x)-g(x)f(Lj(x))у{х) =
- g(x)g(uj(x))
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1.2. Другие линейные функциональные уравнения

1- Уп+2 + «Угг+1 + Ъуп = О.

Линейное однородное разностное уравнение второго порядка, определенное
на дискретном множестве точек х = 0, 1, 2, ... Здесь использованы обозначения

Уп = У(п)-
Пусть Х1 и А2 — корни характеристического уравнения

А2 + аА + 6 = 0. A)

Общее решение разностного уравнения при А1 ф А2 имеет вид

\п \п \п~1 \п~1А-1
—

Ао А-1
—

Ао / ч

Уп=У1^—Г-'»»*-Ч г—' B)
Ai — An Ai — An

где У]^ и у0
—

произвольные постоянные (равные значениям искомой функции в

двух первых точках).
В случае комплексно сопряженных корней в решении B) следует отделить

действительную и мнимую части.

Общее решение разностного уравнения при А1 = А2 имеет вид

Уп = у1п\™-1 -у0Ъ(п-1)\™-2.

® Литература: Г. Дёч A971, стр. 215).

2. Уп+2 + «Угг+ 1 + Ьуп = fn.
Линейное неоднородное разностное уравнение второго порядка, определенное

на дискретном множестве точек х = 0, 1, 2, ... Здесь использованы обозначения

Уп =У(п), fn = /W-
Пусть Х1 и А2 — корни характеристического уравнения

А2 + аА + 6 = 0. A)
1°. Общее решение разностного уравнения при А1 ф А2 имеет вид

\п \п \n~l \n~l n \fc~l \fc~l

^^ь^+E/^2 B)

где у1 и у0
—

произвольные постоянные (равные значениям искомой функции в

двух первых точках).
В случае комплексно сопряженных корней в решении B) следует отделить

действительную и мнимую части.

Общее решение разностного уравнения при А1 = А2 имеет вид

п

к=2

2°. В краевых задачах часто рассматривается конечное множество точек х = 0,1,. .., N;
при этом задаются начальное и конечное значения искомой функции у0 и yN. Тре-

Требуется найти значения уп
= у(х)\х=п при 1 ^п ^ N

— 1.

При Х1 ф А2 решение имеет вид

\N \n \n \N \n \п
1 2

—

1 2 1
—

2
Уп

=
Уо T/V Г/V

^
"'

1
—

2 1
—

2

\к
— 1 \fc —I \n \п

-^
\^~1 \^°~

А1 А2 1 2 \~^ /? 1 2
n-fc л л \N \N Z^ ^iV-fc л л

fc 2 !
~~

2 !
~~

2 fc= 2 !
~~

2

При п = 1 первая сумма равна нулю.

® Литература: Г. Дёч A971, стр. 215, 218).
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3. у(х + 2) + ау(х + 1) + Ъу(х) = О.

Линейное однородное уравнение в конечных разностях второго порядка
с постоянными коэффициентами.

Запишем характеристическое уравнение

Л2 + аЛ + 6 = 0. A)

Рассмотрим следующие случаи.

1°. Корни А1 и А2 квадратного уравнения A) действительны и различны. Тогда
общее решение исходного уравнения в конечных разностях имеет вид

У(х) = в1(х)\х1+в2(х)\х, B)

где Q1(x) и Э2(ж)— произвольные периодические функции с периодом единица,
т. е. Qk(x) = Gk(x + 1), k = 1, 2.

При Qk
= const из B) имеем частные решения

y(x) = C1\f+C2\%,

где С1 и С2 — произвольные постоянные.

2°. Квадратное уравнение A) имеет одинаковые корни: Л = Л1 = Л2. В этом случае

общее решение функционального уравнения определяется формулой

у= [G1(x) + xG2(x)]\x.
3°. В случае комплексно сопряженных корней Л = p(cos C ± i sin C) общее решение

функционального уравнения имеет вид

у = Q1(x)px cos(Cx) + Q2(x)px sin(/to),

где Q1(x) и в2(ж) —произвольные периодические функции с периодом единица.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 2 A979, стр. 1030).

4. у(х + 2) + ау(х + 1) + Ьу{х) = /(ж).
Линейное неоднородное уравнение в конечных разностях второго по-

порядка с постоянными коэффициентами.

1°. Решение:

у(х) =Y{x) + y{xI
где Y(x) общее решение соответствующего однородного уравнения Y(x + 2) +
+ aY(x + 1) + bY(x) = 0 (см. предыдущее уравнение), а у(х) —любое частное

решение неоднородного уравнения.

2°. При f(x) = J2 Akxn иа + 6+1^1 частное решение неоднородного уравнения

fc=o

п

имеет вид у(х) = J2 Вкхп, где постоянные Вк находятся методом неопределенных
к=о

коэффициентов.
п

3°. При f(x) = J^ Ak ехр(Л^ж) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п

вид у(х) = XI Вk ехР(^/еж)' гДе постоянные Вк находятся методом неопределенных
к=1

коэффициентов.
п

4°. При f(x) = J2 ^kcos(^kx) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = Y2 Вк cos(Afcx) + Y2 ^ks^n(^kx)^ гДе постоянные Вк и Dk находятся
k=i k=i

методом неопределенных коэффициентов.



416 Приложение. Некоторые функциональные уравнения

п

5°. При f(x) = J2 Aks*n(^kx) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = J2 ^kcos(^kx) + £ ^fcsin(^fcx)' гДе постоянные Вк и Dk находятся
k=i k=i

методом неопределенных коэффициентов.

5. у(х + 2) + а(х + 1)у(х + 1) + Ъх(х + 1)у(х) = О.

Это функциональное уравнение имеет частные решения вида

y(x;X)= / tx-xe-llxdt, A)
Jo

где Л — является корнем квадратного уравнения

А2 + аА + 6 = 0. B)

Для сходимости интеграла в правой части A) должны выбираться корни квад-

квадратного уравнения B), удовлетворяющие условию Re Л > 0. Если оба корня А1 и

Л2 удовлетворяют этому условию, то общее решение исходного функционального

уравнения имеет вид

у(х) = О1(х)у(х, Лх) + ©2(ж)у(ж, Л2),

где Q1(x) и ©2(ж) —произвольные периодические функции с периодом единица.

6. Ау(ах) + Ву{Ъх) + у{х) = О.

Это функциональное уравнение имеет частные решения вида у(ж) = Сж^5, где

С — произвольная постоянная, а C является корнем трансцендентного уравнения
Аа? + ВЪ? + 1 = 0.

7. Ау(ха) + Ву(хь) + у(х) = О.

Это функциональное уравнение имеет частные решения вида у(х) = С| 1пж|р,
где С

—

произвольная постоянная, ар является корнем трансцендентного уравне-
уравнения А\а\Р + В\Ь\р + I = 0.

8. у(у(х)) -х = 0.

1°. Частные решения:

С Сх-х

где С, С1, С2—произвольные постоянные.

2°. Частные решения этого функционального уравнения можно задавать в неяв-

неявной форме с помощью алгебраического (или трансцендентного) уравнения

Ф(ж, у) = 0,

где Ф(ж,у) = Ф(у,ж)—некоторая симметричная функция двух аргументов.

3°. Общее решение в параметрическом виде:

ж = Q1(t) + ©2(£) sin(vrt),
у = 01(t)-02(t)sinGrt),

где О:(ж) и О2(ж) — произвольные периодические функции с периодом единица,
т. е. ОтДж) = О/Дж + 1), к = 1, 2.
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9. у(у(х)) + ау(х) + Ьх = О.

Общее решение в параметрическом виде:

x = C1(t)\\+C2(t)\l
y = C1(t)\t+1+C2(t)\t2+\

где Х1 и Л2 — корни квадратного уравнения

Л2 + аХ + b = О

а С1 = С1 (£) и С2 = С2 (£) — произвольные периодические функции с периодом

равным единице, Cn(t) = Cn(t + 1).
При С]^ = const и С2 = const имеем частное решение в неявном виде

Х2х-у(х) Ххх-у{х)
к

к =
\пХ1

где С
—

произвольная постоянная.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 5 A985, стр. 703).

Частный случай уравнения 20 из этого раздела.
Частные решения:

Г12 Г12

где С, С1, С2—произвольные постоянные.

11.

ах - C
Заменим последовательно в уравнении ж сначала на

,
а затем

— на

х + Ъ

. В результате получим (первым записано исходное уравнение)

A)

где и
ах — р

Ау(х) -

Ау(и) -

Ay{w) -

6ж + /3

Ь Ву(и) -\

Ь By(w) -

f By{x) -

- Cy(w)
f Cy(x)
f Cy(u)

= /0*0,
= /м,
= f(w)

л w

х + b a — х

Исключая из системы линейных алгебраических уравнений A) величины у(и)
и y(w), получим решение исходного функционального уравнения.

12.

аж — /3
Заменим последовательно в уравнении ж сначала на

,
а затем

— на

ж + 6

Ъх + {3
. В результате получим систему (первым записано исходное уравнение)

а — х

f1{x)y{x) + f2{x)y{u) + fs(x)y(w) = g(x),
h{u)y{u) + f2(u)y(w) + f3(u)y(x) = g{u), A)
f1(w)y(w) + f2(w)y(x) + f3(w)y(u) = g(w),

где приняты обозначения

ax — p bx + p
и = , w =

6
, w .

ж + 6 a — ж

Исключая из системы линейных алгебраических уравнений A) величины у(и)
и y(w), получим решение у = у(ж) исходного функционального уравнения.

27 А. Д. Полянин, А. В. Манжиров
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13. Угь+гп + а-т-гУп+гп-г + • • • + «llM+i + аоУп = О.

Линейное однородное разностное уравнение m-го порядка, определенное на

дискретном множестве точек ж = 0, 1, 2, ... Здесь использованы обозначения

Уп = У(п)-
Пусть А1? А2, .

.., Ат —корни характеристического уравнения

Р(Х) = Хт + ат_1Хт-1 + .. . + a-L А + а0
= 0. A)

Если корни характеристического уравнения A) различны, то общее решение

разностного уравнения имеет вид

га—1 га —г—1

Уп = Е Уг Е ai
г=0 j=0

где штрихом обозначена производная.
В формулу B) входят начальные значения у0, yl7 ..

., ут, которые могут быть

заданы произвольно.
В случае комплексно сопряженных корней в решении B) следует отделить

действительную и мнимую части.

® Литература: Г. Дёч A971, стр. 213).

14. Уп+т + О"т-1Уп-\-т-1 + • • • + СЩ/тг+ 1 + аоуп = fn-

Линейное неоднородное разностное уравнение m-го порядка, определенное

на дискретном множестве точек х = 0, 1, 2, ... Здесь использованы обозначения

yn = y(n)i fn = /W-
Общее решение разностного уравнения имеет вид у(ж) = Y(x) + y(x), где

Y(x) — общее решение соответствующего однородного уравнения (при fn
= 0),

а у(х) — любое частное решение неоднородного уравнения.

Пусть Al7 А2, .

.., Хш —корни характеристического уравнения

Р(Х) = Хт + ат_1Хт-1 + .. . + a-L А + а0 = 0. A)

Если корни характеристического уравнения A) различны, то общее решение

разностного уравнения имеет вид

га—1 га —г—1

г=0 j=0

где штрихом обозначена производная.

В формулу B) входят начальные значения у0, yl7 ..

., ут, которые могут быть

заданы произвольно.
В случае комплексно сопряженных корней в решении B) следует отделить

действительную и мнимую части.

® Литература: Г. Дёч A971, стр. 213).

15. у(х + п) + агг_ху(ж + п — 1) + . . . + агу(х + 1) + аоу(х) = О.

Линейное однородное уравнение в конечных разностях п-го порядка с

постоянными коэффициентами.

Запишем характеристическое уравнение

Ап + ап_1Хп-1 + ... + ах X + а0 = 0. A)

Рассмотрим следующие случаи.
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1°. Все корни Л1? А2, ..

., Ап уравнения A) действительны и различны. Тогда
общее решение исходного уравнения в конечных разностях имеет вид

у(х) = e^xf + е2(я)А£ +... + еп(х)\хп, A)

где 01(ж), Э2(ж), .

.., 0п(ж) —произвольные периодические функции с периодом

единица, т. е. Sk(x) = @k{x + 1), к = 1, 2, ..

.,
п.

При Ок(х)
= Ск из B) имеем частное решение

где С1? С2, ...

, Сп —произвольные постоянные.

2°. Имеется т равных действительных корней: Л1 = А2 = • • • = Ат (т ^п), другие

корни действительны и различны. В этом случае решение функционального

уравнения определяется формулой

у = [0х(х) + xG2(x) + • • • + л™ ©^)]Xх +
+ em+1WA^+1 + ет+2(ж)л^+2 + • • • + еп(х)\хп.

3°. Имеется т равных комплексно сопряженных корней: Л = p(cos/3 zb г sin/?)
Bm ^ гг), другие корни действительны и различны. В этом случае при

0п(ж) = constk решение функционального уравнения имеет вид

у
= рх cos(/3x)(A1 + А2х + • • • + Атжт-1) +

+ рх sin(f3x)(B1 + В2х +
• • • + В^™ )+

.Л- Г*1 \х .Л- Г*1 \х _1_ \ Г1 \х
+ °т+1Лт+1 + °т+2Лт+2 Н г ^ПАП,

где Аг, .. .

, Ат, Бх, .. .

, Вт, C2rn+i, ...

, Сп — произвольные постоянные.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 2 A979, стр. 1030).

16. у(х + п) + агг_ху(ж + п — 1) + . . . + aiy(x + 1) + аоу(ж) = /(ж).
Линейное неоднородное уравнение в конечных разностях п-го порядка

с постоянными коэффициентами.

1°. Решение:

у(х) =У(х) + у(х),
где Y(x) — общее решение соответствующего однородного уравнения

Y(x + п) + a^^fx + п - 1) + . .. + ахУ(х + 1) + a0Y(x) = 0

(см. предыдущее уравнение), а у(х) — любое частное решение неоднородного

уравнения.
п

2°. При /(ж) = Yl Akxn частное решение неоднородного уравнения имеет вид

к=0

п

У(х) — Е Вкхп', где постоянные Б^ находятся методом неопределенных коэффи-
fc=o

циентов.

п

3°. При /(ж) = J^ Ak ехр(Л^ж) частное решение неоднородного уравнения имеет

fc=i

п

вид у(х) = J^ 5fc ехр(Л^ж), где постоянные Вк находятся методом неопределенных
fc=i

коэффициентов.
п

4°. При f(x) = J^ Afc cos(Afcx) частное решение неоднородного уравнения имеет

fc=i

п п

вид у(ж) = J^ Bkcos(Xkx) + J^ Dfcsin(Afcx), где постоянные Б^ и £>fc находятся
fc=i fc=i

методом неопределенных коэффициентов.

27*
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п

5°. При f(x) = ^ Aksin(Xkx) частное решение неоднородного уравнения имеет

к=1

п п

вид у(х) = ^ Bkcos(Xkx) + J^ Dfcsin(Afcx), где постоянные Вк и Dfc находятся
fc=i k=i

методом неопределенных коэффициентов.

17. у(х + бгг) + агг_ху(ж + б^-х) + . . . + ацДж + bi) + аоу(ж) = 0.

Частные решения имеют вид у(х) = Aj£, где Хк —корни трансцендентного (или
алгебраического) уравнения

ХЬп + ап_1 Аь— 1 + ... + ах Abl + а0 = 0.

18. у(жа-) + Ьп_ц/(жа"-1) + .. . + Ь1У(ха1) + Ьоу(х) = 0.

Это функциональное уравнение имеет частные решения вида у(х) = С| 1пж|р,
где С

—

произвольная постоянная, ар является корнем трансцендентного уравне-
уравнения \ап\Р + Ьп_1 |ап_! |Р + ... + &! |ах |Р + Ьо = 0.

19. у(апх) + br^-i^On-ia;) + ... + biy(aiJB) + boy(x) = 0.

Это функциональное уравнение имеет частные решения вида у = Сх$, где

С — произвольная постоянная, а /3 является корнем трансцендентного уравнения

*i + Ьп-1ап-1 + • • • + М? + &0 = 0.

20. у[гг](ж) + оп-ц/^ ^»)+ . . . + агу(х) + аож = 0.

Здесь использованы обозначения у^2\х) = у(у{х)I .

.., у[п](ж) = 2/B/^п~1^(ж)).
Решение ищем в параметрическом виде:

x = w(t), y = w(t+l).

При этом исходное уравнение приводится к следующему линейному уравнению в

конечных разностях гг-го порядка (см. уравнение 15 в этом разделе):

w(t + п) + an_1w(t + п - 1) + . .. + a^it + 1) + aow(t) = 0.

21. (а^ж + Ък)у(х + fife) + (ак-гх + Ь&-1)у(ж + hfe-i) + • • • +

+ (аож + Ъо)у(х + ho) = /(ж).

Об этом уравнении см. в книгах А. А. Миролюбова, М. А. Солдатова A981,
1986).

1.3. Функциональные уравнения с квадратичной нелинейностью

1. у(х + 1)-ау2(х) = Дж).

Частный случай уравнения 1 из приложения 1.5.

2. уBх) -ау2(х) =0.

Частный случай уравнения 3 из приложения 1.5.

Частное решение:

у(х) = ±е

где С
—

произвольная постоянная.
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3. уBх) -2у2(х) + а = О.

Частный случай уравнения 3 из приложения 1.5.

Частные решения при а = 1:

у(х) = cos(Cx),
у{х) = сп(Сж),

где С
—

произвольная постоянная.

4. у{х)у{а — ж) = б2.

Решение:

2/(ж) = ±6ехр [Ф(ж, а — ж)],
где Ф(ж,,г) = —Ф(,г,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

При Ф(х,г) = С(х — г) имеем частные решения вида

у{х) = ±ЬесBх~а\

где С
—

произвольная постоянная.

5. у{х)у{а-х) = /2(ж).
Правая часть уравнения должна удовлетворять следующему условию: /(ж) = ±/(а-

Для определенности будем считать, что /(ж) = /(а — ж).
Решение:

у(ж) = =Ь/(ж) ехр [Ф(ж, а — ж)],
где Ф(ж,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

При Ф(ж,г) = С(х — z) имеем частные решения вида

у(х) =

где С
—

произвольная постоянная.

6. у2(х)+у2(а-х) = Ъ2.

Частные решения:

7. у2(х) + Ау(х)у(а - ж) + By2(а - ж) + Су(ж) + Пу(а - ж) = /(ж).
Частный случай уравнения 2 из приложения 1.5.

Решение в параметрическом виде:

у2 + Ayw + Bw2 +Cy + Dw = /(ж),
u>2 + Ayw + Бу2 + Cw + £>y = /(a — ж).

Исключая отсюда w, можно получить решение в неявном виде.

8. у{х)у{ах) = /(ж).
Частный случай уравнения 3 из приложения 1.5.

9. у(х2) -ау2(х) =0.

Решение:

у{х) = —

где С
—

произвольная постоянная. Кроме того, непрерывным решением является

функция у(х) = 0.
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10. у(х)у(ха) = /(ж), а > 0.

Частный случай уравнения 8 из приложения 1.5.

11. у(х)у(а/х) = Ъ2.

Решение:

у(х) = ±6ехр[Ф(ж,а/ж)],
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

При Ф(х,г) = С(\пх — In z) имеем частные решения вида

у = ±Ьа~сх2С,

где С
—

произвольная постоянная.

12. у(х)у(а/х) = /2(ж).
Правая часть уравнения должна удовлетворять следующему условию:

f(x) = ±f(a/x). Для определенности будем считать, что f(x) = f(a/x).
Решение:

у(х) = ±f(x) exp [Ф(ж, а/х)],
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

При Ф(х,г) = C(lnx — \nz) имеем частные решения вида

y
= ±a-cx2Cf(x),

где С
—

произвольная постоянная.

13. у2(ж) + Ау(х)у(а/х) + By2(а/ж) + Су(х) + Dy(a/x) = /(ж).
Частный случай уравнения 4 из приложения 1.5.

Решение в параметрическом виде:

у2 + Ayw + Bw2 + Cy + Dw = /(ж),
w2 + Ayw + Бу2 + Cw + £>y = /(а/ж).

Исключая отсюда w, можно получить решение в неявном виде.

14. у(Х)(^^J+ Ъх /

Решение:
а — ж

Ф(ж, ■

L v
'

1 + ъх.

где Ф(х,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

Правая часть уравнения должна удовлетворять следующему условию:

/(ж) = ±/( — )• Для определенности будем считать, что fix) = /(
vi + ож/

)• Для определенности будем считать, что fix) = /(
i + ож/ Vl + бж

Решение:

а — ж
= ±/(ж)ехр Ф ж,

, + bxJy
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

16. у2(х) -\- Ау(х)у )1 + ox J

Частный случай уравнения 5 из приложения 1.5.
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17. у(х)у(л/а? -ж2) = б2, О < ж < а.

Решение:

2/(ж) = ±6ехр[Ф(ж, \/а2 — ж2 )],
где Ф(ж,,г) = —Ф(,г,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

18. у(х)у(^а2 -ж2) = /2(ж), О < ж < а.

Правая часть уравнения должна удовлетворять следующему условию:

f(x) = ±f(Va2 — х2 ). Для определенности будем считать, что /(ж) = f(Va2 — х2 ).
Решение:

2/(ж) = ±/(ж)ехр[ф(ж, Уа2 -ж2)],
где Ф(ж,£) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

19. y(sir^)y(cos ж) = а2.

Решение в неявном виде:

y(sinx) = ±аехр[Ф(8тж, cos ж)],
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

20. у(sin х) у(cos х) = /2(ж).
Правая часть уравнения должна удовлетворять следующему условию:

/(ж) = ±/(-|-—ж). Для определенности будем считать, что /(ж) = /(-|- — ж).
Решение в неявном виде:

y(sin ж) = =Ь/(ж) ехр [Ф^т ж, cos ж)],
где Ф(х,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

21. у(х)у(и>(х)) = б2, где ш(ш(х)) = ж.

Решение:

у(х) = ±6ехр[Ф(ж, и;(ж))],
где Ф(х,г) = —Ф(^,ж)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

22. у(х)у(ш(х)) = /2(ж), где ш(ш(х)) = ж.

Правая часть уравнения должна удовлетворять следующему условию:

/(ж) = ±/(и;(ж)). Для определенности будем считать, что /(ж) = f(us(x)).
Решение:

у(х) = ±/(ж) ехр[ф(ж, и;(ж))],
где Ф(х,г) = —Ф(г,х)—любая антисимметричная функция двух аргументов.

1.4. Функциональные уравнения со степенной нелинейностью

1. у(х + а) - Ъух(х) = /(ж).
Частный случай уравнения 1 из приложения 1.5.

2. ух(х)у(а-х) = /(ж).
Частный случай уравнения 2 из приложения 1.5.

Решение:

у(х) = [/(ж)] "Т^А^ [/(а _ ж)]
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3. у2п+1(Х) + у2п+1(а-х) = Ь, п=1,2, ....

Замена w(x) = у2п+1(ж) приводит к линейному уравнению 15 из приложения
1.1: w(x) + w(a — х) = Ъ.

4. ух(х)у(а/х) = /(ж).
Частный случай уравнения 4 из приложения 1.5.

Решение:

у(х) = [/(*)]
""^ [/(а/*)] ь=^

.

Частный случай уравнения 5 из приложения 1.5.

6. уХ(Х

7.

ж + 6 /

Частный случай уравнения 13 из приложения 1.5.

а — ж /

Частный случай уравнения 13 из приложения 1.5.

8. 1/А(а0|/(*в) = Да*).
Частный случай уравнения 8 из приложения 1.5.

9. ух(х)у(л/а? -ж2) = /(ж).
Частный случай уравнения 9 из приложения 1.5.

10. yx(s\nx)y(cos ж) = /(ж).
Частный случай уравнения 10 из приложения 1.5.

1.5. Нелинейные функциональные уравнения общего вида

1. F(sb, y(x), у(х + а)) = 0.

Будем считать, что а > 0. Разрешим уравнение относительно у(ж + а):

у(х + а) = f(x, y{x)). A)
1°. Рассмотрим сначала уравнение на дискретном множестве точек х = х0 + ак,

где /с — целое. При задании начальных значений у(х0) с помощью A) можно

последовательно найти у(х0 + а), у(х0 + 2а) и т. д.

Разрешая исходное уравнение относительно у (ж), получим

у(х) =д(х, у{х + а)). B)
Полагая здесь х = х0

—

а, можно найти у(х0 — а), а затем аналогичным образом
найти у(х0

— 2а) и т. д.

Таким образом, из уравнения через начальные данные могут быть найдены
значения у(х) во всех точках х0 + а/с, где к = 0, ±1, ±2,. ..

2°. Рассмотрим уравнение, когда переменная х изменяется непрерывно. Будем

считать, что у(х) — непрерывная функция, которая задана произвольно на

полуинтервале [0, а). Из A), положив х = 0, получают у (а). Зная у(х) в [0, а],
с помощью A) находят у(х) для х £ [а, 2а], затем для х £ [2а, За] и т. д.

Замечание. Случай а < 0 заменой z = х + а сводится к уравнению вида

F(z + 6, 2/B? + 6), 2/B?)) = 0, где Ъ = —
а > 0, которое рассмотрено ранее.
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2. F(x,y(x),y(a-x)) = О.

Заменяя в уравнении ж на а —ж, получим F(a — x, у (а —ж), у (ж)) = 0. Исключая

из этого уравнения и исходного уравнения величину у(а—ж), приходим к обычному

алгебраическому (или трансцендентному) уравнению вида Ф(ж,у(ж)) = 0.

Другими словами, решение исходного функционального уравнения у = у(х)
задается параметрически с помощью системы двух алгебраических (или транс-
трансцендентных) уравнений

F(x, у, i) = 0, F(a - ж, £, у) = 0,

где t — параметр.

3. F(sc, у(ж), у(ах)) = О, а > О.

Преобразование z = In ж, ги(;г) = у(ж) приводит к уравнению вида

F(ez, w(z), w{z + 6)) = 0, b = In a.

См. уравнение 1 в этом разделе.

4. F(x,y(x),y(a/x)) = О.

Заменяя в уравнении ж на a/ж, получим F^a/x, у(а/х), у(х)) = 0. Исключая из

этого уравнения и исходного уравнения величину у(a/ж), приходим к обычному

алгебраическому (или трансцендентному) уравнению вида Ф(ж,у(ж)) = 0.

Другими словами, решение исходного функционального уравнения у = у(х)
задается параметрически с помощью системы двух алгебраических (или транс-
трансцендентных) уравнений

F(x,y,t) =0, F(a/x,t,y) = 0,

где t — параметр.

Заменяя в уравнении ж на
, получим

1 + Ьх

/ a
- x \

Исключая из этого уравнения и исходного уравнения величину у ,
V 1 + Ъх )

приходим к обычному алгебраическому (или трансцендентному) уравнению вида

Другими словами, решение исходного функционального уравнения у = у(х)
задается параметрически с помощью системы двух алгебраических (или транс-
трансцендентных) уравнений

F(x, у, i) = 0, f(———, £, у) = О,

где t — параметр.

Частный случай уравнения 13 из этого раздела.

/
7. F\ ж, у{х), у

V v a — ж

Частный случай уравнения 13 из этого раздела.
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8. F(x, y(x),y(xa)) =0.

Преобразование £ = In ж, и(£) = у(х) приводит к уравнению вида

См. уравнение 3 в этом разделе.

9. F(ж,y(ж),y(Уa2 -ж2)) = О,

Заменяя в уравнении ж на

F[\/a2 -ж2, у(л/а2 -ж2 ), у(х)) = 0.

Исключая из этого уравнения и исходного уравнения величину у^у/а2 —ж2),
приходим к обычному алгебраическому (или трансцендентному) уравнению вида

Другими словами, решение исходного функционального уравнения у = у(х)
задается параметрически с помощью системы двух алгебраических (или транс-
трансцендентных) уравнений

F(x, у, t) = 0, F(^a2 -ж2, t, у) = 0,

где t — параметр.

10. F(ж,y(sinж),y(cosж)) = О.

Заменяя в уравнении ж на -| ж, получим ^(-? ж, y(cosx), y(smx)} = 0.

Исключая из этого уравнения и исходного уравнения величину у(cos ж), можно

получить уравнение вида Ф(ж, 2/(sinsc)) = 0, решение которого не представляет

трудностей.
Решение исходного функционального уравнения у = у(х) задается параметри-

параметрически с помощью системы трех трансцендентных уравнений

F(t, у, w) = 0, ^(~?— ^ w-> У) — 0? х ~ sint = 0,

где t и w
—

параметры.

11. F{x,y{x),y(uj{x))) = О, где ш(ш(х)) = ж.

Заменяя в уравнении ж на и;(ж), получим F(lj(x), у (и;(ж)), у (ж)) = 0. Исключая

из этого уравнения и исходного уравнения величину у(уии(х)), приходим к обычно-

обычному алгебраическому (или трансцендентному) уравнению вида Ф(ж,у(ж)) = 0.

Решение исходного функционального уравнения у = у(х) задается параметри-

параметрически с помощью системы двух алгебраических (или трансцендентных) уравнений

F(x, у, t) = 0, F(cj(x), t, у) = 0,

где t — параметр.

12. F(sb, у(ж), у(ж + 1), у(х + 2)) = О.

Уравнение в конечных разностях второго порядка общего вида. Част-

Частный случай уравнения 14 из этого раздела.

13.
х -\- b у

ах — C
Заменим последовательно в функциональном уравнении ж сначала на ,

ж + Ъ

а затем
— на . В результате получим следующую систему (первым записано

а — х

исходное уравнение):
F(x, y(x), y(u), y(w)) = 0,

F(u, y(u), y(w), у(х)) = 0, A)

F(w, y(w), у(х), у (и)) = 0.
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Здесь аргументы и и w выражаются через переменную ж по формулам

ах - C Ъх + C
и = , w =

.

ж + 6 а — ж

Исключая из системы нелинейных алгебраических (или трансцендентных)
уравнений A) величины у(и) и y(w), получим решение у = у(х) исходного

функционального уравнения.

14. F(sc, у(ж), у(ж + 1), . . .
, у(х + п)) = О.

Уравнение в конечных разностях п-го порядка общего вида.

Разрешим уравнение относительно у(ж + га):

у(х + п) = /(ж, у(х), у(х + 1), ..., у(х + п - 1)). A)
1°. Рассмотрим уравнение на дискретном множестве точек ж = ж0 + /с, где к—

целое. При задании начальных значений у(х0), у(жо + 1), ..

., у(хо+п—1) с помощью

A) можно последовательно найти у(х0 + га), у(х0 + га + 1) и т. д.

Разрешая исходное уравнение относительно у (ж), получим

у{х) = д(х, у{х + 1), у{х + 2), ..

., у{х + п)). B)
Полагая здесь ж = ж0

— 1, можно найти у(х0 — 1), а затем аналогичным образом
найти у(х0

— 2) и т. д.

Таким образом, из уравнения через начальные данные могут быть найдены
значения у(х) во всех точках ж0 + к, где к = 0, ±1, ±2,.. .

2°. Рассмотрим уравнение, когда переменная ж изменяется непрерывно. Будем

считать, что у(х) — непрерывная функция, которая задана произвольно на

полуинтервале [0, га). Из A), положив ж = 0, получают у(п). Зная у(х) в [0, га],
с помощью A) находят у(х) для ж £ [га, п + 1], затем для ж £ [га + 1, п + 2] и т. д.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 2 A979, стр. 1029, 1030).

15. F(a>, у(Ж), ?/2] (ж), . . .
, yW (ж)) = О.

Здесь использованы обозначения у^2\х) = у(у(х)), .

.., у^(ж)
Решение ищем в параметрическом виде:

x = w(t), y = w(t+l). A)

При этом исходное уравнение приводится к следующему уравнению в конечных

разностях п-го порядка (см. предыдущее уравнение):

F(w(t), w(t + 1), w(t + 2), .

.., w(t + n)) = 0. B)

Структура общего решения уравнения B) имеет вид

где C-l = С-у (£), ..., Cn = Cn(t) —произвольные периодические функции с периодом

единица, т. е. Ck(i) = Ck(t + 1), /с = 1,2,..., п.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 5 A985, стр. 703).

16. F(a )

Здесь использованы обозначения 0к(х) = в(х + —Т), где /с = 0, 1, .

..,
га
— 1, и

считается, что 0(х) = ^(ж + Т) — периодическая функция с периодом Т. На правую
часть уравнения накладывается условие F(x,. ..) = F(x + T,...).
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Заменим последовательно в функциональном уравнении х на х +
—Т при

/с = О, 1, ..

.,
п
— 1. В результате получим следующую систему (первым записано

исходное уравнение):

F(x, y0, у1? ..., уп_х) =0,

^+{Г,?/1,?/2,...,?/0)=0,

F(x +-а^Г, !/„_!, 2/0, ...>2/п_2)= 0,

где приняты краткие обозначения ук
= у(увк(х)^).

Исключая из системы нелинейных алгебраических (или трансцендентных)
уравнений A) величины у15 у2, ..

., уп_1, получим решение функционального

уравнения в неявном виде: Ф(ж, у0) = 0, где у0 = у{@(х))-

2. Функциональные уравнения с несколькими

независимыми переменными

2.1. Линейные функциональные уравнения

Уравнение Коши. Решение:

/(х) = Сх,

где С — произвольная постоянная.

® Литература: Г. М. Фихтенгольц, т. 1 A969, стр. 157, 158).

2- /(an/) = /(*) + /(у).
Уравнение Коши. Решение:

f(x) = С1пх,

где С
—

произвольная постоянная.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 5 A985, стр. 699, 700).

3. /(ж + у) + /(ж - у) = 2/(ж) ch у.

Решение:

f{x) = C1ex +С2е"ж,
где С1? С2—произвольные постоянные.

4. /(ж + у) + /(ж — у) = 2/(ж) cos у.

Решение:

/(ж) = Сг cos ж + С2 sin ж,

где С1? С2—произвольные постоянные.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 5 A985, стр. 704).

5. f(ax,ay) = /(ж, у).
Здесь а

— любое число (а ф 0).
Решение:

/(ж, у) = Ф(у/х),
где Ф(ж) —произвольная функция.
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6. f(ax,ay) =

Здесь а
— любое число (а ф 0), E — некоторая постоянная.

Решение:

f(x,y) = xP<b(y/x),
где Ф(ж) —произвольная функция.

7. f{ax,aCy) = f(x,y).
Здесь а

— любое число (а ф 0), C — некоторая постоянная.

Решение:

f(x,y) = ^

где Ф(ж) —произвольная функция.

8. f(x,y) + f(y,z) = f(x,z).
Решение:

Нх,у) = Ф(х)-Ф(у),
где Ф(ж) —произвольная функция.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 5 A985, стр. 700).

2.2. Нелинейные функциональные уравнения

Уравнение Коши. Решение:

f(x) = eCx,
где С

—

произвольная постоянная. Кроме того, непрерывным решением является

функция /(ж) = 0.

® Литература: Г. М. Фихтенгольц, т. 1 A969, стр. 158, 159).

2- /(an/) = /

Уравнение Коши. Решение:

/(х)=хс,
где С

—

произвольная постоянная. Кроме того, непрерывным решением является

функция /(ж) = 0.

® Литература: Г. М. Фихтенгольц, т. 1 A969, стр. 160).

3. f(y + X) + f(y -x) = 2f(X)f(y).
Решения:

/(ж) = cos(Cx), f(x) = ch(Cx), f(x) = 0,

где С — произвольная постоянная.

® Литература: Г. М. Фихтенгольц, т. 1 A969, стр. 160).

4. f(x,y)f(y,z) = f(x,z).
Решение:

/(х,у) = Ф(у)/Ф(х),
где Ф(ж) —произвольная функция.

® Литература: Математическая энциклопедия, т. 5 A985, стр. 700).

5. af(x-\- l,y,z)f(x — l,y,z) + bf(x,y-\- l,z)f(x,y — l,z) +
+ cf(x, y,z + l)f(x, y, z

— 1) = 0.

Уравнение Хироты; а, 6, с — произвольные постоянные.

Об этом уравнении см. обзор А. В. Забродина (Теор. и матем. физика, 1997,
т. 113, №2, с. 179-230).
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