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Под действием заданной нагрузки q, среди всех�
возможных форм F', удовлетворяющих условиям за ­
крепления, оболочка принимает такую форму, на ко­
торой функционал

W �i � Up>� \ � Ар> (q)

стационарен7� то есть имеет равную нулю вариацию.
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определяется следующей формулой'.
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4$%� 4 $ F!= � !#� %'F!=2!,� N!$"3� !.!/!&(%� F � (� %I!" #$%S

& '(!"+� 4$ !.$)I!-)2%Y� F;� < ) \ +;!/� " L=+� ()')# /M23"%�
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")/M2)*� ($%-%I2)� 4!- $F2!'#%� F � -� '!!#- #'#-+YX "� 2)4$)S
-/ 2%%s� :�\ �#!/X%2)� !.!/!&(%7� Е �\ �"!=+/M�+4$+;!'#%7� t� a�\ �
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-� 4 $-!"� '/);) "!"� -34!/2* #'*� 4!� 4/!X)=%� 4!- $F2!'#%� F 7�

)� -� !'#)/M23F� =-+F� '/);) "3F�\� 4!� =+; � ($%-!,� +5
Слагаемое Ар представляет собой производимую�

внешней нагрузкой работу при деформации оболочки�
из формы F в F и вычисляется как обычно.
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4!- $F2!'#%� I2)&%# /M23F� 2)4$*L 2%,� !#� %I;%.)� -� !($ '#S
2!'#%� $ . $5� Максимальные напряжения о, связанные�
с этим изгибом, определяются по формуле
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где �  (х ) — функция, удовлетворяющая условия

� ) у (* )  =  )>(—  �5,

� ) � 3 � ­  4 - )  =  _ у ( + 4 _ Л) .

Проведем через кривую �  цилиндрическую поверхность 
с образующими, параллельными отрезку •†,  соединяющему 
вершины :  и Q граней а, и (рис. 46, �5% Часть этой по­
верхности, расположенную внутри призмы, обозначим 42% 
Она ограничена кривыми Vi и �\,  лежащими в гранях tXj и �]  
соответственно. Ввиду условий � ) и 2), наложенных на функ­
цию � 3� 5,  кривая Yi после поворота около оси призмы на 
угол \	p	  в соответствующем направлении совмещается с кри­
вой �\% Отсюда следует, что если мы для каждой пары 
смежных граней призмы указанным способом построим ци­
линдрическую поверхность 42,  то они образуют замкнутую 
поверхность Z  (рис. 46, �5% Построенная так поверхность 4  
изометрична цилиндру.

Вычислим некоторые величины для поверхности Z , ис­
пользуемые' в дальнейшем. Ввиду того, что поверхность Z  
составлена из частей, конгруснтных 42,  мы можем огра­
ничиться рассмотрением только этого куска.

Прежде всего, мы замечаем, что при значительном 	  для 
угла  - между образующими поверхности 42  и осью призмы 
имеем

Найдем нормальную кривизну поверхности 42  в направ­
лении, перпендикулярном ее образующим. Кривизна в ра­
диальном сечении равна

ho ~  у",

так как �?\ � ~  � . Отсюда по формуле Эйлера нормальная
кривизна поверхности 42  в направлении, перпендикулярном 
образующим, будет

Определим кривизну ребер Yi и Уг> ограничивающих о б ­
ласть 42  на поверхности Z . Для этого дополним систему 
координат � ,� � � "  плоскости $ до пространственной системы
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координат х , у, z. Тогда уравнение поверхности ZA будет 

x  =  a-\ -vc  os б-, 

у = у(а), 
z =  -у sin О*.

Грани призмы а, и с^, в которых лежат кривые Yi и Y2* 
задаются уравнениями

-  y  =  (tg -jja :-| -co n s t .

Кривые у, и Y2. как пересечения поверхности ZA с гранями 
призмы, задаются соответствующей системой четырех урав­
нений.

Принимая и за параметр вдоль кривых Yi �  у2. находим

—  1 * � II z ' - ± - L -
t g -6 n

-1- * 	 y " = y " ( t t ) ,
tg ̂  tg ~

z ~~ , я '

При малых л/л и ft для кривизны к кривых Yi и Y2 полу­
чается формула

Найдем угол <р, образуемый касательными плоскостями 
поверхности ZA с плоскостями кривых Yi и Уг* то есть гРа" 
нями призмы а, и с^. Нормали к плоскостям граней призмы 
имеют угловые коэффициенты

о.

Угловые коэффициенты нормали к поверхности ZA равны 

у ' sin ft, — sin ft, — у ' cos ft.

Отсюда для угла <р получается выражение

Ф
_я
л {(1 ±

у'п\* , у ' У  
я * }  т -  я» /
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Из построения поверхности Z  следует, что нормальные 
кривизны ke и kt равны по величине и имеют противопо­
ложные знаки. Поэтому Af —|- Лг̂  =  0, и, следовательно,

V

Если обозначить через а угол между касательной к кривой у 
и направлением оси призмы, то

Нетрудно получить выражение для угла а, исходя из урав­
нения кривой у. При малых л/я и Ф имеем

(•*£Г
Угол

Элемент дуги кривой у равен

Подставляя эти значения в формулу для &Uyt получим 

п2ЕЬъ
Д£/„ =  - 6 л  ( 1 —  v 2) /? t f2 Is*

Вычислим теперь Uу. Подставляя значения ф, я и dsv 

в формулу для L/!}, будем иметь для одного ребра у{
LI2

± £ )*+ (£ )> - 

= j (^ 1/ 1*0





<E<

�� 2!-3F� 4 $ " 223F� � � %� +7� & $#+� 2)=� (!#!$3"%� "3� .+= "�
!4+'()#M7� %"  "

�;!/� I)($+&%-)2%*� !.!/!&(%� -� 2!-3F� 4 $ " 223F� $)- 2

�)(� L � ()(� %� -� 4$ =3=+X%F� $)''"!#$ 2%*F7� "3� %'F!=%"�
%I� 4$ =4!/!L 2%*� ! � #!"7� &#!� 4 $%!=%&2!'#M� 4$!;%.!-� ! . !S
/!&(%� 4$%� I)($%#%& '(%F� = N!$")J%*F� !4$ = /* #'*� 4 $%!S
=%&2!'#MY� 4$!;%.!-� -� "!" 2#� 4!# $%� +'#!,&%-!'#%5� � !K#!"+�
4)$)" #$� 	, � -F!=*X%,� -� -3$)L 2% � K2 $;%%� = N!$")J%%7�
"3� !4$ = /%"� %I� $)''"!#$ 2%*� 4!# $%� +'#!,&%-!'#%� ! . !S
/!&(%5

�+'#M� R)$2%$2!� !4 $#)*� 4!� ($)*"� J%/%2=$%& '()*� ! . !S
/!&()� $)=%+')� •, � =/%23� › � %� #!/X%23� .� 2)F!=%#'*� 4!=�
= ,'#-% "� $)-2!" $2!� $)'4$ = / 22!;!� 4!� ($)*"� ()')# /MS
2!;!� +'%/%*� k%� �- = "� 2)� 4!- $F2!'#%� !.!/!&(%� ($%-!/%2 ,S
23 � (!!$=%2)#3� � , � +7� #)(7� ()(� K#!� = /)/!'M� -� 4$ =3=+X%F�
$)''"!#$ 2%*F7� %� !.!I2)&%"� & $ I� Z 3[ ,� �5 � $)=%)/M23,� 4$!S
;%.� !.!/!&(%� -� "!" 2#� 4!# $%� +'#!,&%-!'#%5� �+2(J%*� Z 3[ %� �5�
+=!-/ #-!$* #� =%NN $ 2J%)/M2!"+� +$)-2 2%Y

�� /%2 ,2!,� # !$%%� !.!/!& (� =/*� 4$!;%.)� Z 3[ ,� �5 � !.3&2!�
4$%2%")Y#� -3$)L 2% � -%=)

_�� \Œ^T‹EE?•ŠH�0^  �� � ���̂+m�Ĥ?{0d� _ �+ H<6�C[ �E � �“•g{•5
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где U (у) — энергия деформации, А —  производимая внешней 
нагрузкой работа. Энергия деформации —

Найдем работу А. Имеем

А =  2jiRbs®R.

Подставляя сюда значения 

получим

л  =  1 . 7 , й д а ( 4 ) ( - £ ) - \ .

Теперь из условия равновесия находим интересующую 
нас связь между нагрузкой и деформацией

7=0.0272(4.15 +  1.06Я~’Л+  1,1Л,,4)(-5® )V<

Легко видеть, что функция s (Я,) монотонно убывает при 
X <  2,9, следовательно, и при всех допустимых значениях X. 
Это вполне соответствует характеру перехода к закрити- 
ческим деформациям.

Найдем наименьшее значение s. Имеем

При 6 =  0,3 величина X -< 2 ,2 . Поэтому

ta , - 0. . « ( * ) \

Таким образом, наименьшая воспринимаемая оболочкой 
нагрузка при закритической деформации, то есть 
нижняя критическая нагрузка, определяется по фор­
муле
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и составляет примерно четверть верхней критической�
нагрузки
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где 5  —  площадь области выпучивания,   —  толщина обо­
лочки, у  —  плотность материала. Отсюда

v 3 1
уб '

Кинетическая энергия движения оболочки, обусловленная воз­
действием импульса <�Т, равна

S(gxy
К ~~ 2у& *

Эта энергия, гак же как и производимая давлением qQ ра­
бота А, в состоянии (4) переходят в энергию деформации 
оболочки. Таким образом, мы имеем равенство

£ /(4 ) =  /С +  Л (4), (*)

где (4) указывает па то, что соответствующая величина опре­
деляется для состояния оболочки (4), когда скорость дефор­
мации равна нулю.

Ввиду неустойчивости упругого состояния равновесия 
в форме �A �  (гл. 1), оболочка с этого состояния либо восста­
навливает свою  первоначальную форму, либо переходит 
к полному прощелкиванию. Все зависит от того, будет ли на­
грузка S � A � 	  воспринимаемая оболочкой в состоянии �A � �  

меньше q0 или больше q0.
В зависимости от прогиба 2А в центре выпучивания энер­

гия деформации определяется по формуле

R	5ST>P-�J3�J"U5
Производимая внешним давлением q0 работа равна 

А =  2щ ф 2 У  � � ���

Подставляя эти значения в соотношение (*), получим уравне­
ние для прогиба � h в состоянии (4).

Воспринимаемая оболочкой нагрузка при выпучивании 
в зависимости от прогиба в центре (� й) определяется по 
формуле

? (2A) =  l c £ ( - L  +  -L )  ' J 1
� � ] � � < �=� " � 9 � � � L
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ДОПОЛНЕНИЕ I

под действием осевой сжимающей нагрузки qQ.� Пусть, кроме 
того, на оболочку кратковременно действует нагрузка q �

в течение времени т. Выясним, при каком значении q0� о б о ­
лочка, потеряв устойчивость под действием нагрузки q, вос­
станавливает свою первоначальную цилиндрическую форму. 
В связи с этим рассмотрим прежде всего начальную стадию 
деформации оболочки во времени.

Мы будем предполагать, что выпучивание оболочки в на­
чальный момент описывается законом

. . .  . 2 л т х  . п у  %	R2@"sin—2“ s П~7Г*
Здесь то — нормальный прогиб оболочки, т. и п — целочис­
ленные параметры, характеризующие форму волнообразова­
ния на поверхности оболочки при выпучивании, х , у —  к оор­
динаты на поверхности оболочки: х  —  по образующей, у —  
по круговому сечению, перпендикулярному оси. Исходя из 
указанного предположения о характере прогибов оболочки 
при выпучивании, найдем функцию u(t), задающую измене­
ние прогиба во времени. С этой целью составим уравнение 
движения оболочки.

Движение оболочки определяется из условия стационар­
ности функционала

J = f  ( K - U + A ) d t ,

где К  —  кинетическая энергия движения, U —  энергия деф ор­
мации, А —  производимая внешней нагрузкой работа. Найдем 
выражения для К, U и А. Мы будем предполагать, что кине­
тическая энергия движения оболочки обусловлена в основном 
радиальными перемещениями. Тогда она вычисляется по ф ор­
муле

К =  у у б  ����то'3 dx dy,

где у — плотность материала оболочки. Несложный подсчет 
показывает, что

/С =  jnR L ybu '2.

Для того чтобы определить энергию деформации U, будем 
рассуждать следующим образом. Прежде всего, очевидно,

U � < � С и \
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Отсюда

Следовательно, постоянная

<7-2 V 2 
®УуЕ

Таким образом, в начальной стадии выпучивание происходит 
по закону

К моменту х прекращения действия нагрузки q полная 
энергия оболочки (кинетическая энергия и энергия деформа­
ции) будет

У = \  лRLyби'2 +  \  (о2яRLy 6и2 =

После прекращения действия нагрузки q оболочка про­
должает выпучиваться под нагрузкой q0. Изучим это выпучи­
вание во времени. Когда деформация оболочки становится 
значительной, форму ее можно приближать поверхностью Z , 
которая подробно описана в гл. 3. Эта поверхность опре­
деляется функцией у (х ,  t). Скорость точек при деформации 

поверхности Z  будет y t =  - .  Поэтому кинетическая энер­

гия движения равна

Так же как и в гл. 3, вместо функции у  введем функцию 
у(лг, /) , полагая

—  2nRLb ~  |ch2 oot-f-

L
К  =  2лR бу J  у2 dx.

о

L
При этом
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в безразмерных переменных q0 и Ф, 

_  <IqR г __ <]R
% =

Ф =  2д2 ^ch2 (от -J- г=г- sh2 шт|.

Параметры волнообразования 

Ln
1 =  -

, л26
=  1, л =  - в г - :0 ,8 .

Заштрихованная область отвечает тем значениям параметров 
нагрузки q, т, у0, при которых выпучивание неограниченно 
растет.

2. Критический импульс при внешнем давлении. Мы
снова рассматриваем шарнирно опертую по краям цилиндри­
ческую оболочку. Пусть эта оболочка находится под дейст­
вием стационарного внешнего давления q0 и кратковремен­
ного (в течение т) значительного давления q. Пусть давле­
ние qQ меньше верхнего критического значения, a q гораздо 
больше него. Под давлением q оболочка теряет устойчивость 
и начинает выпучиваться. Может случиться, что выпучива­
ние, возникающее под давлением q, продолжает неограни­
ченно расти. Задача состоит в определении критической 
комбинации величин q, т, qQ, при которых реализуется ука­
занная возможность. Эта задача принципиально не отличается 
от рассмотренной в п. 1, и поэтому наше изложение здесь 
будет достаточно кратким.

Для прогибов w в начальной стадии выпучивания мы при­
мем выражение

w =  и (t) sin sin ^  .

Зависимость и от /  определяется из условия стационарности 
функционала

/  (К — U-\- A)dt.

где К — кинетическая энергия движения, U —  энергия дефор­
мации оболочки, А — производимая давлением q работа при
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Функция у (х )  известным образом связана с нормальным про­
гибом оболочки. Так же, как в задачах о статическом на­
гружении оболочки (гл. 3), функцию у (х )  будем прибли­
жать функцией вида

y =  ^ f - — ^ f - h a a (  1 — а) при М < а .

у =  аа(1 — 1*|) при | х | > а .

График этой функции состоит, из параболы па участке | х  а 
и двух гладко примыкающих к ней прямолинейных отрезков 
с концами в точках (—  1,0) и (-)- 1.0). Если предположить 
априори, что параметр а мал, то, как и в случае статических 
задач, энергия при заданной обшей деформации, ограниченной 
условием

1

J  y2cfjc =  A, =  const,
-1

определяется из условия достижения min У. Причина этого 
в том, что в указанном предположении энергия деформации 
сосредоточена в малой области |х|<^а, в то время как 
кинетическая энергия движения сосредоточена в основном вне 
этой области. Таким образом, определение энергии дефор­
мации в рассматриваемой задаче о колебаниях оболочки сво: 
дится к определению минимума функционала J при условии 
X =  const.

Подставляя значения у (х )  в интегралы, входящие в J. 
при малом а будем иметь

$ % � & ' ( �� & ' ( �� �)*+��� � � & , - � ( � . �. � � / � & / � - �, �( � � � % � � . �. /012�

Параметр деформации

X�% �3 � . �. �2

Минимум J находится без труда, и для него получается 
выражение

min J = J„ =  3.2 ( £ ) ’ '■ ( £ ) ’ '• - L  У%  +  6v X.

Ввиду того, что график функции у (х )  близок к ломаной, 
достоящей из двух звеньев, деформацию ободочки можно
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при jc =  0, то

Составим уравнение колебаний оболочки при больших 
деформациях. Имеем

F�1�0 / � N�?\  —  2Л, | �  Н -  h\D\5  +  const,.

где  �  и h —  постоянные, причем

Л, =  3,1 6!
V (№ )'■  ›

Отсюда уравнение колебаний при больших прогибах имеет вид 

« "± > 1 ! —  h\D�/  О,

где знак « + »  надо брать при �  >  0, а знак « — »  при 
�  <  0. Таким образом, мы имеем два уравнения, описывающих 
движение оболочки:

�rPmP�S\��/ �j  при малом |м|,

« " ± Л ,  —  h\D�/  0 при большом |и|.

Введем функцию fr (« ), определяемую условиями

1) f t (u) =  — ft (—  �5%

2) ‘3�5�/ ��S\�  при 0 < и < - ^ ф ^ г = а ,

3) $  3�5 =  ±    — h\D при | и | >  �%

Рассмотрим теперь уравнение

и " -)_ ft (и) =  0. (*)

При малом m�m оно совпадает с уравнением �rPmP3�\� /  0, 
а при большом |й | —  с уравнением � r ­  �  —  h\D  =  0. Мы 
будем предполагать, что уравнение (*) описывает движение 
оболочки во всем диапазоне изменения прогиба D3A5% В этом 
предположении рассмотрим вопрос о влиянии амплитуды на 
частоту собственных колебаний оболочки.

Прежде всего, мы замечаем, что если амплитуда не пре­
восходит �,  то частота колебаний постоянна и равна ©. При 
увеличении амплитуды частота колебаний будет убывать. Най­
дем частоту при амплитуде, большей а. Пусть а — амплитуда
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Пусть возмущение создается сосредоточенной силой / ,  
нормальной к поверхности оболочки,

/  =  	 �  Sinead

Обозначим через 0  расстояние точки приложения силы /  от 

ближайшего края оболочки |›? <  - y j . Ввиду того, что про­

гиб оболочки на любой половине образующей изменяется 
почти линейно и равен нулю на краях оболочки, прогиб 
в точке приложения силы будет ~ 2 D3A5›?p›% Отсюда..для 
работы   получается выражение

— 2 0
 �/  / о  sin RA�P B 1�� (A).

Для кинетической энергии '  мы получим выражение вида 

' �/ �' j�?\%

Отсюда следует, что функция о  в уравнении колебаний 
будет иметь следующий вид:

2 ̀ � �  _  _
о =  P N � � P sin о /  =  Я sin RA%cm~›

Итак, уравнение вынужденных колебаний в рассматриваемом 
случае при больших колебаниях будет

�r  -(- Ф 3�5 -f- A, sin 3RA�/  0.

Пусть теперь возмущение создается пульсирующим, рав­
номерно распределенным по оболочке давлением U, изменяю-, 
щимся по закону _

0 ( f )  =  <7o sinco/.

Производимая этим давлением работа при деформации обо­
лочки будет

2�/ �U ‹ t ,

где ДУ — изменение объема, ограничиваемого оболочкой, при 
деформации. Величина 2t  была определена в гл. 3 цри 
изучении статического нагружения оболочки внешним давле­
нием. Если- воспользоваться полученным там результатом, 
то найдем
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2t  =  ��m
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Д О П О Л Н Е Н И Е  II

ОБ ИЗОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Согласно принципу А, исследование закритических упру­
гих состояний цилиндрической оболочки сводится к рассмо­
трению некоторого функционала, определенного на изометри­
ческих преобразованиях основной формы, при удовлетворении 
некоторых граничных условий, отвечающих способу опирания 
оболочки. Для изометрических преобразований, построенных 
в гл. 3, эти граничные условия не удовлетворяются.

Правда, в тех случаях, когда закритическая деформация 
отличается периодичностью строения по длине оболочки, на­
пример при осевом сжатии иди комбинированном нагружении 
с преобладанием осевого сжатия, роль граничных условий 
значительно снижается. Удовлетворение граничных условий 
при рассмотрении соответствующих задач вряд ли может 
существенно повлиять на результаты гл. 3. Иначе обстоит 
дело в тех случаях, когда закритическая деформация сопро­
вождается образованием сплошных выпучин на всю длину 
оболочки, например, в случае внешнего давления и кручения. 
Здесь, по-видимому, игнорировать граничные условия нельзя. 
В связи с этим в настоящем Дополнении, имея в виду соот­
ветствующие приложения, мы рассмотрим изометрические 
преобразования цилиндрической поверхности при условии 
шарнирного опирания вдоль края. Полученные результаты 
могут найти себе применение при изучении закритических 
деформаций замкнутых цилиндрических оболочек под внеш­
ним давлением и при кручении, а также при рассмотрении 
закритических упругих состояний цилиндрических панелей 
во всех вариантах нагружения.
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Выясним теперь, как устроена наша поверхность вне вмя­
тины, то есть в области между ребром �  и кривой x% В о :-  
личие от случая кривой / '  для кривой / нельзя предполагать 
отсутствие прямолинейных участков. Такое предположение 
немедленно приводит нас к заключению о том, что рассма­
триваемая поверхность и в области между x� mm� тоже цилин­
дрическая, с образующими, перпендикулярными плоскости а. 
Но для такой поверхности (это построенная в гл. 3 поверх­
ность 45 условие опирания по краям на окружности очевид­
ным образом не выполняется. Таким образом, на кривой x 
должны быть прямолинейные участки.

Мы утверждаем, что по крайней мере один из концов 
прямолинейного отрезка кривой /  принадлежит краю поверх­
ности. Действительно, допустим, что оба конца Л и В прямо­
линейного участка б линии x являются ее внутренними точ­
ками. Так как точки Л и В заведомо не имеют плоских 
окрестностей, то через них проходят прямолинейные обра­
зующие @ 2 и @ ª, перпендикулярные плоскости а, упираю­
щиеся в ребро �% Часть поверхности ю, ограниченная обра­
зующими @ 2,� @ ª и кривыми �,� x,  является плоской. 
Действительно, так как кривая у обращена выпуклостью 
в сторону (о, то через каждую внутреннюю точку :  этой 
области проходит геодезическая, не пересекающая �,  с кон­
цами либо на отрезке 6, либо на образующих @ 2 и @ ª% 
Рассуждением, подобным рассуждению из п. 1, легко уста­
навливается, что эта геодезическая является прямолинейным 
отрезком. Отсюда следует, что область со является плоской. 
Так как © плоская область, то на участке между образую­
щими @ 2 и @ ª ребро �  имеет плоскую полуокрестность, что 
исключено в силу выпуклости �  (п. 1). Утверждение доказано.

Далее, мы утверждаем, что вблизи концов кривая x должна 
быть определенно прямолинейной. Действительно, в противном 
случае найдется последовательность точек †  на кривой x, 
сходящаяся к концу, через которые проходят прямолинейные 
образующие, перпендикулярные плоскости а, упирающиеся 
в ребро �% Переходя к пределу, заключаем, что через конец / 
проходит прямолинейная образующая, идущая вдоль края 
поверхности. Но это невозможно, так как край поверхности 
не содержит прямолинейных участков (окружность). В итоге 
мы приходим к следующим двум возможностям. Либо кри­
вая /  является прямолинейным отрезком, либо она содержит

1в*
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ровно два прямолинейных отрезка, каждый из которых одним 
концом упирается в край поверхности. Рассмотрим каждую 
из этих возможностей.

Предположим, что рассматриваемая поверхность имеет 
плоскость симметрии р, параллельную основаниям и распо­
ложенную посередине между ними. Рассмотрим дугу АВ кри­
вой пересечения плоскости симметрии р с поверхностью. 
Утверждаем, что если кривая АВ содержит прямолинейный 
отрезок, то одним из его концов является точка В. Действи­
тельно, допустим противное. Тогда на дуге АВ найдется 
прямолинейный отрезок А'В1 (рис. 57. а), причем В' Ф В, 
а А' может совпадать с А. Так как точки А' и В' заведомо 
не имеют плоских окрестностей, то через них проходят 

прямолинейные образующие, 
перпендикулярные плоскости р 
и упирающиеся в край по­
верхности. После этого изве­
стным способом заключаем, 
что часть поверхности, огра­
ниченная этими образующими, 
плоская. Следовательно, край 
поверхности содержит прямо­
линейный отрезок. А это не­
возможно.

Покажем, что дуга А В опре­
деленно имеет прямолинейный 

участок А'В . Действительно, в противном случае через 
каждую точку дуги АВ проходит прямолинейная образующая, 
перпендикулярная плоскости р, с концами на краю поверх­
ности. Эта образующая лежит на исходной цилиндрической 
поверхности. Рассмотрим линию АС пересечения плоскости р 
с поверхностью. Она состоит из окружности АВ  и прямоли­
нейного отрезка ВС. По изометрии на исходной цилиндри­
ческой поверхности ей соответствует круговое сечение и, 
следовательно, длина дуги АС равна длине дуги окружности 
края. Вместе с тем она заведомо короче этой дуги из-за 
прямолинейности участка ВС. Итак, на кривой АВ  имеется, 
и притом один, прямолинейный отрезок с концом в точке В.

Обратимся к двум упомянутым выше возможностям для 
кривой I. Начнем со случая, когда I — прямолинейный отре­
зок. По доказанному, на АВ есть прямолинейный отрезок А'В.
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нами проходит прямолинейная образующая, перпендикулярная 
плоскости р, упирающаяся в ребро у. Строение поверхности 
на оставшейся части выясняется рассмотрением, подобным 
предыдущему. Окончательный результат представлен на 
рис. 5 8 , �,  где, как и в предыдущем случае, штриховкой 
обозначено направление образующих, а незаштриховаипые 
части —  плоские.

Мы рассмотрели изометрическое преобразование цилин­
дрической поверхности при условии осевой симметрии вмятин.

Такое преобразование соответ­
ствует симметричному нагру­
жению оболочки, например, 
равномерным внешним давлег 
нием. В других случаях нагру­
жения, например, при кручении, 
изометрическое преобразова­
ние, обладая периодичностью 
строения в окружном направ­
лении, имеет центрально-сим­
метрические вмятины. Такое 
преобразование может быть ка­
чественно исследовано анало­

гичным приемом. Мы не будем приводить этого исследова­
ния и сформулируем лишь окончательный результат, пред­
полагая поверхность в области вмятины цилиндрической. Этот 
результат представлен на рис. 59 и не нуждается в поясне­
ниях.

3. Аналитическое описание изом етрического преобра­
зования. Практическое использование изометрического пре­
образования цилиндрической поверхности, полученное в п. \,  
для исследования закритического упругого состояния цилин­
дрической оболочки предполагает удобное аналитическое 
представление этого преобразования. Сейчас мы дадим такое 
представление для того случая, когда вмятины имеют ось 
симметрии и достаточно вытянуты по длине оболочки.

Введем на развертке цилиндра координаты A и р, приняв 
за ось A ось симметрии, предполагаемой вмятины, а за 
ось р —  край поверхности. Пусть в этих координатах пред­
полагаемое ребро у задается уравнением

Р =  (КО.






















