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Ïðåäèñëîâèå

Ýòà êíèãà äëÿ òåõ, êòî ïðèñòóïàåò ê èçó÷åíèþ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Îíà íàïèñàíà íà îñíî-
âå ëåêöèé ïî êóðñàì �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé�, �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòàòèñòèêà�, �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-
êà�, ÷èòàåìûõ àâòîðîì â Äíåïðîïåòðîâñêîì íàöèîíàëüíîì óíè-
âåðñèòåòå äëÿ ñòóäåíòîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,
ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è äðóãèõ ôàêóëüòåòîâ.

Êíèãà îõâàòûâàåò òðàäèöèîííóþ òåìàòèêó êóðñîâ �Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé� è �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà�: ñòîõàñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò è åãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèñêðåòíàÿ ìîäåëü,
ñõåìà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, åå ðàñïðå-
äåëåíèå è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ñâåðòêà, ñõîäèìîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäåëüíûå òåîðå-
ìû, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé, ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê, ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, ïàðàìåòðè÷åñêèå è
íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè, ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà èëëþñòðèðóåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè
ïðèìåðàìè è çàäà÷àìè. Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â
ñâîåì áîëüøèíñòâå ôîðìóëèðóþòñÿ íå â ôîðìàëüíî ìàòåìàòè-
÷åñêèõ òåðìèíàõ (ïîíÿòèÿõ), à â åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ � òàê,
êàê îíè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà:
â ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ãåíåòèêå, ìåäèöèíå; â ïñèõîëîãèè,
ýêîëîãèè, ñåëüñêîì õîçÿéñòâå; â àñòðîíîìèè, ìàøèíîñòðîåíèè,
ñòðîèòåëüñòâå, ãåîëîãèè, ìåòàëëóðãèè; â ýêîíîìèêå, ëèíãâèñòè-
êå, ïåäàãîãèêå, ñïîðòå è ò. ä.

Âî âòîðîì èçäàíèè äîáàâèëàñü ãëàâà �Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ�,
áûëè èñïðàâëåíû çàìå÷åííûå îïå÷àòêè è íåòî÷íîñòè è âíåñåíû
èçìåíåíèÿ â èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, êîñíóâøèåñÿ â îñíîâíîì ãëàâ
10, 12, 13, 14.

Ó÷åáíèêîì ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ ñòóäåíòû êàê ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ôàêóëüòåòîâ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è êèáåðíåòèêè óíèâåðñèòåòîâ, òàê è òåõíè÷åñêèõ, ïåäàãîãè÷åñ-
êèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.
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Àâòîð áëàãîäàðåí ñûíó Åâãåíèþ Òóð÷èíó è äî÷åðè Íàòàëüå
Îëåðèõ çà òùàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè êíèãè è åå ñîäåðæà-
òåëüíîå îáñóæäåíèå.

Àâòîð áóäåò ïðèçíàòåëåí âñåì, êòî â òîé èëè èíîé ôîð-
ìå âûñêàæåò ñâîè ïîæåëàíèÿ, çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ îò-
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Введение

Случайная природа явлений мира. Окружающий нас
мир явлений и процессов носит случайный характер.

Случайными являются переходы атомов и молекул из одних
энергетических состояний в другие, эти переходы сопровожда-
ются поглощением или излучением света. Так что свет, окружа-
ющий нас всюду, по своей природе случаен.

Случайный характер носят ядерные реакции. Но именно они
являются источником энергии звезд и собственного тепла пла-
нет; ядерные реакции на Солнце являются основой жизненных
процессов на нашей планете.

Другим видом случайности в микромире, влияние которого
трудно переоценить, является броуновское движение — хаотичес-
кое движение частиц под воздействием теплового движения мо-
лекул газов и жидкостей, в котором последние постоянно пре-
бывают. Броуновское движение по своей природе случайно, но
именно благодаря броуновскому движению происходит раство-
рение веществ, идут химические реакции, протекают жизненно
важные процессы в живых организмах.

Случайными являются передача наследственных признаков,
солнечные вспышки, рождение новых и сверхновых звезд . . .

Какова же природа случайности? Если исходить из совре-
менных физических представлений о строении Вселенной, то
основным источником случайности является квантовая природа
явлений микромира. Поэтому неудивительно, что многие фун-
даментальные процессы являются случайными по своей сути.

Изучение случайности. Можно ли точными методами изу-
чать случайность? На первый взгляд кажется, что нет, что мате-
матика, известная непреложностью и достоверностью своих вы-
водов, никак не может служить инструментом в изучении слу-
чайного. Но именно математикой была предложена количест-
венная мера случайности — вероятность, которая дает возмож-
ность изучать случайные явления и процессы.
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6 Введение

Раздел математики, занимающийся изучением случайных яв-
лений, процессов и связанных с ними событий, носит название
теории вероятностей.

Развитие теории вероятностей. Возникновение теории
вероятностей обычно связывают с комбинаторными задачами
азартных игр и относят к XVII веку. Азартные игры едва ли
можно считать серьезным занятием, но именно они привели к
задачам, которые невозможно было решить в рамках извест-
ных на то время математических моделей и которые тем самым
стимулировали появление в математике новых идей и подходов.
Первые общие методы решения таких задач, в частности, задачи
о разделе ставки, встречаются у Паскаля (1623 – 1662), Ферма
(1601 – 1665), Гюйгенса (1629 – 1695). Но обычно историю теории
вероятностей начинают с работы Якоба Бернулли (1654 – 1705)
“Искусство предположения” (опубликована в 1713 г.), в которой
была приведена первая предельная теорема теории вероятнос-
тей — закон больших чисел.

Фундаментальный труд Лапласа (1749 – 1827) “Аналитичес-
кая теория вероятностей” придает теории вероятностей, в из-
вестном смысле, законченный вид. Но теория, построенная Ла-
пласом на определении вероятности события как отношения чис-
ла исходов, благоприятствующих событию, к общему числу ис-
ходов, не могла охватить широкий круг наблюдаемых случай-
ных явлений, и поэтому было понятным падение интереса к
теории вероятностей, вплоть до непризнания ее математической
дисциплиной.

Выдающиеся ученые предвидели важную роль науки, зани-
мающейся изучением случайных явлений и процессов, но еще
долго азартные игры, страхование и демография были теми
областями, в которых возникали задачи, формировались поня-
тия и создавались методы теории вероятностей. В конце XIX
века и начале XX века появился ряд серьезных задач, вызван-
ных нуждами естествознания и связанных с изучением случай-
ных явлений, которые стали толчком к развитию теории веро-
ятностей как большого, в значительной мере самостоятельного,
раздела математики.

Основоположниками теории вероятностей как строгой ма-
тематической науки были выдающиеся российские математики:
П. Л. Чебышёв (1821 – 1894) и его ученики А. А. Марков
(1856 – 1922) и А. М. Ляпунов (1857 – 1918). Число работ
П. Л. Чебышёва по теории вероятностей невелико — всего че-
тыре, но их роль трудно переоценить.

Основной вклад в становление и развитие современной
теории вероятностей внесла плеяда блестящих математиков:
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С. Н. Бернштейн, Э. Борель, Б. В. Гнеденко, А. Н. Колмогоров,
П. Леви, Р. Мизес, А. Я. Хинчин. В частности, А. Н. Колмо-
горовым в 1933 году в книге “Основные понятия теории веро-
ятностей” была предложена аксиоматика теории вероятностей,
ныне общепринятая во всем мире. Эта аксиоматика не только
охватывает классические области теории вероятностей, но и яв-
ляется основой для развития ее многочисленных новых разде-
лов. Построенная на аксиоматике А. Н. Колмогорова как чисто
математическая наука, теория вероятностей “работает” в при-
ложениях так же хорошо, как, например, евклидова геометрия
или ньютонова механика.

Большой вклад в развитие современной теории вероятностей
и математической статистики внесли украинские математики:
Б. В. Гнеденко, И. И. Гихман, И. Н. Коваленко, В. С. Королюк,
А. В. Скороход, М. И. Ядренко.

Математическая статистика. Математическая статистика
как самостоятельная математическая дисциплина зарождается
в 20 – 30-е гг. XX века. В определенном смысле математичес-
кая статистика занимается задачами, обратными задачам тео-
рии вероятностей. Если основная задача теории вероятностей —
изучение математических моделей стохастических эксперимен-
тов с целью прогнозирования случайных явлений и процессов,
то задача математической статистики — выявление структуры
вероятностных моделей по результатам стохастических экспери-
ментов.

Случайные процессы. Теория случайных процессов выде-
лилась из теории вероятностей сравнительно недавно. Традици-
онная теория вероятностей изучает мгновенно складывающие-
ся случайные ситуации, теория случайных процессов исследует
процессы, находящиеся под воздействием случайных факторов
и разворачивающиеся во времени, пространстве, . . . Основными
областями применения теории случайных процессов являются
радио- и электротехника, кибернетика, экономика, биология, но
влияния теории случайных процессов в той или иной степени,
пожалуй, не избежала ни одна из естественных наук.

Приложения. Теорию вероятностей (вместе с примыкаю-
щими к ней статистикой и случайными процессами) справедли-
во относят к числу математических дисциплин, имеющих широ-
кие и тесные связи с практикой. К достоинствам теории вероят-
ностей в приложениях следует отнести то, что предлагаемые ею
методы работают и доставляют качественную и количественную
информацию в крайне неблагоприятных условиях, когда об изу-
чаемом явлении, порождающих его факторах, известно мало, а
то, что известно, имеет стохастическую природу. Этим объяс-
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няется широкое применение теории вероятностей и математиче-
ской статистики в самых разнообразных областях — от иссле-
дований в области физики элементарных частиц и квантовой
механики до социологии, экономики, информационных техно-
логий. И каким бы странным это ни показалось, но чем глубже
мы проникаем в суть явлений, тем больше роль, значение и ши-
рота применения вероятностно-статистических методов.



Глава 1

Стохастический
эксперимент

Теория вероятностей изучает стохастические (случайные)
эксперименты, точнее, количественные закономерности стохас-
тических экспериментов, исследуя их математические модели.

Под стохастическим экспериментом мы будем понимать
эксперимент, исход которого невозможно предсказать заранее
(до проведения эксперимента), но который можно повторить
(воспроизвести) в принципе неограниченное число раз, причем
так, чтобы результаты предыдущих экспериментов не влияли
на последующие (независимым образом).

Наша ближайшая задача — построить математическую мо-
дель стохастического эксперимента.

1.1 Примеры стохастических
экспериментов

1. Эксперимент состоит в подбрасывании монеты. В резуль-
тате эксперимента может выпасть либо герб, либо решетка. За-
ранее (до проведения эксперимента) мы не можем сказать, что
выпадет. Эксперимент можно повторить независимым образом
неограниченное число раз.

2. Подбрасывают пару монет. В результате проведения экс-
перимента на каждой из них может выпасть либо герб, либо
решетка. Что выпадет — до проведения эксперимента предска-
зать невозможно. Эксперимент можно повторить независимым
образом неограниченное число раз.
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3. Эксперимент состоит в подбрасывании монеты до перво-
го выпадения “герба”. Сколько подбрасываний будет проведено
— заранее предсказать нельзя. Эксперимент можно повторить
неограниченное число раз.

4. Эксперимент состоит в подбрасывании игральной кости
(игральная кость — кубик, грани которого пронумерованы от 1
до 6). Предсказать наперед, какое число очков выпадет на грани
игральной кости, невозможно. Эксперимент можно повторить
независимым образом неограниченное число раз.

5. Эксперимент состоит в бросании наудачу точки на отре-
зок [0; 1]. Заранее невозможно предсказать, попадет ли точка в
заданный промежуток [a; b] из [0; 1]. Эксперимент можно повто-
рить независимым образом неограниченное число раз.

6. Эксперимент состоит в определении срока службы из-
делия до первого отказа. Предсказать длительность безотказ-
ной работы заранее невозможно. Эксперимент можно повторить
неограниченное число раз.

7. Частица принимает участие в броуновском движении —
движется вследствие толчков молекул жидкости либо газа. Са-
ми же молекулы пребывают в хаотическом тепловом движении.
Наблюдая частицу в течение определенного промежутка време-
ни, можно начертить траекторию ее движения. Вид этой тра-
ектории невозможно предвидеть заранее. Здесь мы имеем дело
со стохастическим экспериментом, результатом которого явля-
ется траектория движения броуновской частицы. Эксперимент
можно повторить неограниченное число раз.

В качестве примера не стохастического эксперимента с не-
предсказуемым исходом можно рассмотреть выборы депутатов
в парламент — результат выборов (будущий состав парламента)
до их проведения предсказать нельзя, но повторить эксперимент
невозможно.

1.2 Алгебра наблюдаемых событий
стохастического эксперимента

Попытаемся выделить характерные свойства стохастическо-
го эксперимента, которыми его можно было бы описать, и в
дальнейшем, при построении математической модели, постули-
ровать.

Из опыта известно, что с каждым стохастическим экспери-
ментом можно связать семейство событий, которые можно на-
блюдать (которые могут произойти) в данном эксперименте, бу-
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дем их называть наблюдаемыми событиями. Наблюдаемые со-
бытия стохастического эксперимента, как правило, обозначают
большими латинскими буквами A,B,C, . . . , а семейство всех на-
блюдаемых событий — готической буквой M.

В теории вероятностей мы будем интересоваться событи-
ями только с одной стороны — произошло событие в экспери-
менте или нет и как часто событие происходит.

Примеры наблюдаемых событий. Стохастический экс-
перимент состоит в подбрасывании пары монет. Наблюдаемые
события: A — “выпал хотя бы один герб”, B — “монеты легли
разными сторонами”, C — “обе монеты легли одной стороной”.

Стохастический эксперимент состоит в подбрасывании иг-
ральной кости. Наблюдаемые события: A — “выпало четное чис-
ло очков”, B — “выпало нечетное число очков”, C — “выпало
число очков, кратное трем”, D — “выпало 6 очков”.

Стохастический эксперимент состоит в определении срока
службы данного прибора. Наблюдаемые события: “срок служ-
бы более 100 часов”, “срок службы не превосходит 50 часов”.

Стохастический эксперимент состоит в бросании наудачу точ-
ки на отрезок [0, 1]. Наблюдаемые события: “точка попала на
отрезок [0, 1/2]”, “точка попала на отрезок [1/4, 3/4]”.

Алгебра наблюдаемых событий. Если наблюдаемые со-
бытия A и B таковы, что всякий раз, когда происходит собы-
тие A, происходит и событие B, будем говорить, что событие A
влечет событие B, и будем обозначать это так: A ⊂ B.

Наблюдаемые события A и B такие, что A ⊂ B и B ⊂ A,
(всякий раз, когда происходит A, происходит и B, и всякий
раз, когда происходит B, происходит и A) в теории вероятнос-
тей неразличимы. Мы их отождествляем и записываем это так:
A = B.

Заметим, что понятие “влечет”, употребляемое по отношению
к случайным событиям, отличается от общепринятого в обы-
денной жизни, где событие A, влекущее событие B, во-первых,
происходит раньше во времени, и, во-вторых, выступает для B
в качестве причины. В теории вероятностей причинная зависи-
мость между A и B необязательна.

В семействе M наблюдаемых событий стохастического экс-
перимента выделяются два — достоверное событие (будем обо-
значать его U), оно происходит при каждой реализации стохас-
тического эксперимента, и невозможное — событие, которое не
происходит ни при одной реализации стохастического экспери-
мента (его обозначают V ). Например, в эксперименте, состоя-
щем в подбрасывании игральной кости, достоверными являются
события “число выпавших очков не превосходит шести”, “число
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выпавших очков меньше десяти”, невозможными являются со-
бытия “число выпавших очков на грани игральной кости равно
десяти”, “число выпавших очков кратно семи”. В теории вероят-
ностей все достоверные события отождествляют и рассматрива-
ют только одно достоверное событие, все невозможные события
также отождествляют и рассматривают только одно невозмож-
ное событие.

Далее, если событие A— наблюдаемое, то, естественно, собы-
тие, состоящее в том, что A не происходит, также наблюдаемое,
будем его называть противоположным событию A, и обозна-
чать A (при подбрасывании игральной кости событием, проти-
воположным событию A — “выпало четное число очков”, явля-
ется событие B — “выпало нечетное число очков”).

Если A и B — наблюдаемые события стохастического экспе-
римента, то событие, состоящее в том, что происходит хотя бы
одно из событий A или B — наблюдаемое, будем его называть
суммой событий A и B и обозначать A+B или A ∪B.

Если A и B — наблюдаемые события стохастического экс-
перимента, то событие, состоящее в том, что происходит как
событие A, так и событие B, также наблюдаемое, будем назы-
вать его произведением событий A и B и обозначать AB или
A ∩B (при подбрасывании пары монет произведением событий
A — “выпал хотя бы один герб” и B — “обе монеты легли одной
стороной” является событие “обе монеты легли гербами”).

Для наблюдаемых событий A и B событие, состоящее в том,
что A происходит, а B не происходит, также наблюдаемое, будем
его называть разностью событий A и B и обозначать A \ B
(при подбрасывании пары монет разностью событий A — “выпал
хотя бы один герб” и B — “монеты легли разными сторонами”
является событие “на обеих монетах выпал герб”).

События A и B будем называть несовместными, если AB =
= V (при подбрасывании игральной кости события A — “выпа-
ло четное число очков” и событие B — “выпало нечетное число
очков” несовместны).

Итак, класс M наблюдаемых событий стохастического экспе-
римента вместе с каждым наблюдаемым событием A содержит
событие A, противоположное A, вместе с каждой парой наблю-
даемых событий A и B содержит их сумму A∪B. Такое семейст-
во событий будем называть алгеброй наблюдаемых событий.

Проиллюстрируем еще раз введенные понятия суммы, про-
изведения, противоположного события, несовместных событий
на примере так называемой диаграммы Венна.
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Пример 1.2.1 (диаграмма Венна). Эксперимент состо-
ит в бросании наудачу точки в квадрат и наблюдении собы-
тий, состоящих в попадании точки в те или иные его подмно-
жества. Обозначим через A событие “точка попала в верти-
кальный прямоугольник”, а через B — “точка попала в горизон-
тальный прямоугольник”. Тогда наблюдаемые события A, B, A,
A∪B, A∩B, B\A состоят в попадании точки в соответству-
ющие заштрихованные области (см. рис. 1.2.1).

A B A

A A AB B B

Рис. 1.2.1: Диаграмма Венна

1.3 Исходы стохастического эксперимента

Среди наблюдаемых событий стохастического эксперимен-
та можно выделить “элементарные” (“неразложимые”, “недели-
мые”) события, которые мы будем называть исходами. Точнее,
наблюдаемое событие E мы будем называть исходом стохасти-
ческого эксперимента, если для любого другого наблюдаемого
события A либо E ⊂ A, либо E ∩ A = V (два последних соот-
ношения — формализованные условия “элементарности”, “нераз-
ложимости”). Совокупность всех исходов стохастического экспе-
римента будем обозначать E .

Примеры
1. Стохастический эксперимент состоит в подбрасывании

двух различимых монет. Исходы стохастического эксперимен-
та: “на первой монете выпал герб, на второй — герб”, “на первой
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монете выпал герб, на второй — решетка” и т. д. Каждое из пе-
речисленных событий для любого другого события либо влечет
его, либо несовместно с ним — является исходом стохастического
эксперимента.

2. Стохастический эксперимент состоит в подбрасывании иг-
ральной кости. Исходы стохастического эксперимента: “выпало
1 очко”, “выпало 2 очка”, . . . , “выпало 6 очков”. Каждое из этих
событий для любого другого наблюдаемого события либо влечет
его, либо несовместно с ним — является исходом стохастического
эксперимента.

3. Стохастический эксперимент состоит в бросании точки на
отрезок [0, 1]. Возможные исходы стохастического эксперимента:
“брошенная точка попала в точку a”, a ∈ [0, 1].

В дальнейшем для нас принципиально важным будет следу-
ющее утверждение, устанавливающее связь между элементар-
ными и наблюдаемыми событиями.

Каждое наблюдаемое событие A стохастического экспери-
мента можно описать некоторым подмножеством множест-
ва его исходов E , а именно, подмножеством тех исходов E,
которые влекут A:

A = {E : E ∈ E , которые влекут A}. (1.3.1)

Другими словами, каждое наблюдаемое событие A можно ин-
терпретировать (рассматривать) как подмножество множе-
ства E исходов стохастического эксперимента.

Пример. Стохастический эксперимент состоит в подбра-
сывании игральной кости. Описать множество исходов E сто-
хастического эксперимента; описать событие A — “выпало чет-
ное число очков” как подмножество E.

Ре ш ен и е. Множество исходов E = {“выпало 1 очко”, “вы-
пало 2 очка”, . . . , “выпало 6 очков”}.

Событие A — “выпало четное число очков” — описывается
подмножеством {“выпало 2 очка”, “выпало 4 очка”, “выпало 6
очков”} множества исходов E .

Из определений операций сложения, умножения, взятия про-
тивоположного события следует, что

A+B = {E : E ∈ E , которые влекут A или B},

AB = {E : E ∈ E , которые влекут A иB},

A = {E : E ∈ E , которые влекут A}.
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1.4 Частота события

Каждому стохастическому эксперименту соответствует па-
ра {E ,M}, в которой E описывает исходы эксперимента, M —
наблюдаемые события. Но пары {E ,M} явно недостаточно для
описания стохастического эксперимента. Как показывает опыт,
в стохастическом эксперименте одни события происходят “ча-
ще”, другие происходят “реже” — каждому наблюдаемому со-
бытию свойственна своя частота появления — в длинной серии
независимых экспериментов доля тех из них, в которых наблю-
дается данное событие, остается практически неизменной. Дру-
гими словами, если kn(A) — число тех экспериментов из n про-
веденных, в которых наступило событие A, то их доля

kn(A)

n
= νn(A) (1.4.1)

среди n, еще называемая частотой события A в последователь-
ности n экспериментов, при больших n практически неизмен-
на. На частоту νn(A) события A в последовательности n экс-
периментов естественно смотреть как на количественную меру
частоты его появления в n экспериментах.

События A, у которых частота kn(A)/n больше, происходят
чаще, события B, у которых частота kn(B)/n меньше, проис-
ходят реже. Например, в эксперименте, состоящем в подбрасы-
вании симметричной игральной кости, событие A — “одно очко
не выпало” происходит чаще события B — “одно очко выпало”;
в эксперименте, состоящем в подбрасывании симметричной мо-
неты до первого выпадения герба, событие D — “эксперимент
закончился на 1-м шаге” (герб выпал при первом же подбрасы-
вании) происходит гораздо чаще события C — “эксперимент за-
кончился на 10-м шаге” (9 раз подряд выпала решетка, и только
потом герб).

Непосредственно из определения частоты события в после-
довательности экспериментов, см. (1.4.1), получаем следующие
её свойства:

1◦ для каждого события A

νn(A) ≥ 0

(частота неотрицательна);



16 Глава 1. Стохастический эксперимент

2◦ для несовместных событий A и B

νn(A+B) = νn(A) + νn(B)

(частота аддитивна);
3◦ для достоверного события U

νn(U) = 1

(частота нормирована).
Заметим, что νn(A) может быть вычислена только после про-

ведения n экспериментов и, вообще говоря, меняется, если про-
вести другую серию экспериментов или изменить n.

Резюме. Итак, с каждым стохастическим экспериментом
мы связываем три объекта:

1◦ множество исходов E стохастического эксперимента;
2◦ алгебру наблюдаемых событий M стохастического экс-

перимента;
3◦ частоту νn(A) наблюдаемого события A в последователь-

ности экспериментов.



Глава 2

Математическая модель
стохастического
эксперимента

Мы будем строить математическую модель стохастического
эксперимента, вводя последовательно 1) модель совокупности
исходов E ; 2) модель алгебры наблюдаемых событий M; 3) мо-
дель частоты события в последовательности экспериментов.

2.1 Пространство элементарных событий

В качестве математической модели совокупности E исходов
стохастического эксперимента рассмотрим множество Ω, вообще
говоря, произвольное, но такое, что между исходами E совокуп-
ности всех исходов E стохастического эксперимента и элемента-
ми ω множества Ω можно установить взаимно однозначное со-
ответствие (другими словами, множество Ω такое, что каждый
исход E данного стохастического эксперимента можно обозна-
чить одним элементом ω из Ω и после этого в Ω не останется
элементов). Взаимно однозначное соответствие между исхода-
ми из E и элементами из Ω обозначим через K:

K : E → ω = K(E). (2.1.1)

Множество Ω называют пространством элементарных собы-
тий (пространством исходов) стохастического эксперимента,
а его элементы ω — элементарными событиями (исходами).

17
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Пространство элементарных событий Ω является мате-
матической моделью совокупности исходов стохастического
эксперимента, в том смысле, что каждый исход E стохастиче-
ского эксперимента описывается одним и только одним элемен-
том ω из Ω.

Проведение стохастического эксперимента интерпретируется
как случайный выбор точки ω из множества Ω.

З а м е ч а н и е. Для данного стохастического эксперимента
можно построить не одно пространство элементарных событий Ω.
Между этими пространствами естественным образом устанавли-
вается взаимно однозначное соответствие. Относительно выбора
Ω теория вероятностей не дает никаких правил и рекомендаций.

Пример 2.1.1 . Стохастический эксперимент состоит в
подбрасывании игральной кости. Предложить пространство
элементарных событий этого стохастического эксперимента.

Совокупностью исходов E стохастического эксперимента яв-
ляется {“выпало 1 очко”, “выпало 2 очка”, . . . , “выпало 6 очков”}.

В качестве пространства элементарных событий можно и
естественно рассмотреть множество Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, устано-
вив взаимно однозначное соответствие между E и Ω следующим
образом: “выпало 1 очко” ↔ 1, ”выпало 2 очка” ↔ 2, . . . , “выпало
6 очков” ↔ 6 (см. рис. 2.1.1).

1

2

3

4

5

6

“выпало 1 очко”

“выпало 2 очка”

“выпало 3 очка”

“выпало 6 очков”

“выпало 5 очков”

“выпало 4 очка”

Ω ε

Рис. 2.1.1: Иллюстрация к построению Ω
в примере 2.1.1
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2.2 Алгебра множеств

Теперь построим математическую модель алгебры наблюда-
емых событий стохастического эксперимента.

Каждое событие A из алгебры наблюдаемых событий M опи-
сывается подмножеством множества E исходов стохастического
эксперимента, а именно, подмножеством тех исходов, которые
влекут событие A:

A = {E : E ∈ E , которые влекут A}.
Между множеством исходов E и множеством Ω существует

взаимно однозначное соответствие

K : E → ω = K(E),

см. определение (2.1.1) отображения K и рисунок 2.2.1. Поэтому
каждому наблюдаемому событию A из M естественным образом
ставится в соответствие подмножество MA из Ω:

MA = {ω : ω ∈ Ω, для которых соответствующие E влекут A}
(см. также рис. 2.2.1). В терминах отображения K

A→ K(A) =MA, A ∈ M.

Класс всех подмножеств MA (A ∈ M) множества Ω обозначим
через A.

A

B

M
A

M
B

ε

Ω

Рис. 2.2.1: Иллюстрация к определению MA
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Класс A обладает следующими свойствами:
1◦ Для любого MA из A его дополнение MA также принад-

лежит A, поскольку

A→ K(A) =MA =MA.

2◦ Для любыхMA иMB из A их объединениеMA∪MB также
принадлежит A, поскольку

A ∪B → K(A ∪B) =MA∪B =MA ∪MB.

3◦ Для любых MA и MB из A их пересечение MA∩MB также
принадлежит A, поскольку

A ∩B → K(A ∩B) =MA∩B =MA ∩MB.

Класс подмножеств, обладающий свойствами 1◦ и 2◦, назы-
вают алгеброй.

Определение. Непустой класс A подмножеств пространст-
ва Ω будем называть алгеброй подмножеств Ω, если:

1◦ вместе с любым C из A его дополнение C также принад-
лежит A (класс A замкнут относительно операции дополнения);

2◦ вместе с любыми C и D из A их объединение C ∪D также
принадлежит A (класс A замкнут относительно операции объ-
единения).

Заметим, что из определения алгебры множеств следует, что
она замкнута и относительно операции пересечения.

Таким образом, взаимно однозначное соответствие K (см.
(2.1.1)) между элементами множеств E и Ω задает взаимно од-
нозначное соответствие между событиями алгебры наблюдае-
мых событий M и множествами некоторой алгебры A подмно-
жеств пространства Ω, причем оно обладает свойствами 1◦ – 3◦.
Поэтому алгебру подмножеств A пространства Ω естествен-
но рассматривать в качестве математической модели семей-
ства (алгебры) наблюдаемых событий M, в том смысле, что
каждое наблюдаемое событие из алгебры M однозначно описы-
вается некоторым (вполне определенным) подмножеством MA
из алгебры подмножеств A пространства Ω, при этом сумме со-
бытий из M соответствует объединение множеств из A, про-
изведению событий из M соответствует пересечение множеств
из A, противоположному событию из M соответствует допол-
нение множества из A, достоверному событию соответствует Ω,
а невозможному — ∅.

Проведение эксперимента интерпретируется как случайный
выбор точки ω из Ω. Если при этом ω ∈ MA, то мы говорим,



2.3. Вероятность 21

что произошло событие A, в противном случае — событие A не
произошло.

В дальнейшем множество MA из алгебры A, подмножеств Ω,
соответствующее событию A ∈ M, будем обозначать той же бук-
вой A, а подмножества Ω из A будем называть наблюдаемыми
событиями, или просто событиями.

Итак, на данном этапе построения математической модели
стохастического эксперимента под его математической моделью
будем понимать пару {Ω,A}, где Ω — пространство элементар-
ных событий — множество, вообще говоря, любой природы (мо-
дель семейства исходов стохастического эксперимента), A — ал-
гебра подмножеств пространства Ω — модель семейства M на-
блюдаемых событий.

Пример. Стохастический эксперимент состоит в подбра-
сывании пары различимых монет.

Предложить математическую модель семейства исходов
стохастического эксперимента, описать событие A — “моне-
ты легли разными сторонами” как подмножество простран-
ства элементарных событий.

В качестве пространства элементарных событий Ω естествен-
но рассмотреть Ω = {ГГ,ГР,РГ,РР}. Событие A — “монеты лег-
ли разными сторонами” опишется так: A = {ГР,РГ}.

2.3 Вероятность

Для завершения построения математической модели стохас-
тического эксперимента остается построить математическую мо-
дель частоты появления события.

В параграфе 1.4 в качестве количественной меры частоты на-
блюдаемого события A было предложено рассматривать частоту
νn(A) наблюдаемого события A в последовательности n экспе-
риментов. К сожалению эта количественная мера имеет недо-
статок: если провести другую серию экспериментов или изме-
нить n, то νn(A), вообще говоря, изменится — одному и тому
же наблюдаемому событию A, в зависимости от n или от серии
экспериментов, ставятся в соответствие различные числа νn(A),
что ставит под сомнение корректность использования νn(A) в
качестве количественной мерой частоты события A. Но, как по-
казывает опыт не одного поколения исследователей, частота
νn(A) наблюдаемого события A в последовательности экспери-
ментов обладает замечательными свойствами: при больших n
она практически неизменна — несущественно уклоняется от
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некоторого числа (частота устойчива) и с ростом n замет-
ные уклонения νn(A) от него встречаются все реже (частота
стабилизируется). Например, в экспериментах, проведенных
Ж. Бюффоном и К. Пирсоном и состоящих в подбрасывании
монеты, частота выпадения герба в последовательности экспе-
риментов вела себя, как указано в табл. 2.3.1.

Та бл и ц а 2.3.1

Экспери- Число под- Число выпа - Частота
ментатор брасываний дений герба

Ж. Бюффон 4040 2048 0,5080
К. Пирсон 12 000 6019 0,5016
К. Пирсон 24 000 12 012 0,5005

Свойства устойчивости и стабилизации частоты νn(A) в после-
довательности экспериментов дает основание предположить су-
ществование предела lim

n
νn(A) (обозначим его ν(A)). Предел

lim
n
νn(A) = ν(A),

если бы его существование было гарантировано, и был бы той
количественной мерой частоты появления события A, которая
для каждого события A определялась бы однозначно — не за-
висела от серии и от числа экспериментов в серии. При этом
предел ν(A) обладал бы следующими свойствами:

1◦ для каждого события A

ν(A) ≥ 0

(неотрицательность ν);
2◦ для несовместных событий A и B

ν(A+B) = ν(A) + ν(B)

(аддитивность ν);
3◦ если U — достоверное событие, то

ν(U) = 1

(нормированность ν).
Но в рамках математической теории невозможно установить

существование предела частоты νn(A) события A в последова-
тельности экспериментов — это невозможно сделать в принципе.
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И коль скоро, к сожалению, это так, поступим следующим обра-
зом. Постулируем для каждого наблюдаемого события A суще-
ствование числа P(A), что представляется вполне естественным,
учитывая экспериментально установленный факт устойчивости
частоты νn(A) события A, причем так, чтобы набор чисел P(A),
A ∈ M, обладал свойствами, которые имел бы

lim
n
νn(A) = ν(A),

если бы его существование было гарантировано (см. свойства
1◦ – 3◦ предела ν(A)), а именно:

1◦ для каждого события A

P(A) ≥ 0

(неотрицательность P);
2◦ для несовместных событий A и B

P(A+B) = P(A) + P(B)

(аддитивность P);
3◦ если U — достоверное событие, то

P(U) = 1

(нормированность P).
Число P(A) будем называть вероятностью события A, а на-

бор чисел P(A) (A ∈ M), точнее функцию P(A) на M, будем
называть вероятностью на M. Существование вероятности пос-
тулируется для каждого наблюдаемого события вне зависимости
от того, проводилась серия независимых экспериментов или нет.

Для формального определения вероятности нам понадобятся
следующие определения.

Функция множества. Если каждому подмножеству A из
некоторого класса A подмножеств Ω поставлено в соответствие
число W (A), возможно равное +∞ или −∞, то будем говорить,
что на классе A задана функция множества со значениями
в [−∞,+∞].

Определение. Функцию множества W со значениями в
[−∞,+∞], заданную на классе подмножеств A, будем называть
конечно-аддитивной, если она принимает бесконечные значения
только одного знака и для любого конечного набора попарно не-
пересекающихся множеств Ai (Ai ∈ A, Ak ∩Aj = ∅, k ̸= j) таких,
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что
n∪

i=1
Ai ∈ A,

W

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

W (Ai).

Определение. Функцию множества W со значениями в
[−∞,+∞], заданную на классе подмножеств A, будем называть
счетно-аддитивной, если она принимает бесконечные значения
только одного знака и для любого счетного набора попарно непе-
ресекающихся множеств Ai (Ai ∈ A, Ak ∩ Aj = ∅, k ̸= j) таких,

что
∞∪
i=1

Ai ∈ A

W

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

W (Ai).

Аддитивные функции естественным образом возникают на
практике. Приведем несколько примеров:

1. Длина. Каждому промежутку [ai, bi) прямой R1 ставится
в соответствие его длина:

L([ai, bi)) = bi − ai.

Если при этом [ai, bi) ∩ [aj , bj) = ∅, i ̸= j, то

L

(∪
i

[ai, bi)

)
=
∑
i

L([ai, bi)).

2. Площадь. Каждой части Qi области Q ставится в соот-
ветствие ее площадь S(Qi). Если при этом Qi ∩ Qj = ∅, i ̸= j,
то

S

(∪
i

Qi

)
=
∑
i

S(Qi).

3. Число жителей. Каждой части Si данного географи-
ческого района S (Si ⊂ S) ставится в соответствие количество
k(Si) жителей этого района. Если при этом Si ∩ Sj = ∅, i ̸= j, то

k

(∪
i

Si

)
=
∑
i

k(Si).
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4. Расстояние. Каждой части ti промежутка времени t ста-
вится в соответствие расстояние L(ti), которое пролетел само-
лет. Если при этом ti ∩ tj = ∅, i ̸= j, то

L

(∪
i

ti

)
=
∑
i

L(ti).

5. Число телефонных вызовов. Каждой части ti вре-
менного промежутка t ставится в соответствие число n(ti) те-
лефонных вызовов на АТС за промежуток ti. Если при этом
ti ∩ tj = ∅, i ̸= j, то

n

(∪
i

ti

)
=
∑
i

n(ti).

6. Примеры неаддитивных функций множества. Рас-
смотрим металлический стержень, например, единичной длины.
Один конец его поместим в точку 0, другой — в точку 1. Бу-
дем считать, что температура стержня установилась, например,
25 по Цельсию. Рассмотрим функцию множества T — каждой
части стержня поставим в соответствие ее температуру. Тогда
T ([0, 1/2]) = 25, T ([1/2, 1]) = 25, T ([0, 1]) = 25. При этом

25 = T ([0, 1/2]∪ [1/2, 1]) ̸= T ([0, 1/2])+T ([1/2, 1]) = 25+25 = 50.

Так что температура как функция множества не аддитивна.
Цена ткани. Каждому отрезу (части) ткани ставится в со-

ответствие число — его цена. Как правило, цена рулона (опта)
меньше суммарной цены частей. Так что цена, вообще говоря,
не является аддитивной функцией.

Вероятность. Изложенные выше соображения и факты при-
водят к следующему формальному определению вероятности
как математической модели частоты события в последователь-
ности экспериментов.

Определение. Неотрицательную счетно-аддитивную нор-
мированную функцию множества, заданную на алгебре подмно-
жеств A пространства Ω, будем называть вероятностью на A.

Другими словами, вероятность P — это функция множества
со значениями в R1, заданная на алгебре A подмножеств прост-
ранства Ω, такая, что:
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1◦ для каждого A ∈ A

P(A) ≥ 0

(вероятность неотрицательна);
2◦ для любых Ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , таких, что Ak ∩ Aj = ∅,

k ̸= j, и
∞∪
j=1

Aj ∈ A

P

( ∞∪
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

P(Aj)

(вероятность счетно-аддитивна);
3◦ для достоверного события Ω

P(Ω) = 1

(вероятность — нормированная функция множества).
Свойство 1◦ вероятности (неотрицательность) — постулиро-

ванное свойство неотрицательности частоты (νn(A) ≥ 0 для
каждого события A).

Свойство 2◦ вероятности (счетная аддитивность) — посту-
лированное свойство аддитивности частоты (для несовместных
событий A и B значение νn(A + B) = νn(A) + νn(B)), но уси-
ленное — вероятность объединения непересекающихся событий
равна сумме вероятностей не только для объединения конечно-
го числа непересекающихся событий, но и для объединения их
счетного числа.

Свойство 3◦ вероятности (нормированность) — постулиро-
ванное свойство нормированности частоты: νn(U) = 1.

Вероятности, как правило, обозначают большими латински-
ми буквами P,Q,F,G.

В частности, если Ω = Rn, то вероятность называют ве-
роятностным распределением или распределением вероятнос-
тей на Rn.

О задании вероятности на σ-алгебре. Вероятность, за-
данную на алгебре A подмножеств Ω, всегда, без дополнитель-
ных предположений, можно считать заданной на более широком
классе F подмножеств пространства Ω, содержащем алгебру A,
на так называемой наименьшей σ-алгебре, содержащей алгеб-
ру A. Поэтому в дальнейшем мы всегда будем считать вероят-
ность заданной на σ-алгебре.

Определение. Непустой класс F подмножеств Ω будем на-
зывать σ-алгеброй, если
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1◦ для каждого A ∈ F и A ∈ F,

2◦ для любых Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , и
∞∪
i=1

Ai ∈ F.

В дальнейшем вероятностью будем называть неотрицатель-
ную счетно-аддитивную нормированную функцию множества,
заданную на σ-алгебре F подмножеств Ω.

Определение. Тройку {Ω,F,P}, где Ω — пространство эле-
ментарных событий (множество произвольной природы); F —
σ-алгебра подмножеств пространства Ω; P — вероятность на F,
будем называть вероятностным пространством.

Вероятностное пространство {Ω,F,P} является математичес-
кой моделью стохастического эксперимента. При этом Ω — прост-
ранство элементарных событий — является математической мо-
делью семейства исходов стохастического эксперимента; F —
σ-алгебра подмножеств пространства Ω — является математи-
ческой моделью алгебры наблюдаемых событий стохастического
эксперимента (множества из F еще называют событиями); P —
вероятность на F — является математической моделью частоты
νn(A) события A (A ∈ M) в последовательности экспериментов.

З а м е ч а н и е 1. События — это те подмножества множества
исходов Ω, для которых можно говорить о их вероятностях.

З а м е ч а н и е 2. Значения вероятности на одноточечных мно-
жествах {ω} будем обозначать через P(ω), т. е. P({ω}) = P(ω).

Пример. Бросают две различимые симметричные монеты.
Предложить математическую модель этого стохастического
эксперимента.

В качестве пространства элементарных событий естественно
рассмотреть Ω = {ГГ,ГР,РГ,РР}, а в качестве σ-алгебры F на-
блюдаемых событий — класс всех подмножеств Ω. Вероятность
на F зададим так. Сначала из соображений симметрии зададим
вероятности элементарных событий: P (ГГ) = 1/4, P (ГР) = 1/4,
P (РГ) = 1/4, P (РР) = 1/4. Для любого другого A ∈ F (любо-
го подмножества Ω) определим P (A) как сумму вероятностей
элементарных событий, входящих в A. Легко проверить, что
определенная таким образом функция множества удовлетворя-
ет всем аксиомам вероятности.

Тем самым математическая модель стохастического экспери-
мента — вероятностное пространство — построена.

О двойственной терминологии в теории вероятнос-
тей. В связи с приведенным выше построением теоретико-мно-
жественной модели стохастического эксперимента в теории ве-
роятностей сложилась двойственная терминология — теорети-
ко-множественная и теоретико-вероятностная. Основой словаря,
связывающего эти две терминологии, является табл. 2.3.1.
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Та б ли ц а 2.3.1. Словарь

Язык теории множеств Язык теории вероятностей
Пространство Ω Достоверное событие
ω — точка из Ω Исход стохастического

эксперимента
∅ — пустое множество Невозможное событие
A — подмножество Ω, A ∈ F A — событие
Множество A является Событие A влечет событие B
подмножеством B (A,B ∈ F)
C — объединение множеств C — сумма событий A и B
A и B из F
C — пересечение множеств C — произведение событий
A и B из F A и B
A — дополнение A (A ∈ F) A — событие, противополож-

ное к A
C — разность множеств A и B C — разность событий A и B
(A,B ∈ F)
A и B не пересекаются (A,B ∈ F) События A и B несовместны

О приложениях. Подчеркнем следующий важный факт.
Допустим, что мы хотим применить теорию вероятностей для
вычисления (определения) вероятности некоторого физическо-
го события. Тогда расчет, основанный на модели {Ω,F,P}, будет
верным, если адекватно (правильно) определены пространство
элементарных событий Ω, σ-алгебра событий F и вероятность
на F. Задача выбора модели {Ω,F,P} не может быть решена в
рамках теории вероятностей как математической науки (напри-
мер, невозможно доказать, что вероятность выпадения “герба”
при подбрасывании симметричной монеты равна 1/2 — это эм-
пирический факт). Но когда выбор сделан, можно, по меньшей
мере в принципе, найти вероятность любого события из σ-алгеб-
ры F.

Сделать заключение об адекватности выбора математичес-
кой модели {Ω,F,P} стохастическому эксперименту, т. е. о пра-
вильности выбора множества элементарных событий Ω, σ-ал-
гебры наблюдаемых событий F и вероятности P на σ-алгебре
F можно, сравнивая выводы, полученные из модели {Ω,F,P},
с результатами стохастического эксперимента. Такое сравнение
можно сделать, в частности, используя методы математической
статистики.
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2.4 Примеры и задачи

Примеры
Пример 2.4.1 . В лифте 7 пассажиров, лифт останавли-

вается на 10 этажах. Для каждого пассажира фиксируется
номер этажа, на котором он вышел. Построить пространс-
тво элементарных событий Ω. Описать как подмножество Ω
событие A — “все пассажиры вышли на разных этажах”.

Ре ш е ни е. Каждому пассажиру поставим в соответствие
номер этажа, на котором он вышел. Пространство Ω состоит из
последовательностей длиной 7, составленных из 10 чисел (но-
меров этажей, на которых останавливается лифт); событие A
описывается последовательностями, состоящими из различных
чисел.

Пример 2.4.2. В урне находится один шар, о котором из-
вестно, что он или белый, или черный. В урну положили белый
шар, а потом после тщательного перемешивания взяли один
за другим оба шара. Предложить пространство элементарных
событий Ω этого стохастического эксперимента. Описать как
подмножества Ω события: A1 — “первым выбран белый шар”,
A2 — “вторым выбран белый шар”.

Ре ш е ни е. Можно предложить по меньшей мере два прост-
ранства элементарных событий. Если обозначить белый шар че-
рез W , черный — через B, то пространством элементарных со-
бытий стохастического эксперимента будет

Ω = {WW,WB,BW}.

Если белый шар, который кладется в урну, пометить, например,
звездочкой и обозначить черезW ∗, то пространством элементар-
ных событий будет

Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

Событие A1 как подмножество Ω опишется так: {WW,WB},
а как подмножество Ω∗ — так: {WW ∗,W ∗W,W ∗B}. Событие A2

как подмножество Ω опишется следующим образом: {WW,BW},
а как подмножество Ω∗ — так: {WW ∗,W ∗W,BW ∗}.

Задачи
2.1. Игральную кость подбрасывают дважды. Построить про-

странство элементарных событий Ω. Описать как подмножества
Ω события: A — “сумма выпавших очков равна 8”; B — “хотя бы
один раз выпадет 6”; C — “при первом подбрасывании выпадет
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четное число очков”; D — “при обоих подбрасываниях выпадет
нечетное число очков”.

2.2. Подбрасывают монету, а после этого игральную кость.
Построить пространство элементарных событий Ω. Описать как
подмножества Ω события: A — “выпал герб”; B — “выпала циф-
ра 5”.

2.3. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5 сначала выбирают одну, а потом из
четырех оставшихся — другую. Построить пространство элемен-
тарных событий Ω. Описать как подмножества Ω события: A —
“на первом шаге выбрана четная цифра”, B — “на втором шаге
выбрана четная цифра”.

2.4. Из партии, содержащей N изделий, среди которых M
бракованных, наудачу выбирают n изделий (n ≤ N−M,n ≤ M).
Построить пространство элементарных событий Ω. Описать как
подмножество Ω событие A — “среди выбранных изделий име-
ется ровно m бракованных”.

2.5. Игральную кость последовательно подбрасывают n раз.
Предложить пространство элементарных событий Ω. Описать
как подмножество Ω событие A — “выпадет n1 единиц, n2 двоек,
. . . , n6 шестерок” (n1 + n2 + . . .+ n6 = n).

2.6. В наудачу выбранной группе, состоящей из r (r ≤ 12)
студентов, интересуемся их месяцами рождения. Предложить
пространство элементарных событий Ω. Описать как подмно-
жеcтва Ω события: A — “хотя бы два студента родились в одном
месяце”, B — “только один студент родился в сентябре”, C — “хо-
тя бы один студент родился в сентябре”, D — “ни один студент
не родился в сентябре”.

2.7. Подбрасывают три игральные кости. Предложить про-
странство элементарных событий Ω. Описать как подмножества
Ω события: A — “единица выпадет только на одной игральной
кости”, B — “шестерка выпадет только на двух костях”, C — “на
всех костях выпадут разные грани”, D — “на костях выпадет
одинаковое число очков”.

2.9. Каждая из n различимых частиц попадает в одну из m
ячеек. Предложить пространство элементарных событий Ω. Опи-
сать как подмножество Ω событие A— “в первую ячейку попадет
k1 частиц, во вторую — k2, и т. д., в m-ю — km”.

Р е ш е н и е. Каждой частице поставим в соответствие номер
ячейки, в которой она оказалась. Ω — множество всех последо-
вательностей длиной n, образованных числами 1, 2, . . . ,m. Со-
бытие A описывается последовательностями "длиной-n, состав-
ленными из k1 единиц, k2 двоек, . . . , km чисел m.



Глава 3

Свойства вероятности

3.1 Следствия из определения
вероятности

Приводимые далее свойства вероятности непосредственно
следуют из определения вероятности как неотрицательной счетно-
аддитивной нормированной функции множества.

Теорема. Вероятность невозможного события равна ну-
лю:

P(∅) = 0.

До к а з а т е л ь с т в о. Из равенства Ω = Ω∪∅∪∅∪ . . . , в силу
счетной аддитивности вероятности имеем

P(Ω) = P(Ω ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .) = P(Ω) + P(∅) + P(∅) + . . .

Поскольку P(Ω) = 1 (свойство нормированности вероятности),
то ряд в правой части сходится абсолютно, что возможно только
когда P(∅) = 0.

Следствие 1. Вероятность является конечно-аддитивной
функцией множества: если Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j, i, j = 1, 2, . . . , n,
то

P

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

Утверждение достаточно установить для двух событий. Если
A ∩B = ∅, то из очевидного равенства

A ∪B = A ∪B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . ,

31
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счетной аддитивности вероятности и равенства P(∅) = 0 полу-
чаем

P(A ∪B) = P(A ∪B ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .) =
= P(A) + P(B) + P(∅) + P(∅) + . . . = P(A) + P(B).

Следствие 2 (ограниченность вероятности). Вероят-
ность любого события A не превосходит 1:

P(A) ≤ 1.

Действительно, из равенства Ω = A ∪ A и аддитивности ве-
роятности имеем 1 = P(A) + P(A). А так как вероятность неот-
рицательна, то

P(A) ≤ 1.

Теорема (о вероятности разности событий). Если
A ⊂ B (A,B ∈ F), то

P(B \A) = P(B)− P(A)

(вероятность разности событий B и A (A ⊂ B) равна разнос-
ти их вероятностей).

До к а з а т е л ь с т в о. Так как A ⊂ B, то

B = A ∪ (B \A),

причем A ∩ (B \ A) = ∅. Поэтому в силу аддитивности вероят-
ности имеем

P(B) = P(A) + P(B \A).
Отсюда

P(B \A) = P(B)− P(A).

Следствие 1 (вероятность противоположного собы-
тия). Вероятность события A, противоположного событию A,
равна 1− P(A):

P(A) = 1− P(A).

Достаточно заметить, что A = Ω \A.
Следствие 2 (монотонность вероятности). Если

A ⊂ B, то
P(A) ≤ P(B).

Так как вероятность неотрицательна, то

P(B)− P(A) = P(B \A) ≥ 0.
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Поэтому
P(A) ≤ P(B).

Теорема (сложения). Для любых событий A и B

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

До к а з а т е л ь с т в о. Представим множество A ∪B в виде
A ∪B = A ∪ (B \ (A ∩B)),

при этом A ∩ (B \ (A ∩ B)) = ∅. Отсюда, в силу аддитивности
вероятности и теоремы о вероятности разности событий, полу-
чаем

P(A ∪B) = P(A ∪ (B \ (A ∩B))) =

= P(A) + P(B \ (A ∩B)) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

Из теоремы сложения (последовательно применяя ее) полу-
чаем.

Следствие 1.
P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An−1 ∪An) =

=
∑

1≤i1≤n

P (Ai1)−
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩Ai2) + . . .+

+(−1)k−1
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) + . . .+

+(−1)n−1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain) .

Следствие 2 (свойство полуаддитивности вероятнос-
ти). Для любых событий Ai, i = 1, 2, . . . , n

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).

Доказательство. Для двух событий A1 и A2 из равенства
P(A1 ∪A2) = P(A1) + P(A2)− P(A1 ∩A2)

имеем
P(A1 ∪A2) ≤ P(A1) + P(A2)

Из последнего неравенства для любого n имеем

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).
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3.2 Непрерывность вероятности

Конечно-аддитивная функция множества, вообще говоря, не
является счетно-аддитивной (это иллюстрирует приводимый да-
лее пример). В связи с этим возникает вопрос: какие условия
необходимо наложить на конечно-аддитивную функцию, чтобы
она стала счетно-аддитивной?

Пример конечно-аддитивной, но не счетно-аддитив-
ной функции. Пусть Ω — множество рациональных чисел про-
межутка [0; 1]. Для каждой пары чисел a, b ∈ Ω (a ≤ b) через
Aa,b обозначим множество рациональных чисел промежутка с
концами a и b, в частности, может быть и a = b (концы могут
как принадлежать, так и не принадлежать промежутку). Ко-
нечные объединения непересекающихся множеств Aa,b образуют
алгебру (обозначим ее через A).

На алгебре A определим функцию множества P. Для мно-
жества Aa,b значение

P (Aa,b) = b− a.

Значение P на множестве

B =
n∪

i=1

Aai,bi , Aai,bi ∩Aaj ,bj = ∅, i ̸= j,

определим равенством

P(B) = P

(
n∪

i=1

Aai,bi

)
=

n∑
i=1

P (Aai,bi) =
n∑

i=1

(bi − ai).

Так определенная на A функция множества P конечно-адди-
тивна (в этом убеждаемся непосредственной проверкой), но не
счетно-аддитивна.

Счетное множество Ω рациональных чисел промежутка [0; 1]
можно представить в виде объединения счетного числа одното-
чечных множеств:

Ω =

∞∪
i=1

{ri}.

Если предположить, что P счетно-аддитивна, то

P(Ω) = P

( ∞∪
i=1

{ri}

)
=

∞∑
i=1

P({ri}).
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Но, тогда, учитывая, что P (Aa,b) = b− a, с одной стороны

P(Ω) =
∞∑
i=1

P({ri}) =
∞∑
i=1

(ri − ri) = 0.

а с другой,
P(Ω) = P (A0,1) = 1− 0 = 1

Так что предположение о счетной аддитивности P приводит
к противоречию: 1 = 0.

Приводимое далее свойство непрерывности конечно-аддитив-
ной функции множества эквивалентно свойству счетной адди-
тивности.

Определение. Последовательность множеств {Ai} будем на-
зывать возрастающей, если

Ai ⊂ Ai+1, i = 1, 2, . . .

Последовательность множеств {Ai} будем называть убываю-
щей, если

Ai+1 ⊂ Ai, i = 1, 2, . . .

Теорема 3.2.1 (непрерывность вероятности). Пусть
P — неотрицательная конечно-аддитивная нормированная
функция множества, заданная на σ-алгебре F подмножеств
пространства Ω. Следующие четыре утверждения являются
эквивалентными:

1◦ P — счетно-аддитивна;
2◦ для любой возрастающей последовательности {Ai}

(Ai ∈ F)

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= lim

n
P(An);

3◦ для любой убывающей последовательности {Ai} (Ai ∈ F)

P

( ∞∩
i=1

Ai

)
= lim

n
P(An);

4◦ для любой убывающей последовательности {Ai} (Ai ∈ F)

такой, что
∞∩
i=1

Ai = ∅

lim
n

P(An) = 0.
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До к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать, что 1◦ ⇒ 2◦ ⇒
⇒ 3◦ ⇒ 4◦ ⇒ 1◦.

Покажем, что из 1◦ ⇒ 2◦.
Пусть P — счетноаддитивная функция и {Ai} — возрастаю-

щая последовательность множеств. Очевидно,

∞∪
i=1

Ai =

∞∪
i=1

(Ai \Ai−1), где A0 = ∅,

причем
(Ak \Ak−1) ∩ (Aj \Aj−1) = ∅, k ̸= j.

В силу счетной аддитивности P

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= P

( ∞∪
i=1

(Ai \Ai−1)

)
=

∞∑
i=1

P(Ai \Ai−1) =

= lim
n

n∑
i=1

P(Ai \Ai−1) = lim
n

n∑
i=1

(P(Ai)− P(Ai−1)) = lim
n

P(An).

Установим, что из 2◦ ⇒ 3◦.
Пусть имеет место утверждение 2◦. Если {Ai} — убываю-

щая последовательность, то {Ai} — возрастающая последова-
тельность множеств и поэтому для {Ai} (в силу 2◦) имеем

P

( ∞∪
n=1

An

)
= lim

n
P(An).

А так как

lim
n

P(An) = lim
n
(1− P(An)) = 1− lim

n
P(An),

P

( ∞∪
n=1

An

)
= P

( ∞∩
n=1

An

)
= 1− P

( ∞∩
n=1

An

)
,

то

P

( ∞∩
n=1

An

)
= lim

n
P(An).
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Из 3◦ ⇒ 4◦, поскольку утверждение 4◦ — частный случай
утверждения 3◦.

Покажем, что из 4◦ ⇒ 1◦.
Пусть имеет место утверждение 4◦ и {Ai} — последователь-

ность непересекающихся множеств из F (Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j).
Поскольку P — конечно-аддитивная функция, то

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
= P

((
n−1∪
i=1

Ai

)
∪

( ∞∪
i=n

Ai

))
=

= P

(
n−1∪
i=1

Ai

)
+ P

( ∞∪
i=n

Ai

)
=

n−1∑
i=1

P(Ai) + P

( ∞∪
i=n

Ai

)
.

Так что

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

n−1∑
i=1

P(Ai) + P

( ∞∪
i=n

Ai

)
. (3.2.1)

Множества

Bn =
∞∪
i=n

Ai, n = 1, 2, . . . ,

образуют убывающую последовательность, причем
∞∩
n=1

Bn = ∅.

Поэтому в силу предположения 4◦

lim
n

P

( ∞∪
i=n

Ai

)
= 0.

Для завершения доказательства достаточно в равенстве (3.2.1)
перейти к пределу при n→ ∞.

С л е д с т в и е. Вероятность является счетно-полуаддитив-
ной функцией множества: для любой последовательности со-
бытий Ai, i = 1, 2, . . .

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

P(Ai). (3.2.2)
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Доказательство. Для любого конечного n

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai) (3.2.3)

(см. следствие из теоремы сложения). Далее, события

Bn =

n∪
i=1

Ai, n = 1, 2, . . . ,

образуют монотонно возрастающую последовательность и

∞∪
i=1

Ai =

∞∪
n=1

Bn.

Поэтому переходя в равенстве (3.2.3) к пределу при n → ∞ и
пользуясь свойством непрерывности вероятности получим (3.2.2).

З а м е ч а н и е. Теорема имеет место не только для нормиро-
ванной функции множества (P(Ω) = 1), но и для ограниченной
(P(Ω) <∞).

3.3 Условная вероятность

Условная частота. Пусть A и B — наблюдаемые события
стохастического эксперимента. Проведем стохастический экспе-
римент n раз, при этом kn(B) раз произошло событиеB, и kn(AB)
раз — событие A вместе с событием B. Частоту события A в
последовательности тех экспериментов, в которых произошло
событие B:

kn(AB)/kn(B)

будем называть условной частотой события A относительно со-
бытия B в последовательности n экспериментов и будем обозна-
чать νn(A/B). Так что по определению

νn(A/B) =
kn(AB)

kn(B)
.

При фиксированном B условная частота νn(A/B), как функ-
ция A, обладает всеми свойствами частоты:
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1◦ для каждого события A

νn(A/B) ≥ 0

(условная частота неотрицательна);
2◦ для несовместных событий A1 и A2

νn((A1 +A2)/B) = νn(A1/B) + νn(A2/B)

(условная частота аддитивна);
3◦ если U — достоверное событие, то

νn(U/B) = 1

(условная частота нормирована).
Так же, как частоте νn(A) события A в последовательнос-

ти экспериментов соответствует вероятность P(A), являющаяся
математической моделью частоты νn(A), частоте νn(A/B) со-
ответствует вероятность P(A/B), являющаяся математической
моделью условной частоты νn(A/B). Вероятность P(A/B) бу-
дем называть условной вероятностью события A относительно
события B.

Очевидно,

νn(A/B) =
kn(AB)

kn(B)
=
kn(AB)/n

kn(B)/n
=
νn(AB)

νn(B)
.

Поэтому, определяя условную вероятность P(A/B) как матема-
тическую модель условной частоты νn(A/B) события A относи-
тельно B, естественно потребовать, чтобы условная и безуслов-
ная вероятности были связаны соотношением

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

А если вероятность P уже задана, то на последнее равенство
можно смотреть как на определение условной вероятности со-
бытия A относительно события B.

Определение. Пусть {Ω,F,P} — вероятностное пространс-
тво, B ∈ F, P(B) > 0. Условной вероятностью P(A/B) со-
бытия A относительно события B будем называть отношение
P(A ∩B)/P(B), т. е.

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
.



40 Глава 3. Свойства вероятности

Для условной вероятности P(A/B) события A относитель-
но B также используют обозначение PB(A).

Вероятность как количественная мера прогноза. В ма-
тематической модели {Ω,F,P} стохастического эксперимента ве-
роятность p = P(A) события A является математической моде-
лью частоты νn(A) появления события A в последовательности
независимых экспериментов. На вероятность p = P(A) события
A часто смотрят как на количественную меру прогноза появ-
ления события A, в том смысле, что в достаточно “длинной”
серии экспериментов частота νn(A) появления события A будет
“близка” к p. Условную вероятность p′ = PB(A) события A отно-
сительно события B можно интерпретировать как количествен-
ную меру прогноза появления события A, если известно, что
произошло событие B. В длинной серии экспериментов услов-
ная частота νn(A/B) события A, вычисленная по совокупности
тех экспериментов, в которых произошло событие B, будет близ-
ка к p′.

Дальтонизм и пол (вероятностная интерпретация).
Часть людей не различает цвета (как правило, красный и зе-
леный) — страдает дальтонизмом. Процент людей, страдающих
дальтонизмом, составляет 2,625%. Известно, что дальтонизм свя-
зан с полом, а именно — процент дальтоников среди мужчин ра-
вен 5%, среди женщин — 0,25%. Этим данным можно дать сле-
дующую вероятностную интерпретацию. Рассматривается сто-
хастический эксперимент: случайно выбирают человека и клас-
сифицируют его по полу (M — “мужчина”, F — “женщина”) и по
отношению к дальтонизму (D — “дальтоник”, D — “не дальто-
ник”). Тогда в длинной серии экспериментов частота события D
“близка” к 0, 02625. Частота события D, если произошло собы-
тие M — частота дальтоников, подсчитанная среди мужчин —
“близка” к 0,05, а частота события D, если произошло событие
событие F — частота дальтоников, подсчитанная среди женщин
— “близка” к 0,0025. Эти числа естественно рассматривать в ка-
честве вероятностей (и количественной меры прогноза) соответ-
ствующих событий в эксперименте, состоящем в случайном вы-
боре человека и классификации его по полу и по отношению к
дальтонизму:

P(D) = 0,02625; P(D/M) = 0,05; P(D/F ) = 0,0025.

Как видно, прогноз события D — “дальтоник” существенно ме-
няется в зависимости от дополнительной информации вида “про-
изошло событие M ”, “произошло событие F ”.
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Пространство {B,FB,PB}. Пусть F — σ-алгебра подмно-
жеств Ω, B ∈ F. Обозначим через FB класс подмножеств про-
странства Ω вида B ∩ A, A ∈ F (FB состоит из подмножеств
σ-алгебры F содержащихся в B). Легко проверить, что класс
FB является σ-алгеброй подмножеств множества B.

Теорема 3.3.1 (о пространстве {B,FB,PB}). Пусть
{Ω,F,P} — вероятностное пространство, B ∈ F — произволь-
ное, но фиксированное множество и P(B) > 0. Функция мно-
жества PB(·), заданная на F равенством

PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)
,

является вероятностью на F.
Тройка {B,FB,PB} является вероятностным пространст-

вом.
До к а з а т е л ь с т в о. Проверим, что PB удовлетворяет трем

аксиомам вероятности.
Очевидно, PB — неотрицательная и нормированная.
Убедимся, что PB — счетно-аддитивная. Пусть последова-

тельность множеств {Ai} из F такая, что Ai ∩Aj = ∅ при i ̸= j,
тогда

PB

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

P

(( ∞∪
i=1

Ai

)
∩B

)
P (B)

=

P

( ∞∪
i=1

(Ai ∩B)

)
P (B)

=

=

∞∑
i=1

P(Ai ∩B)

P(B)
=

∞∑
i=1

PB(Ai).

Чтобы убедиться, что {B,FB,PB} является вероятностным
пространством, достаточно заметить, что PB является неотри-
цательной счетно-аддитивной нормированной функцией на FB.

Теорема (формула умножения). Для любых событий A
и B ∈ F таких, что P(A) > 0,P(B) > 0,

P(A ∩B) = P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A).

Это очевидным образом следует из равенств

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
, P(B/A) =

P(A ∩B)

P(A)
.
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Теорема допускает обобщение. Пусть A1, A2, . . . , An — та-
кие события, что P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1) > 0, тогда

P(An ∩An−1 ∩ . . . ∩A2 ∩A1) =

= P(An/(An−1 ∩ . . . ∩A2 ∩A1))×

×P(An−1/(An−2 ∩An−3 ∩ . . . ∩A2 ∩A1))× . . .× P(A2/A1)P(A1).

Формула полной вероятности. Будем говорить, что со-
бытия B1, B2, . . . , Bn образуют полную группу событий, если,
во-первых,

Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j.

и, во-вторых,
n∪

i=1

Bi = Ω.

Теорема (формула полной вероятности). Пусть Bi,
i = 1, 2, . . . , n, — полная группа событий, причем P(Bi) > 0,
i = 1, 2, . . . , n. Тогда для любого события A

P(A) =
n∑

i=1

P(A/Bi)P(Bi). (3.3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись тем, что Ω =
n∪

i=1
Bi,

представим событие A в виде

A = A ∩ Ω = A ∩

(
n∪

i=1

Bi

)
=

n∪
i=1

(A ∩Bi) .

причем
(A ∩Bi) ∩ (A ∩Bj) = ∅, i ̸= j,

поскольку Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j. Поэтому

P(A) = P

(
n∪

i=1

(A ∩Bi)

)
=

n∑
i=1

P(A ∩Bi) =
n∑

i=1

P(A/Bi)P(Bi).
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З а м е ч а н и е. При вычислении P(A) зачастую проще вычис-
лить P(A/Bi) и P(Bi), i = 1, 2, . . . , n, для некоторой полной груп-
пы событий {Bi}, а затем воспользоваться формулой полной ве-
роятности (3.3.1).

Формула полной вероятности справедлива и для счетной пол-
ной группы событий.

Теорема (формулы Байеса). Пусть Bi, i = 1, 2, . . . , n, —
полная группа событий, причем P(Bi) > 0, i = 1, 2, . . . , n. Тогда
для любого события A (P(A) > 0)

P(Bi/A) =
P(A/Bi)P(Bi)

n∑
k=1

P(A/Bk)P(Bk)

, i = 1, 2, . . . , n.

До к а з а т е л ь с т в о.

P(Bi/A) =
P(Bi ∩A)

P(A)
=

P(A/Bi)P(Bi)
n∑

k=1

P(A/Bk)P(Bk)

, i = 1, 2, . . . , n.

Пример 3.3.1. На фоне шума на вход радиолокационного
устройства с вероятностью p (0 < p < 1) поступает сигнал.
Если поступает сигнал (всегда на фоне шума), то устройство
регистрирует наличие сигнала с вероятностью p1, если только
шум, то устройство регистрирует наличие сигнала с вероят-
ностью p2. Известно, что устройство зарегистрировало сиг-
нал. Какова вероятность того, что на вход радиолокационного
устройства поступил сигнал?

Ре ш е ни е. Введем обозначения: Ac — на вход попал сигнал
(с шумом), A — на вход попал только шум, Bc — устройство за-
регистрировало наличие сигнала, B — устройство зарегистри-
ровало шум. Необходимо вычислить P(Ac/Bc). Воспользуемся
формулой Байеса. В качестве полной группы событий рассмот-
рим события Ac и A. Тогда

P(Ac/Bc) =
P(Bc/Ac)P(Ac)

P(Bc/Ac)P(Ac) + P(Bc/A)P(A)
.

По условию задачи P(Ac) = p, P(A) = 1 − p, P(Bc/Ac) = p1,
P(Bc/A) = p2. Следовательно, искомая вероятность

P(Ac/Bc) =
p1p

p1p+ p2(1− p)
.
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3.4 Независимые события

Понятие независимости событий, случайных величин, слу-
чайных векторов играет в теории вероятностей исключитель-
ную роль. По сути, благодаря ему, теория вероятностей получи-
ла право на существование как самостоятельная наука. Сначала
введем понятие независимости событий.

Независимые события мы связываем с независимыми стохас-
тическими экспериментами. Под независимыми стохастически-
ми экспериментами будем понимать эксперименты, для которых
информация об исходе одного стохастического эксперимента не
меняет прогноз (вероятность) появления событий в другом —
если известно, что в одном эксперименте произошло событие A,
то это никак не сказывается на прогнозе появления события B в
другом стохастическом эксперименте. В противном случае экс-
перименты считаем зависимыми.

Примеры независимых и зависимых стохастических
экспериментов. Стохастический эксперимент 1◦ состоит в под-
брасывании пары монет, стохастический эксперимент 2◦ — иг-
ральной кости. Информация об исходе одного стохастического
эксперимента не меняет прогноз (вероятность) появления собы-
тий в другом стохастическом эксперименте. Если известен исход
эксперимента 1◦, например, на обеих монетах выпал герб, то
это никак не меняет вероятности наступления событий в стоха-
стическом эксперименте 2◦ — вероятность выпадения шестерки
остается равной 1/6, четного числа очков — 1/2, . . .

В качестве примера зависимых стохастических эксперимен-
тов можно рассмотреть эксперименты с классификацией по по-
лу и дальтонизму. Наудачу выбирается человек. Стохастичес-
кий эксперимент 1◦ — классификация человека по полу (M —
“мужчина”, F — “женщина”); стохастический эксперимент 2◦ —
классификация по отношению к дальтонизму (D — “дальтоник”,
D — “не дальтоник”). Известно, что вероятность P(D) человеку
быть дальтоником равна 0,02625, вероятность P(D/M) мужчине
быть дальтоником равна 0,05, а женщине — P(D/F ) = 0,0025.
Информация об исходе стохастического эксперимента 1◦ меняет
прогноз появления событий в стохастическом эксперименте 2◦,
а именно, если известно, что в эксперименте 1◦ произошло собы-
тие M , вероятность события D в эксперименте 2◦ увеличивается
(с 0,02625 до 0,05), а если произошло событие F , вероятность со-
бытия D уменьшается (с 0,02625 до 0,0025).

Заметим, что пару стохастических экспериментов можно рас-
сматривать как один (составной) стохастический эксперимент,
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состоящий в проведении двух. Понятие независимости вводится
для событий в одном и том же вероятностном пространстве —
составного стохастического эксперимента (хотя об этом специ-
ально не упоминается).

Формализуем описанное понятие независимости событий. Ко-
личественно прогноз события A мы описываем вероятностью
P(A), а если известно, что произошло событие B, — условной
вероятностью P(A/B). Поэтому независимость прогноза появ-
ления события A от события B естественно описать равенством

P(A/B) = P(A),

а учитывая, что P(A/B) = P(A ∩ B)/P(B), это можно записать
в симметричной форме:

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Изложенные соображения приводят к следующему опреде-
лению.

Определение. Пусть {Ω,F,P} — вероятностное пространс-
тво. События A,B ∈ F будем называть независимыми, если

P(A ∩B) = P(A)P(B).

За м е ч а н и е. Независимость событий связана с независи-
мостью стохастических экспериментов, но явно в определении
независимых событий стохастические эксперименты не участ-
вуют.

Теорема. События A и B (P(B) > 0) независимы тогда и
только тогда, когда

P(A/B) = P(A).

До к а з а т е л ь с т в о. Если события A и B независимы, то

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

P(A)P(B)

P(B)
= P(A).

Если P(A/B) = P(A), то

P(A ∩B) = P(A/B)P(B) = P(A)P(B).

Последнее как раз и означает, что события A и B независимы.
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Теорема. Если события A и B независимы, то события A
и B независимы.

До к а з а т е л ь с т в о.

P(A ∩B) = P (A ∩ (Ω\B)) =

= P(A\(A ∩B)) = P(A)− P(A ∩B) =

= P(A)− P(A)P(B) = P(A)(1− P(B)) = P(A)P(B),

т. е. события A и B независимы.
Следствие. Если события A и B независимы, то события

A и B независимы.
Определение. СобытияA1, A2, . . . , An будем называть неза-

висимыми в совокупности (независимыми), если для любого
набора {i1, i2, . . . , ik}, k = 2, 3, . . . , n, различных индексов из
{1, 2, . . . , n}

P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik).

Определение. События A1, A2, . . . , An будем называть по-
парно независимыми, если для каждой пары s, k (s ̸= k) события
As и Ak независимы.

З а м е ч а н и е. События, независимые в совокупности, явля-
ются попарно независимыми, но наоборот, вообще говоря, нет
(см. пример С. Н. Бернштейна (пример 4.4.2)).

Пример 3.4.1. Работает m радиолокационных станций,
каждая из которых за один цикл осмотра обнаруживает объ-
ект с вероятностью p (независимо от других циклов и стан-
ций). За время T каждая станция успевает сделать n цик-
лов осмотра. Найти вероятность следующих событий: A — “за
время T объект будет обнаружен” (хотя бы одной станцией),
B — “за время T объект будет обнаружен каждой станцией”.

Ре ш ен и е. Обозначим через Aji событие, состоящее в том,
что j-я станция обнаруживает объект в i-м цикле, j = 1, 2, . . . ,m;
i = 1, 2, . . . , n; Aj — объект обнаружен j-й станцией, j = 1, 2, . . .
. . . ,m. Очевидно,

Aj =
n∪

i=1

Aji; A =
m∪
j=1

Aj =
m∪
j=1

n∪
i=1

Aji;

B =

m∩
j=1

Aj =

m∩
j=1

(
n∪

i=1

Aji

)
.
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Отсюда, учитывая независимость событий Aji, j = 1, 2, . . . ,m;
i = 1, 2, . . . , n, имеем:

P(A) = 1− P(A) = 1− P

 m∪
j=1

n∪
i=1

Aji

 =

= 1− P

 m∩
j=1

n∩
i=1

Aji

 = 1− (1− p)nm;

P(B) = P

 m∩
j=1

(
n∪

i=1

Aji

) =
m∏
j=1

P

(
n∪

i=1

Aji

)
=

=

m∏
j=1

(
1− P

(
n∪

i=1

Aji

))
=

m∏
j=1

(
1− P

(
n∩

i=1

Aji

))
=

=

m∏
j=1

(1− (1− p)n) = (1− (1− p)n)m.

3.5 Примеры и задачи

Примеры
Пример 3.5.1. Пусть {An} — последовательность непере-

секающихся множеств (Ai
∩
Aj = ∅, i ̸= j) и

Bn =
∞∪
i=n

Ai, n = 1, 2, . . .

Доказать, что
∞∩
n=1

Bn = ∅.

Ре ш е ни е. Предположим, что
∞∩
n=1

Bn ̸= ∅, и пусть ω ∈
∞∩
n=1

Bn.

Тогда ω ∈ B1 =
∞∪
i=1

Ai и, следовательно, ω принадлежит хотя бы
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одному из множеств Ai, i = 1, 2, . . . , а поскольку Ai ∩ Aj = ∅,
i ̸= j, то только одному множеству, обозначим его через An0 .
Поэтому

ω /∈
∞∪

i=n0+1

Ai = Bn0+1.

А последнее противоречит предположению ω ∈
∞∩
n=1

Bn.

Задачи
3.1. Пусть {An} — последовательность множеств и

B1 = A1, Bn = An\
n−1∪
i=1

Ai, n = 1, 2, . . .

Доказать, что множества Bi попарно не пересекаются и

∞∪
n=1

An =

∞∪
n=1

Bn.

3.2. Радиолокационная станция ведет наблюдение за косми-
ческим объектом, который может создавать помехи. Если объ-
ект не создает помехи, то за один цикл осмотра станция обна-
руживает его с вероятностью p0, если создает — с вероятностью
p1 (p1 < p0). Вероятность создания помех на протяжении цикла
осмотра равна p и не зависит от того, как и когда создавались
помехи в других циклах. Найти вероятность обнаружения объ-
екта хотя бы один раз на протяжении n циклов осмотра.

3.3. При рентгеновском обследовании вероятность обнару-
жить заболевание у больного туберкулезом равна 1−β. Вероят-
ность принять здорового человека за больного равна α. Пусть
доля больных туберкулезом по отношению ко всему населению
составляет γ.

Найти вероятность того, что человек здоров, если он был
признан больным при обследовании.

Ук а з а н и е. Рассмотрим события: S — “человек болен”,
S — “человек здоров”, RS — “рентгеновский анализ положите-
лен”, RS — “рентгеновский анализ отрицателен”. Согласно фор-
муле Байеса искомая вероятность

P(S/RS) = α(1− γ)/(α(1− γ) + (1− β)γ).



Глава 4

Дискретное вероятностное
пространство

4.1 Построение дискретного
вероятностного пространства

Математической моделью стохастического эксперимента яв-
ляется вероятностное пространство {Ω,F,P}, где Ω — прост-
ранство элементарных событий (математическая модель исхо-
дов стохастического эксперимента); F — σ-алгебра подмножеств
пространства Ω (модель алгебры наблюдаемых событий); P —
вероятность (модель частоты νn(A) события A в последователь-
ности экспериментов). Чаще всего математическая модель сто-
хастического эксперимента строится по эмпирическим данным
— обычно для некоторого класса наблюдаемых событий (в каж-
дом эксперименте такой класс свой) известны их частоты. У нас,
как правило, не будет трудностей с выбором Ω и σ-алгебры F
на Ω, чего нельзя сказать о задании вероятности — неотрица-
тельной счетно-аддитивной нормированной функции. Но если Ω
конечно или счетно (кратко будем говорить — дискретно), ве-
роятность задать просто — достаточно задать вероятности эле-
ментарных событий.

Теорема 4.1.1 (вероятность на дискретном Ω). Пусть
Ω — дискретно и P — неотрицательная функция точки на Ω
такая, что

∑
ω∈Ω

P (ω) = 1. (4.1.1)

49
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Тогда функция множества

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω), (4.1.2)

заданная на σ-алгебре всех подмножеств Ω, является вероят-
ностью.

До к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что определе-
ние (4.1.2) функции множества корректно: в силу абсолютной
сходимости ряда (4.1.1) для каждого A ⊂ Ω абсолютно сходится
и ряд

∑
ω∈A

P (ω).

Убедимся, что P(·) является вероятностью на σ-алгебре всех
подмножеств Ω, т. е. является неотрицательной, счетно-аддитив-
ной, нормированной функцией множества.

Неотрицательность P(A), A ⊂ Ω, следует из равенства (4.1.2)
и неравенств P (ω) ≥ 0, ω ∈ Ω.

Для любой счетной последовательности непересекающихся
множествAi, учитывая свойство ассоциативности абсолютно схо-
дящихся рядов, имеем

P

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

∑
ω∈

∪
i
Ai

P (ω) =

∞∑
i=1

(∑
ω∈Ai

P (ω)

)
=

∞∑
i=1

P(Ai),

т. е. P(·) счетно-аддитивна.
Далее, согласно (4.1.2) для каждого A ⊂ Ω

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω),

в частности, и для A = Ω

P(Ω) =
∑
ω∈Ω

P (ω),

поэтому учитывая (4.1.1) имеем

P(Ω) = 1,

т. е. P(·) — нормированная функция множества.
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Вероятность, задаваемая равенством

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω)

на σ-алгебре всех подмножеств дискретного Ω (на самой “бога-
той” σ-алгебре), оказывается определенной и на любой другой
σ-алгебре S пространства Ω (поскольку каждая σ-алгебра под-
множеств пространства Ω содержится в σ-алгебре всех подмно-
жеств множества Ω). Поэтому, если Ω дискретно, нет необходи-
мости выделять в пространстве Ω σ-алгебру, на которой зада-
ется вероятность. В связи с этим вероятностное пространство,
когда Ω дискретно, обозначают парой {Ω,P}.

Определение. Если Ω дискретно, то вероятностное прост-
ранство {Ω,P} будем называть дискретным.

Вероятность P, заданная на дискретном Ω (на множестве
всех подмножеств дискретного Ω) называют дискретной (ато-
мической) вероятностью.

Вероятность P(·), заданная на σ-алгебре всех подмножеств
дискретного пространства Ω посредством функции точки P (ω):

P(A) =
∑
ω∈A

P (ω),

определена, в частности, и на одноточечных подмножествах {ω}
(элементарных событиях):

P({ω}) =
∑

ω∈{ω}

P (ω) = P (ω),

и ее значение на одноточечном множестве {ω} совпадает со зна-
чением P (ω) функции P в точке ω. Поэтому на значение P (ω)
можно смотреть как на вероятность P({ω}) элементарного со-
бытия ω, при этом P({ω}) будем обозначать через P(ω).

Теорема 4.1.1, по существу, утверждает, что в случае дис-
кретного Ω для задания вероятности на σ-алгебре всех под-
множеств Ω достаточно задать вероятности элементарных
событий (эти события образуют довольно узкий класс). Веро-
ятность P(A) любого другого события A по вероятностям P(ω)
элементарных событий {ω} вычисляют так:

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω)
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— вероятность P(A) события A равна сумме вероятностей
элементарных событий, входящих в событие A. В общем слу-
чае так просто задать вероятность не удается.

На дискретном Ω равенство

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω), A ⊂ Ω,

устанавливает взаимно однозначное соответствие между неот-
рицательными функциями точки

P : ω → P(ω), ω ∈ Ω,

такими, что ∑
ω∈Ω

P (ω) = 1,

и неотрицательными счетно-аддитивными нормированными функ-
циями множества

P : A→ P(A) =
∑
ω∈A

P (ω), A ⊂ Ω,

— вероятностями на классе всех подмножеств Ω.
Поэтому неотрицательную функцию точки P(ω), ω ∈ Ω, на

дискретном Ω, для которой
∑
ω∈Ω

P (ω) = 1, также называют дис-

кретной (атомической) вероятностью на Ω.
Дискретное распределение. Пусть X — дискретное (ко-

нечное либо счетное) подмножество Rn. Вероятность, заданную
на классе всех подмножеств дискретного множества X ⊂ Rn,
еще называют дискретным вероятностным распределением на
X ⊂ Rn (кратко — на Rn).

Согласно теореме 4.1.1, вероятностное распределение P на
дискретном множестве X ⊂ Rn задается своими значениями
в точках x ∈ X ⊂ Rn:

P(A) =
∑
x∈A

P(x), A ⊂ X. (4.1.3)

Поэтому неотрицательную функцию точки

P : x→ P(x), x ∈ X ⊂ Rn, (4.1.4)
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со значениями в R1 на дискретном подмножествеX ⊂ Rn такую,
что ∑

x∈X
P(x) = 1,

также называют дискретным вероятностным распределением
на X ⊂ Rn (на Rn).

Точку x ∈ X, такую, что

P(x) > 0,

называют атомом распределения P, а число P(x) называют мас-
сой атома x.

Дискретное вероятностное распределение удобно интерпре-
тировать как единичную массу, сосредоточенную в точках дис-
кретного подмножества X: в точке x сосредоточена масса P(x),
x ∈ X.

Представим, что бусины (i-я бусина с массой pi) единичной
суммарной массы (

∑
i
pi = 1) рассыпают на прямой R1. Точки

xi ∈ R1, в которых остановились бусины, образуют дискретное
множество X ⊂ R1 атомов, масса атома xi равна массе pi буси-
ны, которая оказалась в точке xi.

Бусины, находящиеся в точках xi ∈ X ⊂ R1, задают на X
функцию

P : xi → P(xi) = pi, xi ∈ X,

которая представляет собой дискретное (атомическое) вероят-
ностное распределение на X ⊂ R1 (на R1).

Если бусины суммарной единичной массы рассыпают на плос-
кости, получаем дискретное вероятностное распределение на R2.

О задании вероятностей элементарных событий.
А как определяются (откуда берутся) вероятности элементар-
ных событий? Их мы задаем сами, чаще всего исходя из эмпи-
рических данных о стохастическом эксперименте. Теория веро-
ятностей никаких рекомендаций по определению вероятностей
элементарных событий не дает. А на естественно возникающий
здесь вопрос: “адекватно ли (правильно ли) выбраны вероятнос-
ти элементарных событий, а вместе с ними и математическая
модель?” отвечает опыт, как правило, на языке математичес-
кой статистики, занимающейся проверкой адекватности модели
опыту (стохастическому эксперименту).

Пример. Подбрасывают игральную кость. Построить ма-
тематическую модель (вероятностное пространство) этого
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стохастического эксперимента. Вычислить вероятность со-
бытия A — “выпало четное число очков”.

Ре ш ен и е. В качестве пространства элементарных событий
Ω естественно рассмотреть множество Ω = {1, 2, . . . , 6}. Про-
странство Ω описывает возможные исходы стохастического экс-
перимента. Элемент i (i = 1, 2, . . . , 6) пространства Ω описывает
исход “выпало i очков”. Поскольку Ω дискретно, то для постро-
ения вероятностного пространства {Ω,P} достаточно задать ве-
роятности элементарных событий.

События “выпало i очков”, i = 1, 2, . . . 6, являются наблюда-
емыми, поэтому можно говорить о частоте их появления в по-
следовательности экспериментов. Исходя из этих частот, т. е.
из опытных данных, мы и задаем (приписываем) элементар-
ным событиям вероятности. Если кость изготовлена так, что
при ее подбрасывании грани появляются “одинаково часто”, то
каждому элементарному событию естественно приписать веро-
ятность 1/6 — это не что иное, как отражение опытного факта,
— ни из каких теорем и утверждений не следует, что

P(i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.

Еще говорят, что мы задаем вероятности P(i) = 1/6, i = 1, 2, . . .
. . . , 6, исходя из соображений симметрии, но последнее опять-
таки отражает опытные данные о поведении симметричной иг-
ральной кости как такой, грани которой выпадают одинаково
“часто”. Разумеется, подбрасываемая игральная кость не обяза-
тельно симметричная. Представим, что кость изготовлена так,
что грани 1, 2, 3, 4, 5 выпадают одинаково часто, а грань 6 — так
часто, как остальные вместе взятые. Тогда элементарным собы-
тиям 1, 2, . . . , 6 естественно приписать вероятности следующим
образом:

P(1) = 1/10,P(2) = 1/10, . . . ,P(5) = 1/10,P(6) = 1/2.

И опять-таки это только отражение опытного факта и ни из
каких теорем не следует.

Далее, если известны вероятности элементарных событий,
то вероятность любого другого события A определяется равенс-
твом

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

В частности, вероятность события A — “выпало четное число
очков”, описываемого подмножеством {2, 4, 6} пространства Ω,
вычисляется так:

P(A) = P({2, 4, 6}) = P(2) + P(4) + P(6).



4.2. Классическая модель 55

Для симметричной игральной кости

P(A) = P(2) + P(4) + P(6) =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
,

а для несимметричной

P(A) = P(2) + P(4) + P(6) =
1

10
+

1

10
+

1

2
=

7

10
.

Если Ω дискретно, исходным “материалом” для построения
вероятностного пространства являются вероятности, заданные
на классе K элементарных событий.

При подбрасывании игральной кости класс K образуют со-
бытия: “выпало i очков”, i = 1, 2, . . . , 6. Вероятности на классе
K мы задаем, исходя из эмпирических данных о поведении иг-
ральной кости при ее подбрасывании. Далее “достраиваем” веро-
ятность, заданную на классе K, до вероятности на алгебре всех
подмножеств Ω так, чтобы выполнялось свойство аддитивности
вероятности, поэтому вероятность каждого другого наблюдае-
мого события A определяется следующим образом:

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

4.2 Классическая модель

Определение. Дискретное вероятностное пространство
{Ω,P}, элементарные события которого равновероятны:

P(ωi) = P(ωj)

для всех i, j, будем называть классической моделью.
Далее через n(C) будем обозначать число элементов конеч-

ного множества C.
Теорема 4.2.1. Если {Ω,P} — классическая модель, то Ω

конечно и вероятности элементарных событий

P(ωi) =
1

n(Ω)
, i = 1, 2, . . . , n(Ω).



56 Глава 4. Дискретное вероятностное пространство

Действительно, классическая модель — частный случай дис-
кретной модели, поэтому∑

ωi∈Ω
P(ωi) = 1,

а так как все P(ωi), ωi ∈ Ω, равны между собой, то P(ωi) =
= P(ω1), ωi ∈ Ω, и, следовательно,∑

ωi∈Ω
P(ω1) = 1. (4.2.1)

Ряд с общим членом равным константе P(ω1) сходится в двух
случаях: если P(ω1) = 0, но это противоречит равенству∑
ωi∈Ω

P(ω1) = 1, или число n(Ω) членов ряда конечно. Поэтому

равенство (4.2.1) можно записать так:

1 =
∑
ωi∈Ω

P(ω1) = n(Ω)P(ω1).

Отсюда

P(ωi) = P(ω1) =
1

n(Ω)
, i = 1, 2, . . . , n(Ω).

Формула классической вероятности. В классической мо-
дели, как и в любом дискретном вероятностном пространстве,
для каждого события A

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω),

и к тому же P(ω) = 1/n(Ω) для всех ω ∈ Ω, поэтому

P(A) =
∑
ω∈A

1

n(Ω)
= n(A)

1

n(Ω)
=
n(A)

n(Ω)
.

Так что в классической модели вероятность события A рав-
на отношению числа n(A) элементарных событий, входящих
в A, к общему числу n(Ω) элементарных событий, т. е.
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P(A) =
n(A)

n(Ω)
. (4.2.2)

Вероятность P, задаваемую равенством (4.2.2), называют клас-
сической вероятностью, а формулу (4.2.2) — формулой класси-
ческой вероятности. Исходы (элементарные события), входя-
щие в событие A, еще называют исходами, благоприятствую-
щими событию A. Формулу классической вероятности часто
читают так: вероятность события A равна отношению чис-
ла исходов, благоприятствующих событию A, к общему числу
исходов.

Пример (гипотеза Д’Аламбера). Бросают две симмет-
ричные монеты. Вычислить вероятности следующих событий:
A — “обе монеты выпали гербом”, B — “обе монеты выпали ре-
шеткой”, C — “монеты выпали разными сторонами”.

Замечательный французский ученый и математик Д’Алам-
бер считал, что указанные события равновероятны и, следова-
тельно, вероятность каждого из них равна 1/3. Между тем и до
Д’Аламбера и после существовал правильный подход к реше-
нию этой задачи: монеты следует различать. Тогда в качестве
пространства элементарных событий естественно рассмотреть
Ω = {ГГ,ГР,РГ,РР}. А поскольку монеты симметричны, то
каждому исходу следует приписать вероятность, равную 1/4.
Поэтому

P(A) = P(ГГ) = 1/4, P(B) = P(РР) = 1/4,

P(C) = P{РГ,ГР} = P(РГ) + P(ГР) = 1/4 + 1/4 = 1/2.

По-видимому, логически обосновать, почему не прав Д’Алам-
бер, полагая, что события A,B,C равновероятны, невозможно.
В физике элементарных частиц встречаются ситуации, в кото-
рых скорее прав Д’Аламбер.

В рассматриваемом же примере в пользу второй модели го-
ворит опыт. Регистрируя результаты сравнительно длинной се-
рии экспериментов, не представляет труда с помощью статисти-
ческих методов убедиться, что в качестве модели описанного
стохастического эксперимента следует принять модель:

Ω = {ГГ,ГР,РГ,РР},

P(ГГ) = 1/4, P(РГ) = 1/4, P(ГР) = 1/4, P(РР) = 1/4,

а не модель Д’Аламбера.
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Теорема (вычисление условной вероятности в класси-
ческой модели). Если {Ω,P} — классическая модель и
P(B) > 0, то {B,PB} также классическая модель и условная
вероятность PB(A) события A относительно события B рав-
на отношению числа n(A ∩ B) элементарных событий, входя-
щих в A ∩ B, к числу n(B) элементарных событий, входящих
в B :

PB(A) =
n(A ∩B)

n(B)
.

До к а з а т е л ь с т в о. Для каждого ωi ∈ B

PB({ωi}) =
P({ωi} ∩B)

P(B)
=

P({ωi})
P(B)

=
1/n(Ω)

n(B)/n(Ω)
=

1

n(B)
,

поэтому {B,PB} — классическая модель. Осталось заметить,
что

PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)
=
n(A ∩B)/n(Ω)

n(B)/n(Ω)
=
n(A ∩B)

n(B)
.

Пример 4.2.1 (задача Льюиса Кэррола). В урне нахо-
дится один шар, относительно которого известно, что он ли-
бо белый, либо черный (с вероятностью 1/2). В урну положили
белый шар, а затем, тщательно перемешав шары, извлекли на-
удачу один шар, который оказался белым. Какова вероятность
вынуть после этого из урны белый шар?

Ре ш ен и е 1. Эксперимент состоит в последовательном из-
влечении из урны двух шаров. Обозначим белый шар через W ,
черный — B. Множеством всех исходов стохастического экспе-
римента является

Ω = {WW,WB,BW}.
Например, пара WB описывает исход: “первым извлечен белый
шар, вторым — черный”. Пусть событие A1 — “белый шар вынут
первым”, событие A2 — “белый шар извлечен вторым”. Необхо-
димо вычислить P(A2/A1). События A1, A2, A1∩A2 как подмно-
жества Ω опишутся так:

A1 = {WW,WB}, A2 = {WW,BW}, A1 ∩A2 = {WW}.
Поскольку в Ω входят три элементарных события, в A1 — два,
в A1 ∩A2 — входит одно элементарное событие, то

P(A2/A1) =
P(A2 ∩A1)

P(A1)
=

1/3

2/3
=

1

2
.
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Р е ш е ни е 2. Белый шар, который положили в урну, поме-
тим звездочкой и обозначим через W ∗. Тогда множеством всех
исходов стохастического эксперимента является

Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

События A1, A2, A1 ∩A2 как подмножества Ω∗ опишутся так:

A1 = {WW ∗,W ∗W,W ∗B}, A2 = {WW ∗,W ∗W,BW ∗},

A1 ∩A2 = {WW ∗,W ∗W}.
Поэтому

P(A2/A1) =
P(A2 ∩A1)

P(A1)
=

2/4

3/4
=

2

3
.

Два решения — два разных ответа. Нехорошо.
В о п р о с 1. Какое из решений неверное?
В о п р о с 2. Где допущена ошибка?
Попытайтесь сначала ответить на вопросы 1 и 2, не читая

далее.
О т в е т к п р им е р у 4.2.1. Решение 1 неверное. Модель не

классическая, а вероятности событий вычисляются как в клас-
сической модели.

Поскольку сначала в урне находился белый или черный шар
(с вероятностью 1/2), то после того, как в урну положили белый
шар, в урне находятся с вероятностью 1/2 шары одного цвета и
с вероятностью 1/2 — разного. Поэтому в этой модели элемен-
тарным событиям необходимо приписать вероятности так:

P(WW ) = 1/2,P(WB) = 1/4,P(BW ) = 1/4.

Тогда
P(A1 ∩A2) = P(WW ) = 1/2;

P(A1) = P({WW,WB}) = P(WW ) + P(WB) = 1/2 + 1/4 = 3/4,

P(A2/A1) =
P(A2 ∩A1)

P(A1)
=

1/2

3/4
=

2

3
.

В решении 2 каждому исходу приписываем вероятность 1/4.
Заметим, что состав урны после вложения одного шара и до
выбора шаров такой: два белых шара, один из которых поме-
ченный (с вероятностью 1/2), или один белый (помеченный),
другой черный (с вероятностью 1/2).
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Ко м м е н т а р и й к п р и м е р у. Пример, в частности, ил-
люстрирует тот факт, что для одного и того же стохастическо-
го эксперимента можно предложить разные пространства эле-
ментарных событий, а вместе с тем и разные вероятностные
пространства (модели) стохастического эксперимента, адекват-
но его описывающие. В примере было предложено два простран-
ства элементарных событий:

Ω = {WW,WB,BW}; Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

Распределение вероятностей на пространстве элементарных со-
бытий Ω:

P(WW ) =
1

2
, P(WB) =

1

4
, P(BW ) =

1

4
,

а на пространстве Ω∗:

P(WW ∗) =
1

4
, P(W ∗W ) =

1

4
, P(W ∗B) =

1

4
, P(BW ∗) =

1

4
.

Обе модели адекватно описывают стохастический эксперимент.
Заметим, что одна из них классическая, другая — нет.

4.3 Основные понятия комбинаторики

В классической модели задача вычисления вероятности со-
бытия A сводится к подсчету отношения числа n(A) исходов,
входящих в A к числу n(Ω) всех исходов Ω. При подсчете этих
чисел важную роль играют методы комбинаторики (раздел ма-
тематики, изучающий конечные множества).

Правило умножения (основной принцип комбинато-
рики). Пусть A и B — произвольные множества. Каждые два
элемента a ∈ A и b ∈ B определяют упорядоченную пару эле-
ментов (a, b). Множество всех упорядоченных пар (a, b), a ∈ A,
b ∈ B называют декартовым произведением множеств A и B
и обозначают A×B.

Правило умножения. Число n(A × B) элементов декар-
това произведения A × B конечных множеств A и B равно
произведению n(A)n(B) числа n(A) элементов множества A и
числа n(B) элементов множества B:

n(A×B) = n(A)n(B).
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До к а з а т е л ь с т в о. Декартово произведение A × B пред-
ставим в виде объединения:

A×B = ({a1} ×B) ∪ ({a2} ×B) ∪ . . . ∪ ({an(A)} ×B)

непересекающихся множеств {ai} × B, i = 1, 2, . . . , n(A). Число
элементов каждого из множеств {ai} ×B равно n(B). Поэтому

n(A×B) = n({a1} ×B) + n({a2} ×B) + . . .+ n({an(A)} ×B) =

= n(B) + n(B) + . . .+ n(B) = n(A)n(B).

Пример. Пусть A = {1, 2, 3} и B = {4, 5, 6, 7}. Найти число
элементов в A×B.

Ре ш е ни е. Согласно правилу умножения

n(A×B) = n(A)n(B) = 3 · 4 = 12.

Декартовым произведением множеств A(1), A(2), . . . , A(k)

будем называть множество упорядоченных последовательностей

(a(1), a(2), . . . , a(k)), a(i) ∈ A(i), i = 1, 2, . . . , k,

и будем обозначать его

A(1) ×A(2) × . . .×A(k).

Используя метод математической индукции, устанавливаем
следующее общее правило умножения.

Число n(A(1) × A(2) × . . . × A(k)) элементов декартова про-
изведения A(1) × A(2) × . . . × A(k) множеств A(1), A(2), . . . , A(k)

равно произведению n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)) числа элементов
n(A(1)), n(A(2)), . . . , n(A(k)) этих множеств:

n(A(1) ×A(2) × . . .×A(k)) = n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)).

Часто правило умножения удобно формулировать терминах
действий.

Пусть необходимо выполнить одно за другим k действий.
Если первое действие можно выполнить n1 способами, второе
— n2 способами и так до k-го действия, которое можно вы-
полнить nk способами, то все k действий вместе могут быть
выполнены n1n2 . . . nk способами.



62 Глава 4. Дискретное вероятностное пространство

Последнее утверждение — не что иное как правило умноже-
ния, сформулированное в терминах действий. В самом деле, обо-
значим через через A(1) набор способов выполнить действие 1,
через A(2) — действие 2, . . . , через A(k) — действие k (ясно, что
n(A(i)) = ni, i = 1, 2, . . . , k). Тогда элемент (a(1), a(2), . . . , a(k)) из
A(1) × A(2) × · · · × A(k) задает способ выполнить все k действий
вместе (в указанном порядке), при этом

n(A(1)×A(2)×· · ·×A(k)) = n(A(1))n(A(2)) . . . n(A(k)) = n1n2 . . . nk.

Так что число способов выполнить k действий вместе равно
n1n2 . . . nk.

Пример. В каждую клетку прямоугольной таблицы,
состоящей из m строк и n столбцов, записывают числа +1
или −1. Сколько таблиц можно получить таким образом?

Ре ш ен и е. Заполнить таблицу m× n числами +1 и −1 зна-
чит выполнить mn действий (по числу клеток). Каждое дей-
ствие можно выполнить двумя способами. Поэтому в силу пра-
вила умножения число способов заполнить таблицу (а, следова-
тельно, и искомое число таблиц) равно 2mn.

А сколько существует таблиц у которых произведение чи-
сел по строкам и произведение по столбцам равно +1?

“Способ”. Во многих задачах комбинаторики необходимо
ответить на вопрос: “Сколько существует способов выполнить
то или иное действие, упорядочить то или иное множество и
т. д.?” При этом, прежде чем подсчитывать число способов,
необходимо выяснить, что именно представляет собой способ
или как (чем) его можно описать. Прежде чем отвечать на во-
прос “Сколько?” необходимо ответить на вопрос “Что? Что будем
считать?” В рассматриваемых нами задачах способ образовать,
составить, упорядочить, и т. д., как правило, можно описать эле-
ментами того или иного множества или последовательностью
выполнения тех или иных действий.

З а м е ч а н и е. Вычисляя число n(A) элементов множестваA,
удобно пользоваться таким фактом: если между множествами A
и B установлено взаимно однозначное соответствие, то

n(A) = n(B),

часто число элементов множества B подсчитать проще.
Далее множество, состоящее из n элементов, коротко будем

называть n-элементным множеством.
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Упорядоченные множества. Мы будем различать множес-
тва и упорядоченные множества.

Определение. Множество будем называть упорядоченным,
если каждому его элементу приписан номер, причем так, что
различным элементам приписаны различные номера.

Упорядоченные множества различны, если они отличаются
либо своими элементами, либо их порядком.

Конечное множество можно упорядочить следующим спосо-
бом: записать все элементы множества в список a, b, c, . . . , f ,
и каждому элементу приписать его номер в списке, или, что
то же, расположить элементы множества на занумерован-
ных местах и каждому элементу приписать номер места, на
котором он оказался. Как правило, так и будем поступать.

Перестановки. n-Элементные упорядоченные подмножест-
ва данного n-элементного множества будем называть его пере-
становками.

Различные перестановки данного множества отличаются толь-
ко порядком элементов, но не самими элементами.

Число всех перестановок n-элементного множества обозна-
чают Pn.

Пример 4.3.1 . Выписать все перестановки множества
Ω = {a, b, c}.

Ре ш е ни е. (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a) —
все перестановки множества {a, b, c}, заметим, что P3 = 6.

Теорема. Число Pn всех перестановок n-элементного мно-
жества равно n!, т. е.

Pn = n!

До к а з а т е л ь с т в о. Каждой перестановке n-элементного
множества соответствует способ его упорядочить (упорядочить
— расположить элементы множества на n занумерованных мес-
тах и каждому элементу приписать номер места, на котором
он оказался) и наоборот — способ упорядочить множество за-
дает перестановку. Поэтому число перестановок n-элементного
множества равно числу способов его упорядочить. Упорядочить
n-элементное множество — расположить его элементы на n мес-
тах, можно, выполнив n действий: действие первое — заполнить
первое место (одним из n элементов), действие второе — за-
полнить второе место (одним из (n− 1) оставшихся элементов)
и т. д. По правилу умножения все n действий можно выпол-
нить n · (n− 1) · · · 2 · 1 способами. Следовательно, n-элементное
множество Ω можно упорядочить Pn = n! способами.

Пример. Сколькими способами можно упорядочить мно-
жество чисел 1, 2, . . . , 2n так, чтобы четные числа получили
четные номера?
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Ре ш ен и е. Расположим 2n чисел 1, 2, . . . , 2n на 2n местах,
причем так, чтобы четные числа заняли места с четными но-
мерами (при этом нечетные числа займут места с нечетными
номерами). Выполним это в два действия. Действие первое —
расположить n четных чисел на n четных местах (упорядочить
n-элементное множество), можно выполнить n! способами. Дей-
ствие второе — расположить n нечетных чисел на n нечетных
местах — можно выполнить n! способами. Два действия вместе
согласно правилу умножения можно выполнить n!·n! способами.

Сочетания. k-Элементные подмножества n-элементного
множества будем называть сочетаниями из n элементов по k.

Сочетания из n элементов по k различны, если они отлича-
ются хотя бы одним элементом. Сочетания из n элементов по k,
состоящие из одних и тех же элементов, неразличимы.

Число всех k-элементных подмножеств n-элементного мно-
жества (число сочетаний из n элементов по k) будем обозна-
чать Ck

n.
Пример 4.3.2. Пусть Ω = {a, b, c}. Выписать все сочета-

ния из 3 элементов по 1, из 3 по 2.
Ре ш ен и е. {a}, {b}, {c} — все 1-элементные подмножества

3-элементного множества {a, b, c} (сочетания из 3 элементов
по 1), заметим, что C1

3 = 3. {a, b}, {a, c}, {b, c} — все 2-элементные
подмножества 3-элементного множества (сочетания из 3 элемен-
тов по 2), C2

3 равно 3.
Из определения следует, что, например, {a, b} и {b, a} — одно

и то же сочетание.
Теорема. Число Ck

n всех k-элементных подмножеств
n-элементного множества (число сочетаний из n элементов
по k) равно n!/(k!(n− k)!), т. е.

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

До к а з а т е л ь с т в о. Подсчитаем число перестановок n-эле-
ментного множества двумя способами. С одной стороны, оно
равно n! C другой стороны, это число можно получить так: разо-
бьем n-элементное множество на два подмножества, содержа-
щих соответственно k и (n− k) элементов, выбрав k-элементное
подмножество (это можно сделать Ck

n способами). Затем каждое
из этих подмножеств упорядочим, первое — k! способами, второе
— (n−k)! способами и таким образом получим n-элементное упо-
рядоченное множество. Всего выполнено три действия, поэтому
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согласно правилу умножения число n-элементных упорядочен-
ных множеств равно Ck

nk!(n − k)! Так что n! = Ck
nk!(n − k)!

Отсюда

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Пример 4.3.3 (“шахматный город”). Рассмотрим прямо-
угольную сетку квадратов — “шахматный город”, состоящий
из m × n квадратных кварталов, разделенных n − 1 “горизон-
тальными” и m− 1 “вертикальными” улицами (см. рис. 4.3.1).
Сколько существует на этой сетке различных кратчайших пу-
тей, ведущих из левого нижнего угла (точки (0, 0)) в правый
верхний угол (точку (m,n))?

(0,   )n

(    ,   )m 0

0

(m,n)

Рис. 4.3.1: “Шахматный город”

Р е ш е ни е. Обозначим буквой “Г” горизонтальный отрезок
пути, буквой “В” — вертикальный. Каждый кратчайший путь из
(0, 0) в (m,n) состоит из n вертикальных отрезков и m горизон-
тальных. Он полностью задается последовательностью длиной
n + m, составленной из m букв “Г” и n букв “В”, и наоборот.
Поэтому число кратчайших путей из (0, 0) в (m,n) равно числу
последовательностей длиной n+m, составленных из m букв “Г”
и n букв “В”. Каждая такая последовательность однозначно за-
дается выбором m мест для буквы “Г” из n+m мест (оставшиеся
места заполняются буквами “В”). Поэтому число последователь-
ностей из m букв “Г” и n букв “В” равно Cm

n+m.
Размещения. k-Элементные упорядоченные подмножества

данного n-элементного множества будем называть размещения-
ми из n элементов по k.
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Размещения из n элементов по k различны, если они отли-
чаются или своими элементами, или порядком элементов.

Число всех различных размещений из n элементов по k бу-
дем обозначать Ak

n.
Пример 4.3.4. Пусть Ω = {a, b, c}. Выписать все размеще-

ния из 3 элементов по 2.
Ре ш ен и е. (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b) — все 2-элемен-

тные упорядоченные подмножества 3-элементного множества
{a, b, c} (размещения из 3 элементов по 2), A2

3 равно 6.
Теорема. Число Ak

n всех упорядоченных k-элементных под-
множеств n-элементного множества (число размещений из n
элементов по k) равно n!/(n− k)!, т. е.

Ak
n = n!/(n− k)!

До к а з а т е л ь с т в о. k-Элементные упорядоченные подмно-
жества n-элементного множества можно получить двумя дейст-
виями: сначала выбрать k-элементное подмножество n-элемент-
ного множества (Ck

n способами), а затем упорядочить его (k! спо-
собами). Согласно правилу умножения эти два действия вместе
можно выполнить Ck

n · k! способами. Так что число

Ak
n = Ck

n · k! = n!/(n− k)!

Разбиения на подмножества, перестановки с повто-
рениями. Разбиением n-элементного множества Ω на m попар-
но непересекающихся подмножеств, содержащих соответственно
k1, k2, . . . , km элементов (k1+ k2+ . . .+ km = n), будем называть
упорядоченный набор

(B1, B2, . . . , Bm)

из m попарно непересекающихся подмножеств множества Ω,
содержащих соответственно k1, k2, . . . , km элементов.

Очевидно, имеет место представление

B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bm = Ω.

Два разбиения множества на m попарно непересекающих-
ся подмножеств, содержащих соответственно k1, k2, . . . , km эле-
ментов, различны, если хотя бы в одной паре соответствующих
kj-элементных подмножеств (j = 1, 2, . . . ,m) имеются различ-
ные элементы.
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Число всех разбиений n-элементного множества на m попар-
но непересекающихся подмножеств, содержащих соответственно
k1, k2, . . . , km элементов (k1+k2+· · ·+km = n), будем обозначать
Cn(k1, k2, . . . , km).

Пример 4.3.5 . Привести все возможные разбиения мно-
жества Ω = {a, b, c, d} на 3 непересекающихся подмножества
(B1, B2, B3), содержащих соответственно k1 = 1 элементов
(в множестве B1), k2 = 2 элементов (в множестве B2), k3 = 1
элементов (в множестве B3).

Ре ш е ни е.
({a}, {b, c}, {d}), ({a}, {c, d}, {b}), ({a}, {b, d}, {c}),
({b}, {a, c}, {d}), ({b}, {c, d}, {a}), ({b}, {a, d}, {c}),
({c}, {a, b}, {d}), ({c}, {a, d}, {b}), ({c}, {b, d}, {a}),
({d}, {a, b}, {c}), ({d}, {a, c}, {b}), ({d}, {b, c}, {a}),

число C4(1, 2, 1) равно 12.
Заметим, что например, ({a}, {b, c}, {d}) и ({d}, {b, c}, {a})

являются различными разбиениями множества Ω = {a, b, c, d}.
Теорема. Число Cn(k1, k2, . . . , km) всех разбиений n-элемен-

тного множества Ω на m попарно непересекающихся подмно-
жеств B1, B2, . . . , Bm, содержащих соответственно k1, k2, . . .
. . . , km элементов (k1+k2+· · ·+km = n), равно n!/(k1!k2! . . . km!),
т. е.

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

До к а з а т е л ь с т в о. Подсчитаем число перестановок n-эле-
ментного множества Ω. С одной стороны, это число, как извест-
но, равно n! С другой стороны, его можно получить следующим
образом: разбить n-элементное множество на m непересекаю-
щихся подмножеств B1, B2, . . . , Bm, содержащих соответствен-
но k1, k2, . . . , km элементов (это можно сделать Cn(k1, k2, . . . , km)
способами). А затем упорядочить каждое из них — соответствен-
но k1!, k2!, . . . , km! способами. Тогда согласно правилу умноже-
ния число n-элементных упорядоченных подмножеств множест-
ва Ω равно произведению Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km! Отсюда
имеем:

n! = Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!

Поэтому

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Числа Cn(k1, k2, . . . , km) называются полиномиальными ко-
эффициентами.
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Определение. Последовательность длиной n, составленную
из k1 элементов (букв) a1, k2 элементов (букв) a2, . . . , km элемен-
тов (букв) am (k1 + k2 + . . .+ km = n), будем называть переста-
новкой с повторениями (словом) длиной n из элементов (букв)
a1, a2, . . . , am в количестве k1, k2, . . . , km соответственно.

Например, слово “статистика” — перестановка с повторения-
ми составленная из двух букв “а”, двух букв “и”, одной буквы “к”,
двух букв “с”, трех букв “т”.

Две перестановки с повторениями различны, если у пере-
становок хотя бы на одном месте (из n упорядоченных мест)
расположены различные буквы.

Пример 4.3.6 . Выписать все перестановки с повторени-
ями (слова) длиной 4, составленные из букв {a, b}, в которых
буквы a, b встречаются по два раза.

Ре ш ен и е. (a, a, b, b), (a, b, a, b), (b, a, a, b), (b, a, b, a), (b, b, a, a),
(a, b, b, a).

Теорема. Число всех перестановок с повторениями (слов)
длиной n, которые можно составить из k1 элементов a1,
k2 элементов a2 и т. д., km элементов am (k1+k2+· · ·+km = n)
равно

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

До к а з а т е л ь с т в о. Расположив k1 элементов a1, k2 эле-
ментов a2, и т. д., km элементов am на n занумерованных числа-
ми 1, 2, . . . , n местах и приписав каждому элементу номер мес-
та, на котором он оказался, получим перестановку с повторе-
ниями. Очевидно, перестановка с повторениями определяется
указанием k1 мест для элемента a1, k2 мест для элемента a2,
и т. д., km мест для элемента am, т. е. разбиением n-элементного
множества занумерованных мест на m непересекающихся под-
множеств, содержащих соответственно k1, k2, . . . , km элементов.
Число таких разбиений (а вместе с ними и перестановок с по-
вторениями)

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

За м е ч а н и е. Составляя слова, необходимо: 1◦ указать дли-
ну n слова; 2◦ указать набор {a1, a2, . . . , am} различных букв,
используемых в записи слова; 3◦ указать число kj — повторений
каждой буквы aj , используемой в записи слова (j = 1, 2, . . . ,m),
k1 + k2 + . . .+ km = n.
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Количество слов, которые при этом можно получить, равно
Cn(k1, k2, . . . , km).

Теорема (полиномиальная формула).

(a1+a2+. . .+am)n =
∑

k1+k2+...+km=n

Cn(k1, k2, . . . , km)ak11 a
k2
2 . . . akmm ,

суммирование ведется по всем последовательностям k1, k2, . . .
. . . , km, для которых k1 + k2 + . . .+ km = n.

До к а з а т е л ь с т в о. По определению

(a1 + a2 + . . .+ am)n =

= (a1 + a2 + . . .+ am)(a1 + a2 + . . .+ am) . . . (a1 + a2 + . . .+ am)

равно сумме всех слагаемых вида d1d2 . . . dn, где каждый со-
множитель di (i = 1, 2, . . . , n), равен или a1, или a2, и т. д.
или am. Другими словами, каждое слагаемое d1d2 . . . dn опре-
деляется словом длиной n, составленным из букв a1, a2, . . . , am.
Каждому такому слову соответствует произведение d1d2 . . . dn=
= ak11 a

k2
2 . . . akmm . Количество слагаемых вида ak11 a

k2
2 . . . akmm равно

числу слов длиной n, которые можно составить из k1 букв a1, k2
букв a2, и т. д., km букв am, т. е. Cn(k1, k2, . . . , km). Тем самым
теорема доказана.

Модель Максвелла–Больцмана. Эта модель описывает
размещение различимых частиц по ячейкам.

Теорема. Пусть n различимых частиц распределяется по
m ячейкам (областям пространства). Тогда число всех разме-
щений частиц равно mn. Число размещений частиц, в кото-
рых первая ячейка содержит k1 частиц, вторая — k2 частиц
и т. д., m-я — km частиц (k1 + k2 + . . . + km = n), равно
Cn(k1, k2, . . . , km).

До к а з а т е л ь с т в о. Для определенности занумеруем части-
цы числами 1, 2, . . . , n, а ячейки (области пространства) — но-
мерами 1, 2, . . . ,m.

Оборот “распределить (разместить) n частиц по m ячейкам”
обозначает — каждой частице приписать номер ячейки, в ко-
торой она окажется. Так что каждому размещению n частиц
по m ячейкам соответствует последовательность длиной n, со-
ставленная из чисел 1, 2, . . . ,m, другими словами соответству-
ет слово (i1, i2, . . . , in) длиной n, составленное из номеров ячеек
1, 2, . . . ,m (i1 — номер ячейки, в которой оказалась частица с
номером 1, i2 — номер ячейки, в которой оказалась частица с
номером 2 и т. д., in — номер ячейки, в которой оказалась части-
ца с номером n). И наоборот, каждая такая последовательность
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(слово) задает распределение n различимых частиц по m ячей-
кам. Поэтому число всех размещений n частиц по m ячейкам
равно mn — числу слов длиной n, составленных из чисел от 1
до m. А число размещений n частиц по m ячейкам, у которых в
первой ячейке находится k1 частиц, во второй — k2 частиц и т. д.,
в m-й — km частиц равно числу слов длиной n, составленным из
k1 элементов (букв) “1”, k2 элементов (букв) “2” и т. д., km эле-
ментов (букв) “m”, т. е. равно Cn(k1, k2, . . . , km).

Сочетания с повторениями. Набор из n элементов, каж-
дый из которых принадлежит одному из m типов, будем назы-
вать сочетанием из m элементов по n с повторениями.

Сочетание с повторениями задается указанием числа элемен-
тов каждого типа.

Два сочетания из m элементов по n различны, если они от-
личаются количеством элементов хотя бы одного типа.

Число всех сочетаний из m элементов по n с повторениями
будем обозначать fnm.

Пример 4.3.7 . Выписать все сочетания с повторениями
из 4 элементов a, b, c, d по 2.

Ре ш ен и е. aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, dc, заметим, что чис-
ло f24 = 10.

Из определения следует, что, например, ab и ba — одно и то
же сочетание с повторениями.

Теорема 4.3.1. Число fnm сочетаний из m элементов по n
с повторениями равно Cm−1

n+m−1:

fnm = Cm−1
n+m−1.

До к а з а т е л ь с т в о. Каждому сочетанию изm элементов по
n с повторениями поставим в соответствие последовательность
из n нулей и m − 1 единиц следующим образом: сначала выпи-
шем нули в количестве, равном числу элементов первого типа,
входящих в сочетание с повторениями, затем единицу; далее вы-
писываем нули в количестве, равном числу элементов второго
типа, затем единицу и т. д. (после нулей, соответствующих эле-
ментам m-го типа, единицу не записываем). Наоборот, каждой
последовательности из n нулей и m − 1 единиц соответствует
сочетание из m элементов по n с повторениями (сначала наби-
раем элементы первого типа в количестве равном числу нулей до
первой единицы, затем — элементы второго типа в количестве,
равном числу нулей между первой и второй единицей, и т. д.).
Поэтому число сочетаний из m элементов по n с повторениями
равно числу последовательностей, составленных из n нулей и
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m − 1 единиц, количество же таких последовательностей рав-
но Cm−1

n+m−1.
Теорема 4.3.2 . Если n ≥ m, то число сочетаний из m

элементов по n с повторениями, у которых элемент каждого
типа встречается хотя бы один раз, равно Cm−1

n−1 .
До к а з а т е л ь с т в о. Установим соответствие между сочета-

нием из m элементов по n с повторениями и последовательнос-
тями из n нулей и m − 1 единиц, как это было описано в до-
казательстве теоремы 4.3.1. Сочетаниям из m элементов по n с
повторениями, у которых элемент каждого типа встречается хо-
тя бы один раз, соответствуют последовательности из n нулей и
m− 1 единиц, у которых никакие две единицы не расположены
рядом. Такие последовательности можно получить, выбрав из
n−1 промежутков между нулями m−1 промежуток и располо-
жив в них единицы. Последнее можно сделать Cm−1

n−1 способами.
Пример. Кость домино — набор из двух чисел, каждое из

которых выбрано из множества {0, 1, 2, . . . , 6}. Кость можно
рассматривать как сочетание из m = 7 элементов по n = 2
с повторениям. Число таких сочетаний (а вместе с ними и
число костей домино) равно

f27 = C7−1
2+7−1 = C6

8 =
8!

2!6!
=

7 · 8
2

= 28.

Теорема 4.3.3. Для целого n > 0 число решений уравнения

x1 + x2 + . . .+ xm = n (4.3.1)

в целых неотрицательных числах равно Cm−1
n+m−1, а в целых по-

ложительных (при n ≥ m) равно Cm−1
n−1 .

До к а з а т е л ь с т в о. Решением уравнения

x1 + x2 + . . .+ xm = n

в целых неотрицательных числах является последовательность
(x1, x2, . . . , xm) целых неотрицательных чисел такая, что
x1 + x2 + . . . + xm = n. Каждая такая последовательность за-
дает сочетание из m элементов по n с повторениями и наобо-
рот. В самом деле, сочетание из m элементов по n с повторе-
ниями однозначно задается числом x1 элементов первого типа,
числом x2 элементов второго типа и т. д., числом xm элемен-
тов m-го типа в него входящих, т. е. задается последовательно-
стью (x1, x2, . . . , xm) неотрицательных целых чисел, такой, что
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x1 + x2 + . . . + xm = n, и наоборот, — сочетание из m элемен-
тов по n с повторениями однозначно определяет последователь-
ность (x1, x2, . . . , xm) неотрицательных целых чисел, таких, что
x1+x2+ . . .+xm = n (x1 — число элементов первого типа, x2 —
второго и т. д., xm — m-го типа). Поэтому искомое число реше-
ний равно числу Cm−1

n+m−1 сочетаний из m по n с повторениями.
Количество решений уравнения (4.3.1) в целых положитель-

ных числах (при условии n ≥ m) равно числу сочетаний из m
элементов по n с повторениями, у которых элемент каждого ти-
па встречается хотя бы один раз, т. е. равно Cm−1

n−1 .
С л е д с т в и е. Между множеством сочетаний из m элемен-

тов по n с повторениями и множеством решений (x1, x2, . . . , xm)
уравнения x1+x2+. . .+xm = n в целых неотрицательных числах
существует взаимно однозначное соответствие.

Пример. Сколько существует различных частных произ-
водных порядка n у бесконечно дифференцируемой функции m
переменных?

Ре ш ен и е. Частная производная порядка n бесконечно диф-
ференцируемой функции f(x1, x2, . . . , xm) отm переменных опре-
деляется числом дифференцирований по каждой переменной и
не зависит от порядка дифференцирования. Если, скажем, по
первой переменной мы продифференцируем k1 раз, по второй —
k2 раз, и т. д., по m-й — km раз (причем k1 + k2 + . . . + km =

= n), то получим частную производную ∂nf(x1, x2, . . . , xm)

∂xk11 ∂x
k2
2 . . . ∂xkmm

. Чис-

ло таких производных равно числу решений уравнения
k1 + k2 + . . . + km = n в целых неотрицательных числах, а по-
следнее равно

fnm = Cm−1
n+m−1.

Модель Бо́зе–Эйнштейна. Эта модель описывает разме-
щение неразличимых частиц по ячейкам.

Теорема 4.3.4 . Пусть n неразличимых частиц распреде-
ляется по m ячейкам (областям пространства). Число всех
возможных размещений частиц равно

fnm = Cm−1
n+m−1.

Если n ≥ m, то число тех размещений, у которых каждая
ячейка содержит хотя бы одну частицу, равно Cm−1

n−1 .
До к а з а т е л ь с т в о. Размещение n неразличимых частиц по

m ячейкам задается указанием числа x1 частиц, попавших в 1-ю
ячейку, x2 — во 2-ю ячейку и т. д., числа xm частиц, попавших в
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m-ю ячейку, т. е. задается последовательностью (x1, x2, . . . , xm)
целых неотрицательных чисел такой, что

x1 + x2 + . . .+ xm = n,

другими словами, задается решением (x1, x2, . . . , xm) уравнения
x1+x2+. . .+xm = n, в целых неотрицательных числах (и наобо-
рот). А число таких решений согласно теореме 4.3.3 равно fnm.

Сочетания с повторениями и слова. Пусть имеется слово
длиной n, составленное из m букв (элементов): x1 букв a1, x2
букв a2 и т. д., xm букв am (x1 + x2 + . . . + xm = n). “Cсыпав”
буквы слова в урну, получим набор из n элементов, в котором
число элементов первого типа равно x1, второго — x2, и т. д.,
m-го типа — xm, т. е. получим сочетание из m элементов по n
с повторениями (одно) с заданным числом элементов каждого
типа.

Наоборот. Пусть мы имеем сочетание из m элементов по n
с повторениями, в котором число элементов первого типа рав-
но x1, второго — x2, и т. д., m-го типа — xm (имеем набор из
n элементов “ссыпанных” в урну: x1 элементов a1, x2 элементов
a2 и т. д., xm элементов am). Разместив элементы на n зануме-
рованных местах (упорядочив их) получим слово. Число всех
таких слов равно Cn(x1, x2, . . . , xm).

4.4 Примеры и задачи

В предлагаемых далее задачах, прежде чем подсчитывать
число элементов того или иного множества, необходимо опреде-
лить, что именно представляют собой эти элементы
(т. е., что подсчитывать). Прежде чем отвечать на вопрос
“Cколько? ”, необходимо ответить на вопрос “Что?Что будем
считать?”

Примеры
Пример 4.4.1. Симметричную игральную кость подбрасы-

вают шесть раз. Построить математическую модель этого
стохастического эксперимента. Описать событие A — “выпа-
дут все шесть граней” и вычислить его вероятность.

Ре ш е ни е. В качестве пространства элементарных событий
Ω стохастического эксперимента естественно рассмотреть мно-
жество последовательностей длиной шесть, образованных чис-
лами 1, 2, . . . , 6. Например, последовательность (6, 1, 6, 3, 2, 4) опи-
сывает исход стохастического эксперимента, состоящий в том,
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что при первом подбрасывании игральной кости выпала 6, при
втором — 1, . . . , при шестом подбрасывании выпала 4.

Событие A — “выпали все грани” опишется подмножеством
пространства Ω, состоящим из последовательностей, в записи
которых встречается каждая из цифр 1, 2, . . . , 6.

Далее, поскольку каждый исход стохастического экспери-
мента ничем не хуже и не лучше, чем другой (кость симмет-
рична), то естественно считать, что все элементарные события
равновероятны (ни из каких теорем это утверждение не следу-
ет). Другими словами, в качестве математической модели данно-
го стохастического эксперимента рассмотрим классическую мо-
дель. Тем самым вероятностное пространство (модель стохасти-
ческого эксперимента) построено: предложено Ω и для каждого
ω ∈ Ω задана вероятность P(ω): P(ω) = 1/n(Ω).

Теперь вычислим вероятность события A — “выпадут все
шесть граней”. Поскольку модель классическая, то в соответ-
ствии с формулой классической вероятности (см. (4.2.2)), веро-
ятность события A равна отношению числа n(A) элементарных
событий, входящих в событие A, к числу n(Ω) всех элементар-
ных событий.

Элементарных событий в Ω столько, сколько существует по-
следовательностей длиной 6, которые можно построить из шести
чисел (от 1 до 6). Согласно правилу умножения, их — 66. Эле-
ментарных событий, входящих в событие A, столько, сколько
имеется перестановок из чисел 1, 2, . . . , 6 — их 6!

Следовательно, искомая вероятность

P(A) =
6!

66
.

Пример 4.4.2 (С. Н. Бернштейн). Подбрасывают пра-
вильный тетраэдр, три грани которого окрашены соответст-
венно в красный, синий и зеленый цвета, а в окраске четвертой
имеются все три цвета. События: R — “красный”, B — “си-
ний”, G — “зеленый” обозначают, что в окраске грани, соприка-
сающейся с поверхностью, имеются соответствующие цвета.
Убедитесь, что события R, B, G попарно независимы, но не
являются независимыми в совокупности.

Ре ш ен и е. Поскольку тетраэдр правильный, то в качестве
математической модели стохастического эксперимента естест-
венно рассматривать классическую модель.

Каждый цвет присутствует в окраске двух граней, поэтому

P(R) = 2/4 = 1/2, P(B) = 2/4 = 1/2, P(G) = 2/4 = 1/2.
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В окраске только одной грани имеются три цвета, поэтому

P(R ∩B ∩G) = 1/4, P(R ∩B) = 1/4,

P(R ∩G) = 1/4, P(B ∩G) = 1/4.

Так что

P(R ∩B) = P(R)P(B), P(R ∩G) = P(R)P(G),

P(B ∩G) = P(B)P(G),

т. е. события R,B,G попарно независимы. Но

P(R ∩B ∩G) = 1

4
̸= 1

2
· 1
2
· 1
2
= P(R)P(B)P(G).

Последнее означает, что события R,B,G не являются независи-
мыми в совокупности.

Пример 4.4.3. Подбрасывают три симметричные играль-
ные кости. Найти вероятность выпадения хотя бы одной еди-
ницы, если известно, что на трех костях выпали разные грани.

Ре ш е ни е. В качестве пространства элементарных событий
Ω рассмотрим упорядоченные тройки, составленные из чисел
1, 2, . . . , 6. Поскольку кости симметричны, то естественно счи-
тать все элементарные события равновероятными. Тем самым
вероятностное пространство стохастического эксперимента по-
строено.

Пусть B — событие, состоящее в том, что на трех костях вы-
пали разные грани, A— хотя бы на одной кости выпала единица.
В задаче необходимо вычислить условную вероятность P(A/B).

По определению

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Далее,

P(B) =
6 · 5 · 4

63
; P(A ∩B) =

3 · 5 · 4
63

;

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

3 · 5 · 4
63

/6 · 5 · 4
63

=
1

2
.

Вероятность P(A/B) можно также вычислить, воспользовав-
шись тем, что в классической модели {Ω,P} условная вероят-
ность P(A/B) равна отношению числа элементарных событий,
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входящих в A∩B, к числу элементарных событий, принадлежа-
щих B, т. е.

P(A/B) =
3 · 5 · 4
6 · 5 · 4

=
1

2
.

Пример 4.4.4 (обобщение задачи Льюиса Кэррола).
В урне находится один шар, о котором известно, что он либо
белый (с вероятностью 1/2), либо черный. В урну положили n
белых шаров, а затем после тщательного перемешивания по-
следовательно извлекли n шаров, которые оказались белыми.
Какова вероятность следующему шару оказаться белым?

Ре ш ен и е. Шар, который изначально находится в урне, обо-
значим через W , если он белый, и через B, если он черный
(так же будем обозначать и события “в урне изначально бе-
лый шар”, “в урне изначально черный шар”). Белые шары, ко-
торые кладут в урну, обозначим через Wi, i = 1, 2, . . . , n (бу-
дем считать их различимыми). Эксперимент состоит в после-
довательном извлечении из урны (n + 1) шаров. Исходы экс-
перимента — последовательности длиной (n + 1), составленные
из букв W1,W2, . . . ,Wn,W или из букв W1,W2, . . . ,Wn, B. По-
скольку сначала в урне с вероятностью 1/2 находится белый
или черный шар, то естественно считать модель классической.
Пусть An — событие “первые n извлеченных шаров белые”, A
— “последний извлеченный шар белый”. Ясно, что необходимо
вычислить вероятность

P(A/An) =
P(A ∩An)

P(An)
.

Вычислим вероятности P(An) и P(A ∩ An) по формуле пол-
ной вероятности, в качестве полной группы событий рассмотрим
события W, B. Имеем

P(An/W ) = 1, P(An/B) =
n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
,

P(An) = P(An/W )P(W ) + P(An/B)P(B) =

= 1 · 1
2
+

1

n+ 1
· 1
2
=

1

2

(
1 +

1

n+ 1

)
,

P(A ∩An) = P((A ∩An)/W )P(W ) + P((A ∩An)/B)P(B) =

= 1 · 1
2
+ 0 · 1

2
=

1

2
.
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Так что

P(A/An) =
1/2

(1/2)(1 + 1/(n+ 1))
=
n+ 1

n+ 2
. (4.4.1)

Заметим, что если в урне находится черный шар, то вероят-
ность того, что первые n вынутых шаров окажутся белыми

P(An/B) =
1

n+ 1
,

а вероятность того, что среди первых n вынутых шаров окажет-
ся черный

P(An/B) = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
,

т. е. если в урне имеется черный шар, то он скорее всего появится
среди первых n вынутых.

И если первые n вынутых шаров оказались белыми, то скорее
всего черного шара в урне и не было —

P(B/An) = 1− P(A/An) = 1− n+ 1

n+ 2
=

1

n+ 2

(см. (4.4.1)).
Поэтому естественно, что если среди первых n шаров ока-

жутся только белые, то и (n + 1)-й шар скорее всего будет бе-
лым:

P(A/An) =
n+ 1

n+ 2
.

Полученные результаты вполне согласуются с нашей интуи-
циею.

Заметим, что в частном случае, когда n = 1, мы имеем дело
с задачей Льюиса Кэррола, при этом

P(A/A1) =
n+ 1

n+ 2
=

2

3
,

что совпадает с ответом к этой задаче.
Пример 4.4.5. Среди N экзаменационных билетов n “счаст-

ливых”. Студенты подходят за билетами один за другим.
У кого больше вероятность взять “счастливый” билет — у то-
го, кто подошел первым, или у того, кто подошел вторым?
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Ре ш ен и е. Обозначим через Al
i событие “i-й студент взял

счастливый билет”, i = 1, 2; Au
1 — “1-й студент взял несчастли-

вый билет”. Вычислим P(Al
1) и P(Al

2).
По формуле классической вероятности

P(Al
1) =

n

N
.

Вероятность события P(Al
2) вычислим по формуле полной ве-

роятности, рассматривая в качестве полной группы событий Al
1

и Au
1 :

P(Al
2) = P(Al

2/A
l
1)P(A

l
1) + P(Al

2/A
u
1)P(A

u
1) =

=
n− 1

N − 1

n

N
+

n

N − 1

N − n

N
=

n

N
.

Так что, вероятность взять счастливый билет для обоих сту-
дентов одинакова.

З а м е ч а н и е. Такой ответ мы получаем, если первый сту-
дент не объявляет, какой билет он вытянул (счастливый или
несчастливый). В противном случае вероятность вытянуть счаст-
ливый билет вторым студентом равна

P(Al
2/A

l
1) = (n− 1)/(N − 1),

если первый вытянул счастливый билет, и

P(Al
2/A

u
1) = n/(N − 1)

— если несчастливый.
Пример 4.4.6 (задача о разделе ставки). Два игрока иг-

рают в справедливую игру — у обоих шансы выиграть каждую
партию игры одинаковы, например, подбрасывают симметрич-
ную монету, если при этом монета легла гербом, партию вы-
играл первый игрок, если решеткой — второй. Игроки догово-
рились, что игру выигрывает тот, кто первым выиграет 6
партий, при этом выигравший получает весь приз. На самом
деле игра остановилась до того, как один из игроков выиграл 6
партий, скажем, первый выиграл 5 партий, а второй — 3. Как
справедливо разделить приз?

Задача о разделе ставки имеет давние корни. Впервые ее
опубликовал в 1494 г. в Венеции известный математик Фра
Лука Пачоли, но имеются основания считать, что задача име-
ет арабское происхождение. На ее решение безрезультатно бы-
ло потрачено немало усилий знаменитых математиков. Непра-
вильное решение — приз следует разделить в отношении 2 к 1,
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дал Никколо Тарталья (1499 − 1557), хотя он был достаточ-
но гениален, чтобы в математической дуэли за одну ночь най-
ти формулу корней кубического уравнения. Правильное решение
независимо друг от друга получили Паскаль и Ферма в 1654 г.
Это открытие выглядело настолько важным, что многие счи-
тают 1654 г. годом рождения теории вероятностей.

Ре ш е ни е. Паскаль и Ферма рассматривали задачу о раз-
деле ставки как вероятностную.

Пусть вместо игроков, которые прервали игру, ее продолжа-
ют два новых игрока (один за первого, другой — за второго, мы
по-прежнему будем называть их первым и вторым игроками).
Они играют до выигрыша одним из игроков шести партий. При
этом 6 партий может выиграть как первый игрок, так и вто-
рой. Вот только с разными вероятностями. Поэтому естествен-
но считать справедливым раздел приза пропорционально веро-
ятностям выиграть 6 партий соответственно первым и вторым
игроками при продолжении игры.

Игра продолжается не более трех партий. Второй игрок вы-
игрывает игру, если в трех последовательных подбрасываниях
монеты выпадет три решетки. Поэтому вероятность выигры-
ша игры вторым игроком равна 1/8 — вероятности выпадения
трех решеток. Вероятность выигрыша игры первым игроком
равна 7/8. Следовательно, приз необходимо разделить в отно-
шении 7 : 1.

Задачи
4.1. Для уменьшения общего количества игр 2n команд (раз-

ных по силе) необходимо разделить на две подгруппы по n ко-
манд каждая.

1. Какова вероятность того, что две самые сильные команды
окажутся: а) в разных подгруппах; б) в одной подгруппе?

2. Какова вероятность того, что четыре самые сильные ко-
манды окажутся: а) в разных подгруппах (по две в каждой);
б) в одной подгруппе; в) в разных подгруппах, причем в одной
подгруппе три команды, в другой — одна?

Р е ш е ни е. Будем различать подгруппы: подгруппа 1◦ и под-
группа 2◦. Исход эксперимента — упорядоченная пара n-эле-
ментных подмножеств 2n-элементного множества (пространст-
во элементарных событий — множество всех таких пар). При
этом выбор одного n-элементного подмножества пары (одной из
подгрупп, например, подгруппы 1◦) определяет состав другого
подмножества (подгруппы 2◦). Поэтому всего исходов Cn

2n. Мо-
дель классическая.

Событие A — “две самые сильные команды оказались в раз-
ных подгруппах” — описывается упорядоченными парами
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n-элементных подмножеств, в состав каждого из которых вхо-
дит ровно одна из наиболее сильных команд. Поэтому

P(A) = C1
2C

n−1
2n−2/C

n
2n.

СобытиеB — “две самые сильные команды оказались в одной
подгруппе” описывается упорядоченными парами n-элементных
подмножеств, причем в состав одного n-элементного подмножест-
ва (первого или второго) входят две самые сильные команды,
в состав другого — ни одной. Поэтому сначала выберем под-
группу (1◦ или 2◦), в состав которой войдут две самые сильные
команды (C1

2 способами), а затем сформируем эту подгруппу —
Cn−2
2n−2 способами. Отсюда

P(B) = C1
2C

n−2
2n−2/C

n
2n.

4.2. Девять пассажиров наудачу рассаживаются в три ваго-
на. Найти вероятность того, что:

а) в каждый вагон сядут по три пассажира;
б) в один вагон сядут четыре, другой — три, а в третий —

два пассажира.
Р е ш е н и е. Оборот “девять пассажиров рассаживаются в три

вагона” обозначает, что каждому пассажиру приписывается но-
мер вагона, в котором он оказался. Исход — последовательность
(слово) длиной 9, составленная из чисел 1, 2, 3; всего исходов 39.
Модель классическая.

а) Событие “в каждый вагон сядут по три пассажира” опи-
сывается словами длиной 9, составленными из трех 1, трех 2,
трех 3; таких слов 9!/(3!3!3!). Поэтому искомая вероятность рав-

на 9!/(3!3!3!)
39

.
б) Событие “в один вагон сядут четыре, в другой — три, тре-

тий — два пассажира” описывается последовательностями дли-
ной 9, образованными цифрами (буквами) 1, 2, 3, причем одна
цифра встречается четыре, другая три, третья два раза. Всего
таких последовательностей 3!9!/(4!3!2!). В самом деле, первым
действием выберем цифру, которая встретится четыре раза (тре-
мя способами), потом цифру, которая встретится три раза (дву-
мя способами), цифра, встречающаяся два раза, может быть вы-
брана одним способом. Вторым действием из выбранных цифр
образуем слово длиной 9 с заданным числом букв каждого типа
(9!/(4!3!2!) способами).

Так что искомая вероятность равна 3!9!/(4!3!2!)
39

.
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4.3. Доказать, что вероятнее получить при четырех подбра-
сываниях игральной кости хотя бы одну единицу, чем при 24
подбрасываниях пары игральных костей хотя бы один раз пару
единиц. (Ответ известен как “парадокс де Мере”. Придворный
кавалер и азартный игрок шевалье де Мере, современник Блеза
Паскаля, считал эти вероятности равными и обвинял математи-
ков в своих проигрышах.)

Р е ш е ни е. Вероятность появления хотя бы один раз едини-
цы при четырех подбрасываниях игральной кости равна
1− 54/64, а появление пары (1, 1) хотя бы один раз в 24 подбра-
сываниях пары костей равна 1−3524/3624. Необходимо доказать,
что

1− 54/64 > 1− 3524/3624.

Для этого достаточно установить, что (35/36)24 > (5/6)4 или
(35/36)6 > 5/6. Последнее следует, например, из неравенства
(1 + x)n ≥ 1 + nx, x > −1, n ≥ 1 при n = 6, x = −1/36.

4.4. В лифте семь пассажиров. Лифт останавливается на
десяти этажах. Вычислить вероятность того, что никакие два
пассажира не выйдут на одном и том же этаже.

Ответ: A7
10/10

7, что составляет около 0, 06.
4.5. Участник лотереи “Спортлото” из 49 названий видов

спорта (обозначенных числами 1 – 49) должен назвать шесть.
Полный выигрыш получает правильно указавший все шесть на-
званий. Выигрыш получают и угадавшие не менее трех назва-
ний. Вычислить вероятность полного выигрыша в “Спортлото”.
Вычислить вероятность того, что участник “Спортлото” угада-
ет пять, четыре, три названия. Какова вероятность получить
выигрыш в “Спортлото”?

Ответы: P(Ar) = { участник угадал r видов }, r = 3, 4, 5, 6;
P(A3) = 0, 017650, P(A4) = 0, 000969, P(A5) = 0, 000018, P(A6) =
= 0, 00000007151.

4.6. Вычислить вероятность того, что четырехзначный но-
мер случайно выбранного автомобиля в большом городе:
а) состоит из различных цифр; б) имеет ровно две одинаковые
цифры; в) имеет две пары одинаковых цифр; г) имеет ровно три
одинаковые цифры; д) состоит из одинаковых цифр.

Ответы: а) 10 · 9 · 8 · 7
104

; б) 10C
2
94!/(2!1!1!)
104

.
в)Четырехзначный автомобильный номер — упорядоченная

последовательность длиной 4 (слово), образованная из цифр
0, 1, 2, . . . , 9; всего таких последовательностей 104. Номера, име-
ющие две пары одинаковых цифр, — это последовательности
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(слова) длиной 4, образованные двумя разными цифрами, ко-
торые встречаются по два раза, их всего C2

104!/(2!2!). (Сначала
из 10 цифр выбираем две (C2

10 способами), а затем из них со-
ставляем слово длиной 4, в которое каждая буква входит два-
жды (4!/(2!2!) способами)). Поэтому искомая вероятность равна
C2
104!/(2!2!)

104
.

г) 10 · 9 · 4!/(3!1!)
104

(аналогично решению задачи (пункт в));
д) 1/103.

4.7 (призовая игра). Вы участвуете в призовой игре (приз
— автомобиль). Перед вами три закрытых двери. За одной из
них автомобиль. Ведущий предлагает вам выбрать дверь. Вы
выбираете. Прежде чем открыть выбранную вами дверь веду-
щий открывает одну из оставшихся дверей — за ней автомобиля
нет. После этого ведущий предлагает вам два варианта после-
дующих действий: открыть выбранную ранее вами дверь или
открыть оставшуюся дверь. Если за открытой дверью автомо-
биль — он ваш.

Какой выбор сделать — открыть первоначально выбранную
дверь или открыть оставшуюся?

Естественно, что предпочтительнее тот выбор, который обес-
печивает большую вероятность выигрыша автомобиля.

Вычислите вероятность выигрыша автомобиля, если: 1) вы
открываете первоначально выбранную дверь; 2) вы открываете
оставшуюся дверь.

Р е ш е н и е. Вероятность того, что автомобиль находится за
данной (выбранной вами) дверью, равна 1/3, а следовательно,
вероятность того, что за данной дверью автомобиля нет — ав-
томобиль находится за оставшимися дверями — равна 2/3 (вне
зависимости от того открыл ведущий дверь или нет). Поэтому
следует отказаться от первоначального выбора двери и выбрать
оставшуюся дверь (одну дверь ведущий уже открыл и за ней
автомобиля не оказалось).

Предложенное решение особенно “прозрачно”, если автомо-
биль находится за одной из n дверей (например, n = 1000).

Вероятность автомобилю находиться за выбранной вами две-
рью равна 1/n, и следовательно, вероятность противоположно-
го события — автомобиль находится за оставшимися дверями —
равна 1 − 1/n. При n = 1000 эта вероятность составляет 0, 999.
Так что открыв оставшуюся дверь, вы почти наверняка уедете
домой на автомобиле.



Глава 5

Дискретная случайная
величина

Вероятностное распределение как модель стохасти-
ческого эксперимента. Рассмотрим несколько примеров сто-
хастических экспериментов.

Подбрасывают игральную кость и регистрируют число вы-
павших очков.

Подбрасывают монету и игральную кость и регистрируют
число выпавших гербов и число выпавших очков.

На отрезок [0, 1] наудачу бросают точку и регистрируют ее
координату.

Регистрируют время безотказной работы каждого из n при-
боров.

В стохастических экспериментах, описанных в примерах, ис-
ходы “числовые”: либо число, либо последовательность чисел
(вектор).

Математической моделью стохастического эксперимента с
“числовым” множеством исходов, как и каждого стохастического
эксперимента, является вероятностное пространство {Ω,F,P},
но частного вида: множеством исходов Ω является Rn или его
часть. В качестве σ-алгебры F подмножеств Rn, как правило,
рассматривается “стандартная” σ-алгебра, так называемая
σ-алгебра борелевских множеств на Rn — наименьшая
σ-алгебра, содержащая параллелепипеды, она обозначается че-
рез Bn (подробнее о σ-алгебре Bn в разд. 7.2. гл. 7). Вероятность
на σ-алгебре борелевских подмножеств пространства Rn обычно
называют вероятностным распределением на Rn.

Вероятностное пространство {Ω,F,P} с Ω = Rn и F = Bn

полностью определяется заданием вероятностного распределе-
ния (вероятности) на Rn, поэтому вероятностное распределение
на Rn рассматривают в качестве математической модели сто-

83
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хастического эксперимента с “числовым” исходом. В частности,
если множество исходов X ⊂ Rn стохастического эксперимен-
та конечно или счетно (кратко, дискретно), то математической
моделью стохастического эксперимента является дискретное ве-
роятностное распределение на Rn.

Примеры
1. Подбрасывают симметричную игральную кость и регист-

рируют число выпавших очков.
В качестве математической модели этого стохастического экс-

перимента естественно рассмотреть вероятностное распределе-
ние (вероятность) на подмножестве {1, 2, . . . , 6} прямой R1, за-
даваемое равенствами

P(i) =
1

6
, i = 1, 2, . . . 6.

2. На отрезок [a, b] наудачу бросают точку и регистрируют
ее координату.

В качестве математической модели этого стохастического экс-
перимента естественно рассмотреть вероятностное распределе-
ние, заданное на наименьшей σ-алгебре, содержащей промежут-
ки, и такое, что значение распределения на каждом промежутке
[a′, b′] из [a, b] пропорционально длине промежутка, т. е.

P([a′, b′]) = (b′ − a′)/(b− a), [a′, b′] ⊂ [a, b].

Далее мы рассмотрим этот пример подробнее.

5.1 Случайная величина как функция
на множестве исходов

Результат стохастического эксперимента с исходами в Rn

естественно рассматривать и как величину, зависящую от вме-
шательства случая. Поэтому помимо вероятностного распреде-
ления на Rn, как математической модели стохастического экспе-
римента с исходами в Rn, в качестве его математической модели
можно предложить и другую естественную и содержательную
модель.

На интуитивном уровне под величиной, зависящей от вме-
шательства случая, мы понимаем величину, которая принимает
те или иные значения в зависимости от исхода стохастического
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эксперимента. Исходы стохастического эксперимента описыва-
ются точками ω пространства Ω элементарных событий вероят-
ностного пространства {Ω,F,P}. Поэтому, формализуя понятие
величины, зависящей от исхода стохастического эксперимента,
в качестве ее математической модели естественно рассмотреть
функцию ξ = ξ(ω), заданную на множестве исходов (элементар-
ных событий) Ω вероятностного пространства {Ω,F,P}. Такие
функции мы будем называть случайными величинами.

Примеры
1. Монету, вероятность выпадения герба которой p, подбра-

сывают независимым образом до первого выпадения герба и ре-
гистрируют число ξ выпавших решеток — число подбрасываний
до первого выпадения герба.

Стохастический эксперимент, состоящий в подбрасывании мо-
неты до первого выпадения герба, описывается вероятностным
пространством {Ω,P}, где

Ω = {Г,РГ,РРГ, . . .}, P(РР . . .Р︸ ︷︷ ︸
k

Г) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .

Число подбрасываний монеты до первого выпадения герба мож-
но рассматривать как функцию ξ = ξ(ω), определенную на Ω и
принимающую в точке ω = (РР . . .Р︸ ︷︷ ︸

k

Г) значение k, k = 0, 1, . . .

2. Подбрасывают симметричную монету и симметричную иг-
ральную кость и регистрируют: а) ξ — число выпавших гербов,
б) η — число выпавших очков, в) ζ = (ξ, η) — число выпавших
гербов и число выпавших очков.

Стохастический эксперимент, состоящий в подбрасывании
симметричной монеты и симметричной игральной кости, опи-
сывается вероятностным пространством {Ω,P}, точки ω из Ω —
упорядоченные пары (si), где s принимает “значения” Г или Р,
i принимает значения 1, 2, . . . , 6, а P(si) = 1/12 для каждой па-
ры (si).

Число выпавших гербов ξ, число выпавших очков η, число
выпавших гербов и очков ζ = (ξ, η) можно рассматривать как
функции ξ = ξ(ω), η = η(ω), ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) на Ω,
заданные равенствами:

а) функция ξ = ξ(ω):

ξ(Гi) = 1, ξ(Рi) = 0, i = 1, 2, . . . , 6;

б) функция η = η(ω):

η(Гi) = i, η(Рi) = i, i = 1, 2, . . . , 6;
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в) функция ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)):

ζ(Гi) = (1, i), ζ(Рi) = (0, i), i = 1, 2, . . . , 6.

Резюме. Итак, для стохастического эксперимента с “чис-
ловым” исходом можно предложить две математические мо-
дели:

1) вероятностное распределение на Rn;
2) функцию ξ = ξ(ω) со значениями в Rn на множестве

элементарных событий (исходов) Ω некоторого вероятностно-
го пространства {Ω,F,P}.

Случайная величина на вероятностном пространстве.
Функция ξ = ξ(ω) на Ω вероятностного пространства {Ω,F,P}
со значениями в Rn, предлагаемая (рассматриваемая) в качест-
ве модели величины, находящейся под воздействием случайных
факторов, не может быть произвольной. Она должна удовлет-
ворять некоторым естественным требованиям, а именно: для
множеств B ⊂ Rn из достаточно широкого класса (в частности,
для параллелепипедов, а в случае R1 для отрезков) можно го-
ворить о вероятности попадания значения ξ в B.

Если мы рассматриваем величину ξ, зависящую от случая,
как функцию ξ = ξ(ω) точки на множестве исходов Ω веро-
ятностного пространства {Ω,F,P} (как функцию исхода ω сто-
хастического эксперимента), то говорить о вероятности попада-
ния ξ в множество B ⊂ Rn можно тогда, когда можно говорить о
вероятности множества {ω : ξ(ω) ∈ B}. Но вероятность опреде-
лена только для множеств из класса F (из σ-алгебры событий F),
поэтому чтобы функцию ξ = ξ(ω) можно было рассматривать
в качестве модели величины, зависящей от вмешательства слу-
чая, множество {ω : ξ(ω) ∈ B} должно принадлежать классу F
(должно быть событием).

Случайная величина на дискретном вероятностном
пространстве. Для функции ξ = ξ(ω), заданной на Ω дискрет-
ного вероятностного пространства {Ω,P}, всегда можно гово-
рить о вероятности попадания значения ξ в B ⊂ Rn, поскольку
для любого B ⊂ Rn множество {ω : ξ(ω) ∈ B} является со-
бытием и, следовательно, его вероятность определена (в общем
случае необходимо требовать, чтобы множество {ω : ξ(ω) ∈ B}
было событием). Поэтому любую функцию ξ = ξ(ω) на дискрет-
ном Ω можно рассматривать в качестве математической модели
величины, зависящей от случая, такие функции будем называть
случайными величинами.

Определение. Случайной величиной со значениями в Rn на
дискретном вероятностном пространстве {Ω,P} будем называть
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функцию ξ = ξ(ω) со значениями в Rn, заданную на Ω вероят-
ностного пространства {Ω,P}.

Если n > 1, то случайную величину

ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))

называют векторной, если n = 1 — скалярной.
Случайная величина (функция ξ = ξ(ω)) на дискретном

{Ω,P} принимает не более чем счетное число значений, такая
случайная величина называется дискретной.

За м е ч а н и е. Если ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) — векторная случай-
ная величина со значениями в Rn, то, очевидно, каждая из ком-
понент ξj , j = 1, 2, . . . , n, является случайной величиной со зна-
чениями в R1 (и наоборот).

Распределение дискретной случайной величины ξ =
= ξ(ω). Напомним, что на дискретном X ⊂ Rn неотрицатель-
ная функция точки Q(x), x ∈ X такая, что

∑
x∈X

Q(x) = 1, за-

дает на классе всех подмножеств X неотрицательную счетно-
аддитивную нормированную функцию множества

Q(B) =
∑
x∈B

Q(x), B ⊂ X.

(см. (4.1.3)). Как функция множества Q(B), B ⊂ X, так и функ-
ция точки Q(x), x ∈ X, такая, что

∑
x∈X

Q(x) = 1, называется

распределением на дискретном X.
Пусть ξ = ξ(ω) — случайная величина со значениями в Rn на

дискретном {Ω,P}. Точку x ∈ Rn будем называть возможным
значением случайной величины ξ, если

P{ξ = x} = P{ω : ξ(ω) = x} > 0.

Множество возможных значений случайной величины ξ будем
обозначать через X (X ⊂ Rn).

Случайная величина ξ = ξ(ω), определенная на вероятност-
ном пространстве {Ω,P}, всегда задает на множестве X своих
возможных значений вероятностное распределение, называемое
распределением случайной величины ξ.

Определение. Распределением дискретной случайной вели-
чины ξ = ξ(ω) (со значениями в Rn) будем называть функцию

Pξ : x→ Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X, (5.1.1)
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заданную на множестве X различных возможных значений слу-
чайной величины ξ и ставящую в соответствие каждому возмож-
ному значению x ∈ X вероятность Pξ(x) = P{ξ = x}, с которой
это значение принимается.

Для функции точки

Pξ : x→ Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X,

всегда ∑
x∈X

Pξ(x) = 1.

Последнее равенство следует из свойства ассоциативности абсо-
лютно сходящихся рядов и представления∪

x∈X
{ω : ξ(ω) = x} = Ω,

{ω : ξ(ω) = xi} ∩ {ω : ξ(ω) = xj} = ∅, xi ̸= xj ,

так:

1 = P

(∪
x∈X

{ω : ξ(ω) = x}

)
=
∑
x∈X

P{ω : ξ(ω) = x} =

=
∑
x∈X

P{ξ = x} =
∑
x∈X

Pξ(x).

Так что распределение Pξ(x), x ∈ X, случайной величины явля-
ется вероятностным распределением на множестве ее значений.

Распределение случайной величины ξ = ξ(ω)

Pξ : x→ Pξ(x) = P{ξ = x}, x ∈ X,

— функция точки на множестве X ее возможных значений — за-
дает на классе подмножеств пространства X неотрицательную
счетно-аддитивную нормированную функцию множества

Pξ(B) =
∑
x∈B

Pξ(x), B ⊂ X, (5.1.2)

(см. (4.1.3)), которую мы также будем называть распределением
случайной величины ξ = ξ(ω).
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Далее, для любого подмножества B ⊂ X имеет место ра-
венство

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B}. (5.1.3)

Оно следует из свойства ассоциативности абсолютно сходящих-
ся рядов и представления

{ω : ξ(ω) ∈ B} =
∪
x∈B

{ω : ξ(ω) = x},

{ω : ξ(ω) = xi} ∩ {ω : ξ(ω) = xj} = ∅, xi ̸= xj ,

так

P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P

(∪
x∈B

{ω : ξ(ω) = x}

)
=

=
∑
x∈B

P{ω : ξ(ω) = x} =
∑
x∈B

Pξ(x) = Pξ(B).

На равенство (5.1.3) можно смотреть как на определение рас-
пределения Pξ(B), B ⊂ X, случайной величины ξ.

Случайная величина ξ = ξ(ω) со значениями в Rn на дис-
кретном вероятностном пространстве {Ω,P} задает дискретное
вероятностное распределение Pξ на множестве своих значенийX.
Справедливо и обратное.

Теорема 5.1.1. Пусть Q: x → Q(x) — вероятностное рас-
пределение на дискретном X ⊂ Rn. Существуют вероятност-
ное пространство {Ω,P} и случайная величина ξ = ξ(ω) со зна-
чениями в Rn на {Ω,P} такие, что распределение Pξ случайной
величины ξ совпадает с распределением Q.

Достаточно рассмотреть в качестве Ω множество X, в ка-
честве вероятности P — распределение Q, а случайную величи-
ну ξ = ξ(ω) определить как тождественное отображение ξ =
= ξ(ω) = ω. Тогда

Pξ(x) = P{ω : ξ(ω) = x} = P(x) = Q(x),

т. е.
Pξ = Q.

Теорема устанавливает связь между моделью случайной ве-
личины как вероятностным распределением на Rn и моделью
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случайной величины как функцией на вероятностном простран-
стве со значениями в Rn и, в частности, объясняет часто встре-
чающийся оборот: “случайная величина определяется (задается)
своим распределением”.

Формы записи распределения случайной величины.
Распределение

Pξ : x→ Pξ(x), x ∈ X ⊂ Rn,

случайной величины ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) со значениями в Rn в
координатной форме записывается так:

Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn), (x1, x2, . . . , xn) = x ∈ X,

где X — множество различных возможных значений случайной
величины ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), а

Pξ(x1, x2, . . . , xn) = P{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (x1, x2, . . . , xn)}

— вероятности, с которыми ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) принимает значе-
ния x = (x1, x2, . . . , xn).

Распределение

Pξ : (x1, x2, . . . , xn) → Pξ(x1, x2, . . . , xn)

векторной случайной величины ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) еще называют
совместным распределением случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Если ξ = ξ(ω) — случайная величина со значениями в R1, то
ее распределение

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X ⊂ R1

часто записывают в виде таблицы, в верхней строке которой ука-
зывают различные возможные значения случайной величины ξ,
а в нижней — вероятности, с которыми они принимаются:

xi x1 · · · xn · · ·

Pξ(xi) Pξ(x1) · · · Pξ(xn) · · ·
.

Если ζ = (ξ, η) — случайная величина со значениями в R2,
то ее распределение

Pζ : (xi, yj) → Pζ(xi, yj), (xi, yj) ∈ X ⊂ R2

удобно записывать в виде табл. 5.1.1.
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Та б ли ц а 5.1.1. Совместное распределение
случайных величин ξ и η

Значе- Значения η

ния ξ y1 y2 · · · yk · · ·

x1 p11 p12 · · · p1k · · ·

x2 p21 p22 · · · p2k · · ·

...
...

...
...

... · · ·

xs ps1 ps2 · · · psk · · ·

...
...

...
...

...
...

.

В табл. 5.1.1 psk = Pζ(xs, yk), s = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . .
За м е ч а н и е. Когда говорят “заданы две случайные величи-

ны”, “задано n случайных величин”, имеется в виду, что задана
векторная случайная величина со значениями в R2, со значени-
ями в Rn.

Пример 5.1.1. Пусть ξ — число выпавших гербов при под-
брасывании пары симметричных монет. Найти распределение
случайной величины ξ.

Ре ш е ни е. Стохастический эксперимент, состоящий в под-
брасывании пары монет, описывается вероятностным простран-
ством {Ω,P}, где Ω = {ГГ,ГР,РГ,РР}, P(ГГ) = 1/4,P(ГР) =
= 1/4,P(РГ) = 1/4,P(РР) = 1/4 (равенство вероятностей исхо-
дов отражает свойство симметричности монеты).

Число ξ выпавших гербов — функция ξ = ξ(ω) на Ω:

ξ(ГГ) = 2, ξ(ГР) = 1, ξ(РГ) = 1, ξ(РР) = 0.

Вычислим Pξ(i) = P{ξ = i}, i = 0, 1, 2:

P{ξ = 0} = P(РР) = 1/4,P{ξ = 2} = P(ГГ) = 1/4,

P{ξ = 1} = P({ГР,РГ}) = P(РГ) + P(ГР) = 1/4 + 1/4 = 1/2.

Тем самым распределение случайной величины ξ получено. Его
можно записать и в виде

xi 0 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/2 1/4
.
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Распределение функции от случайной величины. Функ-
ция g(ζ) от случайной величины ζ является случайной вели-
чиной. По распределению случайной величины ζ всегда можно
найти распределение любой функции g(ζ) от ζ.

Теорема 5.1.2 (о распределении функции от ζ). Пусть
ζ — случайная величина со значениями в Rn, заданная на дис-
кретном вероятностном пространстве {Ω,P}, и

Pζ : x→ Pζ(x), x ∈ X ⊂ Rn,

ее распределение; g — функция на Rn со значениями в Rl. Для
любого подмножества B ⊂ Rl

P{g(ζ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B

Pζ(x). (5.1.1)

В частности, если ζ = (ξ, η) — случайная величина со значени-
ями в R2,

Pζ : (xi, yj) → Pζ(xi, yj), (xi, yj) ∈ X ⊂ R2,

— ее распределение, g = g(x, y) — функция на R2 со значениями
в Rl, то для любого B ⊂ Rl

P{g(ζ) ∈ B} = P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B

Pζ(xi, yj). (5.1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись свойством ассоциа-
тивности абсолютно сходящихся рядов, и представлением

{ω : g(ζ(ω)) ∈ B} = {ω : ζ(ω) ∈ g−1(B)} =

=
∪

x:x∈g−1(B)

{ω : ζ(ω) = x} =
∪

x:g(x)∈B

{ω : ζ(ω) = x},

{ω : ζ(ω) = xi} ∩ {ω : ζ(ω) = xj} = ∅, xi ̸= xj ,

получим

P{g(ζ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B

P{ω : ζ(ω) = x} =
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=
∑

x:g(x)∈B

P{ζ = x} =
∑

x:g(x)∈B

Pζ(x).

В терминах координат утверждение теоремы запишется так:

P{g(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ B} =
∑

(x1,x2,...,xn):g(x1,x2,...,xn)∈B

Pζ(x1, x2, . . . , xn).

Следствие 1. Пусть ξ — случайная величина со значения-
ми в Rn, заданная на дискретном вероятностном пространст-
ве {Ω,P}. Для каждого B ⊂ Rn

P{ξ ∈ B} =
∑

x:x∈B
Pξ(x) (5.1.3)

или в терминах координат

P{(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ B} =
∑

(x1,x2,...,xn):(x1,x2,...,xn)∈B

Pξ(x1, x2, . . . , xn)

Соотношение (5.1.3) получается из равенства (5.1.1), доста-
точно в качестве g рассмотреть g(x) = x — тождественное отоб-
ражение Rn на Rn.

Следствие 2 (вычисление распределения компоненты
вектора). Пусть Pξ(x1, x2, . . . ,︸ ︷︷ ︸

s−1

xs, . . . , xn) — распределение век-

тора ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξs, . . . , ξn) (совместное распределение слу-
чайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξs, . . . , ξn), тогда

Pξs(x) = P{ξs = x} =
∑

(x1,x2,...,xs,...,xn):xs=x

Pξ(x1, x2, . . . , xs, . . . , xn).

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

Bx = R1 × R1 × . . .× R1︸ ︷︷ ︸
s−1

×{x} × R1 × . . .× R1.

Pξs(x) = P{ξs = x} = P{(ξ1, ξ2, . . . , ξs, . . . , ξn) ∈ Bx} =

=
∑

(x1,x2,...,xs,...,xn)∈Bx

Pξ(x1, x2, . . . , xs, . . . , xn) =
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=
∑

(x1,x2,...,xs,...,xn):xs=x

Pξ(x1, x2, . . . , xs, . . . , xn).

В частности, для случайных величин со значениями в R2

(часто встречающийся случай) имеем:
Следствие 3. Пусть Pζ(xi, yj) — распределение вектора

ζ = (ξ, η) (совместное распределение случайных величин ξ, η),
тогда

Pξ(x) =
∑
yj

Pζ(x, yj),

Pη(y) =
∑
xi

Pζ(xi, y).

Действительно,

Pξ(x) = P{ξ = x} = P{(ξ, η) ∈ ({x} × R1)} =

=
∑

(xi,yj)∈{x}×R1

Pζ(xi, yj) =
∑

(xi,yj):xi=x

Pζ(xi, yj) =
∑
yj

Pζ(x, yj).

Аналогично проверяется второе равенство.
З а м е ч а н и е. Следствия 2 и 3 утверждают, что по совмест-

ному распределению случайных величин всегда можно найти
распределение каждой из них; обратное, вообще говоря, не име-
ет места.

Пример 5.1.2. Два раза подбрасывают две симметричные
монеты, пусть ξ — число выпавших гербов при первом под-
брасывании, η — при втором. Найти распределение случайной
величины ζ = min{ξ, η}.

Ре ш ен и е. Стохастический эксперимент, состоящий в дву-
кратном подбрасывании двух симметричных монет, описывает-
ся вероятностным пространством {Ω,P}, у которого исходы ω
равновероятные последовательности “длиной 4”, составленные
из букв Г и Р. Например, исход ω = (ГРГГ) означает, что при
первом подбрасывании двух монет на первой монете выпал герб,
на второй — решетка, а при втором подбрасывании — на обеих
монетах выпал герб. Всего равновероятных исходов 16, поэтому
вероятность каждого исхода равна 1/16.

Сначала найдем распределение случайной величины (ξ, η).
Оно приведено в таблице:
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Значе- Значения η

ния ξ 0 1 2

0 1/16 2/16 1/16

1 2/16 4/16 2/16

2 1/16 2/16 1/16

.

Например, Pξ,η(0, 1) получается так:

Pξ,η(0, 1) = P{(ξ, η) = (0, 1)} = P{ω : (ξ(ω), η(ω)) = (0, 1)} =

= P{(РРГР), (РРРГ)} = 1/16 + 1/16 = 1/8.

Аналогично вычисляются Pξ,η(i, j) для других пар (i, j).
Далее, по распределению случайной величины (ξ, η) всегда

можно найти распределение любой функции g от (ξ, η):

P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B

Pξ,η(xi, yj).

В частности, для функции g(ξ, η) = min{ξ, η} имеем:

P{min{ξ, η} = k} =
∑

(i,j):min{i,j}=k

Pξ,η(i, j), k = 0, 1, 2.

При k = 0

P{min{ξ, η} = 0} =
∑

(i,j):min{i,j}=0

Pξ,η(i, j) =

= Pξ,η(0, 0) + Pξ,η(0, 1) + Pξ,η(0, 2) + Pξ,η(1, 0) + Pξ,η(2, 0) =

=
1

16
+

2

16
+

1

16
+

2

16
+

1

16
=

7

16
.

Аналогично,

P{min{ξ, η} = 1} =
∑

(i,j):min{i,j}=1

Pξ,η(i, j) =

= Pξ,η(1, 1) + Pξ,η(2, 1) + Pξ,η(1, 2) =
4

16
+

2

16
+

2

16
=

8

16
=

1

2
.
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P{min{ξ, η} = 2} =
1

16
.

Так что случайная величина min{ξ, η} имеет распределение

xi 0 1 2

Pζ(xi) 7/16 1/2 1/16
.

5.2 Независимые случайные величины

Интуитивно две случайные величины ξ и η независимы, ес-
ли информация о значении, принятом одной случайной величи-
ной (например, ξ приняла значение из множества A), не меняет
прогноз относительно значений, принимаемых другой случай-
ной величиной (например, η приняла значение из множества B).

Примеры
1. Подбрасывают две монеты и игральную кость, ξ — чис-

ло выпавших гербов на монетах; η — число выпавших очков на
грани игральной кости. Случайные величины ξ и η независимы
(информация о значении, принятом одной случайной величи-
ной, не меняет прогноз значений, принимаемых другой случай-
ной величиной).

2. Подбрасывают две монеты: ξ — число гербов, выпавших
на первой монете; η — число гербов, выпавших на обеих мо-
нетах. Случайные величины ξ и η не являются независимыми
(информация о значении, принятом случайной величиной ξ, ме-
няет прогноз значений, принимаемых случайной величиной η).

Учитывая интерпретацию вероятности и условной вероятнос-
ти события как количественной меры прогноза его появления
(см. замечание к определению условной вероятности в разд. 3.3
гл. 3), независимыми естественно назвать случайные величины,
для которых

P{η ∈ B/ξ ∈ A} = P{η ∈ B},
или, что то же,

P{η ∈ B} =
P{ξ ∈ A, η ∈ B}

P{ξ ∈ A}
,

или, в симметричном виде,

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}.
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Последнее равенство мотивирует следующее формальное опре-
деление независимых случайных величин.

Определение. Случайные величины ξ и η со значениями
в R1 будем называть независимыми, если для любых множеств
A и B из R1

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}.

Определение. Случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn будем на-
зывать независимыми в совокупности (независимыми), если для
любых множеств A1, A2, . . . , An из R1

P{ξ1 ∈ A1, ξ2 ∈ A2, . . . , ξn ∈ An} =

= P{ξ1 ∈ A1}P{ξ2 ∈ A2} . . .P{ξn ∈ An}.
Определение. Случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn будем на-

зывать попарно независимыми, если независимы ξi и ξj для лю-
бых i ̸= j; i, j = 1, 2, . . . , n.

Теорема. Пусть f и g — функции на R1 со значениями
в R1. Если ξ и η — независимые случайные величины, то f(ξ)
и g(η) — независимые случайные величины (функции от неза-
висимых случайных величин являются независимыми случай-
ными величинами).

До к а з а т е л ь с т в о.

P{f(ξ) ∈ A, g(η) ∈ B} = P{ξ ∈ f−1(A), η ∈ g−1(B)} =

= P{ξ ∈ f−1(A)}P{η ∈ g−1(B)} = P{f(ξ) ∈ A}P{g(η) ∈ B}.
Совместное распределение независимых случайных

величин. По распределению вектора (ξ, η) (по совместному рас-
пределению случайных величин ξ и η) всегда можно найти рас-
пределение каждой компоненты (распределение каждой из слу-
чайных величин ξ и η), см. следствие из теоремы 5.1.2. Обратное
утверждение, вообще говоря, не имеет места, исключая важный
часто встречающийся случай независимых случайных величин,
когда совместное распределение ξ и η определяется распределе-
ниями ξ и η — а именно, равно их произведению.

Теорема 5.2.1 (о совместном распределении незави-
симых случайных величин). Совместное распределение Pξ,η

независимых случайных величин ξ и η равно произведению их
распределений Pξ и Pη, т. е.

Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj) (5.2.1)
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для всех возможных значений xi и yj случайных величин ξ и η.
Справедливо и обратное утверждение: если совместное рас-

пределение случайных величин ξ и η равно произведению их рас-
пределений, то случайные величины ξ и η независимы.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξ и η независимые случайные ве-
личины, т. е. для любых A,B ⊂ R1

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}.

Положив, в частности, A = {xi}, B = {yj}, получим:

P{ξ = xi, η = yj} = P{ξ = xi}P{η = yj}

или
Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj)

— совместное распределение независимых случайных величин ξ
и η равно произведению их распределений.

Пусть теперь

Pξ,η(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj)

для всех возможных значений xi, yj случайных величин ξ и η.
Тогда для произвольных множеств A и B из R1

P{ξ ∈ A, η ∈ B} = P{(ξ, η) ∈ A×B} =

=
∑

(xi,yj)∈A×B

Pξ,η(xi, yj) =
∑

(xi,yj)∈A×B

Pξ(xi)Pη(yj) =

=
∑
xi∈A

Pξ(xi)
∑
yj∈B

Pη(yj) = P{ξ ∈ A}P{η ∈ B}

(воспользовались равенством (5.1.3)).
Теорема доказана.
Аналогичная теорема имеет место и для n случайных вели-

чин, а именно:
Теорема 5.2.2. Совместное распределение Pξ независимых

случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn равно произведению их распре-
делений Pξ1 ,Pξ2 , . . . ,Pξn, т. е.

Pξ(x1, x2, . . . , xn) = Pξ1(x1)Pξ2(x2) . . .Pξn(xn) (5.2.2)

для всех возможных значений x1, x2, . . . , xn случайных величин
ξ1, ξ2, . . . , ξn.
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Справедливо и обратное утверждение: если совместное рас-
пределение случайных величин ξ1, ξ2, . . . , ξn, равно произведению
их распределений, то случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn незави-
симы.

За м е ч а н и е. Совместное распределение

Pξ,η(xi, yj) : (xi, yj) → Pξ(xi)Pη(yj) = piqj

независимых случайных величин ξ и η соответственно с распре-
делениями

Pξ : xi → Pξ(xi) = pi и Pη : yj → Pη(yj) = qj

в табличной форме записывается в виде табл. 5.2.1.

Та б ли ц а 5.2.1. Совместное распределение
независимых случайных величин ξ и η

Значе- Значения η

ния ξ y1 y2 · · · yk · · ·

x1 p1q1 p1q2 · · · p1qk · · ·

x2 p2q1 p2q2 · · · p2qk · · ·

...
...

...
...

... · · ·

xs psq1 psq2 · · · psqk · · ·

...
...

...
...

...
...

.

Пример 5.2.1. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξn — независимые случай-
ные величины, каждая с распределением

P{ξl = k} =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k = 0, 1, . . . , (l = 1, 2, . . . , n).

Выписать совместное распределение случайных величин
ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ре ш е ни е. По распределениям Pξ1 ,Pξ2 , . . . ,Pξn независимых
случайных величин ξ1, ξ2 . . . , ξn их совместное распределение

Pξ(k1, k2, . . . , kn) = P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξn = kn}
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находим как произведение распределений этих случайных вели-
чин:

Pξ(k1, k2, . . . , kn) =

n∏
i=1

Pξi(ki) =
n∏

i=1

λki

ki!
e−λ =

λ

n∑
i=1

ki

k1!k2! . . . kn!
e−nλ,

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kn = 0, 1, . . .

5.3 Математическое ожидание
случайной величины

Случайная величина описывается своим распределением:

Pξ : xi → Pξ(xi) = P{ξ = xi}, xi ∈ X,

задающим значения, принимаемые случайной величиной, и ве-
роятности, с которыми эти значения принимаются. Информа-
цию о распределении случайной величины мы получаем из экс-
перимента (независимых наблюдений случайной величины). Но
зачастую для получения удовлетворительного представления о
распределении случайной величины имеющихся наблюдений ма-
ло. В связи с этим возникает необходимость в описании распре-
деления случайной величины характеристиками, которые, воз-
можно, и не полностью его описывают, но дают достаточно хо-
рошее представление о распределении, и которые можно оце-
нить по экспериментальным данным. Такими характеристика-
ми, в частности, являются математическое ожидание и диспер-
сия случайной величины. (Некоторые распределения математи-
ческим ожиданием и дисперсией задаются полностью.)

Определение. Математическим ожиданием (средним) слу-
чайной величины ξ = ξ(ω) со значениями в R1, заданной на
дискретном вероятностном пространстве {Ω,P}, будем называть
сумму ряда ∑

ω∈Ω
ξ(ω)P(ω),

если он абсолютно сходится. Обозначать математическое ожи-
дание будем через Mξ:

Mξ =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω).
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Так что по определению математическое ожидание Mξ слу-
чайной величины ξ = ξ(ω) конечно.

Если ряд
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω) не сходится абсолютно, то будем счи-

тать, что математическое ожидание случайной величины ξ не
существует. Но далее (в гл. 9) мы определим математическое
ожидание и для случайной величины ξ = ξ(ω), у которой ряд∑
ω∈Ω

|ξ(ω)|P(ω) расходится (правда, не для всех таких случайных

величин).
В дальнейшем обороты “математическое ожидание определе-

но” и “математическое ожидание существует” обозначают одно
и то же.

Математическое ожидание случайной величины ξ = (ξ1, ξ2,
. . . , ξn) со значениями в Rn определяется равенством

Mξ = (Mξ1,Mξ2, . . . ,Mξn).

Свойства математического ожидания. Свойства мате-
матического ожидания получаются непосредственно из его опре-
деления.

Свойство 1. Если ξ = ξ(ω) = c (c — константа), то

Mξ = Mc = c

(математическое ожидание константы равно этой же конс-
танте).

До к а з а т е л ь с т в о.

Mc =
∑
ω∈Ω

cP(ω) = c
∑
ω∈Ω

P(ω) = c.

Свойство 2 (линейность математического ожидания).
Пусть ξ и η — случайные величины с математическими ожи-
даниями Mξ и Mη, a и b — константы. Тогда случайная вели-
чина aξ + bη также имеет математическое ожидание и

M(aξ + bη) = aMξ + bMη. (5.3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сумма абсолютно сходящихся рядов есть
абсолютно сходящийся ряд. При этом

aMξ + bMη = a
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω) + b
∑
ω∈Ω

η(ω)P(ω) =
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=
∑
ω∈Ω

(aξ(ω) + bη(ω))P(ω) = M(aξ + bη).

Следствие 1. Математическое ожидание суммы случай-
ных величин равно сумме их математических ожиданий:

M(ξ + η) = Mξ +Mη.

Утверждение следует из равенства (5.3.1), если положить
a = 1, b = 1.

Следствие 2. Константа выносится из-под знака мате-
матического ожидания:

Maξ = aMξ.

Утверждение получается из равенства (5.3.1), если положить
b = 0.

Свойство 3. Если
|ξ| ≤ |η|,

то из существования Mη следует существование Mξ.
Достаточно заметить, что из неравенства |ξ| ≤ |η| следует∑

ω∈Ω
|ξ(ω)|P(ω) ≤

∑
ω∈Ω

|η(ω)|P(ω).

Свойство 4. Если Mξ определено, то

|Mξ| ≤ M|ξ|.

Доказательство очевидно.
Свойство 5. Если ξ ≥ 0, то

Mξ ≥ 0.

Доказательство очевидно.
Следующая теорема показывает, как по распределению слу-

чайной величины можно вычислить математическое ожидание
любой функции от нее (если только оно существует).

Напомним, что множество всех возможных значений дис-
кретной случайной величины мы обозначили через X.

Если при суммировании не указаны пределы изменения ин-
декса, то суммируют по всем возможным его значениям.
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Теорема 5.3.1 (о вычислении Mg(ξ) по распределе-
нию ξ). Пусть ξ = ξ(ω) — случайная величина со значениями
в R1 на дискретном вероятностном пространстве {Ω,P} и

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

— ее распределение, тогда для любой функции g = g(x) на R1

со значениями в R1

Mg(ξ) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi), (5.3.2)

в предположении абсолютной сходимости одного из рядов:∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) или
∑
xi

g(xi)Pξ(xi).

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть ряд
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) сходится аб-

солютно. Представив Ω в виде объединения

Ω =
∪
xi

{ω : ξ(ω) = xi}

попарно непересекающихся множеств {ω : ξ(ω) = xi}, i = 1, 2, . . .
(см. также рис. 5.3.1) и воспользовавшись свойством ассоциатив-
ности абсолютно сходящихся рядов, получим∑

ω∈Ω
|g(ξ(ω))|P(ω) =

∑
ω∈

∪
xi

{ω:ξ(ω)=xi}

|g(ξ(ω))|P(ω) =

=
∑
xi

 ∑
ω:ξ(ω)=xi

|g(ξ(ω))|P(ω)

 =
∑
xi

∑
ω:ξ(ω)=xi

|g(xi)|P(ω) =

=
∑
xi

|g(xi)|
∑

ω:ξ(ω)=xi

P(ω) =
∑
xi

|g(xi)|P{ω : ξ(ω) = xi} =

=
∑
xi

|g(xi)|Pξ(xi),
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т. е. ∑
ω∈Ω

|g(ξ(ω))|P(ω) =
∑
xi

|g(xi)|Pξ(xi). (5.3.3)

Так что ряд
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) сходится абсолютно тогда и только

тогда, когда абсолютно сходится ряд
∑
xi

g(xi)Pξ(xi).

{!: x(!) = x   }1

{!: x(!) = x   }
2 {!: x(!) = x   }

3

Рис. 5.3.1: К представлению Ω

В предположениях теоремы, повторяя выкладки, аналогичные
приведенным выше, применительно к абсолютно сходящемуся
ряду

∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω), получим

Mg(ξ) =
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))P(ω) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi),

что и доказывает теорему.
Следствие. Пусть ξ = ξ(ω) — случайная величина со значе-

ниями в R1 на дискретном вероятностном пространстве {Ω,P}
и

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

— ее распределение, тогда

Mξ =
∑
xi

xiPξ(xi), (5.3.4)

в предположении абсолютной сходимости одного из рядов∑
ω∈Ω

ξ(ω)P(ω) или
∑
xi

xiPξ(xi).


